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Kapitel 1

Vorb emerkungen

1) Klassishe Elektrodynamik = Maxwellsde Theorie der elektrischen und
magnetistien Felder.

2) Historisches:

1785Coulonb,

1820Amppre, Biot-Savart, Oerstedt
1831Faraday

1864 Maxwell

3) Klassishe Elektrodynamik A! Quarnten-Elektrodynamik (1940-50)

4) Elektrodynamik Vorbild fév relativistische (Lorentz-invariante) Feldtheo-
rien, Ausgangspunktfér neuereEntwicklungenin der Theorie der Elementar-
teilchen (Nicht-abelste Eichtheorien).

5) Anhand der Elektrodynamik lernen Sie mathematiste Hilfsmittel, die
audh in anderenBereiden der Physik wichtig sind (Theorie partielle DGL).
Vorausgesetziverdendie elemeraren Mittel der Vektoranalysis speziell die
Redenregelnfir den Di®erertialoperator Nabla r . (6 Produktregeln und
5 Mdglichkeiten fér zweite Ableitung) und die Integralsatze von Gau%und
Stokes.
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KAPITEL 1. VORBEMERKUNGEN
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div grada= ¢ a; rot grada= 0; divrota= 0

rot rota= graddivaj ¢ a;

77 Y4
d®rdiva = ° acdf

2z o
rota ¢df = actds

F @

Bsp.divr=3,grad =i &, rot (:;f{r)) = 0, grad f (r) = fqr) ¢t

6) Wir verwendenaussblie¥ilith Gauvadte Einheiten.



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Das Coulom bsche Gesetz

In der Elektrostatik ist das elektriscdhe Feld ein \Hilfsb egri®', ein Synorym
filv Kraft auf Einheitsladung. Aber: Das Feld besitzt eine eigensindige Rea-
lit At: Strahlung, losgeBst von Materie, transportiert Energie, Impuls, Dre-
himpuls.

Die Kraft, die punktférmige Ladung ¢ auf eine andereq, auglbt, ist nach
Coulonb (s.a. Cavendish)

Fo= a2t
i Iy) (21)

) Dimensionder Ladung = P dyn ¢cm?

Konvertion:
E,= qE,

legt dasvon o, erzeugteelektrische Feld E; mit Feldstarke am Ort r fest:

5



6 KAPITEL 2. ELEKTR OSTATIK

rir

E(r) = o :
Kr Afte mehrererLadungenauf eine andereaddierensich vektoriell.
) Gesetzder linearen Aberlagerung(Superposition):
mehrerePunktladungena;;:::; ¢, andenOrtenr,;:::;r, erzeugenFeld
X
ED= o j;: 0
T (2.3)

Oft rAumliche Verteilung von Ladungendurch \Ladungsdichte" “r) spezi-
“ziert. Nicht nur bei sehrvielen Elemertarladungen, auch bei statistischer
Besdtireibung von Materie (z.B. QM).

dann ¢ = %r.)dr-2 im Volumenelemen d®. im Punkt r. liegendeLa-
dungsmenge

z

E() = oror)— L

jri r9e

(2.4)

2.1.1 Dirac'sc he Deltafunktion

LAYstman fiy “4r) auch Distributionen (verallgemeinerteFunktionen) zu, | Y4t
sich (2:3) und (2:4) vereinheitlichen.

Um (2:2) wie (2:4) schreiben zu kénnen, mu¥fir “r) gelten
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(1), % = 0 fir r°6r,

(2)  d*r%r9

G

Keine\ric htige" Funktion ¥2hat solde Eigenstaften, aber man kann (1) und
(2) beliebig gut appraximieren, z.B.

QD) = poe e
/a3
(2.5)

hat die Eigensdaften:

1]
o
—
E:
—
o
o

aégqmm

(2) drg(n)

1
[ —

De niton:

Dirac'sche Delta-Funktion

Hr) = lim ga(r) 26

i(r) hat dann die Eigenstaften:
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1
o
—h
E.
=
o
(@)

1), 0
() o +(n)

I
=

2.7)

Als Distribution mathematisc prazisefassbar,féf unsereZwedke a ¥4 10 16
ausreitiend.

R
Esfolgt 8f R®! R stetig: d°f (r)+(r) = f(0)
(2.3) kann durch Ladungsdidite

X0
Yr) = o Hrij ro)

ot (2.8)

dargestellt werden!

(2.4) enthalt alle physikalische Information, die fiv Elektrostatik notwendig
ist. Gibt fir jede Ladungs\erteilung %2das elektrische Feld E und Kraft auf
Probeladungg am Ort r.

E =qE(r) (2.9)

Bei vielen Problemender F -Statik jedoch Yznicht gegelen, dann (2.4) nicht
nidzlich. Suden vielfaltig verwendbareForm!



2.1. DAS COULOMBSCHE GESETZ
2.1.2 Di®erentialgleic hung fiv elektrostatisc he Felder

ZunAdst:

Satz:

Ein Vektorfeld F (r), dasim Unendlichen mindestenswie 1=r? ver-
schwindet, ist durch divE und rotE eindeutig bestimmt.

Beweis:

Annahme9E, 6 E, mit divE = O,rot E = OwobeiE = E;j E,
und E = O(A=r?)fixr! 1.

Dann existiert ein Slalarpﬂential ©(quit E = {grad ©.
[dennwegenrotE = Oist E ¢ds= rot E ¢df = 0, wobei L

L F
ein gestilosseneiWegvon 1 nadi2 und wieder zurdck und F die
von L umsdlossenerlaghe. D.h. 12 unabhdngig vom Weg.
Also deniere ©(r) = | " dsCE(S) ]

Alsodiv E = {div grad©=j ¢© = Ound ©= O(3)(r! 1).
Weiter {div (OE)=j ©divE | E grad ©= E?(r)

Z 7
) &rE*=j ° CE ¢df
v @
Nehmeals IntegrationswlumenV Kugel vom Radius R und be-
trachte R! 1.
7 Z
4YR? -
) ° ©¢CE ¢df / R‘f » O(1=R) ;! flrR! 1:
@

R
WennE? | Ofolgt aus d°rE? = 0 sofort E = 0.
\%

Man kann sagen:Hat das Feld weder Quellen noch Wirb el (und
versdiwindet im Unendlichen), dann ist esNull.
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Damit ist Eindeutigkeit gezeigt.
Zur Existenz von E zu vorgegelenendivE und rotE spater! ]

JedesFeld E = O(1=r?) kann jedenfallsdurch divE und rotE charakterisiert
werden.

WendenPrinzip auf (2.4) an:

Fiv Ladungs\erteilungen¥; die auf das Endliche begrenztsind (d.h.%r)
auserhalbeines endlichen Gebietes)E » Q=r2 fiy r | 1 mit Q
JAr9jdre

Beredinung von divE mit (2.4) (mit \mogeln"):

i ¢ ' ¢ .
div'r=r® = (div r)=r3+ Lgradllzr3 =3=r%; 3=r’=0 fir r60

M 1‘H M 1‘H
! div(r=r® = div grad j oo ¢ . O fiv r60
Andererseits _ 77 27 7
3 . —3 — o I — 3¢ — o o —
d°r div r=r° = r=r° def = d- = 4%
Kr(0) @ r(0) @ r(0)
Zusammenfassend:
. V|
¢
div'r=r® = ¢ Fl = 4Ya(r)
(2.10)

Also fiv das elektrostatische Feld mit (2.4):

divE(r) = 4v#4r) (2.11)
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[Mathematisch korrekt: £ ! p—t—, im Limesa! O erhdlt man wiederdas

r2+a?’

gewdnsdite Resultat. !  Jadkson 1.7]

Beredhnung von rot E (mit (2.4)):

Z
1
)= d®r%r9.- 2.12
(r) £r9 T (2.12)
ist Potential zu (2.4):
)
E =i grad© (2.13)
und somit
rotE =0 (2.14)

2.1.3 Die Poissongleic hung

Au¥serdurch (2.11)und (2.12) kénnenelektrostatisthe Felderdurch die Poissongleibung
fiv ihr Potential © charakterisiert werden:

CO(r) = i 4va4r) (2.15)

Wie gezeigt, ist (2.15) eindeutig |ésbarmit der RB © = O(3) fér r | 1,
LAsungist (2.12)!
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) Satz hber die Zerlegungvon Vektorfeldern in longitudinalen und trans-
versalenAnteil

JedesVektorfeld E(r) mit E(r) = O(1=r?) fiévr r !
1 kann eindeutig zerlegtwerdenin

E(r) = E\(r) + Ei(r)

wobei E,; = O(1=r?) und rot E;, = 0 und div
E,=0

Esist 7

304 rjr°
E = drYivE(r)

jri ro°

(wegen(2.4))

und
E,=Ei E

2.1.4 GauVssches Gesetz

Gleichung (2.11) ist Aquivalent zum Kraft°uYsatz

27 Z
° Edf = 4% o’ %r) = 40y
v v (2.16)

Das Gesetzvon Gau¥42.16) hat nétzliche Anwendungen:
Feld einer kugelsymmetrisc hen Ladungsv erteilung:

Diesist selbstkugelsymmetrist), alsoergibt (2.16) fér eineKugel vom Radius
r (um Symmetriezetrum)
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Zr
ANPE(r) = 4Y04%  drY®yr9 (2.17)
0
i r
EM = & dr% ®14r9 (2.18)
0
zugehprigesPotential:
z A
4, a 0 011/ 0L
o(r) = - dro%r9dr®+  dr%yr%r9 (2.19)

0 r

Ladungenin einer sehr dénnen Scicht: FlAchenladung

(z.B. Ladungenin Metallen ordnensidh in einer Schicht von wenigenAngstrédm
Dicke an der Ober°Ade an.)

Fl Achenladungsdic hte 3.durch g = %¢d

Fiv beliebig °ache Schadtel (d! 0) mit FlAcdenladung¥szwisden Boden
und Dedel:

(2:16)) E,¢n; + E, Cn, = 4%34 (2.20)
(Ex(r) i E(r))ng,(r) = 4%34r) (2.21)

wobei n,, die von 1 nach 2 gerichtete FlAchennormaleist.
Normalenkomponerte deselektrischen Feldesspringt an Flachenladungen.

Tangernialk omponerte deselektrischen Feldesimmer stetig:

7 I
0= rote ¢d

1]
|m
o

|=<

(Exri Egp) Cdr (2.22)
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Dip olschichten: z.B. an der Ober°®Ache einesKristalls

Potertial einesDipols:

| ¢r
‘)= —3 9 = g +q0(1?) (2.23)
jrilj
-q ® | —%q
Fiv |'!' 0 wird darausbei festemDipolmomert p=q¢l = const:
. p¢r
(r)==5=p¢or (i 1=n) (2.24)

r —

Bei ° Achenhafter Anordnung von Dipolen: Dipol° Achendichte D de niert
durch P4 =D d

zugehdrigesPotertial:
ZZ

o(r) (r‘) L —3 df
zZZ rirg B

D(r9d-, (2.25)

Fiv r auf Dipolsdicht daher:©y(r) j ©,(r) = 4%D(r)

+34
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Betrachte zwei FlAchen der Ladungsdidite § 3{r) im Abstand d(r) (d ¢
Krdmmungsradius)= Dipolscicht der D = 3.¢d

Feld im Innern (Kondensator):

E(r) =i 44r)n(r)und ©,j ©, =i E ¢d= 4¥D (Potentialdi®erenz).
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2.2 Elektrostatisc he Energie

Eine Probeladungq im elektrostatisthen Feld E(r) verspivt die Kraft
F = qE(r) (2.26)

Um g von ry nad r, zu bringen, mussman die Arbeit A leisten:

Z2 Z2
A=j FEc¢dr=jq E(r)¢dr = P(©(r_2){iz ©(r_1)g (2.27)

ri ri wegunabh:

Fi&r r; = 1 (aus dem Unendlichen) nach r (mit ©(1 ) = 0) folgt:

A = qo(r) (2.28)

=) Um Bberhaupt Ladungenim Endlichen anzuordnen,muss man bereits
Arbeit leisten.

Bringt man die einzelnenLadungennadeinanderan ihre Stelle, so hat man
gegendie Felder bereits vorher angebratier Ladungenzu arbeiten.

In einer Anordnung von n Ladungencg an den Stellenr. stedt die Energie

X X1 1 X
u=" ¢ =" _IF_ (2.29)
0=1 121 JLO | Ll] 2 P JLO | LIJ
Fiv kontinuierliche Ladungs\erteilungen:
Z Z
_1 3 3 o/Ar) Y1)
U—2 d’r  d°r i rg (2.30)
bzw. mit (2.12):
1Z
U=3 drno(r) (2.31)

2
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Mit
1 1 1
0= —©divE = —div(©E); —E? 2.32
2, VET V(OE) i 4, (2.32)

folgt nach Integration gber ein hinreichend gro%e&/olumen

(2.33) 7
— i 3, =2
U= 3, d’rE~(r) (2.33)
denn
Z Z
d®r div(©E) = df ¢(©E) = O(1=R) (2.34)
Kr(0) @Rr(0)
da
©= 0(1=R); E = O(1=R) (2.35)

Interpretation:

1
u(r) = o E*(r)

Energiedic hte des elektrostatisc hen Feldes

Bemerkung:

Wesettlicher Untersdhied zwisden (2.29) und (2.33): Ug , 0; Ua_ 0.
(2.33) (Kont. Ladungs\erteilung) enthalt Selbstenergietermdiy © = 1; sind
1 . Selbstenergieder Elemenarladungen ist Eigenstaft des betrachteten
Elemertarteilchens.

Selbstenergiepunktfdrmig geladenerTeilchen ! tiefes Problem () Ultra-
violett-Div ergenzerder QFT). Modell einesElektrons endlicher Ausdehrung
hatte zwar eineendliche Selbstenergieersdeint aber unnativlich und bringt
audh andersartigegrundsétzliche Schwierigkeiten. Die Energie einer Ladung




18 KAPITEL 2. ELEKTR OSTATIK

g, die gleidlmél/z‘igauf einer Kugelober°Ache vom Radiusr verteilt ist, ergibt

sihnach U = 3 d*rAr)O(r) zu of=2r.

Mit der Annahme, da¥dieseEnergiegleich der RuhemassealesElektrone ist,
erhdlt man fir den klassistien Elektronenradius

2re = oF=me¢* = 2;8¢10 “cm: (2.37)
Bemerkung:
Da
z zZ
d’r div(GE) = ° df OE;
Kr (0) @ r(0)

und die beiden Terme© und E mit (&) bzw. (35) gehen,gelt dasgesante
Integral flv Rj! 1 gegenO.

2.3 Randw ertprobleme

Bei vielen Fragestellungenin der Elektrostatik sind keine Ladungen vorge-
geben (dann berutzt man (2.4) oder (2.12) zur Problemlgsung),sonderndas
Feld wird durch Randbedingungenfestgelegt.

De nition Metalle:

In einemMetall kdnnenLadungenfrei vershoben werden!

=) Das elektrostatisthe Feld im Inneren eines Metalles verstwindet (im
Gleichgewidt).

=) Deswegenversdwindet audh die Ladungsdidite ¥2im Inneren. Wegen
E = 4¥#4(s.0.) tragen Metalle, die von Feldern umgeken sind, Ober°Achen-
ladungen.



2.3. RANDWERTPROBLEME

2.3.1 Metho de der Spiegelladungen

Beispiel:
) : ) Q’eerdeter
- ‘metallischer
3 "."Halbraum
% “le=o0
q g . . . . .
Punktladung

Die Lésungmu¥szwei Eigenshaften haben:

@Umr=distO(r) ¥a

iri J
(b) Fiv r ¢d= 0gilt ©= 0(, E ? Ober’Ace)

LAsung:Methode der Spiegelladung(oder Bildladung)

O() = 45 i i fidered> 0
_) E(r)_ quI_Jsi qu+j3
E:=$ Yia Y= ; _d=2

(12+62)2

19
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2.3.2 Eindeutigk eit von L@Asungen von Randw ertpro-
blemen

Voraussetzungen:

In einemgewissenTeilvolumenV 2 R3 seiYsbekannt; Anstelle der Ladungs-
dichte im Komplemert von V kennenwir \gewisse" Randbedingungenauf
demRand von V.

Behauptung:

Das elektrostatisdhe Potertial © ist eindeutig bestimnt (sofern RBen \ge-
wisse" Bedingungenerfillen).

Beweis:

Annahme: 9©;; ©, als LAsung.

De niere©®:= ©, i ©, bzw.E = jr ©.
Danngilt inV : ¢©= 0.

Mit div (OEB) = | ©¢ ©; E?= | E? folgt dann

Z i
=) E2%=° dOE,
\ @

=) wenn® oder E,, auf @ versdwinden, ist E Bberall 0.

O®erbar gibt eszwei Méglichkeiten fiv RBen, die auf eineeindeutigeL 8sung
shlieYseriassen:

1. Vorgabe desPotertials © auf dem Rand
(Diric hletsche Randbedingung)

2. Vorgabe desNormalenfeldesE,, auf dem Rand
(von-Neumannshe Randbedingungen)

(auch gemistite Randbedingungensind méglich)
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Es gilt also:

Ist im InnereneinesGebietesdie Ladungsdidite und auf demRande
das Potential oder die Feldnormale gegelen, so ist das Feld im
Inneren eindeutig bestimnt.

Wichtig hierbei ist, da¥die Randbedingungenfiér die gesante Berandung
gegelen sind.

Teile desRandesdirfen auch im Unendlichenliegen(dann mu¥.dasPotertial
schnell gerug abfallen, wenn dieseTeile unendlich grovse-lAche besitzen).

ObigesBeispiel: Ober°Acher ¢d= Oundr ¢d= +1 ; RBendort: ©= 0!

2.3.3 Existenz einer L@sung der Randw ertprobleme

@: Forrpelflé'\r eindeutigeL Asung(werdensehenda¥awir mit der Bildladung
Lasungfir beliebigeRandwertproblemeim Halbraum gefundenhaben).
ZuAdhst noch eine Hilfsformel fir alle beliebigenSkalarfelder' und A:

div(' gradA) = ' ¢ A+ grad ¢gradA

i! 8V % R3:

R = = H ~
(' ¢ A+ grad gradA)d®°= (' gradA)d (2.38)
\Y @/

1. Greensche Formel

Nun vertausche man' und A miteinander und subtrahieren

R N - Hi " - ¢
(¢Aj Ac')dro= " @ AL d (2.39)
\Y
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2. Greensche Formel

wobei % = Ableitung in Richtung der FlAchennormalen:
r Acdf = (r A),d = Sd

Setzenun v ' eZin elektrostatisthesPotential © mit ¢© = | 4¥44ein:

) o9 ¢ A(r) d*r°
vz ZZ | G 1
= 4% AU Ar9PBro+ e ©(r‘)@o,&(r°)En(r‘) d °(2.40)
v @

Annlich wie bei der LBsungder Poisson-Gleibung, nehmenwir fér A(r9 eine
Funktion G(r;r9% mit:

¢ G(r;r9) = avar r9 (2.41)
Fiv r 2 V folgt:
Z 27 -
1 r;r :
O) = G(rir) %)’ - ° 7@3&,0 Loy + 6rrYENrY o
Vv @
(2.42)
Die Greensfunktion G hat dabei o®emar die Struktur G(r;r9 = ﬁ

F(r;r%, wobei F mit ¢ F(r;r% = 0 (Ableitung nach Koordinaten) eine
glatte, in V harmonisde Funktion ist.

(2.3.3) ist eine Identit At, die (fér beliebige Funktionen F wie oben) © im
Innerenvon V durch © und E,, am Rand von V ausdnmickt.

(2.3.3) ist noch nicht die Lésungdes RWPs, denn © und E, défen nicht
unabhdngig vom Rand vorgegelen werden.

(2.3.3) kann durch geeigneteWahl von G bzw. F zur LAsung des RWPs
werden: Finden wir z.B. ein G = Gp mit
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Gp(r;rf9=0  fivr’2 @v (2.43)

dann folgt aus (2.3.3)

z 7z _
0N = GorIUN % ¢ %’P@@d"
Y @ (2.44)

Damit ist das Dirichlet'sche Randwertproblem gelbst. Gp hei¥ttGreensc he
Funktion desbetre®enderRandwertproblems.

O®erbar I8st man analogmit einerGreenstienFunktion Gy mit %ﬁo”—o’ =0
fiv r1°2 @ dasvon Neumannsbe Randwertproblem (und auch gemisdte
Randwertprobleme).

Mit Hilfe der Greensben Funktion ist folgendeserreicht: Bei einem Rand-
wertproblem werden die topologistien Aspekte von den spezi schen Rand-
werten und der Ladungsdidite Y2(den physikalischen Aspekten) getrenrt.

Das allgemeineRandwertproblem wird auf ein speziellesreduziert, dem mit
verstwindendenRandbedingungen(2.44) und einer Punktladung im Innern

¢G(r;r% = 4va(ri r9

Betrachte noch einmal das Problem im Halbraum (s.o.)

i ! mit Bildladung wird geradediesesspezielleProblem gelst.

1 1
Go(r;r9 = i i % 1+ 20mn; (2.45)

O®ensibtlich erflllt ¢ Gp (r;r% = j 4%a(rj rOfdvr;r°2 Vv undGp(r;r9 =
Ofiv r°2 @v

Damit |@st (2.44) denallgemeinenFall einerbeliebigenLadungs\erteilung im
linken Halbraum.
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Gp hat immer die Symmetrieeigendtaft Gp(r;r% = Gp(r®r). (berutze
(2.3.3)mit ' = Gp(ry;r) und A= Gp(ryr9)

Zur Existenz der L@sung von RWP en

Der Beweis der Existenz der L&sungvon RWPen allgemeinerGeometrieist
di+zil und mathematish ansprudswll, und die Ldsung (d.h. Greensbe
Funktion) kann i.a. nicht angegelen werden.

Intuitiv er Ansatz (Diric hlet):
Ersetze @ durch eine geerdeteMetallober®Ache (© = 0)

=) Auf @ bilden sich Ober®°Achenladungendie dasPotential um r absdair-
men.

zz

L0 — 1 o Yr°) 00

Col)= gt 1
@

(2.46)

Damit o®etbar 8r°2 V : ¢ Gp(r;r% = j 4 i r% Um Gp(r;r9 =
0 8r°2 @ zu erféllen, mussgelten:

I
3/(y 0
1 A

00—
jrirg jro; Lo?d =0

(2.47)

Existenzvon Gp () L#ésbarleit dieserintegralgleicung.

2.3.4 Kapazit At

Betrachte eine Anordnung von n geladenernLeitern im ladungsfreienRaum.
' » seidas Potential des®-ten Leiters, Vo 2 R3 der von ihm beansprutite
Raumbereic, So = @, dessenOber®Ade.

SeiGp Greensbe Funktion fiv dieseAnordnung:
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0 1
zZ
X 177 @p(r:r9
© — 1 0@. ) D\L,L O0A )
M= .G g =oid (2.48)
0=1 S
Das elektrische Feld an der Ober°Ache der Leiter (? ' ,u) ist daher:
zZ
X 1 .
B,z oo @ColLD) o (2.49)
oy W @ @
T—fz—1
meistens const.
Wegen
En(r) = i 4¥34r) (34r) = Ober°Achenladung) :
Fiv die Ladung g auf dem? -ten Leiter erhalten wir also
X
q1 = Cio '
ot (2.50)
zZ zZ
mlt Co = i o i ) d_O@GD(LaLC)
"TY o o @@
S So
Coo : Kapazit Atskonstante des®-ten Leiters
Co = G:: In°uenzk oezxzien t
Energieder Ladungs\erteilung
1 X
u = > g '
1=1
1 X
= = Co '1'0 (251)
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WegenU , Oist . positiv de nit, speziellc.o > 0

2.3.5 Der Kondensator

De nition: Ein Kondensatorist ein Systemaus?2 Leitern mit g, = j ¢ = Q:

Umkehrung von (2.50) ergibt:

1
+ Q
1 (Ct Cip) ¢ JetC

Q.
detC

"1 = (Cxu+Cipt¢ (2.52)

Also: 0

U=
2C

(2.53)

mit

C11Ca2 i C122
C= auvserdenQ = C(" ¢ '
Cii Cxp+ 2Cy ! " (ai "2

Bsp: Kugelk ondensator

Potertial fiv R < r < Ry:
Q

r

Ra
C o(r) =
Mit

"1i ' 2= O(Rj)i ©(R,) = “1_ 1ﬂ
i 2= (I)l (a)_Q EIR_a
folgt:

Kapazitat

RaR|
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Bsp: Zylinderk ondensator

Aussen: —k2

LAnge —=
— —--7,_7‘:
\—\-9‘——0—/———-_"——.— -
© Y aiainin ey Sl
. 0 A© . ~ \ L.
Innen: [Ange .._.._..>_A\

Kapazitat: proportional zur LAnge(bis auf Rande®ekte)

RadialesFeld zwisdhen den Zylindern:

Kraft®u¥ssatz =) 2¥a | E(r) = 4%QI oder E(r) = ? =) Potential
©(r) = j 2QInr 3
O(Ri) i ©(R,) = 2QI Ra =) Kapazitat pro 11L4ngeneinheit:C = -1

Ri 2In:RR—fi’1

Bemerkung zur Bildladungsmetho de:

Methode der Bildladungen! fir viele RWPe ansthauliche Lésung. Genau
eine Bildladung: nur beim Fall einer Kugel als Rand erfolgreid (Ebeneist
Grenzfall davon):

Versuden Potertial © im Punkt r°durch Bildladung ¢ im Punkt b (kjr) zu
“nden.

Ansatz:

_q ¢
ek it 19 % b

Wihle®und bso,da¥© auf Rand der Kugel verscwindet, d.h. ©(r°= a) = 0
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_ L. o._L_O.
= =ph
o1’z a = & , 970
( ) €0 38 j3€ §
O~a

= [a)

+ D

" 1F r’=g j 2r=acos| (g; €’

o=b

=0

Y 1x a’=l7 i 2a=bcos] (g €9

(2.54)

Fiv r=a= a=bund g=a= j g=berreidht man tatsAclich ©(r°= a) = 0 8¢".

Eine Bildladung ¢® = i ¢, bei b= & Idst das Problem! Gilt fiv r (und
r9>aundfévr (undr9 < a

=) Greenste Funktion fiv Kugel :

1 a=r

Gp(r;r9
1

iri Lfii jroj a2=r2rj

ol D

iri 9 jr=aro (a=n1]
1

1

rl
re+ r®; 2rrocos#

i 4 (2.55)

D+ a2 2rrocos#

mit (2.44) kénnenwir damit jedesProblem mit Potentialrandwerten auf der
Kugel Idsen.

Einige Varianten:

a) Kugel auf vorgegelenemPotential ' o.

b) Kugel tr Agt vorgegelene Ladung .

i ! Lésung:durch weitere Ladung im Kugelzertrum (hier nur r > a) =)
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g2 "va
a ©Or) = L+
) ) jrir9 jroj Zrjo

qé o+ &g
b O = - i L [
) OO = g i £rg 12

Problem: Metallkugel in einem Au%serereld : SKIZZE!!

Lésung:Man erzeugtein homogenesreld E, ¥4 20=r> filr q! 1,r! 1,
g=r? fest. Rest wie gehabt.

Problem: Kraft auf Ladung q vor geerdgterFIAdqe! verspivt Kraft dlgrch
Bildladung. Vor geerdeterEbene:F = L, vor geerdeterKugel: F = 29 =

42 iri b
ar
qz(rzi a2)2"

2.3.6 Separation der Laplace-Gleic hung und spezielle
Funktionen

Wenn ein Problem nicht in gestilossenerForm Idsbar! Entwicklung der
LAsungnad geeignetenFunktionen : Funktionssatz.

Betrachte: Funktionen U(x) auf Intervalla- x - b

UnvollstAndigeBesdreibung: durch ihre Werte U(x.) an n+ 1 Aquidistanten

(Xo0); (X1); 25 (Xn) 2 R™? bilden einenn + 1-dimensionaleninearen Vektor-
raum.

_ P
De nition: Skalarprodukt: < U;V > = rﬁ’;—f U(Xo)V 8 (Xo)
0

VollstAndige Besdireibung (auch fiv stetige Fkt.) nur fir n! 1

=) 1 -dimensionalerVektorrdume



2.3. RANDWERTPROBLEME 31

70
<UV>= U®X)V(x)dx

a (2.56)

Skalarprodukt in Funktionen-RAumen

Das Skalarpodukt erlaubt, wie in endlich-dimensionalenVektorraumen, die
Wahl orthonormierter Basissystemezur bequemenDarstellung von Funktio-
nen.

De nition: Funktion(folge) U,(x) (n=1,2,3...) bilden ONS (Orthonormalsy-
stem), wenn< Up; U, >= £,

Bsp: Die Funktionen pg—e?™= ("1 & n = §1;82;::: bilden ein ONS.

\Bestm@gliche" Approximation einer Fkt. f (x) mittels N Fkt. einesONS:

m
f(X) Ya
n

an Un(X)
1

Forderung: fiv dieseGleichung soll der mittlere quadratische Abstand kleinstm@glich
sein:

Zb E W 52
Mn(fang) = dx F(x)i a Un(x)=d
n=0

2 (2.57)
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Zb Zb S
Esist My(fang) =  jf(021  dx  f(x)aUZ(x)
a a n=0
Zb >(\l ol Zb )(\l o ol
A 0@l + dx @anUT0Un(X)
a n=0 a m;n =0
20 X X
= jfi*i (@ <f;Uy>+ay < Upf >)+  aanx
2 [= {z = )
) (ani <f ;Un>)(aqi <Un;if>)j <f ;Un><U nif >
n=0
Zb. 2 w i. .2 . 2¢
SR LGV jani < FiUn > %0 j< iUy >
n=0

=) My ist minimal fiv | a, =< f;U, > | (verallgemeinerteFourierkoe+zi-
erten)

Fallsfie N ' 1 minMy ! O hei¥tdas Funktionensystem vollstAndig
(VONS). Dann qilt:

% 2
j<f:;U,>j2= jf (x)j%dx

n=1

m .
Im Sinnevon (2.57) gilt dannim Mittel: ~ a,Uy(x) | T f(x)

n=1

Fiv geeignetef(x) kann aud fir alle x 2 [a;b] gelten

R
fO) = aUn(x)

n=o (2.58)
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Beispiel flv VONS s.0. e2/m=bi aP bi a

Sehenjedoch, da¥unter Benutzung von Distributionen die VollstAndigkeit
einesONS durch

b3
Un(X) Un(x9 = Hx i x9 () fU,gi., ist VONS

n=t (2.59)

ausgedickt werdenkann.

DieseAussageist vergleidhbar mit der entsprechendenAussagebei endlich-

) . o
dimensionalenVektorrdumen (fvigist ONS () vl v = )
n=1
Beweis:

Per De nition gilt:
Z

Hxi x):8f mit  fX)Hxi xi)dx=f(x9

Das Systemf U,gl_, ist ein Orthonormalsystem

5 F0= T Al = U0 UG f (<X

3 n=1 n=1 a

= Flaf(x) ® Un(X) UZ(x9 dx®

n=1

P
=) . Un(X) UZ(x) = H(x i x9

n=

2.3.7 Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Va-
riablen

X = (X1;:::Xs)  [a;b] j! Gebietin R®

Falls diesesGebiet ein QuaderQ ist mit a; - X - Q[ (i = 1:::s), sokann
man ausdem ONS fir jede Koordinate U,ﬁ')(x) ein ONS von Funktionen von
s Variablen konstruieren.



34 KAPITEL 2. ELEKTR OSTATIK

A
Unlz::ns(xl o :Xs) = Urg'i)(X@-ﬁO)

i=1

Bei Up,..n (X1 :::Xs) handelt essich um ein Orthonormalsystem,weil

z v 2
Unl:::ns(X) Uml:::ms(ﬁ) dx® = Urgi)(xi) Uéqii)(xi) dXi

Q =1 aj

Falls die U alle VONS sind, ist auch Uy, ...n, €in VONS.

Beispiel:

Bild eines Quadersmit Nullpunkt in der linken unteren vorderen Ecke und
den KantenldngenLx, Ly und Lz

Im R2 ist Aber einem Quader (s. 0.) wie folgt de nierte Funktionensystem
vollstandig:
2vi(c+ L4 M2

1
Uklm(X; y1 Z) = pje X y

kK;l;m2 Z (2.61)
LxLyL,

Bei der Konstruktion von (2.60) sollte man nicht zwangsAu g auf qua-
derfdrmige Gebieteangewiesersein,da die x; auch krummlinige Koordinaten
seink@nnen (z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten)

Kehren wir nun zur Lésungelektrostatisher Probleme zurick:
Wir wollen LdsungengewisserProbleme nach geeignetenFunktionensétzen
entwickeln. Es gendgt hierbei LAsungender Laplace{Gleichung

¢© =0
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zu betrachten (! harmonisde Funktionen), denn mit

1
jri r9

F(r;r9=6(r;r9

ist die LAsungjedeselektrostatischen Problemsgegelen.

Wir suden also Produktl dsungender Laplace-Gleitwung der Form (2.60)
zunAdst in kartesisden Koordinaten

O©(x;y;z) = UX) V(Y) W(2)

¢© = 0 wird dadurch zu UTOO+ V7°°+ WW°°= 0

=) Die Laplace-Gleitung zerfdllt in drei gewdhnliche DGLs:

00 00 —_
& = const= j ® Y- =const=j ?

00

3

= const=j °?= @+ ?

g

=) Die Laplace-Gleitiung kann in kartesistien Koordinaten separiertwer-
den:

©=e™dVd'? mit @+ 2+°2=0 (2.62)

Wir wollen nun eine harmoniste Funktion in dem Quader0 - x - a;0 -
y- b;0- z- cmit vorgegelenenRandwerten nden.
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unten links

Es gendgt, harmoniste Funktionen anzugeten, die auf jeweils fidlnf der seds
Rand°Adhen verstiwinden, und auf der sedsten (z. B. z = ¢) vorgegelene
Werte ©(x; y) annehmen.

Zur Erfl@lung der vershiedenenRandbedingungenkonstruierenwir aus Gl.
(2) die folgendeGleichung (3):

O (x1y:2) = SiN@x) sin(ny) sinh( @+ 22)  (2.63)
@, = Tm= 3 m; n =
1,2,3;:::

Die Funktionen sin(®,x) bilden in Intervall [0; a] ein vollstAndigesSystem,
beadte aber den Unterschied zu e ="

Esfolgt, dass(3) ein vollstAndigesSystemharmonister Funktionen darstellt,

dasdie Randbedingungenan fénf FlAchen erflllt. Das gewdnsdte Potertial

in Innern desQuadersist also
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X
O(x;y;2) = Amn ©mn (XY, 2). (2.64)

m;n=1
Die verbleibende Randbedingungfordert nun
X X

©(x;y) = Amn©mn (X; y;€) = Amn smh( a2 + k2 ) sin(@&nx) sin(,y).

m;n=1 m;n=1

R
Wegender Orthonormierungsrelation sin(®x) sin(®x) dx = 1m folgt so-
0

fort:
4 Zazb
Amn = — ©(x; y) sin(@nx) sin(ny) dx dy (2.65)
absinh(" ® + 2c¢) . o
De nition
4 Za7Zb
Omn = Amn smh( ®2 + 20 = e ©(x;y) sin(®,x) sin( ,y) dx dy
0 0

Die Gite der Konvergenzder Fourierreihe fur ©(x;y) hangt ausstlie¥ilit
von ©(x;y) ab:

Die Lésung fiv ©(1) konvergiert flv z < ¢ um den Faktor
besser.

sinh( 2+ 22)
—p—ﬁ
sinh(" @+ 2¢C
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2.3.8 Nizlic hkeit der L@sungsreihe fiv |

Beretine © im Mittelpunkt einesWikfels (a= b= c):

’ c R Cym Cuyp sinh(g“p m2 + n2)
= = sin — sin — ©y, — p———
2 et 2 2 sinh(¥a m2+ n?)

©2I +1;2k+1

X
= (G 3

cim1 2cosh " @+ 12+ (2k + 12

Die erstenvier Terme(k;| = 0;1) liefern im allgemeinenbereits eine Genau-
igkeit von 0; 1% (!)

Ebensogutkonvergiert dieseReihe z. B. fév die induzierte Ladungsdidite in
der metallischen FlAche z = O:

1= 1@~

xy) = —E = ——=0
&y = wE ' @ 2o _
1 R . . P ¢ p _
= i — Amn Sin(@yx) sin( ,y) cosh @2 + 2z @+ 2
& 220

2.3.9 Die Separation der Laplace-Gleic hung in Kugel-
koordinaten

Die Laplace-Gleitwung kann audh in Kugelkoordinaten (r;#;" ) separiertwer-
den.
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Sielautet dann

3

1@ 1 @ @ 1 @o_

- @(r©) + TSnd) @ sin(#)@ + r2sif(#) @2

Wir suden nun nach Produktl sungender Form

ot ) = 2 P(cost) QU )
Durch Einsetzen' x := cost) ! wm &= & folgt dann:
(L x2)( UUOO rizéj;(l iPXZ)POD) . %oo:

Nur %OO hangt von' ab =) %OO: const=: j m? bzw.

Q)= e

= 0.

39
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Falls' nicht eingesbrankt auf einemintervall < 2% mussm ganzzahligsein,
damit ' eindeutigin R3 wird.
LU0 41 x)P)  m?

—_ 4 X =
)rU P I1ix20

Nur rzuvoo hangt vonr ab

) rZUTOO: constbzw.| U(r) = Ar'*l + Bri!

) Esbleibt die LegendreDi®ererialgleichung (L-DGL):

a

1 x)P%+ I(I1+1)j ~7 ¢P =0 (2.66)

Fiv festesl, m gibt eszwei linear unabhdngigeL8sungen

Theorie der linearen DGL ) 2 L@sungensind reguldr (d.h. analytisch) bis
auf m@glicherweisex = § 1 (singulare Punkte)

Falls# 2 [0;% d.h. x 2 [j 1;1]und ' reguldr auf der Polarachsex = §1
i ! wir brauchen die Lésungder LDGL, die fiv x = § 1 endlich sind.

Man kann zeigen:

Fiv | 0;1;2;:::  (spAter: Drehimpuls)
und m = ;i l+ 1504 1,1 (spAter: z-Komponerte)

existiert genau eine LAsung (bis auf konstarte Faktoren), die bei x = §1
endlich ist, nAmlich:

Legendre-F unktion (LF)

P™(x) = Gonm (1j x?)m=2 d+m (x2i 1) (2.67)

2 dx!+m

P™ und Pj ™ sind linear unabhdngigund esgilt: Pj ™(x) = (j 1)™ {2 pm(x)

(I+m)!

Fiv festesm sind die P™ (I = jmj;jm + 1j;::}) paarweiseorthogonal, denn
mit LDGL ergibt sich:
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Z1 5 u. ﬂ Yy
d dp™ m2p"
0 - dxPT  — (1i xO)— o+ 41(1+ DP™ '
XFpo dx (1i x9) dx ( P 1 %2
il
z M 1
partiel lel nt: 2. dp|g] dP|m . m2 mpm
= d 1 + I(l+1)j —— PP
X(X | ) dx  dx ( ) | 1| X2 105

il

Nun vertausdit man | und 1° und subtrahiert die beiden Gleichungen
71

) (1I0+ 1) 199°+ 1))  dxPF(x)P"(x) = 0
|—fz—)

) Ofdr 1610

R .
Berednet man die Norm  dx (P, (x))? selbst, erhAlt man
il

R

— 2 (I+m)
. dxPE'P™ = 5 I mr e
|

Der Satz separierterFunktionen der Laplace-Gleitung lautet nun:

Om(r;#" ) = (Ar'+ Brili yP™(cos#)e™ (2.68)

Der zugehbrige Winkelarteil lautet: Kugel® Achenfunktion KFF (=sp e-
rical harmonics)

S
Yim(#" ) =
|

20+ 1 (i m)
4% (I + m)!
{z }

P™(cos#) e™ (2.69)

N ormier ungsf aktor
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z.B.:

"1
Yool#') = -
oo(# ") 2

"3

Yi1(#;' = — sin# ¢¢€
Yio(#;' ) = 3 COs#
10 ] - 41/4

KFF sind auf der Kugelober® Ache orthonormiert:

22

H R
Hnmoho = d- Yian0(-) Yim(-) = d'° sin#d#Y,on0(# " ) Yim(# ")
@ 1(0) 0 0

(2.70)

Maggkaan zeigen,dassdie P|" (x) fir jedesfestem ein VONS auf[-1,1]bilden.
Da € ebenfallsVONS auf [0; 2V} ist, folgt:

n 0
Yim(#"' ) ist VONS auf der Kugelober® Ache (2.71)

i ! Die allgemeineL@sungvon ¢© = 0 in Kugelkoordinaten lautet daher:

P P .
Or;#," ) = (Anr' + B " Y Yim(#") (2.72)

1=0 m=j |

bei Problemen,die rotationssymmetrisdqr um die Polaradse sind, also nicht
von' abhdngen,tragen nur Termem = 0 bei:

Pi(x) == P§(x) = 54 & (x?; 1) (2.73)
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heivserLegendre-P olynome (LP)

Speziell sollte man sich merken:

Po(X)
P1(x)

Po(x) =

Z1
dx Py(x) Pio(x) =
il
P(1) =
Rekursionsformel: (1 + 1)P.1(X) =

1
X
X% 1

2
2

2+ 1M

1
@+ DxPi(x)i 1P 1(x)

2.3.10 Einfac he Anwendung

43

Beredine das Potential einer ungeladenenMetallkugel im vorgegelenenho-

mogenenelektrischen Feld E,

Lésungerfdllt fév r > a die Bedingung¢®© = 0, ist fév r = a konstart Null
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undsollsichfilvr! 1 wie©=j zEy= i r Ey cos# verhalten.

P
Mit ©(r;#) = (Arr'+ Biri'i 1) Pi(cos#) folgt:
1=0

(@) A= | EqA =0 fix1>1(b)B =0 fivl>1

B
A1a+a—21 = 0
B, = a’Eg; Bg=0
! ua3° 9 TP |
) O #) = Zi T Eocos# = Eg i r

Das induzierte Dipolmomert ist p = a’Ep (z.B. mit Spiegelladungerjpj =
% ¢2Ri2 = a3E0)

Fiv eine geladeneKugel wird Bg gleich der Ladung.

Zylinderkoordinaten sind ein drittes wichtiges System,in dem die Laplace-
Gleichung separiert.Im Koordinatensystem(Yz;; z) lautet die Laplace-Gleitwung
¢© =0

16", 1@, @o_
@ @ @ @ (2.74)
Mit dem Separationssatz
(% 2)= RMQ()UE (2.75)

folgt
1d " ar’

1
- R+ —0%0+ y%ey=0
Valte O 39

alsowie gehabt:
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U°U = k? oder U(z) = e

Weiter folgt Q°¢Q = | °2 oder Q(' ) = e , wobei °© ganz, wenn © auf
[0; 2¥] stetig!

Es bleibt die Besselske DGL:

T T
1d " dr 02
- 1 2. —
va, s T K1y RS0 (2.76)

B-DGLa

Parameterk |AVatsich trivial eliminieren: Subst. x = k4

) Standartform der Besselseen DGL

H T u 2
- Xd_R + 1j ﬂ R=0

xdx — dx X2 (2.77)

B-DGL

DieseB-DGL hat den\singuldren Punkt" x = 0, alle LAsungensind analy-
tisch, bis auf hdchstensx = 0. Die LAsungenheiVserZylinderfunktionen. Eine
spezielleL@sungist die Besselfunktion:

o X (i 1) (X)Zj
o lliGire+ 12

200= ()
(2.78)

BF
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mit

i(x+1)

1
o
§><
@.
<

I
>

i(n+ 1)

Jo(X) und Jo(j x) sind eine Basis von L@sungender B-DGL, falls © nicht
ganzzabhligist. Fir unsist aber der Fall ganzer® interessat

°©°=m22)

Jim(¥) = (i 1)™Im(x) (2.79)

und J,(x) sind die einzigenbei x = 0 reguldaren Lésungenvon B-DGL.
(Beachte: j(n+ 1)=n!'fly n, Oundj(n)=1 fik n- 0)

Eine zweite LAsungfiv © = m kann man durch die Neumannfunktionen

No (X) = (Jo(X) cOg¥®R) i J; o (X)) =sin(¥®) (2.80)

Neumann - Funktion (NF)
N. ist LAsungvon B-DGL, und fiy © ! m(ganz)ist N, (x) unabhédngigvon
Jm(X) und verhdlt sich bei x = 0 wie
No(x) = xi ™(m > 0); No(x) » In(x) fivr x ! 0.

) AllgemeineL@AsungunseresSeparationsansatzes:

Oo (V2!; 2) = (AJo(k¥A+ BNo(k' ))ed" e8kz (2.81)

ZB
vgl. Kugel-Koordinaten: ©,, (r;#;' ) = (Ar' + Brii Y, (#")

Bemerkung: Hankelfunktion Holzz(x) = Jo(X) 8 INo(x) audh wichtige Basis
z.B. von Zylinderfunktion.
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Bemerkung:Nullstellen der Besselfunktion:
fiv x! 1 gilt: r

—_— 3

2 Ya
Jo — i —(2°+ 1
(0> acos xi 22+ 1)

; Jo hat unendlich viele Nullstellen.
Nehmen-te positive Nullstelle:

Za

a2
Xon ) SZAL (Xo (Xo -

v E%
i —)Jo(Xo j —)d¥=
i a3 (X, i a = >

22 (% ) (2:82)

n

Beispiel:
Betrachte harmoniste Funktion, deren Werte auf Zylinderober® Ache gege-
ben sind. ZerlegeProblem wie beim Quader:

Randwert Null auf dem Zylindermantel, auYerauf

1. Teilproblem: kreisrmigen Dedkel

In ZB mu¥4

(@ ° = mganz
(b) B = 0 damit © fiék ¥2= 0 reguldr

(c) Jm(ka) = 0, damit © = O filr o= a
I k¢a= Xy, oderk = Kmn = Xmn=awobei X,,n die n-te Nullstelle von
JIm(x) ist!

) Lésungdarstellbar als

X R .
O z) = Amn I (Ken A€™  SinNKenn 2)

(2.83)

[setzt VollstAndigkeit der f J,, (kmn Y30L.; fik jedesm voraus,ist aber gegelen.
\F ourier-Bessel-Etwicklung".]
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OrthogonalitAtsfunktion (3.104):©(Y2); L) = V(%] )

) Amn = [M@I5. (Xmn) Sinh(Kma L)]T 1 €
21/4 Za
d dw vz}/g{/%:_ ; U (Kmn 26 ™

0 0 o(¥%:hL )

Randwert Null auf Boden und Dedkel des Zylinders
2. Teilproblem: | j.e.© = O0fér z= Ound z = L ) k muYsimagindr
sein!

-

. Bilde ause®¥? die Linear-Kombination sin(jkjz) & k, = T

) Lésungdarstellbar als

XX ivavd . ivnz®
Ot 7) = Amnlml% em sinl¥

m=ijl n=1

Hierbei l.(x) = (i 1)°J(ix) \modi zierte Besselfunktion"

Bestimmung der Koezxzienten I©(a;'; z) = w('; 2)

s
Amn = YAy — d dz w(; 2™ sin'%

Au¥serdendrei hier betrachteten Ko-Systemenerlauben einigewenigeandere
die Separationder Laplace-Gleitwung; dieseanderensind jeweils von weniger
grovseBedeutung.
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2.4 Multip olentwicklung

Wie sieht das Potertial einer lokalisierten Ladungs\erteilung in gréverem
Abstand aus?
Betrachte Ladungennur innerhalb einer Kugel r®- a

) zugehBrigesPotential harmonisd fiv r > a) In Kugelkoordinaten dar-
stellbar als Reihe

XX an N
O(r) = s 19m e (2.84)
1=0 mj |
mit g, Multip olmomertie: (MM)
| = 0: Monopol-
| =1: Dipol-
| = 2: Quadropol-
| = 3. Oktopol-Terme
Beadte: g, hAngenab von (1) Wahl desUrsprungs
(2) Wahl der Polarachseund -ebene
Erste Aufgate: Dridcke MM'e durch Ladungsdidite aus:
Z
19
— 3,0 —
o(r) = dr 70 1] (2.85)
ro<a

Es gendgt wegen2.85die fév r > a > r%sowohl in r wie in r® harmonisthe

. 1 -
Funktion T Zu entwickeln.

1 X o . o=\
m— ~ rlTlPI(COS) mit ° =\ (r;r9

Beh.:
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Beweis:Dridicker in Kugelkoordinaten aus(r;#;' ), Polarachsek r°) ° = #

) L - x (Arr' + Biri'i HP (cos#)
ri 19
nur m = O-Term in Entwicklung nach KFF
Zur Bestimmung der B, leger auf die Polaracdhse) # = Ound mit P;(1) = 1
folgt:

3 -
1 1 geom:Reihe })4 r_o I 2 X Bri li l) B, = r

P = . 0
jriry rjrf Mo T -0

Betrachten nun das Additionstheorem filv Kugelfunktionen (AK)

4y, X
2+ 1

m=j |

P(cos®) = Y G YV () (2.86)

' ¢
mit ° =\ ' #);-(" %9
Ableitungsskizze:

Q
r . . ..
T P,(cos®) harmonist in rPund r fir®< a<r

0 XX
T ammoYim (#5" YYim(#; ")

mo=j Im=j |

zweifache Entwicklung in KFF (fidv r und r% wegenvorgegetenerr-Abhangig-
keit nur jeweils ein I-Summand.® hAngtnur von' j '%ab=) m=j m°

r0 X N
oE amYim(#5" YYim(#; ")

m=j |

Bestimmung der a,, fdhrt auf AK
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Nun:
Z
_ Ar) 5o 3,0 X o
©r) = md r-= d®r%%r9 _ rlTlpl(COS )
r0 a ro a 1=0
Lo R g X
= d*r%%r9 o1 Yim(#% ) Yim(#:")
% a =0 m=j
XXy YD) z
= el ¢ ErOYrYin(#9
=0 m=j I 0. a
| {z }
=0m durch VGL mit(2 :84)
Z
=) [ am= Oy 9 (2.87)
r0 a

sphérische Multip olmomerte (SMM)

Multip olmomerte sind physikalische Grézemit Koordinatenunabhédngiger Bedeutung
Die 2l + 1 Koezxzienten desl-ten Momerts hAngenjedoch vom Koordinaten-
systenab.

I' Bei Drehung : Trafo in komplizierter Weise
Einfacher transformieren sich die kartesisdqien Komponerten der Multip ol-
momerte.

Die Funktionen Qi (r) := Yim(#;" ) r' sind homogeneFunktionen vom Grad
lin x;y;z, d.h. Qm(,r) = ,'Q(r) !

Aufgrund der De nition der Legendre-kinktionen, die in Y|, (#;"' ) in (2.3.9)
auftauchen, folgt:

Qim(r) sind Polynomein x;y;z j! harmoniste Polynomevom Grad |

) Esgibt genau2l + 1 linear unabhdAngigehomogenePolynomevom Grad |,
die eine Basisbilden:
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Qum(X;Yi2) = Yim(#" )1’ (2.88)

Man kann sich dies audh direkt klarmachen: Das allgemeinePolynom vom
Grad | ist

QX y;2) = Co— X%y 2

PL
— : —_ (I+1)(1+2) .
Eshat (I + 1)(I + 2)=2 Koetzienten ( wegen n = ~—5—= ). DiesePoly-

n=1
nomesind natévlich nicht alle harmonisd. O®erbar gilt

¢QI: Qli2

wobei Qy; > ein beliebigesPolynom vom Grade | | 2 ist. Q ist harmonisd
genaudann, wenn Q;; » = 0O ist, was|(l j 1)=2 Bedingungenliefert. ) Es
bleiben (I + 2)(I + 1)=2j I(lj 1)=2= 2l + 1 freie Parameterfiy Q,.

Angewendet auf (2.87) bedeutet (2.88), daVadie spharischen Multip olmo-
merte g gewisselinearkombinationen der kartesisdien Multip olmomerie
(®+ + ° =1) sind:

Z
W= Brx®y 2" 1r)

Die Q%)—o sind dabei als die (I + 2)(1 + 1)=2 versdhiedenenKomponerten des
kartesishien Momertentensors(®; = 1;2; 3)
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Q[()I);o ..... °, = d3rXo:L on ¢¢¢X0| 1/€L)

anzusehenHier: X = X1,y = X»;Z = Xa. Der TensorQ() ist totalsymmetrisch
und vom Rang .

Bsp.:
z
Q(141)22 = drxPy?Yr) = (242)0
Bemerkung:

WegenYim(#;' )ri'il = Qm(x;y;z)=r?** kann man aud (2.84) in den
harmonisten Polynomensdireiben.

In der Praxis sind nur die erstendrei Multip olmomerie besonderswichtig.
Wir kénnensie aus obigen Ergebnissermablesen,wollen sie aber noch einmal
direkt herleiten. Dazu ertwickeln wir:

1 N 1
jri rg Y2 29 + re

1 rr% 3(rr9%?; rx®
= T4 == 4 == +
r r3 2rs voe
11X
= 4+ = Xo X0+ — Xo X1 (BXI X0 i r®+o ) + ¢CC
r r3 0=1 2r5 0-1 ( ! )

R
Einsetzenin ©(r) =  &r%r9 5r i r9 ergibt:

1 X 1 X
— Xo + —
r3 P 2r>

o 0-1
’

Oor)= -+ Qo Xo X1 + CCC

=l

(2.89)
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Z
Hierbeiist q = d*r%%r%  die Gesantladung
Z
P = d*r°%x% 4r% die Komponerten desDipolmomeries p
Z
Qw = ABraBx9x?i 4o r®) %r?) die Komponerten desQuadrupoltenso
Bsp.:

z z
Q= dr3xy%r); Qs= drq2z%; y*i x*)%r9

Q hat als spurfreier (d.h. Qmuo = 0), symmetrisder (d.h. Qe = Qo:)
Tensor2-ter Stufe tatsAchllch wie ¢ fénf Komponerten.
Q kann auf Hauptachsentransformiert werden,durch Drehung desKoordina-

tensystems.Wichtig ist der Fall rotationssymmetristher Ladungs\erteilung:
Ist die z-Achsedie Symmetrieatise,so gilt o®etvar Q. = Qyy = | %sz

i ! Q kann durch das Quadrupolmomert
B Z

0= Qaz= d*r(2z2%i y*i x*)%r)

charakterisiert werden.

Wennwir den Aufpunkt um r, versdieben, Andernsich i.a. die Multip olmo-
merte.

Wir wollen jetzt o(r9 = d3 0”/‘% nach negativen Potenzenvon jr i r,j
erntwickeln.
Z
1
©(L) - d3r0 /élcb

iri roi (r% ro)j
@O Y + 1)
iri roi rf 7
) neueMultip olmomerte g2 = d®rOY;2 (#%' 9 r014r%+ ry)
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Bekanntlich ist das Monopolmomert, d.h. die Gesantladung, unabhéngig
vom Aufpunkt. Die VerallgemeinerungdieserBeobaditung lautet:

Das erste nicht verscwindende Multip olmomert hangt
nicht vom Aufpunkt ab.

Wenn die ersten (I j 1) Multip olmomerte beziglich einesAufpunktes ver-
schwinden, so vershwinden sie beziglich jeden Aufpunktes.

Dannist ©(r) » ri' =) ©(r) mussauch wiejr i roj' ' zerfallenfidv r ! 1

Die AufpunktunabhAngigkeit desl-ten Multip olmomertes folgt leicht ausei-
ner Entwicklung wie bei (2.89).
HéhereMultip olmomente hangensehrwohl vom Aufpunkt ab:

Bsp.:

i R ¢
Ist die Gesantladung qeinesSystems| = %r9d° 6 Null, so
ist eszunadst sinnlosnach dem Dipolmomert p der Anordnung
zu fragen, denn

2 p hangt vom Aufpunkt ab und

2 bzgl. desLadungsmittelpunktesR =

R 3
7/“0)Qr—d ° ist p=0.

Nach dem Quadrupolmomert zu fragenist sinnvoll: man meint
dann das Quadrupolmomert bzgl. R (z.B. bei lonen, Elektronen,
Protonen, Atomkerne).

Ist die Ladung q = 0, sohAngt p nicht vom Aufpunkt ab (Atome,
Neutronen). -

Die Multip olmomerte bestimmennicht nur das elektrische Feld einer lokali-
siertenLadungs\erteilung in gro¥enAbstand, sondernaud die Energieeiner
solden Verteilung im AuYsereriFeld.
Sei©(r) durch externe Ladungen¥a, erzeugt.Dann hat die Ladungsditite
%r) in diesemPotertial die Energie

3

W= ©r)%r)d’ wie zuvor, jedoch ohne%
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Falls ©(r) #éber ¥r) langsamvariiert, ist eszwedkmaYsig,© um einen Punkt
roin der Nahevon %r) zu erntwickeln (z.B. Ladungsmittelpunkt):

X

O = Oty + (1§ 1)T O+ 5 (e | Xo) (X: | Xor)

@o + ¢¢¢
N @@

1 X -
=0O(rg)i (ri ro)Ej > (Xo i Xoo) (X j Xol)@o—

o
Falls Y2 (r) = Oumr + rg =) div(E) = 8 um r, und wir kénnen den

versthwindendenBeitrag :  (rj rg)?o gfo_ erganzen.

1.0 ro

Einsetzenin W liefert dann:

1X @~
W = qO(ry)i E(LO)E(Lo)i 5 Qlt) @
o ° Iy

1~
’

+ CCC

Mit dieserBezietung erhdlt man alsoAuskunft doer Kr Afte und Drehmomerte,
die auf eine Ladungs\erteilung ¥2(z.B. Atomkerne, Atome) wirken.

Kraft: Esgilt: F = i grad; (W).
)

o

QE(ro) + ¢¢¢
grad: (p¢E(ry)) + ¢¢¢= (p¢r )E|

o o
T ™

Bei einer Drehung um r, Andert sich W ebenfalls.) E ibt ein Drehmomert
auf die Ladungsdidite aus. Drehenwir eine (starre!) Ladungsanordmng um
einenWinkel 2 um die z-Achse,dann geht die Energie éber in

X 1 X .
W@ =) ED.@pi i Z

10 -5y *1:0
1 .!)) !1!

D (2)Dye (2)Qu + G0C
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Dabei ist D eine Drehmatrix, fi die gilt:
0 _ 1
cog?) j sin(?) O

Do (2) = @sin®) cog2) O0A
0 0o 1

Das Drehmomern N, = %"21_2_0 ergibt sich wegen

- o0101
lc(ij—l:z):: |1OOA
=0 0 00

ZUu

3
1 @& @ @
Nz = Eypxi Expy"'g3 anyi @y @

Also

N = p£ E(ry) + ¢t¢

Qxy i —ny +

@y
@

57

Qu + ¢C¢
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Kapitel 3

Die Maxw ellgleic hungen

3.1 Magnetostatik

Nadchdemdie wichtigsten mathematisdienVoraussetzungemnhandder Elek-
trostatik entwickelt sind, kénnenwir nunmehr zigig die Maxwellgleichungen
in ihrer Gesantheit bespreten. In diesemAbsdnitt entwickeln wir die Ma-
gnetostatik analogzur Elektrostatik.

Es gibt zunAdst einmal keine freien magnetis©ien Ladungen.=) Die Entwick-
lung der Gesetzeder Magnetostatik war méhsamerals die der Elektrostatik.
Eine elemenare Erfahrung aus dem Bereidh der Magnetostatik ist die fol-
gende: ein magnetistier Dipol mit Momert m im Feld der magnetisdien
Induktion(o der Fluvaditite bzw. Feldstéarke) B erfahrt ein Drehmomernt

N=m£fB (3.1)

Das Momernt m wird mit Hilfe desFeldesB, dasesselbsterzeugt,de niert.
Erst der Zusammenhangzwisdhen dem Magnetfeld und dem elektrischen
Strom brachte tiefere Einsichten.

Die elektrische Stromdichte J(r) erfdllt die KontinuitAtsgleicung mit La-

59
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dungsdidite “£r)

@2+ div(d) =0
@ (3.2)
bzw. in integrierter Form
zZ
Q+° J¢ndf =0
(3.3

() Ladungserhaltung

In der Magnetostatik dixfen (stationdre) Strdme keine Ladung anhéufen

=) div(J) = 0in der Magnetostatik (3.4)

Die beobaditbare Kraft wirkung von Strédmen (d.h. stromdurch®°ossenenLei-
tern) aufeinander,de niert man analogzur Elektrostatik ¥ber ein Magnetfeld
mit der Induktion B. Der GleichungF = qE enspricht dabei die Lorenzkraft
auf eine (bewegte) Ladung g

F=q(v=0£ B (3.5)

R .
und der GleichungE = d3r°l/ér_°)jrﬁ'—r—i, entspricht dasGesetzvon Biot-Savart

r
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z
PP £

jri rgs

B(r) = Li O

Ol

(3.6)

Bemerkung: Die Zelglegungin einzelneStromelemetre ergibt eine Gleichung
rir

analogzu E(r) = P Sie ist aber ktiv, da es keine stationaren
Stromelemette gibt. o

Die Annlichkeiten zwischen Elektro- und Magnetostatik sind hier bereits un-
verkenrbar. Letztere hat lediglich eine schwierigere,vektorielle Struktur der
Gleichung.

Aus Gleichung (3.6) liest man sofort ab:

B(r) = rotA(r)

(3.7)
mit einemVektorpotential (wegendiv J = 0)
Z
A(r) = (_1: d3r°—.r‘]_(L?q
L (3.8)
DGL fir B sind nun leicht ableitbar: Aus (3.7) folgt
divB =0 (3.9)

Mit
r £ £A)=r ¢r ¢A)j ¢ Aergibt sich
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Z Z
1 1 1 1
rotB==r Q@Y ¢r - i = r9eYe-
C Jl"k q C Jr£ q
| —{z— | —{z—
=ir ,ﬁj i Ava((ri r9

1
rotB = 23(r)
¢ (3.10)

Man beadte, da¥{3.10)) (3.4), soda¥4{3.10) nur fi¢ Magneto-Statik giltig
seinkann!

Amppresties Gesetz:folgt aus (3.10) durch Bildung desFlussesdurch eine
orientierte FIAche F und Stokessbem Integralsatz:

1
B ¢dr = %/ﬁL

- (3.11)

Aus obigenGleichungenfolgt Existenzsatz,derim Kapitel Elektrostatik o®en
geblieken war:

JedesquellenfreieVektorfeld, dasin 1 wie 1=r?
versdwindet, besitzt ein Vektorpotential: d.h. (3.12)

dvB=0 ) 9A:B=rotA

Beweis: (Di®b. vorausgesetzt)

Bilde rot B wie in (3.10), dannist A(r) wie in (3.8) das gesutte Vektorpo-
tential wegenEindeutigkeitssatzaus Kapitel Elektrostatik ist rot A = B.

Au¥serdemkann Zerlegungssatzaus Kapitel Elektrostatik ergdnzt werden
durch Existenzsatz:
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Zu beliebigen lokalisierten Quellen und (quellfreien)
Wirb eln existiert ein Vektorfeld, d.h. fév q(r) und v(r)
beliebig, mit divv = 0, lokalisiert

) 9F(r)mitdivE = q; rotF = v

Bemerkung:Fiv beliebigeVektorfelder F ist die Existenz deslongitudinalen
Anteils F, (mit rot F, = 0) aus Kapitel Elektrotechnik bekannt. Aus (3.12)
oben folgt Existenz destransversalenAnteils F, (mit divE, = 0).

Die LAsung:

Z

I rire
F(N= 4, driar)+ W@X)jr; 5
L (3.13)

hat die Eigenstaft F = O (r%) und ist laut Kapitel Elektrotechnik die einzige
LAsungdieserAtrt.

Bei der Wahl einesVektorpotentials, das (3.7) gendgen soll, hat man mehr
Freiheit als bei der Wahl des Skalarpotertials. Das Potertial (3.8) hat die
zudAtzliche Eigenstaft:

divA=0 (3.14)

wie bei der Herleitung zu (3.10) sichtbar wurde.

Zu(3.8) kann man einen beliebigen rotationsfreien Term hinzufdgen, ohne
(3.7) zu bendhren. Da rotationsfreie Felder Gradienten sind, kann die allge-
meine LAsungvon (3.7) gestirieben werdenals:
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A(r) = A(Djiis + grad®(r) (3.15)

DieseTransformationwird Eichtransformation genann. Vektorpotential (3.8)
mit Eichung (3.14), der Coulombeichung, erféllt mit (3.10) die Poissonglei-
chung (komponertenweise).

A
CA=j CJ_(L)

(3.16)

1
Y=ot = x(rxa)=1 (1 A)i cA

mit r A=0 in Coulomb Eichung.

Randbedingungfiv Magnetfelderan stromtragendenFlAchen erhAlt man in
Analogie zur Elektrostatik. Aus (3.9) (divB = 0) folgt, da%die Normalkom-
ponerte von B nie springt. !''Hier gehdrt eine Zeichung hin!!!

(B,i By)en=0 3.17)

Aus (3.11) Amppresbes Gesetzfolgt, da¥die Tangertialkomponerte von B
springen kann, wenn eine endliche Stromstarke durch eine beliebig dénne
Scicht an der Ober°®Ade °ie¥at. !'Hier gehdrt eine Zeichung hin!!!

De nition: FlAdhenstromdidite K: dl = j dadl = Kdl wobei da = Dichte
der stromfédhrenden Saicht.

Esgilt: (B,i B;)¢dl= ¥K(n£ dl)
) B,i By= (K £ n) (oder k ¢n=0)
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4Y.
nE (B,i By = —K

(3.18)

Beispiel: SupraleitendeKugel im homogenenMagnetfeld B,. In Supraleiter
dringt Magnetfeld bis zu einer kritischen Feldstarke B¢ nicht ein. Genauso
wie Metalle elektrische Felder durch Ober® Achenladungenabsdirmen, scir-
men Supraleiter Magnetfelderdurch Ober° Achenstrdme ab (Mei%inere®ekt).
DieseStrédmehaben allerdingseine Dicke, (\Eindringtiefe") von typisch 1000
Angstrém.

Au¥serhalbder Kugel gilt:

rot B = O und daher existiert zu zu B ein Skalarpotential © mit B = jr ©.
Wegendiv B = 0 ist © harmonish: ¢© = 0.

Randwerte:

©j zBo = j rBocos# filv jzj;r ! 1 undwegen(3.17)B ¢n = j %jrza: 0.
Wir haben hier ein von NeumannRandwertproblem

i@ Annlich wieim BeispielMetallkugelim E-Feld gilt hier der Ansatz: ©(r; #) =
(Air' + Byri i 1YP(cos#) mit:
1=0

@ AL = iBg,A=0(>1)A0 belie1Pig
8," @
(b) B = 0(' > 1),A1| ? 6“:6‘ =0
a3
) B1 = iBOEJBOZO
)
TN T
O(r;#) = | r+ﬁ Bocos# = 1+ﬁ r ¢8
(3.19)
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Dem Feld B, wird ein (diamagnetisdes) Dipolfeld mit dem magnetistien
Dipolmoment m = j §80 woerlagert.

Das tangertiale Feld an der Kugelober®Acheist B = %j_a = gBo sin#
Die Kugel schirmt ein AuYsereseld B, ab, solangeB, < %BC ist. Aus (3.18)
beredinet man leicht die Dichte der Ober°Achenstidme. Sie °ie¥senauf den

Breitenkreisenund sind durch K. = 4—E/4¢§BO sin# wiedegegegeain.

Wir untersudhen nun das Feld einer lokalisierten Stromverteilung in gro¥%em
Abstand und begnigenuns hier mit dem erstennicht-verscw. Term (3.8):

Z
1 d3rO
A(n) = < J(LO)J.Li g
1 1 rer®
: =+ =—+
jriry roord
(3.20)
Mrechts gehdrt eine Zeichung hin!!!
Es gilt fiv stationAre lokalisierte Strdme:
Z
*r(r9 =0
(3.21)
und
Z
d*rqr ¢r9I(r9
1 Z
= irE  dr¥0E J(r)
(3.22)

(siehe Abung)
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Mit dem magnetisdien Dipolmomen

2
- = 3,00
m= dcr¥Oe J(r9

folgt:
TS|
meEr 1
A(r) = 3 +0 3
das Vektorpotertial einesmagnetisdien Dipolfeldes
Feld fév r 6 o:
H H 1‘|T‘H '
B() = r£ mé ri - =(mr) -5 im
. m  3(me¢r)r
s rs
)

B(r) =

r5

3(mer)eri r’m

67

(3.23)

(3.24)

(3.27)

b elektrischesFeld einesDipolmomertes p in Elektrostatik, dort jedoch ge-

wonnenaus dem Skalarpotertial

per
©(r) = _r—3

(3.28)
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Einfache geometristie Bed. von (3.23) fir ebenenlinienfdrmigen Strom der
Stérke |

|
Jed®%=J¢died =1¢dl) m= L r°f dl
¢ (3.29)
Also (wie beim FlAchensatzder Punktmecdhanik)
m= } | ¢F
¢ (3.30)

wobei F die FIAche ist, die ebenenStrom | umsdlieVat.

Wenn Strom durch Teilchen der Ladung ¢ mit Massem; erzeugtwird, die
sich am Ort r; mit der Gestwindigkeit v; bewegen,kann das Momert mit
Drehimpuls in Verbindung gebratt werden. Die Stromdichte ist dann

X
J(r)= qgeyeHrj r)
! (3.31)
) magnetistiesMomert
X X q
m=_—  qgé;£yv= 2cm; =
' ' (3.32)

wobei L; = m; ¢r; £ v; Drehimpuls desi-ten Teilchensist.
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Falls alle Teilchen dasselle VerhlAltnis g=m; = e=m haben, folgt

e
m=_—L

2mce (3.33)

P
mit GesantdrehimpulsL = L,.
i
In Atomen wird m mit gro%erGenauigleit aussalievalitt durch Elektron
erzeugt. Trotzdem gilt nicht:

e

m= ——
—  2meC

Lelektron

Die Diskrepanz beruht auf dem Spin (= Eigendrehimpuls) der Elektronen
und wird durch quantenmedanisde Besdreibung der Elektronen aufgeBst.

Eine diskrete Stromdichte (wie (3.31) ist eigertlich nicht station&r! Diesel-
be Betrachtung mit kontinuierlicher Verteilung lautet so: Elektronen eines
Atoms mit der Ladungsdidite “r) und Massendibte n(r)%r) = =n(r),
m@gensich mit Gestwindigkeit v(r) bewegen(%r) und v(r) sind nicht véllig
unabhangig, mAssendiv J = 0 gendgen).

. R
h% = Y¢v und man erhdlt (3.33) mit m = - d*(r £ v) %r) und L =
d’r(r £ v) ¢n

Die Kraft und dasDrehmomert, die ein AuYerefeld B (r) auf eineStromver-
teilung augibt, kann aus der Lorentzkraft (3.5) gewonnenwerden. Gesante
Kraft auf Stomverteilung (3.31).

X z
Vi 1 3
E = qgﬁ B(r;) = < d>rJ(r) £ B(r)

(3.34)
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Analog das gesutite Drehmoment

X 1Z
N= nrEF = dc*rr £ (J(r) £ B(r))

(3.35)

, « R
Fiv ein homogenesuYserefeld B sielt man sofort mit (3.21) d*rJ(r) = 0
da¥sF = Qund N mitr£ (JEB)=(r¢B)J (r¢B)B wegen(3.22) und
der Relation

d®rred(r)=0
(3.36)

die Gestalt

(3.37)

erhalt.

Taylorentwicklung von (3.34) und (3.35) um r,: (B variiert langsamum r,
I, im Bereich der Stromverteilung):

Bi(r) = Bi(rg) + (r ¢r ) Bi(rg) + ::: (3.38)
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Drehmomert:

N

Kraft:

Z
d*r r £ (I(r) £ B(ry) +:::
Z

T 0l Ol

¢(r2J) = 2r ¢J + r? [($d
7 :2 in M-Statik
) d®r (r ¢J(r)) = drr ¢(r?J)
|
d®r(rédd)=0
F
- LA (B + o
_ z
(322)  iBU)E, o (TEIM) + i

NI

N N1

=mE£B +:::

Z Z

F (334) | %E(LO)E dPrd(r) i % d®r (r ¢r )B(ro) £ J(r)

|—{z—)
Beadite: z.B. ((r ¢r )B)x = xJxBx + yJyBx + zD,By
Nunr £ fr {EZQ; =r (reB)i (rer)¢eB=0

1 z=°
= irf Er(eB)(n) +
Z
(3:22) %:r £EMBE & (£I)) +:::
12
= roEBE(Z &Er(£I(1))
R }

= rL,EBEm)= {n_{ftzr_gai ([_{gg)m:::
=0

r ro(m@)

d®r ((r eB(ro))J(r) i (r¢J(r)) ¢B) + :::

71
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F=r,(meB) +::: 3.39

3.2 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Der enge Zusammenhangzwisden elektrischen und magnetistien Feldern
wird erst bei zeitlich verdnderlichen Erscheinungendeutlich. Wir werdendies
erstmalsbeim Induktionsgesetzsehen.

Betrachte im Raum festliegendeLeiterschleife L = Rand einer orientierten
FlAche F(L = @).

Faradays Beobaditung:

In L wird Strom induziert, wennsiesidch in einemzeitlich verAnderlichen Ma-
gnetfeld be ndet. ) zeitlich verAnderlichesMagnetfeld induziert elektrisches
Feld im Raum.

Quartitativ:

- F (3.40)

Linke Seite hAngt nicht von der Wahl der FlAche bei vorgegelenemRand L
ab. Redite Seitewegendiv B ebenfalls nicht.

Stokessber Satz
[ 7
E ¢dr = rot E df;

L F

(3.40) gilt fiv beliebigeF und L.
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) di®eretielle Form desInduktionsgesetzes

rotE=j -B

Ol

(3.41)

Durch Induktion entstehen elektrische Felder, die in der Elektrostatik wegen
rot E = c unbekannt waren.

(3.40) fir ruhende Leiterschleifen formuliert. Beliebig bewegte Sdleifen:

z
Bend

F (3.42)

2 — .
-1

ol

z
d
dt

Redite Seite:wiein (3.40)zeitliche Ableitung desmagnetishienFlussesdurch
F,

a) durch zeitliche Anderung von B
b) durch Bewegungvon L = @
Linke Seite: elektromotorise Kraft 2

; H
2 erzeugt bei GAltigkeit des Ohmsdien Gesetzeswie 2dr in (3.40) einen
Strom | = 2=R (R = Widerstand in der Sdleife).

Wir werden?2 aud als Zirkulation eineselektrischen FeldesE;,q sdreiben
im passenderBezugssystem.

Zum VerstAndnisvon (3.42) betrachte den Spezialfall einer beliebigenbeweg-
ten (und dabei auch deformierten) Leitersdhleifein einemzeitlich konstarten
Magnetfeld B (r)

SKIZZE!M!

i! Es gibt kein elektrisches Feld (B konst.!), aber Elektronen im Leiter
spiven die Lorentzkraft (3.5). F = q¢v £ B=c Wirkt genausowie die indu-
zierte elektrische Feldstarke.
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H
Die Zirkulaton 2= | Ejq ¢dr erzeugtwieder Strom | = 2=R.

Die zeitliche Anderung desFlusses©(t) =
dermavasen:

FnB ¢df erhalten wir folgen-

Wegendiv B = 0 °ie¥at aus dem Volumen, das durch F(t); F(t + dt); und
die im Zeitintervall dt vom Rand L BAberstricheneFlAche Fr begrenztwird,
kein magnetisder Flu¥s,d.h. :

Ot + dt) + Cr + £i,@) = 0
) do=ot+d)j ©t)=i© =i B df

Fr

(3.44)

Skizze!

Die FIAchenelemete df sind aber durch df = dr £ vdt gegelen.
)

©
pyj
I

B(r) ¢(dr £ vdt)
Lo
dt (v£ B(r)) ¢dr
L
|

c¢dt E;4 ¢dr

) (3.42)
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Allgemeiner Fall: E®ektder Lorentzkraft und Induktionse®ekt(3.40) addie-
ren sich. Die Ringspanrung 2 kann durch Zirkulation gestirieben werden:

2= Ejyq ¢dr
- (3.45)
wobei 1
Ew=E+ c VEB (3.46)

sich ausrealemelektrischen Feld (3.41) und ktiv em 1=cv £ B zusammen-
setzt.

Bis hierher ersdeint esso, als ob InduktionsphAnomenezweierlei Ursachen
haben kénnten. Die Kraft F = q¢E;,4 auf ein Elektron setzt sich aus zwei
Anteilen zusammen(3.46). Wie engdiesebeidenAnteile verkndpft sind zeigt
erst ein Wedsel desBezugssystems.

Annahme:Kraftformel (3.46) geltein jedemInertialsystem. Die Kraft F ; auf
ein Elektron im Intertialsystem |, :F; = q(E; + %y1£ B,). Intertialsystem
I, bewegesid relativ zu I, mit Gestwindigkeit v, ¢ ©)

=) Galilei-Transformation:v, = v; i V,.

Kraft ist F, = F, (beadite vp ¢ C!)
Beobaditer in |, wikde Interpretation F, = q¢E, + % (v, £ B,) wahlen.
=)

E, = E;+ ~(WEB,+O (V—;)Z
B, = B+ o
|~}

folgt aus der Galilei-In varianz des Amp greschen Gestzes

(3.47)

SKIZZE!
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Die Ladungsditite ¥r) bewegesich stationdr mit Gestwindigkeit v;:

AL+ Vit) = )

27) Exn)= o
jrirg (3.48)

Die Stromdichte J(r) = 4r) ¢v erzeugtnad (3.6) ein magnetishesFeld

Z —
By(r) = % d*r03(r) £ .rL_' qu3 = %y1£ E,(r)
oL (3.49)
Der Beobadter in 1, sieit dagegemad (3.6) das magnetisde Feld
1

Bo(n) = (Wi Vo) £ Ey(r);  dh.

VoE E;+ O (-2

¢ (3.50)

Das Transformations\erhalten der Felder fiv grévsereGesbwindigkeiten
erlAutern wir spéter anhand einer Lorentz-Transformation

Mit der Kenntnis desInduktionsgesetzek@nnenwir nun auc die
magnetistie Feldenergieverstehen.Folgender Mechanisnmus madt es erfor-
derlich, beim Anwurf von Strdmen Energie aufzubringen:

Die anwachsendenMagnetfelder induzieren elektromagnetisbe Kr Afte, die
den Strdmen entgegenzwvirken versuden (hierbei ist das Vorzeiden im In-
duktionsgesetz(3.40 - 3.42) entscheidend, Stichwort \Lenz'sche Regel").
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Die Strdme leisten gegendieseKr Afte Arbeit: Bei der Vershiebung der La-
dung qum 1s im Feld E gewinrt man die Arbeit A = qC¢E ¢4s.

Die Stromdichte J = Y2vgewinrt daher im Zeitintervall #, v = s, im
Volumenelemeh =V, q= Y2V, die Arbeit £A = 4V E ¢vit = J CE £V #

=) Eswird die rAumliche Dichte der Leistung

J(r) ¢E(r) (3.51)

gewonnen, die dem elektrischen Feld (etwa durch die Spanrungsquelle)als
medanishe Energie zugefihrt wurde.

Bekannte Anwendung dieserFormel: Ohmsder Leiter, durch den ein stati-

ondrer Strom der Dichte J = ¥(E °ie¥t. Die Leistungsditite J ¢E = 34E? =

J2=%, die der Strom gewinrt und als WArme abgibt, ist von der Spannungs-
guelle aufzubringen.

P

Wir wollen nun die lokalisierte Stromdichte J(r) = in kleinen Portionen
0=1

J. anwerfen.

Beim Anwerfenvon J. ensteht ein Magnetfeld B. nad (3.6), (3.10) und
vordbergehenddas Feld E. nach ( 3.41). Die schon vorhandeneStromdichte

P1
J: (r) gewinrtim Feld E. die Leistung:
1=1

(3.52)

Wegen

(@ J. = z,rotB.
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(b) div(E. £ B.) = B, rotE, | E. rotB,

) Eo ¢J. = FE. GrotB. = j 4, div(E. £ B:) + 4,B. rot

(c) rotE. = j iB.

folgt:
z ) . 22
d*rE. ¢J, (a+b j—"° (E.£B.,)d

WA
C 3

+ A Zd rB, rot E,

= 1

( ) I 11 d3l’§1
A (3.53)

(FIAchenintegral vershwindet wegenB, / 1=r3).

Die den StrAdmenbeim Einschalten von J. zugeflhrte Arbeit ist also

dt d*rE.¢ J.=j-— dB.¢ B,
4%,
11 1=
) Gesantarbeit = j L ‘ d3rX B. ¢B
= Lo
wegen
xXox1 1 X 1 X
0=1 11 0:1=] |_o{:£_}

tr Agt bei beliebig feiner Zerlegung( n! 1 ) beliebig wenig bei!
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O®erar \gewinnen" die Strdmebeim Einscalten einenegative Energie.Sie
leisten also eine positive Arbeit gegendie induzierten Felder. Diese Arb eit
manifestiert sich nach Einschalten im Magnetfeld und ist gegelen durch

L2
— 3 2
U= o, &8

(3.54)

Die engeVerwandtschaft mit (??) ist Bberrashend,da vershiedeneHerkunft
der elektrischen und magnetistien Feldmenge

R
Durch partielle Integration kann man aud ein Ug; si@ar = % d3rigr)o(r)
analogesResultat erreichen:

B2=BrotA=div(Af£ B)+ ArotB

Mit
Z
A= el
Lt (3.55)
versdwindet
z zZ
d*rdivAEB=° drA£B
(3.56)
)
1 z
U= 2 d®r J(r) ¢A(r)
¢ (3.57)
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3.3 Der Maxw ellsche Verschiebungsstrom

Bisher gewonneneGleichungenfiér E und B:

Quellen:
div E = 4%% (3.58)
(Coulomb)
dvB=0 (3.59)

(keine magnet. Monopole)

in sich konsistert, da div X beliebigesSkalarfeld sein kann. Magnetisde
Ladungenk@dnnten existieren, sind aber nicht bekannt.

Wirb el:

(3.60)

(Induktionsgesetz)

aud in sich konsisten. Fiév Vektorfeld X muYazwar div X = 0
gelten, aber div B = 0 garartiert dieseEigensthaften.

4,
rotB= - (3.61)
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(Amppresties Gesetz)

bisher nur fix stationdre Stréme, div J = 0. Kann wegendiv rot
B = 0 auch nur fii stationdre Stréme gelten!

AllgemeinerFall: J ist durch quellenfreiesvektorfeld zu ersetzen.
Eine M@dglichkeit durch Kontin uit Atsgleidung (3.2):

. @2
divJ + @ 0 (3.62)
Mit 4%4~div E ist J + ﬁaé immer quellenfrei
;. Maxwellscdhe Erganzung
4Y4 1
rotB=—J+ -E
- ¢~ c (3.63)
Damit sind die Maxwellschen Gleichungen vollstandig!
: 1
(@ divE = 4vd4 (b) rot E = j EQ.
. 4Y. 1
(c) divB=0 (d) rotB = —4i+—g
¢ ¢ (3.64)

KonsequenzerdieserGleichungenexperimertell mit hoher Genauigleit veri-
“Ziert.

Beadite Symmetrie bei Vertausdung von E und B, die durch Maxwellsdhe
Ergdnzungerreicht wurde. Symmetrie bzgl. E und B wird nur durch Abwe-
senheitmagnetishier Ladungengestrt.

; Spekulation: Weldche Gestalt hat Elektrodynamik mit magnetisdien La-
dungen?

Gleichungen(3.64)(a,d)unverandert
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(c)! divB = fllé/a} (c)

Dichte magn. Ladungen

1 4Y4

! E=i-Bj — '
() ! rOtE=i Bi — 1y ()
wenn magnetistie Ladung erhalten:
divd, + @ _ 0
@ (3.65)

) Kraft auf Probekdrper der elektrischen Ladung e und magnetistier Ladung
g.

1
F = e(E+ c vE B)
1
+ g(Bi -VvEE)
¢ (3.66)
Symmetrie der Maxwellgleichungen erlaubt folgendeTransformation:
J° = Jcos®+ J, Sin®; YB= Yos®+ Y4, Sin®
J0 = {Jsin®+ J, cos®; A = ¥sin®+ Y4 cos®
0 — H . 0_— . H
E° = Ecos®+ Bsin®; B"= i Esin®+ B cos® (3.67)

\2-dimensionale Drehung" |a¥stMaxwellgleichungeninvariant!

Frage (préAzise:Ist das Verhdltnis g=e fiv alle Teilchen dasselle?) nach ma-
gnetishen Ladungen:
Annahme Ladungs\erhdltnis g=efiv alle Elemenarteilchen gleich.
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v Im

= 9 -1 = 9 1
oL Th = 2
Wihle Drehwinkel ® : tg®= g=e) in (3.67):J% =0; ¥, =0!

d.h. magnetistie Ladungen und Strdme sind aus den Maxwellgleichungen
versciwunden Auch verallgeme'tperteLorentzkraft (3.66) reduziert sich auf
die Bbliche Form, dennmit gq= €&+ ¢? () e= qcos®,g = gsin®) lautet
sie

F = q(E® SvE B
¢ (3.68)

3.4 Die inhomogene Wellengleic hung

Wir wenden uns jetzt der LAsung der Maxwellgleichungen (3.64) zu. Die
homogenenGleichungen (a) und (b) gestatten die Besdireibung der Felder
durch Potertiale:

div B=0) 9 A Vektorpotertial:

B=rotA (3.69)

(b)) rot E+ 1B =rot (E+ 1A)=0)9 © Skalarpotential:

E=jgrad©j

Ol

A
(3.70)

Durch (3.69) und (3.70) werden (a),(b) identisch erféllt. Einsetzender Po-
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tentiale in (a), (b):

H 1
1 @ 1 @ . 1 o
¢O | C2@2© + C@udIVA+C©ﬂ—|4ﬁVZ
1@, . : 1
CAj @@AI grad d|VA+E© —l?i

Entkoppeln, falls esgelingt Nebenbedingung

div A j }©:O
c

zu erfillen.
Dann gendgen®© und jede der drei Komponerten von A der
inhomogenenWellengleidung

N
60§ g ® = i W

1@ 44
CA| = —A = | —1

Erfiibarkeit von (3.72):
Umeichung der Potertiale. Mit A erflllt aud jedes

A= A + grad X

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

mit beliebigem X den Zwed. (3.69) und (3.74) umfassenUnbestimmbar-
keit von A vollstAndig (bei vorgegelenemB). Gleichzeitig mu¥4© umgeeibt
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werden, damit E-Feld (3.70) nicht berghrt wird:

Q= ©j }x_
¢ (3.75)

Die Eichtransformation (3.74) und (3.75) gibt an, weldhe Freiheit man bei
der Wahl der Potertiale hat.

Annahme Habenirgendwelche Potertiale A; ©. Versuhensiesoumzueiden,
da¥A% ©° die Bedingung (3.72) erfiélllen

0= div A% %@E): div A + %©+ div grad X é)@\

¢ X j é%x=idiVAi Q

Olkr

(3.76)

X muY¥salsoaud einerinhomogenenWellengleitiung gendgen.

Neberbedingung(3.72) heivtLorentzbedingung alle Potertiale, die sieerfillen,
gehdren zur Lorentzeichung.

Eichtrafos, die vershiedene solder Potentiale verknédpfen, werden durch
Funktionen erzeugt,die der homogenenwellengleibung gendgen.

¢ X 1@X:O

¢ @ 3.77)
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Au¥serder Lorentzeichung gebraudit man oft aud die Coulombbedingung

dvA=0 (3.78)

(sieheMagneto-Statik). In dieserEichung erféllt © die Poissongleibung
Aus (3.71) und (3.78) folgt

¢O = 4Y4~ (3.79)
also
Z
14y O
orty=  drodtt
jri 9 (3.80)
(instantanes Coulomb-Potertial)
Vektorpotential gehordit Wellengleidung (3.71) und (3.78))
1
CA; EQZA: i 4—/4J+ grad@
<@ c (3.81)

Redte Seite:

ZerlegenStromdichte J in longitudinalen und transversalenAn-
teil (sieheElektrostatik und (3.14)).
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1= 3+ (3.82)
J, (mit rot J, = O; div J, = div J) ist durch
J(r) =i 4i1/grad d’r 40!':/ .i(qu‘b
) It L (3.83)
gegelen (Standardidsungeinestypisc elektrostatischen Problems).
WegenKontin uit Atsgleidhung (3.2) und mit (3.80)
J,(r) = L grad@
YI\L) T 47,
47 (3.84)
und Wellengleitwung (3.81) wird zu
1
CA églA: 2,
@ c (3.85)

Man nenrt daher die Coulomb-Eichung aud \transv ersaleEichung".

Sdlie¥alid wird (3.78) auch \Strahlungseichung” genanr, wegen:wir werden
sehen,da%die StrahlungsfelderE;B transversale Felder sind ( B sowieso
immer). Dajyr ©in (3.70)E = jr ©j %é rein longitudinal ist, kann man
© weglassenywenn man dafir sorgt, da¥% % A transversalist. Letztereswird
aber duch Coulomb-Eichung erreidt!

LAsungder Maxwellgleichung fév Lorentz- und Coulonb-Eichung auf LAsung
der inhomogenenWellengleitiung zuriéckgefhrt.

Es genigt, die Wellengleibung fiér eine Komponerte zu betrachen:
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1 @ A= 4Y%(r;t)

A L@
hiew (3.86)

Annlich Poisson-Gleibung! Halten uns bei der Lésungengdaran.

zeitlich Fourier-transf. Funktionen:

Z1

Ar;!) dt 't A(r;t)

il
71
dt e 'f (r;t)

fr;!)
(3.87)

Beadte die Konvertion der Vorzeidenin Gleichung (3.87) und (3.88)!

Theorie der Fourier-Transformation: Integral-Trafo reziprok

1 zt
A(r:t) = o dl et A(r:!)
il
1 z!
fny = 5, d e tir;!)
it (3.88)
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denn:
L Z1 Z1
X(p- - = | aillt 04! tR(y-
A(r;t) s d e dt®e" 'A(r;t9
il il
Z1 1 FA
— OR(y- - | A (i t9
dt®A(r; t9 ¢, d € (3.89)
g |——fz——}
2 4(tj 19
Veri ziere Darstellung der +Funktion
Z1
1 di e @ =t t9

2Y4
il

(3.90)

Fégein Integral (3.90) konvergenzerzeugendeRaktor e ®' I hinzu, dann
®! 0

Z1 M 1
g @atinie - 1 1 - ®

2, 2 @1 0 @it 9 | A&+ (9 )2

Beadte: (3.87) und (3.88) implizieren eindeutigeUmkehrbarkeit der Fourier-
Transformation:

2
gt: A(l)e"'dl =0) A(l)=0

(3.91)
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RAumliche Fourier-Transformation:
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Z1

8(a)
il
Z1

2Ya

il

a(x)

dx e 9 g(x)

dge® g(q)

(3.92)

Beadite die (zeitliche) Vorzeithen-Konvertion!

4

(g(r)) analogg(q)
Z

1
o(r) E

d’r & 9% g(r)

d*q €% &(0)
(3.93)

RAumlich-zeitliche Fourier-Transformation:

71
dt

4

A(g;!)
il

1
(24

Z Z
d!

d®r A(r;t) € ti 9o

d3q /&(q;! ) g i(tti q@)

(3.94)

analogfiy f (r;t) Al f{(q!)

Einsetzenvon (3.94)b in Wellengleidbwung (3.86):

¢ 9%
1@

g@ ei it

— . 2 A
= 1
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M 3, LT
¢i < Ag!)=ar(qgl)
(3.95)
bzw.
~ Y
A(Q!')= ——= fTQq;! 3.96
(a;!) i ()2 Tq!) (3.96)
Suden Greensfunktionfiv Wellengleitung, d.h. Idsen
H 1
1@
= P(_L{Zf‘_t = Ava(ri r9 Kt 19
=G(ri r0ti t9 (3.97)
Fourier-Transformation)
4Y4
G(qg!) = 5 'I!_$2
b e (3.98)
wobei G(q;! ) Fourier-Transformationvon G(r;t)
Behauptung:
rechte Seitevon (3.97) ist rAumliche Fourier-Transformation von €
Beweis:
Betrachte _
o = = (3.99)

(Yukawa-Potertial)



92

) ©(
Mit
ist
bzw.
Also

G(r;t)

)
Bemerkung

KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

z . z
i 4Y. : .
= ¥ ¢ giar — g singr
g 0
s
= 4—1/41m dr e " *iar
f—{z—}
©iq
494
= oo (3.100)
2 £
.2 = z (also- =j IE) (3.101)
Z o
4. e
qZ'—(T)Z dr —— ¢ e (3.102)
I \¢c
Z i
1 41/ . i I'EI'
s da——reent= (3.103)
(2 i r
Z
1 4, St
— I 3 ! i i(!ti qr)
2" d! dq—,—e;—qu 6 e
C
1 gkt
- 2_]/ e| it
A
11 R
_ 11 et 3.104
r e (3.104)
H 1
1
G.(rit) = ~% t#ic
| (3.105)

(3.98) gibt zwei LAsungenfv (3.97), nicht wie Lésungender Poissongleibung
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eindeutig ¢ j C%% hyperbelsder Di®ererialoperationen, A!  elliptischer

Di®erenialoperationen¢ + Ciz%

Bedeutungder Lésung %ei+ ari * t guslaufendet) bzw. einlaufende(j ) Kugelwellen
Quellender Wellengleitiung (3.97) (rechte Seite) sind zeitlich und raumlich
punktfdrmig. Explizit:

1
jiri rg C

Gi+ (rst; r’ t(b =
(3.106)

Die Punktquelle am Ort r° zur Zeit t° ist von einer Kugelwelle begleitet,
die sich bei der retardierendenLdsungG* nadc der Zeit t j t%im Abstand
jri ry=c(ti t9 von der Quelle be ndet. Bei der avancierten LAsungGi

|lAuft dieseKugelwelle ein, und zwar ebenfalls mit Lichtgesdwindigkeit

G* : 3" (bitte ergdnzen)

Wir gehennun von (3.95) Bber zur zeitabhéngigen Lésung der Wellenglei-
chung (3.86).

Z Z
1

A(L t) = (21/%4 d! d3q A—(q1| ) gi i(ti q@)
Z
1 . deq .
= - | i it Ol . iqa
2Ys d e @ G(qg!) ¢f(q! ) €

gl

(bitte doempréf en)  d*r°G(ri r®1)f(r%!) (3.107)
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A(r;ty = dt®G(ri 1St tf(%t9

(3.108)

o ist KonsequenzdesFaltungstheoremsfiéy Fourier-Transformation.
Z

e(!)=0)e(')) a0 dt’b(ti i t)c(t)

Beweis:

Z
a(t) = ERIE ta(! )

1
Yz wz twz 7
= oy, drelte  dteltht) ¢ die ! To(t)
77 7 x
dt®  dt®(tdc(t®§ ¢ d! & D
Ya {z )

= +(t0+ 04 1)) 02 ¢ 0O

dt%(t it o(t% (3.109)

Y4

(3.108)ist unmittelbar die Konsequenzder Gleichung (3.97) fiv die Greens-
funktion G; denn Einsetzenvon (3.108)in Wellengleidung ergibt

M )l z Z H l
1@ 5 14 . .
¢ g@ A(r;t) = d® dt® ¢ j g@ G(r %t t%f(ﬁa,t%
I {z }
=i 4vae(ri 10 #(tj 19
= | 4Yf (r;t) (3.110)
Bemerkung

Alle GreensfunktionenG = aG* + bGi mit a+ b= 1 sind LAsungenvon
(3.97). Welche dieserL dsungenauszwahlenist, hat man nach physikalischen
Gesittspunkten zu entscheiden.
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Wenn die Welle A ausstilie¥lit duch die angegelenenQuellen erzeugtwird
(im kausalenSinne), hat man die retardierte LAsung,G = G*, zu nehmen.
Da wegender + Funktion in (3.106) die t%Integration in (3.108) ausgefihrt
werdenkann, lautet die retardierendeL@sungder Wellengleidung (3.86)

(3.111)

Hier erzeugtdie Quellef (Versude) eineWirkung A immer nur zu spéteren
Zeiten. DiesesKausalitAtsprinzip soll nativlich immer gelten.

Trotzdem gibt esProbleme,die mit der avancierten Greensben Funktion zu
Idsensind. Hat man etwa Quellenf zu Zeitent mit t; < t < t, gegelen und
die Wellen zu spéteren Zeiten A = A,(r;t)(t A ty), soerhdlt man folgende
LAsung:

Zu A.s gehbrt eine eindeutige LAsung der homogenenwellengleidung fidr
alle Zeiten, die wir audh A,,s nennen.(Wir werdendie L8sungender homoge-

nen Wellengleidbung spéter aus@hrlich behandeln).Die gesante Lésungist
dann

Ar;t) = Aas(r;t) + dr
(3.112)

f(r_o;ti jri 9

R 3 1y &
wobei d°r g - Aavanciert

Der zweite (avancierte) Term gibt fiv t > t, keinen Beitrag. Screibt man
diesin der Form A = (Aus + Awani At + Awet), SO sielt eswieder kausal
aus.

(wobei (Aaus + Awani At LBsungder homogenenwellengleidung ist.)
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3.5 Erhaltungss Atze

KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

In der Mechanik sind Energie, Impuls und Drehimpuls fundamertale Erhal-
tungsgmen.Wir untersuchen hier die Gestalt der entsprechenden Erhal-

tungssitze in der Elektrodynamik.

Erinnerung an (3.51): Ein Systemvon Ladungen Andert seinemedaniste
Energiedadurd, da%Strdmeim elektrischen Feld Arbeit leisten. Gewinn an

medanister Energie pro Zeiteinheit und Volumeneinheit:

J(r) ¢E(r)

Dridcken J durch elektro-magnetisbesFeld aus:

i JCE

m
|rm
|rm

[~ &[-

I

M
gloglo

c ..
OLE + 4, dIV(E £ B)

=

N
~

ol

1
+ — =
BT m.a

@,_, 5 c .
(E°+ B )+—1/4d|v(E£B) =0

(3.113)

(3.114)

(3.115)

Interpretation: EnergieerhaltungssatzMit Kapitel 2 und (3.54) erhalten wir
einezeitliche Anderungder elektrischenund magnetisten Feldenergie-Dibte:

u(r) = S (E2+ BY)

(3.116)
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4. div(E £ B) ist die Energiestromdidite

C
S() = —(E£ B)
4a (3.117)

Pointing-Vektor

mit Z Z

dE(;"te% Fr J 0 : Erog = dr u(r) (3.118)
V V

lautet der Bber ein beliebigesVolumenV integrierte Erhaltungssatz

Y4

ClEmech + EFeld 4+ © S¢df =0

dt dt

@ (3.119)

In Worten:

Anderung der medaniscen und der Feldenergiein V und der Energie°u¥s
durch die Ober°Ache von V halten sich die Waage.

Der Vektor der Energiestromditite S hei¥%taud Pointing-Vektor und der
Erhaltungssatz Pointingscher Satz

Bemerkung

Elektrostatische Energiedurch Arbeit von elektrischen Ladungenim elektri-
schenFeld. Magnetisde Feldenergiedurch Arb eit der Strémein denvorgber-
gehenderelektrischen Feldern beim Einsdhalten.

Der Unterschied (trotz Symmetrie der Maxwell-Gleichung in E und B) ist
einzig auf Abwesenheitmagnetishier Ladungenzurdckzufidhren. Insbesonde-
re ertsteht beim Einschalten elektrischer Felder auch ein vorébergehendes
Magnetfeld, jedoch gibt eseben keine magnetisbien Stréme, die in solden
Feldern Arbeit leisten kénnten.
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Impulsé@nderungeinesTeilchensder Ladung q im Feld ist durch

gegefen. Summation Bber Teilchen in einemVolumenelemen
) Anderung der Dichte desmedanisden Impulses

KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

=

=F=qE*+

o<

@mem

1
=YE+ _(JE£B)

(3.120)

Wir ersetzen(wie oben) %2und J mittels Maxwell-Gleichung durch die Felder

)

mit

@mem +

Q@

1 @

&e @

T,

u

1
®= v, EeE-+ BeB- i

- (E*+ B?)

NIl =

Interpretation:

Impulsdichte deselektro-magnetisben Feldes

Maxwellsder Spanrungstensor

1
Ireid = g (EE

(3.121)

(3.122)

(3.123)
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PaYstgut mit BedeutungdesPointingvektors (3.117) als Energiestromdidite
zusammen:

elektro-magnetistie Strahlung ist aufgebautaus Elementarteilchenund Pho-
tonen mit vershwindenderMasse.; relativistische Mechanik. Eyin = ¢ ¢jpj

(jpji ist Impuls, Exin = (mc?)? + (cp)?).

Strahlung bzw. Teilchen mit m = 0 bewegensich mit Gestwindigkeit c.

Also

8= ¢l (3.124)

Die Impulsdichte g tr Agt die Energiedicte cgmit sich, und zwar mit Lichtge-
schwindigkeit! cg_ist nicht Energiedidite, denn elektro-magnetisbe Energie
mu¥ssich nicht bewegen. TatsAdlich gilt cg- 4, EB - &(E2+ B?) = u,
nur ein Teil cg der Energiedithite bewegt sich.

Auf derredhten Seitevon (3.121)steht die DivergenzeinesTensors2.-ter Stu-
fe, desMaxwellschen SpanrungstensorsTe-. Dieserbesareibt die Anderung
der Impulsdichte durch Flu¥ades Impulses (Stromdichte einer Vektorgrése
muYsTensorsein).

Integrierte Form desErhaltungssatzes(3.121):

. 27
a(Bmech + Pregle = ° Te-n-d

(3.125)

i Te ist -Komponerte der Stromdichte der ®Komponerte des Feld-
impulses. Tg— ist symmetristh (; bekannte Konsequenzen).Nur div von
I (wie die div von S ) beobattbar ) wederl (noch S) aus Erhaltungssatz
eindeutig bestimmbar.

Impulserhaltungssatzkann u.a. dazu verwendet werden, allein aus den Fel-
derndie Kraft auf der Materie zu berednen. Durch Ahnliche Umformung wie
oben kann man aus
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fiv die Anderung der Drehimpulsdidite | .4, der Ladungenden

Drehimpulserhaltungssatz

1
“ @mech + @Feld
@ @

®

herleiten. Die Drehimpulsdichte desFeldesist gegelen durch

1
lpeg = L£ e = ML£ (E£B)
und die Drehimpulsdidte
x3
M®* = 2— 1T®° £+
+=1

KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)
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Dyadisde oder Matrixschreibweise:
Tensordivergenzernr ¢l oderr ¢M:
)

1 0 1
T11T12T13 @Tqy1 + 10
(@@ @TuTpTnA = @@Ty+ it A (3.130)
T31T32Tas @T3 + 0
(3.129) sdreibt sich dann
M=TEr o
und die Integrale Drehimpulserhaltung(L = |, d’r 1)
q 7
&(Lmeoh + LFeId) +° n ¢Md =0
(3.131)
Aus (3.122) folgt:
H . |l
I = 4i1/ E+E+B+B | ;¢:—2LIE2+ B2
! (3.132)

wobei E +E = Spalte + Zeile bedeutet.

3.6 Strahlung

Aspekte der Erzeugungelektro-magnetisber Felder, speziell Wellen, durch
bewegte Ladungenund Stréme.

3.6.1 Zeitlic h periodische Quellen

J(r;t)
Yr;t)

Jne"!
Yr)e !

(3.133)
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Bemerkung
Superpositionsprinzip 1AYstBetrachtung jeder einzelnenMode ! separat zu.
Wie hblich Realteil von (3.133) nehmen,um physikalische Gré¥erzu erhal-

ten.

) Lorentzeichung

z o H 1
A(L;t) — 1‘ d3r0 0‘](r 1t() + ti toi JLi L(]
C iri r9
1Z Lirj r9
- E d3r0‘](£% r it
| _.{Z jri r
A0 (3.134)

Man unterscheidet drei LAngen:

a) rAumliche Ausdehrung d der Quellen
b) WellenlAnge, = 2%c=! der ausgesandterStrahlung

c) Abstand r von der Quelle

Wichtiger Fall: d ¢ , (Atome, Radiowellensender).

Weiterhin sind drei Zonenzu benAcksidchtigen:

1) Nahzone(r ¢ ,)
2) Zwischenzone(r » )

3) Fernzone(r A )

Nahzone %j[i r§ ¢ 1) Exponertialfunktion in (3.134)entfallt. Felderdort
sind die nicht-retardierenten Felder, oszillierennur.

rgo

Fernzonejri r9=rj =+ 0(1=r)
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A= S oy (r) @b
cr (3.135)

Wobeiei!Er die auslaufendeKugelwelle J(r9 die Richtungsabhéngigkeit be-

. cr
zeidnet.

Fiv d ¢ | : Entwickeln Exponertialfunktion in (3.135). Untersuden ersten
auftretenden Term.

Z Z
Braed = rorqr ¢J9
Z
= il d*r°r%r9
= i il p(bittedbempréf en
it Prif en) (3.136)
Mit
!
=k
c (3.137)
folgt

A(r) = j ikpe =r

(3.138)
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Berednung der Felder, fédhrendenBeitrag durch Di®. von €', )

B = K(r=r£ p)'=r
E = BEr= (3.139)
Dipolstrahlung
Abgestrahlte Leistung:
Pointing-Vektor S = £(E £ B) A berutze fix E und B reelle Felder.

B(r;t)= kTZL£(RcEcosq«i )i I mpsinkr i !'t))

Analog E(r;1).

Zeitlich ermittelte Leistung:
H - 9
cog(krij 't)=sind(krj 't)= =;sird(krj !'t)=0

NI =

pro Raumwinkel (Leistungsdidite auf Einheitskugel).

B(-) = ~ Rebr or ¢(E £ B)]
84 (3.140)

mit E und B aus(3.139).
Mit

fIrEPEr]E(rEp°)gd = [(rEPErIY(r£ p)Er]ie((af b= adbE )

folgt

C . .
p(-) = k*j(n£ p) £ nj?

874 (3.141)
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j=]
I
=
I
=

Wegenj(n £ p) £ nj* = jpi n(n¢p)j®> = jpi*i j(n ¢p)j* erhAlt man fiv die
gesante abgestimnte Leistung

Z

ck? . .
Po = O A() = ?1912
(3.142)

Beispielfiv elektrische Dipolstrahlen: Linearartennemit symmetriscer Spei-
sung

H

Z'Z'ﬂ
1(2)e " =1p¢ 1j A g

d (3.143)

Skizzefehlt!
Kontin uit Atsgleidwung: Linienladungsdidte pYLadung pro LAngeneinheit)ert-

+ .
lang beider Antennenarme:¥4z) =i Zle, (+: positive z-Werte, - negative
z-Werte.

Dipolmomert parallel zur z-Achse

2=z i d
p= dz z2%4z) = IZ—?
o= (3.144)
) Winkelverteilung der abgestratrtlgenLeistung (‘j—p = ‘,s'z‘f/ﬁ(kd)zsin2
12(kd)2

Gesantstrahlungsleistungp = (kd ist quadratisch in der Frequenz.)

12c
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3.6.2 Vorgeschrieb ene Trajektorie

Wir untersuchen nun (Punkt)-T eilchen der Ladung e auf vorgestiriebener
Trajektorien ry(t):

Wr;t) = eHrj rq(t)
J(r;t) = ev(t) Hrj ro(t)) ; v=rg (3.145)
Also retardierte Potertiale:
z M . )l
or;t) = e dt®—>T"— ., t; to; L1 Lolt) ro(t)
iri ro(t9j u c 0
A(r;t) = 2 dtoi.r .r_(rt‘)(t(). £ty 1o B L) (r—:O(tc)
L1 Lolto) (3.146)
Wegen
H1 (1) = s 4 o)
JT o)) (3.147)
mit f (tg) = Oist
H - B
£t t0 iri ro(t9j
c
Ht% to(t; 1)) ¢_i fif 1o
Jri LOJ c (3148)

wobei ) )
£+ 11 Lco(to)l ¢
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implizit d ¢f . (bitte oerpridfen)
Einsetzenvon (3.148)in (3.146) ergibt die Li®nard-Wiedert-Potentiale

T r(to)j
ofr;t) = -
G0 = Ty 0 ov(to)=0
. _ e !o(to)
ALY = iri ro(to)i(Xi nevy(te)=9 (3.149)

Gestatten Beredinung der von den Teilchen emittierten Strahlung (Lorentz-
Eichung).

Beispiel Hertzsder Dipol:

Paar von Punktladungeni+ e, Abstand r, = ry(t). ) Dipolmomert

pt) = i ery(t)
und ey(t) = er—Oét) | _O(t) — Q(t)
De nition :
¢ri(th:= rj LO(ZM yert ()= r+ LO(Zt% (3.150)
) mit -
R () = 1 Jo= ¢ 100 (O
jeri @i ¢ri (19 ¢t ¢
Oo(r;t) = jeRi(t)+ eR"(t) -
RV Y (S em(t%:_ e (@)
Aty = i 5 RO+ 5 0=t —— (3151)

NAherung



108 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

1) Ausdehrung jr,j desDipols klein gegenAbstandswektor jrj jroj ¢ jrj
) ¢ri (9 Yar

2) W(?nlalxenlénge, klein gegenMaximalausdehmng jrg®j ) ¢ %a @ =
rgex! rg1ax

Vc:?él

ers® _RM 7  r_ i D

;
A(r;t) = P - 152
A(r;t) BTy o ti c . (3.152)
unter VernadlAssigungquadratischer Termein .
Lorentz-Eichung:
: 1@®_ .., @ p(ti o)
d|vA+E6—O—) @—| ¢ . (3.153)
)
Z
ti L ti &
Or;t)=ir ¢ dtg(r' ) - ir ¢Lr' o)
pér por
oz + 3 (3.154)

Nahzoner ¢ , ) ©= % bekanntes (statisches) Dip olpotertial.
) Retardierung vernadlassigbar.

Fernzone:Der zweite Term geht schneller nach Null (» 1=r?) ) vernadl.
Einsetzender Pot. in Felder:

© » E(I:L/ 1'
m m Crz r
3(ptr)r ¢r)r  3(r¢pr
E:i}@ir@;:iii ;!+ (E_)_+(9_)_+ (_ 9)_1 g
c @ cr ° cr? cré cr3 rs r3
AL I £r
B = potA= i _+E — (3.155)

c’r2 cr3
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Nahzone (r ¢ ,): Hohe Potenzenim Nennerdominant
_ 3(penr p
E = 5 i 3
_ BET
- cre (3.156)
= stat. Dipol
Fernzone (r A ,): Hohe Potenzenim Nennervernadlassigt
B (Benr 1
E - lua + C2r3 - CZI‘3 (9£ L) £ r
_ BET
- cr (3.157)

) (r;E;B) bilden in Fernzoneein Orthogonalsystem,und E und B haben
den gleichen Betrag

E = EE £
;
B = [EE-
' (3.158)
3.6.3 Pointingv ektor des Dip olfeldes
Fernzone
¢ L = ° L. % et
S= g BEDEB= £ (BEB)=i (BB (3.159)

A 2
wegenB ? ristB ¢r= 0= £ (Ejg -
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Also

o
L sin’ #

§ =
4/cr? (3.160)

/ riz in Fernzone,wichtig fév Energieerhaltung.

#=0;%: S = 0: Dipol strahlt in Schwingungsridtung nicht!

B = 0) S = 0 d.h. ohne Besthleunigung keine EnergieabstrahlungA !
Bremsstrahlung.

Nahzone

" T
e _ ¢ 3(p¢r p pET
S=wBEB) =z —r i3 B

= 4;8(3(9%)& r’p) £ (p£ r)

= 4128 B(per)r£ (pEr)i r’pE (pE 1))

= les©3(9¢£)i(r22i (rep)r)i (r’(reppi (r_)¢g)£)a
= 4;:{8 % (per)ripi ppr?(3cost + 1)La (3.161)

Komplizierteres Verhalten als im Fernfeld

Gesantb etrag der abgestrahltenEnergiepro Zeit j ! Fernfeld:
Mittlere Energieder Stahlung, die der Dipol wahrend einer Schwingungsdau-
er T durch gro¥%eKugel mit Radius R abstrahilt:

Y4 VAR 7/ yal

1 >, 1 ) . 2 .

E = T SkR%d- = T dt 4031/45'”#3'”#d' = 3@T pdt

0 00 P_{Z_}

=Pt ©)

(3.162)
Fiv harmonishe Scwingung:
_ . oy _atpdT B 16 Yécpé
I =2%c0r=3

) Wieder/ a*
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3.6.4 Elektrostatik in Materie (dic hte Medien)

gemitteltes, makroslopisdeselektrischesFeld

E =
rfEE=0=) 9©:.:E=r©

elektrischesFeld verzerrt Molekile, Atome ) Multip olmomerte Andern sich

DominierendenMultip ol: Dipol ) esensteht elektrische Polarisation P (Di-
polmomert pro Volumeneinheit)

X
P(r) = Ni < p > (3.164)
i
wobei N; die mittlere Anzahl der Molekéle desi-ten Typs pro Volumenele-
mert und p; dasDipolmomert deri-ten Molekilart im betrachteten Medium
bezeitinet.

X

Hr) = Ni< e > +% (3.165)

%19 P(re(ri r
s' (r;r) = - ¢V + . ¢V 3.166
) (e jrir9g jri rgs ( )

Z Z Yo VI %
%r9 1
! — 3 ' . — 3,0 0
= d3ro ! f%4r%i r PYg (3.167)
jiri 19
ertspricht Pot. einer Ladungs\erteilung Y5 r ¢P )

r CE = 4Y(Y [_{Qﬂ ) (3.168)

Polarisationsladung

mit

D:=E+ 4P (3.169)

r ¢D = 445



112 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

3.6.5 Magnetostatik in Materie

r ¢B = 0 fiv gemittelte magnetisde Induktion

Molekile besitzenmagnetisbies Moment ) makroslopisthe Magnetisierung
bzw. magnetistie Momertdichte

X
M(@)=  Ni<m;> (3.170)

i
wobei N; die mittlere Anzahl von Molekilen desTypsi pro Volumeneinheit
und m; dasmittlere molekulareMomert eineskleinen Volumensbezeitinet.

Wie in der Elektrostatik:

J(r9 CV + M9 E (rj L%W

CA(r;r)= = : 3.171
(i) ari r9 jri rgs ( )
)
8 9
1Z E Jr% M9 E (r r()E
A = D e
- R N B L% M-
' =M (r9fr Oty
oo 9
1% 1 < =
= = P JIrY+ r °£ M (r 3.172
c jri rg: (©) [ (‘(? ; ( )
=: Ju e®ektive Stromdic hte
Damit Aquivalert der mikroskopisthen Gleichungr £ B = 4
4Y,
r £B= ?“;+ & £EM (3.173)
De nition :
MagnetisthesFeld:
4y,
H=Bj 4M) r £H=—J

c (3.174)




Kapitel 4

Elektro dynamik in Materie

4.1 Maxw ellgleic hungen in Materie

Anwesenheitvon Materie A Strdmeund Ladungeninnerhalb dieserMaterie
(abhAngig von Besha®enheit, Temperatur, auch von B und E).

Atomistische Vorstellung von Materie: aufgebautaus geladenenElemertar-
teilchen, Felder beein°ussenderen Bewegung.

Reaktion der Materie auf elektromagnetisbe Felder (atomistische Besdirei-
bungdurch quantenstatistische Theorie der Materie) ( = Theorieder Materie
sprengtden Rahmender Maxwellsden Theorie.

Umgebungbzw. Abtrennung einer Theorie der (kondensierten)Materie von
M.-Theorie durch phAnomenologisice Maxwellgleichungenin Materie.

ZerlegenLadungenund Strdmein je zwei Anteile

Yr;t)
J(r;t)

YE(r;, ) + ()
J¥(r;t) + 3™(rs 1)

(4.1)

ex bezeitinet extreme Anteile, i.a. au¥serhallder betrachteten Materie, ma-
nipulierbar.

113
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mat bezeitinet innere Anteile, i.a. nicht manipulierbar, Reaktion der Materie

Zerlegungnicht eindeutig, kann der jeweiligenFragestellungangepa¥averden
(D...-Metall)

Verwenden¥8@ und J™ zur De nition einer

Polarisierungsditite P und Magnetisierungsdibte M .

P und M = 0 au%erhaltMaterie, die 18'® und J™" tr Agt.

Beadte: 4 und J™ gendgen (wie Yaund J) Kontin uit Atsgleidung.

@@at

+ divd™ = 0
(4.2)

Zur Konstruktion von P und M : Unterscheidezwisden stationdrenund °uk-
tuierenden Anteilen

X(t) = Xstat + Xeuk (t) (4.3)

wobei X g5t zeitl. Mitteln. und X zeitl. Mittel versdw. ist und beide An-
teile auvserhalViaterie versdwinden!

Fouriertransformation:

X“(! ) = 21/4Xstat i(! )+ X"’uk (! ) (4-4)

) (4.2) FT:
Pl A1)+ divI™ (1) = 0 (4.5)
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De nition : zundchst P., (t) durch

oder

legt P.,, eindeutig fest, versciwindet auvserhallMaterie.

Poy (1) = TR (1)

Rl

. mat
il E"uk - l°uk

Wegen(4.2) und (4.1) gilt

oder

@ @ ..
@Bouk = @dIVEouk
il =l Pay

divP., = | A%

115

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(Beadte Annlichkeit mit Maxwell-Gleichung div E = 444 aber i.a.

rot P., 6 0).

Wir betrachten nun stationdre Anteile von 3@ und J™'. Auch hier streben

wir an

. _ .1
div Estat = | 7état

at

(4.10)

WegenP = 0 au¥erhalbder Materie muv4Qmat =

jedem zusamment@ngendenMateriestéck.

R 3 .
d*rvgal = 0 sein auf
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;  kdnnenkeine Gleichung analogzu (4.6) fordern, %4 und J ., sind véllig
unabhdngig. Wegendiv J12 = 0 fordern wir stattdessen

De nition von M :

crotM =J0& (4.11)

Die sode nierte Magnetisierungsdibte M ist rein stationar.

Oft wird man gewisseTeile von J XX (s. spéter) lieber durch eine Magneti-
sierungstatt durch eine Polarisierungbesdreiben.
;  Entferne entsprechendediv-freie Anteile aus;;‘;;‘t in (4.6) (beadte: davon

wird (4.9) nicht berdhrt) und fiAge sie zur rechten Seite von (4.11) hinzu.

Lésbarleit von (4.10) und (4.11):
Dazu notwendig sind

QM =0; diviia =0 (4.12)

Physikalische Bed. von P bzw. M :

Dichte elektristher bzw. magnetisdier Dipolmomerte

Hierzu: Dipoldichten P bzw. M erzeugendasselle Potential ' bzw. A wie
die Ladungsdidite ¥ := i div J bzw. die Stromdichte J,, = crot M..

Dipolmomert p = P(r9 ¢¢ v im Volumenelemeh ¢ v am Punkt r° erzeugt
beir elektrostatishesPotertial

R LS
ro(r) = e P(r ¢e v er OJ-

i (4.13)
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) Gesantp otential

Z H 1
‘() = &Br°P@Ede¢ r O
() PU9C 1% q,
| = {z
roe 2O L OE(LO)
2ot R L %)
= ; @l =0 oPro B 4.14
' irirg iri rg (#149)

da P = 0 auVYserhallder Materie.

Analog erzeugtDipolmomert m = M (r9¢ v das Vektorpotertial

Z M 1 1
Ar) =  dPr® M(9E rojr. T
| fz——1}
5 m‘qu(r%M(r(’)ir og J"f%c%
0
- ero’ £ M(r9 -2 & 0odu () (4.15)
jiri r9 c iri r9g

daM = 0 au¥erhaltder Materie.
Damit Bed. der LAsungvon (4.10) und (4.11) geklért.
Heuristische Konstruktionsvorsdarift:

JedeLadungs\erteilung Y22 mit der Eigensthaft (4.12) kann aus lauter Di-
polpaaren aufgebautwerden) P. Jede div-freie Stromdichte JJ&' (4.12)
kann auslauter kleinen Kreisstrdmenaufgebautwerden.) M (Amppgresbe

Molekularstréme)

Fassen°uktuierende und stationdre Anteile zusammen:

wat = i divp; J™ = gg+ crot M

(4.16)

Eingesetztin inhomogeneMaxwellgleichung:

div E = 418 + Y8 = 448* | 4Yudiv P

4y, & o L@

@
—E = J& 4 gmat Jex — =P + 4Y%rot M (4.17
a- ( +JM) = ca- aro (4.17)

1
rotBj -
(o
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P und M sind sode niert, da¥siesich leicht mit E und B zusammenfassen
lassen.Dabei entstehen die Kombinationen

D=Exa4E (4.18)
D = Dielektrische Vershiebung
und
H=Bi 4M (4.19)
H = magnetisde Feldstdrke und B = magnetiste Induktion
) inhomogeneMaxwellgleichung
divD = 4%5
1
rot H j }@Q = 4—/4_e"
c@ c (4.20)
Au¥serhalbMaterie:
D=E;H=B (4.21)

Zusammenhangzwisdien D;H und E;B in der Materie wird durch Eigen-
schaften der Materie bestimmt A Theorie der Materie

Einfachster, aber mit Abstand wichtigster Fall:
Matrie reagiert linear auf die Felder E und B. Reaktion der Materie durch
lineare elektrische bzw. magnetistie Suszeptibilidt besireibbar.
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Homogenéd.h. translationsinvariante) Medien allgemeinsterZusammenhang

z

P(r;t) = % dt®X®(ri rSti tHE(StY
R3 il
M = X™IH

(4.22)

erth At

a) Mdglichkeit der Anisotropie (bei Kristallen oder °. Kristallen).

b) zeitliche Retardierung (immer X = 0 fiy t < t9. Werden sehen:Aquiva-
lent einer Frequenzabl@ngigkeit von X.

c) rAumliche NichtlokalitAt (r°6 r) =) AbhAngigkeit von X von der Wel-
lenlAngeoder Wellenzahl.

Zeitliche und rAumliche Fourier-Transformation, z.B.

Z Z1
P(G!)= o dtP(t) el (4.23)

il

WegenTranslationsinvarianz desMediumsin t und r.

) =) . _ el, i
(422) Faltungstheorem P’(q,l ) - § (q’l ) ¢E(q" ) (424)

d.h. fiv Fourier-Transformationist lineare Reaktion einfacdh multiplik ativ.
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Natur der (r;t) bzw. (g;! )-AbhAngigkeit von X anhand einesatomarenMo-
dells der Materie leicht verstelbar:

Das E-Feld bei r° beein°u¥tdie Bewegungder Elektronen am Ort r. Der
Ein°u¥erstredt sich aufgrund der Bewegungder Elektronen géber ein ganzes
Atom oder Molekil.

) Polarisation bis r beein°u¥tmit jr i r9 einigeatomare LAngen.
X (ri r9 nimmt stark ab, sobaldjr j r4 > als atomare LAngen.
Entspredhend X(q), sobaldjg < 1=einige Atomdurchm.

Da Licht eine Wellenlange von einigen tausend Atomdurchmessernbesitzt,
wird man fi Licht praktisch g = 0 setzenkénnen.

Analog: typische Retardierungszeitenmit atomarer Schwingungsdauerzu
vergleicen.

) X Andert sich drastisch mit der Frequenz! , sobald! die GréYenordang
atomarer oder molekularer Frequenzenrerreidt.

;  Suszeptibilitat fév Licht nicht gleich der statischen(! = 0) Suszeptibilitét,
da im Infraroten molekulare oder kristalline Scwingungsfrequenzetiegen.

Im folgendenwerdenwir » in den Gleichungenweglassen aber esist stets
eineFourierzerlegunggemein. ( z.B.E ist E(r;t) = E(q;! ) €(@i 'Y gemein,
also eine bestimmte Fourier-Komp. desFeldes).

De nition : Dielektrische Funktion 2

D=2%qg!)E (4.25)
Wegen(4.18) und (4.24) ergibt sich
2( — 12y €lf
2(g!) = 1+ 4/X°%(q;!) (4.26)

Man kann die lineare Reaktion der Materie aud durch ein



4.1. MAXWELLGLEICHUNGEN IN MATERIE 121

verallgemeinertesOhmsdes Gesetzausdmicken:

J™ = Yq! ) E
J #Ag!)E 4.27)
dynamisde Leitf Ahigkeit
Mit (4.6) [Rey = I :
! ) =i i Xq;!
o) =it X5(q!) (4.28)
De nition : magnetisthie Permeabilitat:
B=1¢H
= (4.29)
Mit (4.19)und (4.22)[H = B | 4/M; M = X™9H] folgt
b= 1+ YK
= - - (4.30)

Beadite versdiedeneBehandlung elektrischer und magnetisder Felder bei
der De nition von X und von 2 und *! Esist nicht M = X™9B wie in
E — éEIE-

Durch diese(Bblichen) De nitionen wird die Besdireibung dielektrischer und

magnetistier PhAnomeneum vieles analoger.Grund: Maxwell-Gleichungen
fir E und H gebenWirb el an, wahrendsiefiér D und B die Quellennennen.
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4.1.1 Randb edingungen (in Materie)

Aus der Vakuum-Elektro-Dynamik kennenwir Stetigkeits- und Sprungbe-
dingungenfiy die Felder E und B an Grenz°adhen (sieheKapitel | und I1).
In Materie sind einige dieserBedingungenzu modi zieren.
) | 7z

rotE = j

a! 0 limeesma wen 1€E;j E,) = FB ! 0; daB beshrankt, keine+-Zadken!

Etang Stetig (4.31)

(2 77
divB=0=) ° B¢df = 0= (B,i B,)¢F

@
)

Bnorma Stetig (4.32)
3

divD = 4v45*

)

. - 1 X

Bedeutet in vielen Anwendungen,da¥s Dnoma Stetig | , da %% = 0 aber
meist 34" 6 0.
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(4) | 77
4Y. 1 4. 1

rotH = —J%+ -“D=)  Heodr= —T%+ >

C C C

Hier ist Vorsicht geboten!

Man erhalt Ergebnisanalolg_z{um Vakuum(n£ (B,i B,) = 4—;/‘&) nur dann,
wennfér a! OderFluYs D ¢df desVersdiebungsfeldessersdwindet.
Dazu darf die PolarisierungP_keine Ober°® Acherbeitrage haben.

Die ZerlegungJ™ = JPo + JM0 (div J™9 = Q) muYsalso derart sein,
da%aP° keine Ober°AchenstdmeerthAlt. Dann bekomnt auch P (R.= JP°
keine +-Zadken an der Ober°Ade.

Unter diesenBedingungen:

1
ng (H,i Hy = 4{&

(4.34)

bedeutet oft

4.1.2 Randw ertprobleme

Zusammemit der Materialgleichung (4.25) und (4.29) gestattendie Maxwell-
Gleichungen(4.20) und (4.21) und die homogenenGleichungen(3.64, b und
c) die Bestimmung der Felder bei vorgegelenenexternen Quellen.

Auch die LAsungenvon Randwertproblemen, bei denen Teile dieser Quel-
len durch Randwerte ersetzt werden, ist durch diesenSatz von Gleichungen
bestimnt.

Wir diskutieren das Prinzip der Ldsungenkurz anhand der Probleme einer
dielektrischen Kugel im homogenernFeld und einer
para- oder diamagnetistien Kugel im homogenermagnetisdien Feld.
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WegenrotE=0 9' E=r"

Au¥serhalbKugel: D = E; D =r " au¥erhalb
In der Kugel: D = 2E ; D =2r"' innerhalb

Wegen¥s*= 0 = divD =0) o innen und au¥serharmonisd (¢ ' = 0) ;
Wie bei Metallkugel ' (r;#) = (Air' + Biri'!") Pi(cos#)

(Pi(cos#) = Legendre-R)Iynor1|1:)0

Randbedingungenan Kugelober®° Ade:

Dnormal j X Stetig (©ex = O)

Reidt zur eindeutigenBestimmung der LAsung.Man ndet, da¥£& o;ma und
Etwng Springen,d.h. E hat wie erwartet Quellenan der Ober°’Aceund D hat
dort Wirb el.

Es zeigt sich eindrudkswoll, wenn man die Feldlinien der ZusatzfelderE i E,
und D j E, zeidnet.

In der Kugel hat E j E, die zu E, entgegengesetzt&ichtung (entelektrisie-
rendesFeld), D i E, die gleiche Richtung.

Behandlungder magnetistien Kugel analog.

4.1.3 Elektromagnetisc he Wellen

Betrachten nun Propagation elektro-dynamistier Wellenim (homogenen)
isotropen und nichtdispersiven Medium:

( v )
isotropen: T )=
pen: 1 1) =1
Vakuum, Fléssigleiten, kubische Kristalle, polykristalline Medien: isotrop,

aber nichtdispersiv nur in begrenztenFrequenzlereidien fern von Absorpti-
onsfrequenzen; " reell.

1
11 nichtdispersiven:

Freie Wellen gendgen dann den 4 homogenenWellengleitiungen:t = 1, da
gesanter dynamisdier Respnsein P (d.h. B = H)
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divD ="divE=0 rotgE + }@5: 0 (4.36)
c@
: @
dvB =0 tBi ——=E=0
ivB rotB j c@t
Mit rot rotE = grad divE i ¢ E und rot rotB = | ¢ B folgt, da%alle
Kartes. Komp. von E und B einer Wellengleidbung gendgen:
1
Cuij zgl u=2~0
V@ (4.37)
mit der Gestwindigkeit
V= c=n n="rw
’ (4.38)
SpezielleLAsungensind ebene Wellen
u(r;t) = <t (4.39)
wobei der Wellenvektor k und die Frequenz! gegelen sind durch
| = _ cken= k=P T
I = vk = ck=n= ck= (4.40)

Welle propagiert in Richtung k mit der Gestwindigkteit v, Wellenlangeist
, = Y=k

Theorie der Fourier-Transformation ; alle LAsungenvon (4.37) lassensich
als Bberlagerungum ebene Wellen darstellen.
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) Fir eindimensionaléVellen(d.h. alle k parallel): allgemeinstel-dim. ebene
Welle gegelen durch (s.Bbg.)

Un(r;t) = f(nerj vt)+ g(ncr+ vt) (4.41)
(k = k¢n), f und g beliebig.

Beide Wellenzigef und g propagierenunverformt, da Wellengl.
a) linear
b) dispersionslos

Bei nichtlinearen und bei dispersiven Medien verformen sich i.a. die Wel-
lenzége. Dispersionund Nichtlinearit & ) solitAre Wellen oder Solitonen.

Wir sudhen nun Lésungenvon (4.37) der Form

. — ik(n¢rj vt) . . - ik(ndrj vt)
E(r;t) = Ee , B(r;t) = Be (4.42)

E und B beliebigekomplexeVektoren, physikalische LAsungbesteht ausdem
Realteil (oder ImaginArteil) von (4.42).

Wegendiv E = 0 und divB = 0 folgt

n¢E=0 ; neB=0 (4.43)
d.h. die Wellen sind stets transversal Wegen
|
rotE j %gﬁz 0 folgt KEE= -8B (4.44)

c
also

|Co
I
=
th
[m

(4.45)
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d.h. E und B steheniberall senkretit aufeinander.

Beadite E; B sind komplex.
Fihre reellesrechtsoriertiertes Dreibein (ONS) ";; ",; "5; n ein:

E=E";+E)Y, (4.46)
B =Bi"; + By,
. _ P _ . Px
mit B, = j E, B,=j E 1 wg.(4.45)

E1; E, sind komplexeZahlen.

Wir diskutieren nur E weiter. Wir zeigennun, da%el. Feldvektor E Ellipse
bestreibt, wennr odert variiert wird.

ZerlegenE; in Betrag und Phase:E; = g €*i

Betrachten reelle physikalische Feldkomp.

Ej(¢) = Re '§é° ¢g = gcos¢+ %) mit ¢=k(ndrj vt) (4.47)
Diesist Parameterdarstellungeiner Ellipse

EXe) , E3(0) _

1 4.48
& 2 (4.48)
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Man kann ", und ", immer sowahlen, da¥siein Richtung der Hauptachsen
der Ellipse zeigen.Fir komplexeE; bedeutetdies,da¥ssie orthogonal sind:

Ei=¢ éi, E, = 8 ezeIi (449)

Damit folgt filv die physikalischen Ausdriicke

Ei(¢) = ercosg+ %) ; Ea(e) = " esin(e+ #) (4.50)

Parameterdarstellungeiner Ellipse in Hauptachsenlo.

Die Welle hei¥astdemnad elliptisch polarisiert.

Spezialfdlle: (1) e; = 0 oder e, = 0: linear polarisiert
(2) ey = e, : zirkular polarisiert

In komplexer Formulierung bedeutet lineare Polarisierung E=E, reell (E;
von E, gleiche Phase), zirkulare Polarisierung E;=E, = 8i gleicher Betrag
(90* Phasewersd.)

Durch Aberlagerungvon zwei linear unabhangigenWellen ist jede Polarisa-
tion erreichbar.
Zwei linear, orthogonal polarisierte Wellen)

(1) phasengleibe Qberlagerung! wieder lineare Polarisation

(2) gleiche Amplitude 90* Phasewersdiebung! zirkulare Polarisation

Umgelkehrt: Durch zwei zirkular polarisierte Wellensind alle Pol. durch Bber-
lagerung erzeugbar.Wellen mit Umlaufsinn gemavsRedtehandregel (bzgl.
Ausrichtung) heiYserinkspolarisiert oder von positiver Helizit At.

Obige elektro-magnetisbe Wellen sind weitgehendrealisierbar mit



4.1. MAXWELLGLEICHUNGEN IN MATERIE 129

(a) Radiowellensendern

(b) Lasern

AndereQuellen: lAberIagerungvielerverschiedenerebenerWeIIen. Notwendig
fiv die Realisierungebener Wellen:

1. Unendliche Ausdehrung und perfekte Ebenheit: auf natérliche Weise
eingesbrénkt. Makroskopisde Dimensionen(A ) zufriedenstellend.

2. Monochromasie in vielen Fallen erreidhbar.

3. Eindeutige Polarisation: leicht erreichbar.

4. Koharenz Nativliches,sehrgut monochromatischesund eindeutig po-
larisiertes Licht besteh aus Bberlagerungrelativ kurzer Wellenzige.
I nur fik kurze Zeit phasenlohéarert. Laser-und Radiowellenum viele
Gré¥senordangengrévser&ohArenz.Unterschiedein der Koharenzzwi-
sdhen monochromat. natévlichen Licht und Laserlicdht nicht im Fourier-
spektrum auszumaben. ; statistische Bestreibung, Aussagengber
Amplituden- und Phasen®uktuationen.

Brec hungen und Re°exionsgesetze

Wir diskutieren nun das Verhalten einer ebenenWelle beim Bbergangvon
einemin ein anderesMedium.

EbeneWelle mit Wellervektor k propagierein einemMedium mit Dielektri-
zitAtskonstarte " und Permeabilitét * , d.h. Brechungsindexn, und tre®eauf
Grenz°adche zum Medium r1p1it Dielektrizit Atskonstarte "° Permeabilitat * ©
d.h. Brechungsindexn®= " "@70 Bekanrtlich ertsteheni.a. eine gebrache-
ne Welle im gestrihenen Medium und eine re°ektierte Welle. Notation !
Zeichnung
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(@) einf:: E=E,gkui'y . B= Eg£ E (4.51)
(b) gebr: E°= EQ&ki!® . O %KOE E®  (452)
() re®:: E®= EQEXW 0 . gooo N0 poo (453

"

Da damit die Maxwell-Gleichungenerfillt sind, mAssendieseWellen
zu allen Zeiten t und @oerall auf der Grenz°Ache gewisseRandbedingungen
erfillen.

kerj 't=KPrj ' %+ my2va= k%r ;i ! 99+ m,2% 8t 8r
mit r ¢g, = 0

) r=0) ! =10=1® (4.54)
I ! n n n
— — 00— . 0_ > 0 07
t=0) k—k—cn K N (oder K~ ko kog
f8r;ree, =0 : kor=kr=k"%r (4.55)

) (ki Kyer=(ki k§er=0
) (ki Kdjie, ; (ki kYije,
auvuerdem k£ e, = kK°£ e, = K% ¢, (4.56)

(4.55)) k sin(®) = k%sin(") = k%sin(®") mit (4.54) folgt darausdas

Re°exionsgesetz ® = @ (4.57)
sin(@® _ n° .
Brechungsgesetz sinC) Py (Snellius) (4.58)

Sehrallgemein,fév LésungenbeliebigerWellengleibungengiltig. Kinemati-
sdher Aspekt. Nun dynamisde Eigenstaften, E, und B, wichtig.

Stetigkeitsbedingungen

D, stetig ) ["(Eo+ EJi "ESfl¢e, =0 (4.59)
B, stetig ) [KE E,+ k™E EQ% Kk°E EQ]¢e, = 0 (4.60)
E, stetig ) [Eq+ ES% EJ£ e =0 (4.61)

Lyog ES £e,=0 (4.62

10—

. 1
Hstetig ) = (k€ Eo+ k™€ EY |
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Betrachte Spezialfdlle (allg. Fall geht daraushervor):

(1) E, senkrecht zur Einfallseb ene:
(d.h. senkrebite Papierelenein Skizze)

Eo= Eog £ K
Eg=Ege £ k
Eo’= Eob, £ k

Dann (4.59) automatisch erfillt.
(4.61)) Eo+EJ E3=0
alsoauch (4.60) erflllt : e, £ k(Eo+ EJ% EJ) =0

(4:62) ) 1 [(k¢e)Eq+ (e )EN | oo (KO0e)ES= O
) %kCOS(@)(Eo i EQYi 1 k°cos()EJ= 0

10

n n°
) T (Eoi Eg) cos@) | 1—0E8005(_) =0
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Au° dsennach Eo und EQ :

E_8 . 2p =1 9\05@) mit_ g4.58) 2 sin( ) cos(®)

Eo ' "=1 cog®)+ "=10cos() fouo sin@®+ )

E_(())O_ E n_1 COS@) i 2 "0=10 COS(_) mit_ q458) m (4 63)
Eo " "= cos@)+ "=r0cog) oo sin(@®+ ) |

Fresnel'stie Formeln

(2) E, in der Einfallseb ene:

(4.60) automatisch erfillt.

(4.61)) (Eoi Eycos®) i Edcos()=0
(4.62) (n=')(Eo+ Eg)i (n*=9Eg=0
(4.59) ebenfalls erfillt.
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Au° Bsen)
0 p n_1 . —
Eo_ _ 2 "=! cos®) . 2sin( ) cog®)
Eo ' "0=i0cos@) + "=t cog ) oo sin@+ 7) cog®; )
p n . nw_q - .
EP . "=0%os@®) | _ "=! coy ) . 2tan(®j ) (4.64)

Eo " "=i0cog@+ "=t cos() = tan(®+ )

Fiv senkretiten Einfall (1) und (2) identisch.

Dann:

ES 2 2n
— = 1 |
EO 1 0 }:10 n+ nO
ot 1
r
n 0
E 00 ori 1 n% n
EO 1 0 1=10 n0+ n
Tor + 1
Im folgendenseil = 1.
Fiv n°= nist ®= ", alsogibt eskeinere°ektierte Welle, klar.

Brewster-Winkel: einfallende Welle in Einfallsebene polarisiert (d.h. (2)),
dann ist | EQ%= 0 |(d.h. kein re°ektierende Anteil), wenntan(®+ ~) = 1

d.h.®+ =Y£2) sin() = cog®), alsofir

tan(®e) = % (4.66)
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Anwendungen: Polarisations-Filter beim Autof., Fotogra eren ins Wasser
hinein.

Totalre®exion: Fév | n"°< n |wird sin(") > 1 falls ® > ®,

n
sin(®) = —
n® (4.67)
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) inhomogeneWelle mit

S

sin(@) |, . Fsin@ 12

ko¢r = k9xsin(7) + zcog ")) = k% S (@) i Sn(@y)

i 1(4.68)

sin()>1) cos() = ip sin(7) i 1rein imagindr ) JEJ%Eq = 1in (1)
und (2), d.h. Total.

Typische Frequenzablngigkeit von "(! ):

Fi Materie anhand einesganz simplen Modells. Wir stellen uns die Elek-
tronen in Materie als harmonis¢ gebundeneTeilchen vor, deren Bewegung
durch das elektrische Feld E angetrieben wird, und durch innere Mecdhanis-
men geddmpft ist.

) Newton'ste Bewgl.

m(A+ °r+ 1 8r) = eE(r;t) (4.69)
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Periodische Antriebskraft E = Eqel " ') r(t) = r,e "t asymp.

) m(l ! 2i o1+ ICZJ)LOZ eEO (470)

Versdhiebungr der Ladung féhrt zu Dipolmoment

3| R

p=ery= EO!S] BNE (4.71)

N Molekille pro Volumeneinheit) Dipoldichte p) dielektrische Funktion

&/ & X fi
m

| 2 12: jl °.
j.J . II'J

(1) =1+ .
|
(4.72)

f; \Oszillatorst Arke" = Anzahl von Elektronenim Moleki, die mit Frequenz
I} schwingenund DAmpfungslonstarte °; haben.

Quartentheorie der Materie fghrt auf Formeln wie (4.72), f; miéssenganz-
zahlig seinund eine wichtige Summenregelf -Summenregelerfillen.

(4.73)

Z = Anzahl der Elektronen im Molek
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In soldhendispersiven (und dissipativen) Medien hat man mit einer komple-
xen Wellenzahl

Py = —(n+iA) (4.74)

!
k= —
C
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zu rechnen. Man hat

n?;j A’>= Re"; 2nA=Im" (4.75)

Eine Welle in Richtung desEinheitsvektors e, (reell) wird bei der Propaga-
tion exponertiell gedAmpft:

gken @i it t — oi (1=0Ag, @ it [(n=C)g, @ t] (4.76)

InMetallen und Plasmensind einige Elektronen nicht harmonisd gebunden,
sondernfrei beweglich.
Dies kann in unsererobigen Theorie durch ! o = 0 bestrieben werden. Wir

betrachten diesenFall fiv niedrige Frequenzen! ¢ !; (j > 0). Dann
N V7757
(1) = ok i 2
o1 L
° (4.77)
mit
a/N X f foN
"0 — 1+ 4:: eZ I—JZ : 3/0 _ 0 oez
<0’ 0
<0 (4.78)

Bedeutungvon ¥ als der statischen Leitf Ahigkeit ist mit (4.25) und (4.28)
verkngpft.

Die Drudeformel

Yo
1i i! :oo

%) =
(4.79)

fiv die dynamisde Leitf Ahigkeit stammt ausdem Jahre 1900.Ein \guter Lei-
ter" ist durch die Bedingung4¥#=! A ", gekennzeitinet. Fiv einensolden
ist "(! ) nahezurein imaginar und fiv die Wellenzahl(4.74) folgt
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kK= (1+ ] )p 24 YeC (4.80)

Eine Welle wird folglich beim Eindringen auf der Eindring- oder Skintiefe

c
+= p——
2Y/5/A (4.81)

um den Faktor 1=e geddmpft.

Bei hdherenFrequenzen! A °g, wird die Leitfahigkeit ¥(4.79) rein imaginér
(und unabhangig von °,) und wir erhalten

2

"()="0i 5 (4.82)

wobei die PlasmafrequenZ , durch

L2 BN €
P m (4.83)

gegelen ist. Da bei Metallen meist ! , A °, und auch bei Plasmen diese
Situation auftritt, gibt es einen Frequenziereid), in dem " < 0. Man hat
dann fiéx alle Einfallswinkel die Situation der Totalre®exion, dieserklart das
GlAnzenvon Metallen bei optischen Frequenzen.

4.1.4 Energieerhaltung in der Elektro-Dynamik in Ma-
terie

Erhaltungsgleidung:
Die medanisthe Arbeit ist jetzt sinnvollerweisedie der AuvsererStréme im
E-Feld. Daher
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1
i JCE = — D CE | irotﬂ¢§+— B+ crotE ¢H

1 3
D s Z S 7/ 4y,

3

1 ’ c ..
iiex¢§+4_1 E ¢+ H ¢B +4—1/4d|v (EEH)=0

Ya

(4.84)

Pointingvektor c
= —(EEH
S 41/4(_ _)
Feldenergie : (ganz allgemein)

1) Elektrisc he Feldenergie : £/4* j! D, wird im vorhandenenFeld E aus
dem 1 -enherangebrabt. E = j gradOmit ©(1 ) = 0.

Z
) #A = dr8%(r) (r) st aufzubringen
1 Z
— T 3
) A= drE() eD()

dennt¥e= r ¢(xD)=4Y4 + part. Int.

Z
A 3. 1
i dr4—1/4§¢g

Eine Feldenergie(dibte) existiert nur dann, wennzA sich alstotale Ableitung
schreiben |AVt(A!  Hysterese):

E = E(D) eindeutigund
@ _G

@; @’
Esexistiert f (D) mit E; = @=@; und E ¢£D = #f (D)

Dann  ug(r) = 4il/j (D(1))
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Beispiet D = "E und " = ";; (det" & 0)
X @ 1X
, E="'D  Ei=  ("Y;Dj= — 5 D«("" "D
N j @i 2,
1 1
- = D — —E 1] E
) UeI(D 81/4E ¢tD 8y, ¢: ¢E
1 :
= —D¢i'¢D
8% =
) Ue(r) = 13F_tl:D+E¢ = 13Eﬂ:D
=T s ST T

2) Magnetisc he Feldenergie : Wir Andern J® und £J°*. In dem dabei
induzierten Feld +E (t) haben die Strdme die Arb eit

Z Z
A= dt  dPr+E ¢J™
zu leisten.
Analog zu (3.51) und (3.54)
z Z c
+A =i dt d® +E ¢ (rotH)
4Y4
Z Z c M 1'”
=; dt d -——(otxE)¢H (H=0 = )
7 7 41/, 2 rs
1 1
= °r —+ = B ¢H
dt dr41/4§¢ﬂ dr41/4_¢_
1 z
) A = o ErH(n) eB(n)
N (4.85)
z
+
AN H ¢B
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Falls tH = H(B) eindeutig und
@i _ O

@B @B’
Es existiert g(B) mit H; = @=@;
Dann L
Umag (1) = 77, 9(B(1))

Beispiet B =1 ¢H und*; =1;; (det® 6 0)

1

) Umag = 8_1/4ﬂ ¢B;
1

Umag = 4_1/4ﬂ ¢B

Lorentz-Invarianz der Elektro-Dynamik

143

Erinnerung an die VorlesungTheoretisde Physik |, relativistische Medhanik:
Betrachte physikalische Systemein einemlinertialsystem| und in einemdazu
relativ mit Gesdwindigkeit v, bewegten Inertialsystem | °.

Die Natur zeidnet kein Inertialsystem aus (Relativit Atsprinzip) ; welder

Art sind die Transformations-Gleitungen?

Galileitransformation:

r= L, Yot t0= ty

1
) aus F=q E+Ey£5
0_— 1 0_
E°=E+ _wEB; B°=B
- @-

@
wegen r °=r und — = —— =

folgt (3:50) (4.86)

(4.87)
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folgt r °¢E°

|
<
m
+

|
<

o
H
vy}

1
"B Yo ¢(r{2£

verdndert Maxwellj Gl: r¢ E=4 Y4

) Esgibt kein Transformations\erhalten fév die Felder, das zusammenmit
der Galileitransformation (4.87) die Maxwell-Gleichungen erhalt.

Anstelle von (4.87) ist die Lorentz-Transformation zu nehmen!Diesfolgt ins-
besonderainmittelbar ausdenWellenausbreitungserdeinungen!(Gestwin-
digkeit c ist unabhéngig vom Inertialsystem).

Lorentz-Transformation:
Grundeigenshbaften:
Zusammenfassungon Raum-Zeit-Komponerten einesEreignissesdurch

x = (x%xhx%x%) = (et x;y;2) = (ctir)

(4.88)
Die Konstanz der Lichtgestwindigkeit verlangt, da¥AAbstand” s
SZZ' 0¢2 i 1¢2 i 2¢2 i 3¢2
(4.89)
unabhédngig vom Ko-systemist.
Mit dem metrischen Tensor 0
1 0 O
%o il 0 o §
9=@0 01
O 0 O

Ofm ®6 _, Ooo = 1,
O2=03=j 1

d:h: ge
Ou1

(4.90)
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X3 ~ _
ist %= 0o~ X“X = go XX
®; =0
(Einstein Summenlonv:) (4.91)

Es stellt sich die Frage: Weldhe linearen Ko-Transformationen

x®=L®%x ; dh:|x = Lx (4.92)

lassens? invariant? ; Lorentz-Transformationen.

= g.L oL*x® = g x®X

) L'egpsL*=ge; dh: |LigL=g (4.93)

ware g = 1, sowdre L 4-dim orthogonale Transformationen.
Aberg6 1 ; andereGruppe!

Enthaltene Falle:

0 1
1 0
3j dim DrehungenD) : L = %0 D §
0 1
1] 0
Raumspiegelungnversion) : L = %O 1 § =P
I =
0 1
ill O
Zeitumkehr : L = % o 1 §: T

SpezielleLorentz-Transformation:
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1
cosh® j sinh3 |0 O
_ % i sinh3 cosh® |0 O
L=o

0 0|10
0 0|0 1
Def. v=c= tanh?3, dann
1 1
cosh® = p—=g¢——
1i tanh?3 1 (v=02
sinh® = tanh3 cosh?® = qé
1i (v=9°
® 1 ’ 0. V.1
) X" = = X | =X
1i (v=9° ¢
3
XOl = qlii Xl | - XO
1i (v=9°
x® = x2: x® = 3

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.97) besdireibt den Abergangzu einem mit der Gesdwindigkeit v in x?!-

Richtung bewegtenBezugssysten{! TP I, relativ. Medhanik).

Verallgemeinerungauf Gesdwindigkeit v in beliebigerRichtung (durch Be-

achtung der Drehinv.):
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1 M 1
x? = g——— x° Zvex
1j (v=0?
0 1
%O :x+@q1771 1A(¥¢§)Vi q x0=c v
1i (v=9° v 1i (v=9°
V
(4.98)

;  3-param.Sdar von Lorentz-Transformationen.Noch keine Gruppe! Man
mu¥Drehungen hinzunehmenum Lorentz-Gruppe zu erhalten; G Para-
meter

Eigertliche Lorentzgruppe: eigeriliche Drehungen(4.88) und (4.98)! Kon-
tinuierliche Gruppe, de niert durch

t — N — . 0
L'gL=g; detL=+1; L%>0 (4.99)

Hinzufidgender diskreten Trafos P; T; P ¢T fihrt zur (vollen) Lorentzgruppe,
die daher aus 4 unzusammenkngendenTeilen bestett.

Um Skalarprodukt wie in (4.91) ébersidtlicher zu machen, de niert man
neben

kontravarianten Vierervektor x® = (ct; x) siehe(4:88)
kovarianten Vierervektor Xe= ge-X = (ct;j X) (4.100)

Wegen(4.92) und (4.93) transformiert sich ein kovarianter Vierervektor wie
Xg= (L) gx; x°= (L' 1)'x (4.101)

Bew. in Matrixschreibweise(x kontravariant, y kovariant)

y?= gx’= glx = glg' * = (L)' 'y
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Def.: Skalarprodukt aus kontravariantem und kovariantem Vektor

2 ®
S = XeX (4.102)

Solde Skalarprodukte sind Lorentzinvariant: (y kovariant, x kontravariant)

h. [

t
y%x°= IL‘lq:ty Lx=y'LitLx=y"'x

Def.: kontravariante Tensoren2. Stufe, f ® , Trafo-Verhalten

F® = L% L .F’% dh|F°= LFL! (4.103)

Analog zu (4.100):
\Herunterziehen" von Indizes; kovarianter Tensor

Fe = Qe G+ F * (4.104)

oder gemistiter Tensor

Fo = Qo F° (4.105)

Verallgemeinerungdes Begri®sdesinneren Produktes: Summation éber ein
Indexpaar aus einemoberenund einemunteren Index.
(auch Kontraktion, Verjdngung).

werden) mit F und G.
Beispiet

Fe® ist Skalar
Fe X- ist kovarianter Vektor

Die de nierte Gleichung (4.93) fir Lorentz-Transformationenhei¥at:Der me-
trische Tensor ge~ ist ein kovarianter Tensor, der unter allen L invariant
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bleibt. Dasertspricht der Rolle, die bei Drehgruppe die Einheitsmatrix spielt.
Die Umkehrung von (4.100) féhrt zu:

® — A® _
=g X (4.106)

Man de niert kontravarianten metrischen Tensor g® . O®erbar ist g° =
(ge-)i 1, stimmt wegen(4.90) mit ge~ Bberein.g® = go-.

Man kann zeigen:

8L Lorentz | Trafo: ¢® =L®L .g*

(4.107)
d.h. g® ist kontravarianter Tensorim Sinnevon (4.103):
Gemistite Tensoreng® und g,. Wegeng® = (ge)' ! gilt:
. = o N = + .
g =00 =% (4.108)

wobei 45 als Kronedker-Delta bezeitinet wird.

Transformations\erhalten der partiellen Ableitungen @—%:

Aus der Kettenregel und (4.92) (x® = L®- x ) folgt:

@ o @ @ _i ., @
— =L"— oder — = LI —
@ @® @® ® @
)  @@° kovarianter Vierervektor, analog @@ kontravarianter Vierervek-
tor.

Bezeidinung:

H 1 1

I

@ @ @ @
@F=—= —ir ; @=_—-= —t
G <O @ ce@ (4.109)
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Bei der Untersuchung der Lorentzinvarianz der Elektro-Dynamik kann man
von der Medhanik ausgehenund das Transformations\erhalten der elektro-
magnetistien Gréderaus der Kraftgleichung

dp H 1

1
Y=g E+-VEB
at =9 =T YRR

ersdlie¥sen.

Man wei¥sda¥p die rAumlichen Komponerten desViererimpulsessind:

p__
p*= (p%p); p°=E=c; E=" (mc)2+ (cp? (4.110)
Die Gestwindigkeit v selbstist kein Teil einesVierervektors, sonderngeft
wie folgt in die Vierergesbwindigkeit U® = p®=m (m = Masse,d.h. Ruhe-
massedesTeilchens)ein:

0 1

U®= @g—° = 4 M 2A=(U°:Q)
1i (v=9 1i (v=9 (4.111)

Die Kraftgleichung erhdlt eine lorentz-kovariante linke Seite, wenn man
(1) sie um die Nullkomponerte erganzt:

ﬁ— 1d—E—gv¢

dt ~ c dt

(2) von der t-Ableitung zur Ableitung nach der Eigenzeit ¢, des Teilchen
wberge:
d

dt

O p
= 1i (v:c)21 wg: d¢ = 1 dxe dx®
de, C

g dt?2j dr2=@= 1 (v=0~2dt

Dann lautet die Kraftgleichung:

i 0 ¢
UCE; UE+UEB

dp® _ qi
de,

ol

(4.112)
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Redte Seite Ladung g ist Lorentz-Skalar!

Wgr konstruierennun ausVektor U® und den FeldernE und B einenVektor,
d

(f—é.

TensoralgebraWenn elektro-magnetisbesFeld durch TensorF® besdrieben
wird, dann kénnte (4.112) die manifest kovariante Form

9 _ Gpey = Jpe
d¢, ¢ C

(4.113)
haben.
Durch Vergleid von (4.112) und (4.113) identi zieren wir den
Feldstérketensor
0 1
0| Ex E, E
Fo_ = %EX 0 B, By §
E,|iB, O By
E,| By, iB 0
0 z y | X 1
0 i Ex i EY i Ez
® Ex 0 i Bz By §
oder F* = %Ey B, 0 B, (4.114)
E.|i By Bx 0
Antisymmetrisch:
® _ . ®
Fo=iF (4.115)

Wir haben 6 unabhdngige Komponeren, die durch die Dreiervektoren E
und B gegelensind. Wir prafen nun, ob die Maxwell-Gleichungendamit ver-

tr Aglich sind. Wir beginnenmit deninhomogenitdten der Maxwell-Gleichungen.
Wir erféllen die Kontinuit Atsgleidung

@2 .
— +divJ=0
@ —_—
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Dieseist wegen(4.109)in allen Inertialsystemengiltig, wennzund J eine

Viererstromdichte

3° = (c¥ad)

bilden.) Kont.-Gleichung

@J®=0

Dieselle Struktur hat die Lorentz-Konvertion

1@

E@"‘ d|VA=O

(4.116)

(4.117)

die in allen Inertialsystemen giltig ist, wenn die Potentiale © und A einen

Vierervektor

A®= (; A)

bilden. ) Lorentzkonvertion

@A®=0

TatsAdnlich sind die Wellengleitiungen (3.73) dann kovariant.

Der d'Alembert-Operator

(4.118)

(4.119)

(4.120)
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ist nAmlich Lorentz-Skalar, und die Gleichung (3.73) lautet daher

4y,

2A° = J®
(4.121)
Die Felder ergeken sich aus Potertialen nach
@
E=i—ir' B=r £A
E=ij C@l ;B A
d.h. E, = | AT+ @A° usw.,B, = | @A+ @A°
Mit Feldstarketensor(4.114)erhalten wir sotatsAdlich
® _ . S A®
FP = @A i @A (4.122)
Die beideninhomogenenMaxwell-Gleichungenlauten nun:
_ 4y, -
@F® = —4J
(4.123)

Wegen@F® = @@A | @QA°=2A | @ f@,ZA@? Aquivalert zu (4.121).
=0 (4:119)
Fiv die homogenerMaxwell-Gleichungenerinnern wir uns an die Dualit Ats-

Transformation (3.67).
TensorielleFormulierung: Benutze total antisymm. Tensor4. Stufe:

8
~ < +1 f: alle geradenPerm: von (® °%) = (0123)
2® "= i 1 f:alleungeradenPerm: von (® °#) = (0123) (4.124)
0 sonst

Dieserist ein invarianter Tensor,denn2® “* = L@l -oL° -0l *,02® **° total
antisymmetrisch und 2923 = detL.
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) L@l oL eol*,02® "% = 2@ #qet | (4.125)

d.h. 2 ist invarianter Pseudotensor.

Transformation (3.67):

- - 1, e .
F® (» = F® cos»+ §2® *Fo. sin» (4.126)

Speziell fiv » = ¥&2 erhalten wir den dualen Feldstarkertensor
0

1
0 |iBx iBy iB;
R =%BX 0 E, iEy§

= 8 | E, 0 (4.127)
B.| E, iEx O

F® = F® (Y&2) =

NI =

Obergangvon F® nach F® bedeuteteinfach E durch B und B durch j E
ersetzen.

Daher ist unmittelbar klar, da¥«die homogenenMaxwell-Gleichungendurch

@F® =0 (=0) (4.128)

gegelen sind.

Wichtigste Folgerungaus obigem: Wir wissennun, wie sich die Grévsender
Elektro-Dynamik bei Lorentz-Transformationenverhalten.

ZunAdst Verhalten desVierervektors J® = (c%2]). Aus (4.98) lesenwir ab
u 1

1 1
A i (v=0? c
1 (v ed)J Lov
Jo=J+ i1 == p— 4.130
J=J F’ml vz | P 1 (v=0? ( )

=°Jy+Jo i *v
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n.b.: E®ektder Lorentz-Kontraktion mittels 1:IO 1i (%)

Das Verhalten von E und B folgt ausdemvon F® . Man screibt zunAdst
dasTransformations-\erhaltenbei speziellenL.-Transformationen(4.94) nie-

der, verallgemeinertdannmit Hilfe rAumlicher Drehung auf L.-Transformation
(4.98).

Man erhalt
A !
u 1
1 1 1 (vCE)Vv
E°= p——— E+-VvEB + 1i p ———
T T
- | Ey
, H o, 1A 1 (VeB)v
1i (v=02 c

"1 (v=02 |_{B’z2_}

(4.131)

Vgl. (3.50) A phur modi ziert durch Erhdhung der zu v transversalenFelder
um Faktor 1= 1j (3)2

Zum Absdlu¥shalten wir noch fest, da¥awir ausden Feldstdrketensorenzwei
skalare Felder bilden kénnen.

1) %F®F®= B%j E2 (Skalar) (4.132)
2) i %F®—F®_ = B ¢E (Pseudosklar) (4.133)

n.b.: Invarianz dieserbeiden Ausdricke.

Lagrangeshe Elektro-Dynamik

Wir untersuchen zunachst die Lagrangefunktionfiy dasfreie Teilchen:
Wirkung

pay)
S=dtL(g(t);q(t))

ta
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Hamilton'schesPrinzip: S[qg (t)] mit g(t.) = ge
0) fir wahre Bewegung.
Euler-Lagrange-Gleibung:
1
a'a’ @ _
it @ '@

Freiesrelativistisches Teilchen: Q.o=@ = 0

L2
S= d¢°L) °L Lorentz Skalar

1 P— , ,
) Lo» == 1j (v=0?% dimL = Energie) Lg» mc”

- 2
Lo=i mc2p 1i v3(t)=¢ = j mc®+ %+ Oo(v¥

|
d " @o d
) = = 5 (Mv) =0
dt l_zgp_} dt

Teilchen im elektro-magnetisben Feld: Nichtrelativistisch L,y = i
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(° = 1;2) stationdr (S =

o
Lint
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Skalar) °Lin » AgU® mit Ag= ("; i A)und U®= (°c;°v) L = Lo+ Lin

Lint = | C%A®U®= g +JAc

O

(4.134)

Kanonisdher Impuls: P = @=@ = m°v + gA=c wobei °v = Kkinetischer
Impuls p.

h i
EE: Q+9 A+ (ver)A ; @: i gqgrad’ +9[(y¢r )A + v £ rotA]
dt W C q @ c
) p=q E+ (—1:255

Lagrangefunktionfiév Felder.

Punktmechanik
Index i

Kontinuumsmedtanik
X, k (Ort, Feldindex bei mehrerenFeldern)

i!
i!
dyn. Variable g i! ' k(x) (Feld)
Ges@windigkeit g i! R'k(X); '«
L=QRrLi(g;9) i! Rd3r L(' «; @), L Lagrangedihte
S= dtiL il d®r dtL

Relativistische Feldtheorie: L Lorentzskalar, weil dx dt invariant. (Zeitdila-
tation und Lorentzkonstruktion kompensierensich).

L=L( @ ¥

Man variiert die Felder' ((x®), #S= 0 (¢ (1 ;t) = 0, % (r;t.) = 0)

) Euler-Lagrange-Gleibungen:

u |
g @ @ _

Q@ )

(4.135)




158 KAPITEL 4. ELEKTR ODYNAMIK IN MATERIE

Elektro-Dynamik: Als Felder das Viererpotertial A®, F® = @A | @A®
1 1

L =i — FaF® i ZJ,A® 4.1
em | 161/4 ® | CJ® ( 36)

1 A . . 1
| 15,94 9. (@A | @AN@A" | @A) | (—:J®A®

@_ 1 £ 10 10 A
@@’T&n_) =i g @, At FU i dp AR g b0 BN deo t FA
1
=i — Fe
AR
@em — . 1J
@ lcve
mit a a
@ em_ em O
) Q@A) @
1
@F@ = 4—/43*
c (4.137)

d.h. Lem filnrt dber Euler-Lagrange-Gleibungen auf Maxwell-Gleichungen.

Punktteilchen:

IS) = (%)
(CV) qH(r% r(t9)
Juos(r% 1(19)

Z hoy 1
10§ ZA)I%) = i AU = Lin
Insgesant
Z
_ . mc& g ® . 3, 1 &
L S0 i C_°A®U i d°r @J:@ F

= Leiichen + Lint + LFeld (4.138)

P o}
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Lagrangefunktionfiy Teilchenim elektro-magnetisben Feld




