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Kapitel 1

Vorb emerkungen

1) Klassische Elektrodynamik = Maxwellsche Theorie der elektrischen und
magnetischen Felder.

2) Historisches:

1785Coulomb,

1820Ampµere,Biot-Savart, Oerstedt

1831Faraday

1864Maxwell

3) Klassische Elektrodynamik Ã ! Quanten-Elektrodynamik (1940-50)

4) Elektrodynamik Vorbild fÄur relativistische (Lorentz-invariante) Feldtheo-
rien, AusgangspunktfÄur neuereEntwicklungenin der Theorieder Elementar-
teilchen (Nicht-abelsche Eichtheorien).

5) Anhand der Elektrodynamik lernen Sie mathematische Hilfsmittel, die
auch in anderenBereichen der Physik wichtig sind (Theorie partielle DGL).
Vorausgesetztwerdendie elementaren Mittel der Vektoranalysis, speziell die
RechenregelnfÄur den Di®erentialoperator Nabla r . (6 Produktregeln und
5 MÄoglichkeiten fÄur zweite Ableitung) und die IntegralsÄatze von Gau¼und
Stokes.
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4 KAPITEL 1. VORBEMERKUNGEN

r (ab) = a(r b) + (r a)b

r (a ¢b) = (ar )b+ (br )a + a £ (r £ b) ¡ b£ (r £ a)

r (ab) = a(r b) + (r a)b

r £ (ab) = a(r £ b) + (r a) £ b

r (a £ b) = (r £ a) ¢b¡ a ¢(r £ b)

r £ (a £ b) = a(r b) ¡ (r a)b+ (br )a ¡ (ar )b

div grada = ¢ a; rot grada = 0; div rot a = 0

rot rot a = grad div a ¡ ¢ a ;

ZZZ

V

d3r div a = °
ZZ

@V

a ¢df

ZZ

F

rot a ¢df =
I

@F

a ¢ds

Bsp. div r = 3, grad 1
r = ¡ r

r 3 , rot ( r
r f 0(r )) = 0 , grad f (r ) = f 0(r ) ¢r

r

6) Wir verwendenausschlie¼lich Gau¼sche Einheiten.



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Das Coulom bsche Gesetz

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld ein \Hilfsb egri®", ein Synonym
fÄur Kraft auf Einheitsladung.Aber: DasFeld besitzt eineeigenstÄandigeRea-
lit Äat: Strahlung, losgelÄost von Materie, transportiert Energie, Impuls, Dre-
himpuls.

Die Kraft, die punktfÄormige Ladung q1 auf eine andereq2 ausÄubt, ist nach
Coulomb (s.a. Cavendish)

F2 = q1q2
r2 ¡ r 1

jr 2 ¡ r 1j3
(2.1)

) Dimensionder Ladung =
p

dyn ¢cm2

Konvention:

F 2 = q2E 1

legt dasvon q1 erzeugteelektrische Feld E1 mit FeldstÄarke am Ort r fest:
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6 KAPITEL 2. ELEKTR OSTATIK

E(r ) = q1
r ¡ r 1

jr ¡ r 1j3
(2.2)

Kr Äafte mehrererLadungenauf eineandereaddierensich vektoriell.

) Gesetzder linearen ÄUberlagerung(Superposition):

mehrerePunktladungen q1; : : : ; qn an den Orten r 1; : : : ; r n erzeugenFeld

E(r ) =
nX

º =1

qº
r ¡ r º

jr ¡ r º j
(2.3)

Oft rÄaumliche Verteilung von Ladungendurch \Ladungsdichte" ½(r ) spezi-
¯ziert. Nicht nur bei sehr vielen Elementarladungen, auch bei statistischer
Beschreibung von Materie (z.B. QM).

dann qº = ½(r º )d3r º =̂ im Volumenelement d3r º im Punkt r º liegendeLa-
dungsmenge

E(r ) =
Z

d3r 0½(r 0)
r ¡ r 0

jr ¡ r 0j3
(2.4)

2.1.1 Dirac'sc he Deltafunktion

LÄa¼tman fÄur ½(r ) auch Distributionen (verallgemeinerteFunktionen) zu, lÄa¼t
sich (2:3) und (2:4) vereinheitlichen.

Um (2:2) wie (2:4) schreiben zu kÄonnen,mu¼fÄur ½(r ) gelten
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(1) ½(r ) = 0 fÄur r 0 6= r 1

(2)
Z

d3r 0½(r 0) = q1

Keine \ric htige" Funktion ½hat solcheEigenschaften, aber man kann (1) und
(2) beliebig gut approximieren, z.B.

ga(r ) =
1

p
¼a3

e¡ r 2=a2

(2.5)

hat die Eigenschaften:

(1) lim
a! 0

g(r ) = 0 fÄur r 6= 0

(2)
Z

d3r g(r ) = 1

De¯niton:

Dirac'sche Delta-Funktion

±(r ) = lim
a! 0

ga(r )
(2.6)

±(r ) hat dann die Eigenschaften:
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(1) ±(r ) = 0 fÄur r 6= 0

(2)
Z

d3r ±(r ) = 1
(2.7)

Als Distribution mathematisch prÄazisefassbar,fÄur unsereZwecke a ¼ 10¡ 16

ausreichend.

Es folgt 8f R3 ! R stetig:
R

d3r f (r )±(r ) = f (0)

(2.3) kann durch Ladungsdichte

½(r ) =
nX

º =1

qº ±(r ¡ r º )

(2.8)

dargestellt werden!

(2.4) enthÄalt alle physikalische Information, die fÄur Elektrostatik notwendig
ist. Gibt fÄur jede Ladungsverteilung ½das elektrische Feld E und Kraft auf
Probeladungq am Ort r .

F = qE(r )
(2.9)

Bei vielen Problemender F -Statik jedoch ½nicht gegeben, dann (2.4) nicht
nÄutzlich. Suchen vielfÄaltig verwendbareForm!
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2.1.2 Di®eren tialgleic hung fÄur elektrostatisc he Felder

ZunÄachst:

Satz:

Ein Vektorfeld F (r ), das im Unendlichen mindestenswie 1=r2 ver-
schwindet, ist durch divE und rotE eindeutig bestimmt.

Beweis:

Annahme9 E 1 6= E 2 mit divE = 0, rot E = 0 wobei E = E 1¡ E 2

und E = O(1=r2) fÄur r ! 1 .

Dann existiert ein Skalarpotential © (r ) mit E = {grad ©.

[denn wegenrot E = 0 ist
H

L
E ¢ds =

RR

F
rot E ¢df = 0, wobei L

ein geschlossenerWegvon 1 nach 2 und wiederzurÄuck und F die
von L umschlosseneFlÄache. D.h.

R2
1 unabhÄangig vom Weg.

Also de¯niere ©(r ) = ¡
Rr

r 0
ds¢E(s) ]

Also div E = {div grad © = ¡ ¢© = 0 und © = O( 1
r )(r ! 1 ).

Weiter {div (©E) = ¡ © div E ¡ E grad © = E 2(r )

)
Z

V

d3r E 2 = ¡ °
ZZ

@V

©E ¢df

Nehmeals Integrationsvolumen V Kugel vom Radius R und be-
trachte R ! 1 .

) °
ZZ

@V

Z
© ¢E ¢df /

4¼R2

R3
» O(1=R) ¡ ! fÄur R ! 1 :

Wenn E 2 ¸ 0 folgt aus
R

V
d3rE 2 = 0 sofort E = 0.

Man kann sagen:Hat das Feld weder Quellen noch Wirb el (und
verschwindet im Unendlichen), dann ist esNull.
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Damit ist Eindeutigkeit gezeigt.

Zur Existenz von E zu vorgegebenendivE und rotE spÄater!

JedesFeld E = O(1=r2) kann jedenfallsdurch divE und rotE charakterisiert
werden.

WendenPrinzip auf (2.4) an:

FÄur Ladungsverteilungen ½, die auf das Endliche begrenzt sind (d.h.½(r ) =
0 au¼erhalbeines endlichen Gebietes) E » Q=r2 fÄur r ! 1 mit Q =R

j½(r 0)jd3r 0

Berechnung von divE mit (2.4) (mit \mogeln"):

div
¡
r=r3

¢
= (div r )=r3 + r grad

¡
1=r3

¢
= 3=r3 ¡ 3=r3 = 0 fÄur r 6= 0

! div(r=r3) = div grad
µ

¡
1
r

¶
= ¡ ¢

µ
1
r

¶
= 0 fÄur r 6= 0

Andererseits
Z

K R (0)

d3r div
¡
r=r3

¢
= °

ZZ

@K R (0)

¡
r=r3

¢
d ¢f = °

ZZ

@K R (0)

°
Z

d ­ = 4¼

Zusammenfassend:

div
¡
r=r3

¢
= ¡ ¢

µ
1
r

¶
= 4¼±(r )

(2.10)

Also fÄur daselektrostatische Feld mit (2.4):

div E(r ) = 4¼½(r )
(2.11)
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[Mathematisch korrekt: 1
r ! 1p

r 2+ a2 , im Limes a ! 0 erhÄalt man wieder das
gewÄunschte Resultat. ! Jackson 1.7 ]

Berechnung von rot E (mit (2.4)):

©(r ) =
Z

d3r 0½(r 0)
1

jr ¡ r 0j
(2.12)

ist Potential zu (2.4):

)

E = ¡ grad©
(2.13)

und somit

rotE = 0
(2.14)

2.1.3 Die Poissongleic hung

Au¼erdurch (2.11)und (2.12)kÄonnenelektrostatischeFelderdurch diePoissongleichung
fÄur ihr Potential © charakterisiert werden:

¢©( r ) = ¡ 4¼½(r )
(2.15)

Wie gezeigt, ist (2.15) eindeutig lÄosbar mit der RB © = O( 1
r ) fÄur r ! 1 ,

LÄosungist (2.12)!
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) Satz Äuber die Zerlegungvon Vektorfeldern in longitudinalen und trans-
versalenAnteil

JedesVektorfeld E(r ) mit E(r ) = O(1=r2) fÄur r !
1 kann eindeutig zerlegt werdenin

E(r ) = E l (r ) + E t (r )

wobei E l ;t = O(1=r2) und rot E l = 0 und div
E t = 0

Es ist

E l =
Z

d3r 0div E(r )
r ¡ r 0

jr ¡ r 0
(wegen(2.4))

und

E t = E ¡ E l

2.1.4 Gau¼sches Gesetz

Gleichung (2.11) ist Äaquivalent zum Kraft°u¼satz:

°
ZZ

V

E df = 4¼
Z

V

d3r ½(r ) = 4¼QV

(2.16)

Das Gesetzvon Gau¼(2.16) hat nÄutzliche Anwendungen:

Feld einer kugelsymmetrisc hen Ladungsv erteilung:

Diesist selbstkugelsymmetrisch, alsoergibt (2.16) fÄur eineKugel vom Radius
r (um Symmetriezentrum)
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4¼r 2E(r ) = 4¼¢4¼

rZ

0

dr0r 02½(r 0) (2.17)

E(r ) =
4¼r
r 3

rZ

0

dr0r 02½(r 0) (2.18)

zugehÄorigesPotential:

©(r ) =
4¼
r

rZ

0

dr0½(r 0)dr0+

1Z

r

dr04¼r 0½(r 0) (2.19)

Ladungenin einer sehrdÄunnen Schicht: FlÄachenladung

(z.B. Ladungenin Metallen ordnensich in einerSchicht vonwenigenAngstrÄom
Dicke an der Ober°Äache an.)

Fl Äachenladungsdic hte ¾durch qdF = ¾¢df

FÄur beliebig °ache Schachtel (d ! 0) mit FlÄachenladung¾zwischen Boden
und Deckel:

(2:16) ) E 1 ¢n1 + E 2 ¢n2 = 4¼¾ (2.20)

(E 2(r ) ¡ E 1(r ))n12(r ) = 4¼¾(r ) (2.21)

wobei n12 die von 1 nach 2 gerichtete FlÄachennormaleist.

Normalenkomponente deselektrischen Feldesspringt an FlÄachenladungen.

Tangentialkomponente deselektrischen Feldesimmer stetig:

0 =
ZZ

rotE ¢df =
I

Edr

= (E 2T ¡ E 1T ) ¢dr (2.22)
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Dip olschichten : z.B. an der Ober°Äache einesKristalls

Potential einesDipols:

' (r ) =
q

jr ¡ l j
¡

q
r

= q
l ¢r
r 3

+ qO(l2) (2.23)

-s s-q +q
l

FÄur l ! 0 wird darausbei festemDipolmoment p = q¢l = const :

' (r ) =
p ¢r

r 3
= p ¢r (¡ 1=r) (2.24)

Bei ° Äachenhafter Anordnung von Dipolen: Dipol° Äachendichte D de¯niert
durch Pdf = D df

zugehÄorigesPotential:

©(r ) =
ZZ

D(r 0)
r ¡ r 0

jr ¡ r 0j3
¢df

=
ZZ

D(r 0) d­ r (2.25)

FÄur r auf Dipolschicht daher: ©1(r ) ¡ ©2(r ) = 4¼D(r )
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...........................................................................
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Betrachte zwei FlÄachen der Ladungsdichte § ¾(r ) im Abstand d(r ) (d ¿
Kr Äummungsradius)= Dipolschicht der D = ¾¢d

Feld im Innern (Kondensator):

E(r ) = ¡ 4¼¾(r ) n(r ) und ©1 ¡ ©2 = ¡ E ¢d = 4¼D (Potentialdi®erenz).
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2.2 Elektrostatisc he Energie

Eine Probeladungq im elektrostatischen Feld E(r ) verspÄurt die Kraft

F = qE(r ) (2.26)

Um q von r1 nach r2 zu bringen, mussman die Arbeit A leisten:

A = ¡

r 2Z

r 1

F ¢dr = ¡ q

r 2Z

r 1

E(r ) ¢dr = q(©(r 2) ¡ ©(r1))
| {z }

wegunabh:

(2.27)

FÄur r1 = 1 (aus dem Unendlichen) nach r (mit ©(1 ) = 0) folgt:

A = q©(r ) (2.28)

=) Um Äuberhaupt Ladungen im Endlichen anzuordnen,mussman bereits
Arbeit leisten.

Bringt man die einzelnenLadungennacheinanderan ihre Stelle, sohat man
gegendie Felder bereits vorher angebracher Ladungenzu arbeiten.

In einer Anordnung von n Ladungenqº an den Stellen r º steckt die Energie

U =
nX

º =1

qº

º ¡ 1X

¹ =1

q¹

jr º ¡ r ¹ j
=

1
2

X

º ;¹ =1
º 6= ¹

qº q¹

jr º ¡ r ¹ j
(2.29)

FÄur kontinuierliche Ladungsverteilungen:

U =
1
2

Z
d3r

Z
d3r 0½(r )½(r 0)

jr ¡ r 0j
(2.30)

bzw. mit (2.12):

U =
1
2

Z
d3r½(r )©(r ) (2.31)
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Mit
½© =

1
4¼

©div E =
1

4¼
div(©E) ¡

1
4¼

E 2 (2.32)

folgt nach Integration Äuber ein hinreichend gro¼esVolumen

(2.33)

U =
1

8¼

Z
d3rE 2(r ) (2.33)

denn

Z

K R (0)

d3r div(©E) =
Z

@K R (0)

df ¢(©E) = O(1=R) (2.34)

da
© = O(1=R); E = O(1=R) (2.35)

Interpretation:

u(r ) =
1

8¼
E 2(r )

(2.36)

Energiedic hte des elektrostatisc hen Feldes

Bemerkung:
Wesentlicher Unterschied zwischen (2.29) und (2.33): UB ¸ 0; UA

·
> 0.

(2.33) (Kont. Ladungsverteilung) enthÄalt SelbstenergietermefÄur º = ¹; sind
1 . Selbstenergieder Elementarladungen ist Eigenschaft des betrachteten
Elementarteilchens.
SelbstenergiepunktfÄormig geladenerTeilchen ! tiefes Problem () Ultra-
violett-Div ergenzender QFT). Modell einesElektrons endlicher Ausdehnung
hÄatte zwar eineendliche Selbstenergie,erscheint aber unnatÄurlich und bringt
auch andersartigegrundsÄatzliche Schwierigkeiten. Die Energieeiner Ladung
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q, die gleichmÄa¼igauf einerKugelober°Äache vom Radius r verteilt ist, ergibt
sich nach U = 1

2

R
d3r½(r )©(r ) zu q2=2r .

Mit der Annahme,da¼dieseEnergiegleich der RuhemassedesElektrone ist,
erhÄalt man fÄur den klassischen Elektronenradius

2re = q2=mec2 = 2; 8 ¢10¡ 13cm: (2.37)

Bemerkung:

Da
Z

K R (0)

d3r div(©E) = °
ZZ

@K R (0)

df ©E;

und die beidenTerme© und E mit ( 1
R ) bzw. ( 1

R2 ) gehen,geht das gesamte
Integral fÄur R ¡ ! 1 gegen0.

2.3 Randw ertprobleme

Bei vielen Fragestellungenin der Elektrostatik sind keine Ladungen vorge-
geben (dann benutzt man (2.4) oder (2.12) zur ProblemlÄosung),sonderndas
Feld wird durch Randbedingungenfestgelegt.

De¯nition Metalle:

In einemMetall kÄonnenLadungenfrei verschoben werden!

=) Das elektrostatische Feld im Inneren einesMetalles verschwindet (im
Gleichgewicht).

=) Deswegenverschwindet auch die Ladungsdichte ½im Inneren. Wegen
E = 4¼¾(s.o.) tragen Metalle, die von Feldern umgeben sind, Ober°Äachen-
ladungen.
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2.3.1 Metho de der Spiegelladungen

Beispiel:
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.

.

.

.

.

.

.

.

¾s
dq

geerdeter
metallischer
Halbraum

© = 0

"
Punktladung

&
r = 0

Die LÄosungmu¼zwei Eigenschaften haben:

(a) Um r = d ist ©(r ) ¼ q
jr ¡ dj

(b) FÄur r ¢d = 0 gilt © = 0 ( , E ? Ober°Äache)

LÄosung:Methode der Spiegelladung(oder Bildladung)

©(r ) = q
jr ¡ dj ¡ q

jr + dj fÄur r ¢d > 0

=) E(r ) = q r ¡ d
jr ¡ dj3 ¡ q r ¡ d

jr + dj3

E =4 ¼¾=) ¾= ¡ qd=2¼

(r 2+ d2 )
3
2
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2.3.2 Eindeutigk eit von LÄosungen von Randw ertpro-
blemen

Voraussetzungen:

In einemgewissenTeilvolumenV 2 R3 sei½bekannt; Anstelle der Ladungs-
dichte im Komplement von V kennenwir \gewisse" Randbedingungenauf
dem Rand von V.

Behauptung:

Das elektrostatische Potential © ist eindeutig bestimmt (sofern RBen \ge-
wisse" BedingungenerfÄullen).

Beweis:

Annahme: 9©1; ©2 als LÄosung.
De¯niere ~© := ©1 ¡ ©2 bzw. eE = ¡r ~©.
Dann gilt in V : ¢ ~© = 0.
Mit div ( ~©eE) = ¡ ~©¢ ~© ¡ ~E 2 = ¡ ~E 2 folgt dann

=)
Z

V

~E 2d3r = °
ZZ

@V

df ~©En

=) wenn ~© oder ~En auf @V verschwinden, ist ~E Äuberall 0.

O®enbar gibt eszwei MÄoglichkeiten fÄur RBen, die auf eineeindeutigeLÄosung
schlie¼enlassen:

1. Vorgabe desPotentials © auf dem Rand
(Dirichletsche Randbedingung)

2. Vorgabe desNormalenfeldesE n auf dem Rand
(von-Neumannsche Randbedingungen)

(auch gemischte Randbedingungensind mÄoglich)
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Es gilt also:

Ist im InnereneinesGebietesdie Ladungsdichte und auf demRande
das Potential oder die Feldnormale gegeben, so ist das Feld im
Inneren eindeutig bestimmt.

Wichtig hierbei ist, da¼die RandbedingungenfÄur die gesamte Berandung
gegeben sind.
TeiledesRandesdÄurfen auch im Unendlichenliegen(dann mu¼dasPotential
schnell genug abfallen, wenn dieseTeile unendlich gro¼eFlÄache besitzen).

ObigesBeispiel:Ober°Äache r ¢d = 0 und r ¢d = + 1 ; RBen dort: © = 0 !

2.3.3 Existenz einer LÄosung der Randw ertprobleme

Ziel: Formel fÄur eindeutigeLÄosung(werdensehen,da¼wir mit der Bildladung
LÄosungfÄur beliebigeRandwertproblemeim Halbraum gefundenhaben).

ZuÄachst noch eineHilfsformel fÄur alle beliebigenSkalarfelder ' und Ã:

div(' gradÃ) = ' ¢ Ã + grad' ¢gradÃ

¡ ! 8 V ½ R3 :

R

V
(' ¢ Ã + grad' gradÃ) d3r 0 =

H

@V
(' gradÃ) df 0 (2.38)

1. Greensche Formel

Nun vertausche man ' und Ã miteinander und subtrahieren

R

V
(' ¢ Ã ¡ Ã¢ ' ) d3r 0 =

H¡
' @Ã

@n ¡ Ã @'
@n0

¢
df (2.39)
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2. Greensche Formel

wobei @Ã
@n = Ableitung in Richtung der FlÄachennormalen:

r Ã ¢df = (r Ã)ndf = @Ã
@n df

Setzenun fÄur ' ein elektrostatischesPotential © mit ¢© = ¡ 4¼½ein:

)
Z

V

©(r 0) ¢ Ã(r 0) d3r 0

= ¡ 4¼
Z

V

Ã(r 0) ½(r 0)d3r 0+ °
ZZ

@V

µ
©(r 0)

@Ã
@n0

Ã(r 0)En (r 0)
¶

df 0 (2.40)

ÄAhnlich wie bei der LÄosungder Poisson-Gleichung, nehmenwir fÄur Ã(r 0) eine
Funktion G(r; r 0) mit:

¢ G(r; r 0) = ¡ 4¼±(r ¡ r 0) (2.41)

FÄur r 2 V folgt:

©(r ) =
Z

V

G(r; r 0) ½(r 0) d3r 0¡
1

4¼
°
ZZ

@V

·
@G(r; r 0)

@n0
©(r 0) + G(r; r 0) En (r 0)

¸
df 0

(2.42)

Die Greensfunktion G hat dabei o®enbar die Struktur G(r ; r 0) = 1
jr ¡ r 0j +

F (r ; r 0), wobei F mit ¢ 0F (r ; r 0) = 0 (Ableitung nach Koordinaten) eine
glatte, in V harmonische Funktion ist.

(2.3.3) ist eine Identit Äat, die (fÄur beliebigeFunktionen F wie oben) © im
Inneren von V durch © und E n am Rand von V ausdrÄuckt.

(2.3.3) ist noch nicht die LÄosung des RWPs, denn © und En dÄurfen nicht
unabhÄangig vom Rand vorgegeben werden.

(2.3.3) kann durch geeigneteWahl von G bzw. F zur LÄosung des RWPs
werden:Finden wir z.B. ein G = GD mit
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GD (r ; r 0) = 0 fÄur r 0 2 @V (2.43)

dann folgt aus (2.3.3)

©(r ) =
Z

V

GD (r ; r 0) ½(r ) d3r 0¡
1

4¼
°
ZZ

@V

@G(r ; r 0)
@n0

©(r 0) df 0

(2.44)

Damit ist dasDirichlet'sche Randwertproblem gelÄost. GD hei¼tGreensche
Funktion desbetre®endenRandwertproblems.

O®enbar lÄost mananalogmit einerGreenschenFunktion GN mit @GN (r ;r 0)
@n0 = 0

fÄur r 0 2 @V das von Neumannsche Randwertproblem (und auch gemischte
Randwertprobleme).

Mit Hilfe der Greenschen Funktion ist folgendeserreicht: Bei einem Rand-
wertproblem werden die topologischen Aspekte von den spezi¯schen Rand-
werten und der Ladungsdichte ½(den physikalischen Aspekten) getrennt.

Das allgemeineRandwertproblem wird auf ein speziellesreduziert, dem mit
verschwindendenRandbedingungen(2.44) und einerPunktladung im Innern

¢ G(r ; r 0) = ¡ 4¼±(r ¡ r 0)

Betrachte noch einmal dasProblem im Halbraum (s.o.)

¡ ! mit Bildladung wird geradediesesspezielleProblem gelÄost.

GD (r ; r 0) =
1

jr ¡ r 0j
¡

1
jr 0¡ r + 2(rn)nj

(2.45)

O®ensichtlich erfÄullt ¢ GD (r ; r 0) = ¡ 4¼±(r ¡ r 0) fÄur r ; r 0 2 V und GD (r ; r 0) =
0 fÄur r 0 2 @V

Damit lÄost (2.44) denallgemeinenFall einerbeliebigenLadungsverteilung im
linken Halbraum.
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GD hat immer die Symmetrieeigenschaft GD (r ; r 0) = GD (r 0; r ). (benutze
(2.3.3) mit ' = GD (r 1; r ) und Ã = GD (r 2; r 0))

Zur Existenz der LÄosung von RWP en

Der Beweis der Existenz der LÄosungvon RWPen allgemeinerGeometrieist
di±zil und mathematisch anspruchsvoll, und die LÄosung (d.h. Greensche
Funktion) kann i.a. nicht angegeben werden.

Intuitiv er Ansatz (Dirichlet):

Ersetze@V durch einegeerdeteMetallober°Äache (© = 0)

=) Auf @V bilden sich Ober°Äachenladungen,die dasPotential um r abschir-
men.

GD (r ; r 0) =
1

jr ¡ r 0j
+ °

ZZ

@V

¾(r 00)
jr 0¡ r 00j

df 00 (2.46)

Damit o®enbar 8r 0 2 V : ¢ GD (r ; r 0) = ¡ 4¼±(r ¡ r 0). Um GD (r ; r 0) =
0 8r 0 2 @V zu erfÄullen, mussgelten:

1
jr ¡ r 0j

+
I

¾(r 00)
jr 0¡ r 00j

df 00= 0
(2.47)

Existenz von GD ( ) LÄosbarkeit dieserIntegralgleichung.

2.3.4 Kapazit Äat

Betrachte eineAnordnung von n geladenenLeitern im ladungsfreienRaum.
' º sei das Potential des º -ten Leiters, Vº 2 R3 der von ihm beanspruchte
Raumbereich, Sº = @Vº dessenOber°Äache.

SeiGD Greensche Funktion fÄur dieseAnordnung:
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©(r ) =
nX

º =1

' º

0

@¡
1

4¼
°

ZZ

Sº

@GD (r ; r 0)
@n0

df 0

1

A (2.48)

Das elektrische Feld an der Ober°Äache der Leiter (? ' nu) ist daher:

En =
nX

º =1

' º
1

4¼
°

ZZ

Sº

@2GD (r ; r 0)
@n @n0

df 0

| {z }
meistens const.

(2.49)

Wegen
En (r ) = ¡ 4¼¾(r ) (¾(r ) = Ober°Äachenladung) :

FÄur die Ladung q¹ auf dem ¹ -ten Leiter erhalten wir also

q¹ =
nX

º =1

c¹º ' º

(2.50)

mit c¹º = ¡ °
ZZ

S¹

df
4¼

°
ZZ

Sº

df 0

4¼
@2GD (r ; r 0)

@n @n0

cº º : Kapazit Äatsk onstan te desº -ten Leiters

c¹º = cº ¹ : In°uenzk oe±zien t

Energieder Ladungsverteilung

U =
1
2

nX

¹ =1

q¹ ' ¹

=
1
2

nX

¹;º =1

c¹º ' ¹ ' º (2.51)
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WegenU ¸ 0 ist cº ¹ positiv de¯nit, speziell cº º > 0

2.3.5 Der Kondensator

De¯nition: Ein Kondensatorist ein Systemaus2 Leitern mit q1 = ¡ q2 = Q:

Umkehrung von (2.50) ergibt:

' 1 = (C22 + C12) ¢
Q

detC

' 1 = (C22 + C12) ¢
Q

detC
(2.52)

Also:

U =
Q2

2C
(2.53)

mit

C =
C11C22 ¡ C2

12

C11 ¡ C22 + 2C12
; au¼erdemQ = C(' 1 ¡ ' 2)

Bsp: Kugelk ondensator
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...............................

.........................
......................
....................
...................
..................
.................

Q

-Q

C
C
C
C
C
C
C
CO

¡
¡

¡
¡µ

Ra

Ri

Potential fÄur Ri < r < Ra:

©(r ) =
Q
r

Mit

' 1¡ ' 2 = ©(Ri )¡ ©(Ra) = Q
µ

1
Ri

¡
1

Ra

¶

folgt:

KapazitÄat

C =
RaRi

Ra ¡ Ri
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Bsp: Zylinderk ondensator

......................................................................................................................................................................................................................................
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....................................................................................................................................................................................
......................
.........
..................
.........
..............

.................
.......................... ....................................................................................................................................................................................
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........................................................................................................................

6

@I ¾ -

Innen: Q
LÄange

Aussen: ¡ Q
LÄange

© © ©©*

Ra

Ri l

6r

KapazitÄat: proportional zur LÄange(bis auf Rande®ekte)

RadialesFeld zwischen den Zylindern:

Kraft°u¼satz =) 2¼r l E(r ) = 4¼Q l oder E(r ) = 2Q
r =) Potential

©(r ) = ¡ 2Qlnr

©(Ri ) ¡ ©(Ra) = 2Ql
³

Ra
R i

´
=) KapazitÄat pro 11LÄangeneinheit:C = 1

2ln=R a
R i

Bemerkung zur Bildladungsmetho de:

Methode der Bildladungen ! fÄur viele RWPe anschauliche LÄosung.Genau
eine Bildladung: nur beim Fall einer Kugel als Rand erfolgreich (Ebene ist
Grenzfall davon):

Versuchen Potential © im Punkt r 0 durch Bildladung q0 im Punkt b (bjj r ) zu
¯nden.

Ansatz:

©(r 0) =
q

jr ¡ r 0j
+

q0

jr 0¡ bj

WÄahleq0und bso,da¼© auf RandderKugel verschwindet, d.h. ©(r 0 = a) = 0
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e :=
r
r

; e0 :=
r 0

r 0
:

©(r 0 = a) =
q=a

je0¡ r
aej

+
q0=b

j a
be0¡ ej

=
q=a

p
1 + r 2=a2 ¡ 2r=a cos] (e; e0)

+
q0=b

p
1 + a2=b2 ¡ 2a=bcos] (e; e0)

= 0 (2.54)

FÄur r=a = a=bund q=a = ¡ q0=berreicht man tatsÄachlich ©(r 0 = a) = 0 8e0.

Eine Bildladung q0 = ¡ q
r , bei b = a2

r lÄost das Problem! Gilt fÄur r (und
r 0) > a und fÄur r (und r 0) < a

=) Greensche Funktion fÄur Kugel :

GD (r ; r 0) =
1

jr ¡ r 0j
¡

a=r
jr 0¡ a2=r2 r j

=
1

jr ¡ r 0j
¡

1
j(r=a) r 0¡ (a=r) r j

=
1

p
r 2 + r 02 ¡ 2r r 0 cos#

¡
1

q
r 2 r 02

a2 + a2 ¡ 2r r 0 cos#
(2.55)

mit (2.44) kÄonnenwir damit jedesProblem mit Potentialrandwerten auf der
Kugel lÄosen.

Einige Varianten:

a) Kugel auf vorgegebenemPotential ' 0.

b) Kugel tr Äagt vorgegebeneLadung q0.

¡ ! LÄosung:durch weitere Ladung im Kugelzentrum (hier nur r > a) =)
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a) ©(r 0) =
q

jr ¡ r 0j
¡

qa
r

jr 0¡ a2

r 2 r j
+

' 0 a
r 0

b) ©(r 0) =
q

jr ¡ r 0j
¡

qa
r

jr 0¡ a2

r 2 r 0j
+

q0 + a
r q

r 2

Problem: Metallkugel in einemÄau¼erenFeld : SKIZZE!!!!

LÄosung:Man erzeugtein homogenesFeld E0 ¼ 2q=r2 fÄur q ! 1 , r ! 1 ,
q=r2 fest. Rest wie gehabt.

Problem: Kraft auf Ladung q vor geerdeterFlÄache ! verspÄurt Kraft durch
Bildladung. Vor geerdeterEbene:F = q2

4d2 , vor geerdeterKugel: F = qq0

jr ¡ bj =
q2 ar

(r 2 ¡ a2 )2 .

2.3.6 Separation der Laplace-Gleic hung und spezielle
Funktionen

Wenn ein Problem nicht in geschlossenerForm lÄosbar ! Entwicklung der
LÄosungnach geeignetenFunktionen : Funktionssatz.

Betrachte: Funktionen U(x) auf Intervall a · x · b.

UnvollstÄandigeBeschreibung:durch ihre Werte U(xº ) an n + 1 Äaquidistanten
Stellen xº . SKIZZE!!!!!

(x0); (x1); :::; (xn ) 2 Rn+1 bilden einenn + 1-dimensionalenlinearen Vektor-
raum.

De¯nition: Skalarprodukt: < U; V > n= b¡ a
n+1

nP

º =0
U(xº )V ¤ (xº )

VollstÄandigeBeschreibung (auch fÄur stetige Fkt.) nur fÄur n ! 1

=) 1 -dimensionalerVektorrÄaume
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< U; V > =

bZ

a

U(x) V ?(x) dx

(2.56)

Skalarprodukt in Funktionen-RÄaumen

Das Skalarpodukt erlaubt, wie in endlich-dimensionalenVektorrÄaumen, die
Wahl orthonormierter Basissystemezur bequemenDarstellung von Funktio-
nen.

De¯nition: Funktion(folge) Un (x) (n=1,2,3...) bilden ONS (Orthonormalsy-
stem), wenn < Um ; Un > = ±mn

Bsp: Die Funktionen 1p
b¡ a

e2¼inx= (b¡ a) n = § 1; § 2; ::: bilden ein ONS.

\BestmÄogliche" Approximation einer Fkt. f (x) mittels N Fkt. einesONS:

f (x) ¼
NP

n=1
an Un (x)

Forderung: fÄur dieseGleichungsoll dermittlere quadratischeAbstand kleinstmÄoglich
sein:

MN (f ang) =

bZ

a

dx

¯
¯
¯
¯
¯
f (x) ¡

NX

n=0

an Un (x)

¯
¯
¯
¯
¯

2

d

(2.57)
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Es ist M N (f ang) =

bZ

a

jf (x)j2 ¡

bZ

a

dx
NX

n=0

f (x) a¤
nU¤

n (x)

¡

bZ

a

dx
NX

n=0

f ¤(x) anUn (x) +

bZ

a

dx
NX

m;n =0

a¤
namU¤

n (x)Um (x)

=

bZ

a

jf (x)j2 ¡
NX

n=0

(a¤
n < f ; Un > + an < Un ; f > ) +

NX

n=0

an an x

| {z }
NP

n =0
(an ¡ <f ;Un > )( a¤

n ¡ <U n ;f > )¡ <f ;Un ><U n ;f >

=

bZ

a

jf (x)j2 +
NX

n=0

¡
jan ¡ < f ; Un > j2 ¡ j < f ; Un > j2

¢

=) MN ist minimal fÄur an = < f ; Un > (verallgemeinerteFourierkoe±zi-

enten)

Falls fÄur N ! 1 minM N ! 0 hei¼tdas FunktionensystemvollstÄandig
(VONS). Dann gilt:

1X

n=1

j < f ; Un > j2 =

bZ

a

jf (x)j2dx

Im Sinnevon (2.57) gilt dann im Mittel:
NP

n=1
anUn (x) N !1¡ ! f (x)

FÄur geeignetef(x) kann auch fÄur alle x 2 [a;b] gelten

f (x) =
1X

n=0

an Un (x)

(2.58)
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Beispiel fÄur VONS s.o.e2¼imx=b ¡ a=
p

b¡ a

Sehenjedoch, da¼unter Benutzung von Distributionen die VollstÄandigkeit
einesONS durch

1X

n=1

Un (x) Un (x0) = ±(x ¡ x0) ( ) f Ung1
n=1 ist VONS

(2.59)

ausgedrÄuckt werdenkann.

DieseAussageist vergleichbar mit der entsprechendenAussagebei endlich-

dimensionalenVektorrÄaumen( f vi gist ON S ( )
NP

n=1
v(i )

n v(j )
n = ±ij )

Beweis:

Per De¯nition gilt:

±(x ¡ x i ) : 8f mit
Z

f (x) ±(x ¡ x i ) dx = f (x0)

Das Systemf Ung1
n=1 ist ein Orthonormalsystem

=) f (x) =
1P

n=1
anUn (x) =

1P

n=1

bR

a
Un (x) U¤

n (x0) f (x0)dx0

=
bR

a
f (x)

³ 1P

n=1
Un (x) U¤

n (x0)
´

dx0

=)
1P

n=1
Un (x) U¤

n (x) = ±(x ¡ x0)

2.3.7 Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Va-
riablen

x = (x1; : : : xs) : [a;b] ¡ ! Gebiet in Rs

Falls diesesGebiet ein Quader Q ist mit ai · x · bi (i = 1: : : s), so kann
man ausdem ONS fÄur jedeKoordinate U(i )

n (x) ein ONS von Funktionen von
s Variablen konstruieren.
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Un1 :::ns (x1 : : : xs) =
sY

i =1

U(i )
n i

(x i )(2.60)

Bei Un1 :::ns (x1 : : : xs) handelt essich um ein Orthonormalsystem,weil

Z

Q

Un1 :::ns (x) Um1 :::ms (x) dxs =
sY

i =1

biZ

ai

U(i )
n i

(x i ) U(i )
m i

(x i ) dx i

Satz:

Falls die U(i ) alle VONS sind, ist auch Un1 :::ns ein VONS.

Beispiel:

Bild eines Quadersmit Nullpunkt in der linken unteren vorderen Ecke und
den KantenlÄangenLx, Ly und Lz

Im R3 ist Äuber einem Quader (s. o.) wie folgt de¯nierte Funktionensystem
vollstÄandig:

Uklm (x; y; z) =
1

p
L xL yL z

e2¼i ( k x
L x

+
l y
L y

+ m z
L z

) ; k; l ; m 2 Z (2.61)

Bei der Konstruktion von (2.60) sollte man nicht zwangslÄau¯g auf qua-
derfÄormigeGebieteangewiesensein,da die x i auch krummlinige Koordinaten
seinkÄonnen(z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten)

Kehren wir nun zur LÄosungelektrostatischer ProblemezurÄuck:
Wir wollen LÄosungengewisserProblemenach geeignetenFunktionensÄatzen
entwickeln. Es genÄugt hierbei LÄosungender Laplace{Gleichung

¢© = 0
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zu betrachten (! harmonische Funktionen), denn mit

F (r ; r 0) = G(r ; r 0) ¡
1

jr ¡ r 0j

ist die LÄosungjedeselektrostatischen Problemsgegeben.

Wir suchen also Produktl Äosungender Laplace-Gleichung der Form (2.60)
zunÄachst in kartesischen Koordinaten

©(x; y; z) = U(x) V(y) W(z)

¢© = 0 wird dadurch zu U00

U + V 00

V + W 00

W = 0

=) Die Laplace-Gleichung zerfÄallt in drei gewÄohnliche DGLs:

U00

U = const = ¡ ®2 V 00

V = const = ¡ ¯ 2

W 00

W = const = ¡ ° 2 = ®2 + ¯ 2

=) Die Laplace-Gleichung kann in kartesischen Koordinaten separiert wer-
den:

© = ei®x ei¯ y ei° z mit ®2 + ¯ 2 + ° 2 = 0 (2.62)

Wir wollen nun eine harmonische Funktion in dem Quader 0 · x · a;0 ·
y · b;0 · z · c mit vorgegebenenRandwerten ¯nden.
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unten links
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Es genÄugt, harmonische Funktionen anzugeben, die auf jeweils fÄunf der sechs
Rand°Äachen verschwinden, und auf der sechsten (z. B. z = c) vorgegebene
Werte ©(x; y) annehmen.
Zur ErfÄullung der verschiedenenRandbedingungenkonstruierenwir aus Gl.
(2) die folgendeGleichung (3):

©mn (x; y; z) = sin(®mx) sin(¯ ny) sinh(
p

®2
m + ¯ 2

n z) (2.63)

®m = ¼m
a ¯ m = ¼n

b m; n =
1; 2; 3; : : :

Die Funktionen sin(®nx) bilden in Intervall [0; a] ein vollstÄandigesSystem,
beachte aber den Unterschied zu e

2¼inx
a .

Es folgt, dass(3) ein vollstÄandigesSystemharmonischer Funktionen darstellt,
dasdie Randbedingungenan fÄunf FlÄachen erfÄullt. Das gewÄunschte Potential
in Innern desQuadersist also
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©(x; y; z) =
1X

m;n =1

Amn ©mn (x; y; z). (2.64)

Die verbleibendeRandbedingungfordert nun

©(x; y) =
1X

m;n =1

Amn ©mn (x; y; c) =
1X

m;n =1

Amn sinh(
p

a2
m + b2

n c) sin(®mx) sin(¯ ny).

Wegender Orthonormierungsrelation
aR

0
sin(®kx) sin(®lx) dx = 1

2 ±kl folgt so-

fort:

Amn =
4

ab sinh(
p

®2
m + ¯ 2

n c)

aZ

0

bZ

0

©(x; y) sin(®mx) sin(¯ ny) dx dy (2.65)

De¯nition

©mn := Amn sinh(
p

®2
m + ¯ 2

n c) =
4
ab

aZ

0

bZ

0

©(x; y) sin(®mx) sin(¯ ny) dx dy

Die GÄute der Konvergenzder Fourierreihe fur ©(x; y) hÄangt ausschlie¼lich
von ©(x; y) ab:

Die LÄosung fÄur ©(I ) konvergiert fÄur z < c um den Faktor
sinh(

p
®2

m + ¯ 2
n z)

sinh(
p

®2
m + ¯ n 2 c

besser.
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2.3.8 N Äutzlic hkeit der LÄosungsreihe fÄur I

Berechne © im Mittelpunkt einesWÄurfels (a = b= c):

©
³ a

2
;

b
2

;
c
2

´
=

1X

m;n =1

sin
³ ¼m

2

´
sin

³ ¼n
2

´
©mn

sinh(¼
2

p
m2 + n2)

sinh(¼
p

m2 + n2)

=
1X

k;l=1

(¡ 1)k+ l ©2l+1 ;2k+1

2cosh
³

¼
2

p
(2l + 1)2 + (2k + 1)2

´

Die erstenvier Terme(k; l = 0; 1) liefern im allgemeinenbereits eineGenau-
igkeit von 0; 1% (!)
Ebensogutkonvergiert dieseReihez. B. fÄur die induzierte Ladungsdichte in
der metallischen FlÄache z = 0:

¾(x; y) =
1

4¼
En

¯
¯
¯
z=0

= ¡
1

4¼
@
@z

©
¯
¯
¯
z=0

= ¡
1

4¼

1X

m;n =1

Amn sin(®mx) sin(¯ ny) cosh
¡p

®2
m + ¯ 2

n z
¢̄̄
¯
z=0

p
®2

m + ¯ 2
n

2.3.9 Die Separation der Laplace-Gleic hung in Kugel-
koordinaten

Die Laplace-Gleichung kann auch in Kugelkoordinaten (r; #; ' ) separiertwer-
den.
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Sie lautet dann

1
r

@2

@r 2
(r©) +

1
r 2 sin(#)

@
@#

³
sin(#)

@©
@#

´
+

1
r 2 sin2(#)

@2©
@' 2

= 0.

Wir suchen nun nach Produktl Äosungender Form

©(r; #; ' ) =
U(r )

r
P(cos(#)) Q(' )

Durch Einsetzen
¡
x := cos(#) ! 1

sin(#)
@

@# = ¡ @
@x

¢
folgt dann:

x2(1 ¡ x2)

(
U00

U
+

1
r 2

d
dx

£
(1 ¡ x2)P0

¤

P

)

+
Q 00

Q
=

Nur Q00

Q hÄangt von ' ab =) Q00

Q = const =: ¡ m2 bzw.

Q(' ) = e§ im'
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Falls ' nicht eingeschrÄankt auf einemIntervall < 2¼, mussm ganzzahligsein,
damit ' eindeutig in R3 wird.

) r 2 U00

U
+

d
dx ((1 ¡ x2)P0)

P
¡

m2

1 ¡ x2
= 0

Nur r 2 U00

U hÄangt von r ab

) r 2 U00

U = const bzw. U(r ) = A r l+1 + B r ¡ l

) Es bleibt die LegendreDi®erentialgleichung (L-DGL):

(1 ¡ x2)P0+
³

l(l + 1) ¡ m2

1¡ x2

´
¢P = 0 (2.66)

FÄur festesl, m gibt eszwei linear unabhÄangigeLÄosungen

Theorie der linearen DGL ) 2 LÄosungensind regulÄar (d.h. analytisch) bis
auf mÄoglicherweisex = § 1 (singulÄare Punkte)

Falls # 2 [0;¼] d.h. x 2 [¡ 1;1] und ' regulÄar auf der Polarachsex = § 1

¡ ! wir brauchen die LÄosungder LDGL, die fÄur x = § 1 endlich sind.

Man kann zeigen:

FÄur l = 0; 1; 2; ::: (spÄater: Drehimpuls)

und m = ¡ l; ¡ l + 1; :::; l ¡ 1; l (spÄater: z-Komponente)

existiert genau eine LÄosung (bis auf konstante Faktoren), die bei x = § 1
endlich ist, nÄamlich:

Legendre-F unktion (LF)

Pm
l (x) = (¡ 1)m

2l l ! (1 ¡ x2)m=2 dl + m

dx l + m (x2 ¡ 1) (2.67)

Pm
l und P ¡ m

l sind linear unabhÄangigund esgilt: P ¡ m
l (x) = (¡ 1)m (l¡ 1)!

(l+ m)! P
m
l (x)

FÄur festesm sind die Pm
l (l = jmj; jm + 1j; :::) paarweiseorthogonal, denn

mit LDGL ergibt sich:
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0 =

1Z

¡ 1

dx Pm
l0

½
d
dx

µ
(1 ¡ x2)

dPm
l

dx

¶
+ + l(l + 1)Pm

l ¡
m2Pm

l

1 ¡ x2

¾

par tiel leI nt:
=

1Z

¡ 1

dx (x2 ¡ 1)
dPm

l0

dx
dPm

l

dx
+

µ
l(l + 1) ¡

m2

1 ¡ x2

¶
Pm

l0 Pm
l

Nun vertauscht man l und l0 und subtrahiert die beidenGleichungen

) (l(l + 1) ¡ l0(l0+ 1))

1Z

¡ 1

dxPm
l0 (x)Pm

l (x)

| {z }
) 0 fÄur l6= l0

= 0

Berechnet man die Norm
1R

¡ 1
dx (Pm

l (x))2 selbst,erhÄalt man

1R

¡ 1
dxPm

l0 Pm
l = 2

2l+1
(l+ m)!
(l ¡ m)! ±l ;l 0

Der Satz separierterFunktionen der Laplace-Gleichung lautet nun:

©lm (r; #; ' ) = (A r l + B r ¡ l ¡ 1)Pm
l (cos#)eim' (2.68)

Der zugehÄorige Winkelanteil lautet: Kugel° Äachenfunktion KFF (=sp e-
rical harmonics)

Ylm (#; ' ) =

s
2l + 1

4¼
(l ¡ m)!
(l + m)!

| {z }
N ormier ungsf aktor

Pm
l (cos#) eim' (2.69)



42 KAPITEL 2. ELEKTR OSTATIK

z.B.:

Y00(#; ' ) =

r
1

4¼

Y11(#; ' ) = ¡

r
3

8¼
sin# ¢ei'

Y10(#; ' ) =

r
3

4¼
cos#

...

KFF sind auf der Kugelober°Äache orthonormiert:

±mm 0±l l0 =
H

@K 1 (0)

d­ Y ¤
l0m0(­) Ylm (­) =

2¼R

0
d'

¼R

0
sin# d# Y ¤

l0m0(#; ' ) Ylm (#; ' )

(2.70)

Man kann zeigen,dassdie Pm
l (x) fÄur jedesfestem ein VONSauf [-1,1]bilden.

Da
©

ei'
ª

ebenfallsVONS auf [0; 2¼] ist, folgt:

n
Ylm (#; ' )

o
ist VONS auf der Kugelober°Äache (2.71)

¡ ! Die allgemeineLÄosungvon ¢© = 0 in Kugelkoordinaten lautet daher:

©(r; #; ' ) =
1P

l=0

lP

m= ¡ l
(A lm r l + B lm r ¡ l ¡ 1) Ylm (#; ' ) (2.72)

bei Problemen,die rotationssymmetrisch um die Polarachsesind, also nicht
von ' abhÄangen,tragen nur Termem = 0 bei:

Pl (x) := P l
0(x) = 1

2l l !
dl

dx l (x2 ¡ 1)l (2.73)



2.3. RANDWERTPROBLEME 43

hei¼enLegendre-P olynome (LP)

Speziell sollte man sich merken:

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
3x2 ¡ 1

2
1Z

¡ 1

dx Pl (x) Pl0(x) =
2

2l + 1
±l ;l 0

Pl (1) = 1

Rekursionsformel: (l + 1) Pl+1 (x) = (2l + 1)x Pl (x) ¡ l Pl ¡ 1(x)

2.3.10 Einfac he An wendung

Berechne das Potential einer ungeladenenMetallkugel im vorgegebenenho-
mogenenelektrischen Feld E 0
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LÄosungerfÄullt fÄur r > a die Bedingung¢© = 0, ist fÄur r = a konstant Null
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und soll sich fÄur r ! 1 wie © = ¡ z E0 = ¡ r E0 cos# verhalten.

Mit ©(r; #) =
1P

l=0
(A l r l + B l r ¡ l ¡ 1) Pl (cos#) folgt:

(a) A1 = ¡ E0;A l = 0 fÄur l > 1 (b) B l = 0 fÄur l > 1

A1a +
B1

a2
= 0

B1 = a3E0; B0 = 0

) ©(r; #) =
µ

a3

r 2
¡ r

¶
E0 cos# = E0

µ
a3

r 3
r ¡ r

¶

Das induzierte Dipolmoment ist p = a3E0 (z.B. mit Spiegelladungenjpj =
Qa
R ¢2a2

R = a3E0)

FÄur einegeladeneKugel wird B0 gleich der Ladung.

Zylinderkoordinaten sind ein drittes wichtiges System, in dem die Laplace-
Gleichungsepariert.Im Koordinatensystem(½;'; z) lautet dieLaplace-Gleichung
¢© = 0

1
½

@
@½

µ
½

@'
@½

¶
+

1
½2

@0©
@' 2

+
@2©
@z2

= 0
(2.74)

Mit dem Separationssatz

©(½;'; z) = R(½) Q(' ) U(z)
(2.75)

folgt
1
½

d
d½

µ
½

dR
d½

¶
=R +

1
½2

Q00=Q+ U00=U = 0

alsowie gehabt:
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U00=U = k2 oder U(z) = e
+
¡ kz

Weiter folgt Q00=Q = ¡ º 2 oder Q(' ) = e
+
¡ iº ' , wobei º ganz, wenn © auf

[0; 2¼] stetig!

Es bleibt die Besselsche DGL:

1
½

d
d½

µ
½

dR
d½

¶
+

µ
k2 ¡

º 2

½2

¶
R = 0

(2.76)

B-DGLa

Parameterk lÄa¼tsich trivial eliminieren: Subst. x = k½

) Standartform der Besselschen DGL

1
x

d
dx

µ
x

dR
dx

¶
+

µ
1 ¡

nu2

x2

¶
R = 0

(2.77)

B-DGL

DieseB-DGL hat den \singulÄaren Punkt" x = 0, alle LÄosungensind analy-
tisch, bis auf hÄochstensx = 0. Die LÄosungenhei¼enZylinderfunktionen. Eine
spezielleLÄosungist die Besselfunktion:

Jº (x) = (
x
z

)
º

1X

j =0

(¡ 1)j

j !¡( j + º + 1)
(
x
2

)
2j

(2.78)

BF
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mit

¡( x + 1) =

1Z

0

dyyxe¡ y

¡( n + 1) = n!

Jº (x) und Jº (¡ x) sind eine Basis von LÄosungender B-DGL, falls º nicht
ganzzahligist. FÄur uns ist aber der Fall ganzerº interessant:

º = m 2 Z )

J¡ m (x) = (¡ 1)mJm (x) (2.79)

und Jn (x) sind die einzigenbei x = 0 regulÄaren LÄosungenvon B-DGL.
(Beachte: ¡( n + 1) = n! fÄur n ¸ 0 und ¡( n) = 1 fÄur n · 0)

Eine zweite LÄosungfÄur º = m kann man durch die Neumannfunktionen

Nº (x) = (Jº (x) cos(¼º ) ¡ J¡ º (x)) =sin(¼º ) (2.80)

Neumann - Funktion (NF)

Nº ist LÄosungvon B-DGL, und fÄur º ! m(ganz) ist Nm (x) unabhÄangig von
Jm (x) und verhÄalt sich bei x = 0 wie

Nº (x) = x¡ m (m > 0); N0(x) » ln(x) fÄur x ! 0.

) AllgemeineLÄosungunseresSeparationsansatzes:

©k;º (½;'; z) = (AJ º (k½) + BNº (k' ))e§ iº ' e§ kz (2.81)

ZB

vgl. Kugel-Koordinaten: ©lm (r; #; ' ) = ( ~Ar l + ~Br ¡ l ¡ 1)Ylm (#; ' )

Bemerkung:Hankelfunktion H 1=2
º (x) = Jº (x) § iN º (x) auch wichtige Basis

z.B. von Zylinderfunktion.
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Bemerkung:Nullstellen der Besselfunktion:
fÄur x ! 1 gilt:

Jº (x) »

r
2

¼x
cos

³
x ¡

¼
4

(2º + 1)
´

; Jº hat unendlich viele Nullstellen.
Nehmen-te positive Nullstelle:

xº n )

aZ

0

½Jº (xº (xº n ¡
½
a

)Jº (xº n ¡
½
a

)d½=
a2

2
J 2

º +1 (xº n )±nm (2.82)

Beispiel:
Betrachte harmonische Funktion, deren Werte auf Zylinderober°Äache gege-
ben sind. ZerlegeProblem wie beim Quader:

1. Teilproblem:
Randwert Null auf dem Zylindermantel, au¼erauf
kreisfÄormigen Deckel

In ZB mu¼

(a) º = m ganz

(b) B = 0 damit © fÄur ½= 0 regulÄar

(c) Jm (ka) = 0, damit © = 0 fÄur ½= a
! k ¢a = xmn oder k = kmn = xmn =a wobei xmn die n-te Nullstelle von
Jm (x) ist!

) LÄosungdarstellbar als

©(½;'; z) =
1X

m= ¡1

1X

n=1

Amn Jm (kmn ½)eim' sinh(kmn z)

(2.83)

[setztVollstÄandigkeit der f Jm (kmn ½)g1
n=1 fÄur jedesm voraus,ist aber gegeben.

\F ourier-Bessel-Entwicklung".]
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OrthogonalitÄatsfunktion (3.104): ©(½;'; L) = V(½;' )

) Amn = [¼a2J 2
m+1 (xmn ) sinh(kmn L)]¡ 1 ¢

2¼Z

0

d'

aZ

0

d½ ½v(½;' )
| {z }
©(½;';L )

¢Jm (kmn ½)e¡ im'

2. Teilproblem:
Randwert Null auf Boden und Deckel des Zylinders
i.e. © = 0 fÄur z = 0 und z = L ) k mu¼imaginÄar
sein!

; Bilde ause§ kz die Linear-Kombination sin(jkjz) & kn = i¼
L

) LÄosungdarstellbar als

©(½;'; z) =
1X

m= ¡1

1X

n=1

Amn I m
¡ ¼n½

L

¢
eim' sin

¡ ¼nz
L

¢

Hierbei I º (x) = (¡ 1)º J (ix ) \mo di¯zierte Besselfunktion"

Bestimmung der Koe±zienten
¡
©(a; '; z) = w('; z)

¢

Amn =
h
¼I m

¡ ¼na
L

¢i ¡ 1
2¼Z

0

d'

LZ

0

dz w('; z)e¡ im' sin
¡ ¼nz

L

¢

Au¼erdendrei hier betrachteten Ko-Systemenerlaubeneinigewenigeandere
die Separationder Laplace-Gleichung; dieseanderensind jeweils von weniger
gro¼erBedeutung.
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2.4 Multip olentwic klung

Wie sieht das Potential einer lokalisierten Ladungsverteilung in grÄo¼erem
Abstand aus?
Betrachte Ladungennur innerhalb einer Kugel r 0 · a

) zugehÄorigesPotential harmonisch fÄur r > a ) In Kugelkoordinaten dar-
stellbar als Reihe

©(r ) =
1X

l=0

lX

m¡ l

4¼
2l + 1

qlm
Ylm (#; ' )

r l+1
(2.84)

mit qlm Multip olmomente: (MM)

l = 0: Monopol-
l = 1: Dipol-
l = 2: Quadropol-
l = 3: Oktopol-Terme

Beachte: qlm hÄangenab von (1) Wahl desUrsprungs
(2) Wahl der Polarachseund -ebene

Erste Aufgabe: DrÄucke MM'e durch Ladungsdichte aus:

©(r ) =
Z

r 0<a

d3r 0 ½(r 0)
jr 0¡ r j

(2.85)

Es genÄugt wegen2.85 die fÄur r > a > r 0 sowohl in r wie in r 0 harmonische
Funktion 1

jr ¡ r 0j zu entwickeln.

Beh.:
1

jr ¡ r 0j
=

1X

l=0

r 0l

r l+1
Pl (cos° ) mit ° = \ (r ; r 0)
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Beweis:DrÄucke r in Kugelkoordinaten aus(r; #; ' ), Polarachsek r 0 ) ° = #

)
1

jr ¡ r 0j
=

1X

l=0

(A l r l + B l r ¡ l ¡ 1)Pl (cos#)

nur m = 0-Term in Entwicklung nach KFF
Zur Bestimmung der B l leger auf die Polarachse) # = 0 und mit Pl (1) = 1
folgt:

1
jr ¡ r 0j

=
1

r ¡ r 0

geom:Reihe
=

1
r

1X

l=0

³ r 0

r

´ l !=
1X

l=0

B l r ¡ l ¡ 1 ) B l = r 0l

Betrachten nun dasAdditionstheorem fÄur Kugelfunktionen (AK)

P(cos° ) =
4¼

2l + 1

lX

m= ¡ l

Y ¤
lm (#0; ' 0)Ylm (#; ' ) (2.86)

mit ° = \
¡
­( '; #); ­( ' 0; #0)

¢

Ableitungsskizze:

r 0l

r l+1
Pl (cos° ) harmonisch in r 0 und r fÄurr 0 < a < r

r 0l

r l+1

lX

m0= ¡ l

lX

m= ¡ l

amm 0Ylm (#0; ' 0)Ylm(#; ' )

zweifacheEntwicklung in KFF (fÄur r und r 0) wegenvorgegebenerr -AbhÄangig-
keit nur jeweils ein l-Summand.° hÄangt nur von ' ¡ ' 0 ab =) m = ¡ m0

r 0l

r l+1

lX

m= ¡ l

amY ¤
lm (#0; ' 0)Ylm (#; ' )

Bestimmung der am fÄuhrt auf AK
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Nun:

©(r ) =
Z

r 0· a

½(r 0)
jr 0¡ r j

d3r 0 =
Z

r 0· a

d3r 0½(r 0)
1X

l=0

r 0l

r l+1
Pl (cos° )

=
Z

r 0· a

d3r 0½(r 0)
1X

l=0

r 0l

r l+1

4¼
2l + 1

lX

m= ¡ l

Y ¤
lm (#0; ' 0) Ylm (#; ' )

=
1X

l=0

lX

m= ¡ l

4¼
2l + 1

Ylm (#; ' )
r l+1

¢
Z

r 0· a

d3r 0½(r 0) r 0l Ylm (#0; ' 0)

| {z }
= qlm durch VGL mit(2 :84)

=) qlm =
Z

r 0· a

d3r 0 ½(r 0)r 0lY ¤
lm (#0; ' 0) (2.87)

sphÄarische Multip olmomente (SMM)

Multip olmomente sindphysikalischeGrÄo¼enmit KoordinatenunabhÄangigerBedeutung.
Die 2l + 1 Koe±zienten desl-ten Moments hÄangenjedoch vom Koordinaten-
systenab.

! Bei Drehung : Trafo in komplizierter Weise

Einfacher transformieren sich die kartesischen Komponenten der Multip ol-
momente.

Die Funktionen Qlm (r ) := Ylm (#; ' ) r l sind homogeneFunktionen vom Grad
l in x; y; z, d.h. Qlm (¸r ) = ¸ lQ(r ) !

Aufgrund der De¯nition der Legendre-Funktionen, die in Ylm (#; ' ) in (2.3.9)
auftauchen, folgt:

Qlm (r ) sind Polynomein x; y; z ¡ ! harmonische Polynomevom Grad l

) Es gibt genau2l + 1 linear unabhÄangigehomogenePolynomevom Grad l,
die eineBasisbilden:
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Qlm (x; y; z) = Ylm (#; ' ) r l

(2.88)

Man kann sich dies auch direkt klarmachen: Das allgemeinePolynom vom
Grad l ist

Ql (x; y; z) =
X

®;¯ ;° ¸ ®+ ¯ + ° = l

C®¯ ° x® y¯ z°

Es hat (l + 1)(l + 2)=2 Koe±zienten ( wegen
l+1P

n=1
n = (l+1)( l+2)

2 ). DiesePoly-

nomesind natÄurlich nicht alle harmonisch. O®enbar gilt

¢ Ql = Ql ¡ 2

wobei Ql ¡ 2 ein beliebigesPolynom vom Grade l ¡ 2 ist. Ql ist harmonisch
genau dann, wenn Ql ¡ 2 = 0 ist, was l(l ¡ 1)=2 Bedingungenliefert. ) Es
bleiben (l + 2)(l + 1)=2 ¡ l(l ¡ 1)=2 = 2l + 1 freie Parameter fÄur Ql .

Angewendet auf (2.87) bedeutet (2.88), da¼die sphÄarischen Multip olmo-
mente ql gewisseLinearkombinationen der kartesischen Multip olmomente
(®+ ¯ + ° = l) sind:

~Q(l )
®¯ ° :=

Z
d3r x® y¯ z° ½(r )

Die ~Q(l )
®¯ ° sind dabei als die (l + 2)(l + 1)=2 verschiedenenKomponenten des

kartesischen Momententensors(º i = 1; 2; 3)
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Q(l )
º 1 ;º 2 ;:::;º l

=
Z

d3r xº 1 xº 2 ¢¢¢xº l ½(r )

anzusehen.Hier: x = x1; y = x2; z = x3. Der TensorQ(l ) ist totalsymmetrisch
und vom Rang l.

Bsp.:

Q(4)
1122 =

Z
d3r x2 y2 ½(r ) = ~Q(4)

220

Bemerkung:

Wegen Ylm (#; ' ) r ¡ l ¡ 1 = Qlm (x; y; z) =r2l+1 kann man auch (2.84) in den
harmonischen Polynomenschreiben.

In der Praxis sind nur die erstendrei Multip olmomente besonderswichtig.
Wir kÄonnensieausobigenErgebnissenablesen,wollen sieaber noch einmal
direkt herleiten. Dazu entwickeln wir:

1
jr ¡ r 0j

=
1

p
r 2 ¡ 2(r r 0) + r 02

=
1
r

+
r r 0

r 3
+

3(r r 0)2 ¡ r 2r 02

2r 5
+ ¢¢¢

=
1
r

+
1
r 3

3X

º =1

xº x0
º +

1
2r 5

X

º ;¹

xº x¹ (3x0
º x0

¹ ¡ r 02±¹º ) + ¢¢¢

Einsetzenin ©(r ) =
R

d3r 0½(r 0) =jr ¡ r 0j ergibt:

©(r ) =
q
r

+
1
r 3

X

º

pº xº +
1

2r 5

X

º ;¹

Qº ;¹ xº x¹ + ¢¢¢

(2.89)
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Hierbei ist q =
Z

d3r 0½(r 0) die Gesamtladung

pº =
Z

d3r 0x0
º ½(r 0) die Komponenten desDipolmomentes p

Q¹º =
Z

d3r 0(3x0
¹ x0

º ¡ ±¹º r 02) ½(r 2) die Komponenten desQuadrupoltensorsQ

Bsp.:

Q12 =
Z

d3r 03xy½(r 0); Q33 =
Z

d3r 0(2z2 ¡ y2 ¡ x2)½(r 0)

Q hat als spurfreier (d.h.
3P

º =1
Qmuº = 0), symmetrischer (d.h. Q¹º = Qº ¹ )

Tensor2-ter Stufe tatsÄachlich wie q2 fÄunf Komponenten.

Q kann auf Hauptachsentransformiert werden,durch Drehung desKoordina-
tensystems.Wichtig ist der Fall rotationssymmetrischer Ladungsverteilung:
Ist die z-Achsedie Symmetrieachse,so gilt o®enbar Qxx = Qyy = ¡ 1

2 Qzz

¡ ! Q kann durch dasQuadrupolmoment

q = Q33 =
Z

d3r (2z2 ¡ y2 ¡ x2)½(r )

charakterisiert werden.

Wenn wir den Aufpunkt um r 0 verschieben, Äandernsich i.a. die Multip olmo-
mente.
Wir wollen jetzt ©(r 0) =

R
d3r 0 ½(r 0)

jr ¡ r 0j nach negativen Potenzenvon jr ¡ r 0j
entwickeln.

©(r ) =
Z

d3r 0 ½(r 0)
jr ¡ r 0 ¡ (r 0¡ r 0)j

=
Z

d3r 0 ½(r + r 0)
jr ¡ r 0 ¡ r 0j

) neueMultip olmomente qr 0
lm =

Z
d3r 0Y ¤

lm (#0; ' 0) r 0l ½(r 0+ r 0)
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Bekanntlich ist das Monopolmoment, d.h. die Gesamtladung, unabhÄangig
vom Aufpunkt. Die VerallgemeinerungdieserBeobachtung lautet:

Das erstenicht verschwindendeMultip olmoment hÄangt
nicht vom Aufpunkt ab.

Wenn die ersten (l ¡ 1) Multip olmomente bezÄuglich einesAufpunktes ver-
schwinden, so verschwinden sie bezÄuglich jedenAufpunktes.

Dann ist ©(r ) » r ¡ l =) ©(r ) mussauch wie jr ¡ r 0j¡ l zerfallenfÄur r ! 1

Die AufpunktunabhÄangigkeit desl-ten Multip olmomentes folgt leicht ausei-
ner Entwicklung wie bei (2.89).
HÄohereMultip olmomente hÄangensehrwohl vom Aufpunkt ab:

Bsp.:

Ist dieGesamtladung qeinesSystems
¡

=
R

½(r 0) d3r 0
¢

6= N ull , so
ist eszunÄachst sinnlosnach dem Dipolmoment p der Anordnung
zu fragen,denn

² p hÄangt vom Aufpunkt ab und

² bzgl. desLadungsmittelpunktesR =
R

½(r 0) r d3
r 0

Q ist p = 0.

Nach dem Quadrupolmoment zu fragen ist sinnvoll: man meint
dann dasQuadrupolmoment bzgl. R (z.B. bei Ionen, Elektronen,
Protonen, Atomkerne).
Ist die Ladung q = 0, sohÄangt p nicht vom Aufpunkt ab (Atome,
Neutronen).

Die Multip olmomente bestimmennicht nur daselektrische Feld einer lokali-
siertenLadungsverteilung in gro¼emAbstand, sondernauch die Energieeiner
solchen Verteilung im Äau¼erenFeld.
Sei ©(r ) durch externe Ladungen½ext erzeugt.Dann hat die Ladungsdichte
½(r ) in diesemPotential die Energie

W =
Z

©(r ) ½(r ) d3r
³

wie zuvor, jedoch ohne
1
2

´
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Falls ©(r ) Äuber ½(r ) langsamvariiert, ist eszweckmÄa¼ig,© um einenPunkt
r 0in der NÄahevon ½(r ) zu entwickeln (z.B. Ladungsmittelpunkt):

©(r ) = ©(r 0) + (r ¡ r 0) r ©(r 0) +
1
2

X

¹;º

(xº ¡ x0º ) (x¹ ¡ x0¹ )
@2©

@xº @y¹
+ ¢¢¢

= ©(r 0) ¡ (r ¡ r 0)E ¡
1
2

X

¹;º

(xº ¡ x0º ) (x¹ ¡ x0¹ )
@E
@xº

¯
¯
¯
¯
¯
r 0

Falls ½ext (r ) = 0 um r + r 0 =) div(E) = 0 um r 0 und wir kÄonnen den

verschwindendenBeitrag 1
6

P

¹;º
(r ¡ r 0)2 ±¹º

@E
@x º

¯
¯
¯
r 0

ergÄanzen.

Einsetzenin W liefert dann:

W = q©(r 0)¡ p(r 0 )E(r 0)¡
1
6

X

¹;º

Q(r 0 )
¹º

@E¹

@xº

¯
¯
¯
r 0

+ ¢¢¢

Mit dieserBeziehungerhÄalt manalsoAuskunft Äuber Kr Äafte und Drehmomente,
die auf eineLadungsverteilung ½(z.B. Atomkerne,Atome) wirken.

Kraft: Es gilt: F = ¡ gradr 0
(W).

)

q 6= 0 : F = qE(r 0) + ¢¢¢

q = 0 : F = gradr 0
(p ¢E(r 0)) + ¢¢¢ = (p ¢r )E

¯
¯
¯
r 0

Bei einerDrehung um r 0 Äandert sich W ebenfalls.) E Äubt ein Drehmoment
auf die Ladungsdichte aus.Drehenwir eine(starre!) Ladungsanordnung um
einenWinkel ² um die z-Achse,dann geht die Energie Äuber in

W(²) = q©(r 0) ¡
X

¹;º

E¹ D ¹º (²)pº ¡
1
6

X

·;» ;¹;º

@E ·

@x»
D ·¹ (²)D»º (²)Q¹º + ¢¢¢
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Dabei ist D eineDrehmatrix, fÄur die gilt:

D ¹º (²) =

0

@
cos(²) ¡ sin(²) 0
sin(²) cos(²) 0

0 0 1

1

A

Das Drehmoment Nz = dW
d²

¯
¯
¯
²=0

ergibt sich wegen

¡
dD
d²

¯
¯
¯
²=0

=

0

@
0 1 0

¡ 1 0 0
0 0 0

1

A

zu

Nz = Eypx ¡ Expy +
1
6

³ @Ex

@x
Qyy ¡

@Ey

@x
Qxy ¡

@Ex

@y
Qyx +

@Ey

@y
Qxx

´
+ ¢¢¢

Also

N = p £ E(r 0) + ¢¢¢
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Kapitel 3

Die Maxw ellgleic hungen

3.1 Magnetostatik

Nachdemdie wichtigsten mathematischenVoraussetzungenanhandder Elek-
trostatik entwickelt sind, kÄonnenwir nunmehr zÄugig die Maxwellgleichungen
in ihrer Gesamtheit besprechen. In diesemAbschnitt entwickeln wir die Ma-
gnetostatik analogzur Elektrostatik.

Es gibt zunÄachst einmal keine freien magnetischen Ladungen.=) Die Entwick-
lung der Gesetzeder Magnetostatik war mÄuhsamerals die der Elektrostatik.
Eine elementare Erfahrung aus dem Bereich der Magnetostatik ist die fol-
gende:ein magnetischer Dipol mit Moment m im Feld der magnetischen
Induktion(oder Flu¼dichte bzw. FeldstÄarke) B erfÄahrt ein Drehmoment

N = m £ B (3.1)

Das Moment m wird mit Hilfe desFeldesB, dasesselbsterzeugt,de¯niert.
Erst der Zusammenhangzwischen dem Magnetfeld und dem elektrischen
Strom brachte tiefere Einsichten.

Die elektrische Stromdichte J (r ) erfÄullt die Kontinuit Äatsgleichung mit La-

59
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dungsdichte ½(r )

@½
@t

+ div(J ) = 0
(3.2)

bzw. in integrierter Form

_Q + °
ZZ

J ¢n df = 0
(3.3)

( ) Ladungserhaltung

In der Magnetostatik dÄurfen (stationÄare) StrÄomekeineLadung anhÄaufen

=) div(J ) = 0 in der Magnetostatik
(3.4)

Die beobachtbare Kraft wirkung von StrÄomen(d.h. stromdurch°ossenenLei-
tern) aufeinander,de¯niert mananalogzur Elektrostatik Äuber ein Magnetfeld
mit der Induktion B. Der Gleichung F = qE entspricht dabei die Lorenzkraft
auf eine(bewegte) Ladung q:

F = q(v=c) £ B
(3.5)

und derGleichungE =
R

d3r 0½(r 0) r ¡ r 0

jr ¡ r 0j3 entspricht dasGesetzvonBiot-Savart
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B(r ) =
1
c

Z
d3r 0J (r 0) £

r ¡ r 0

jr ¡ r 0j3
(3.6)

Bemerkung: Die Zerlegungin einzelneStromelemente ergibt eineGleichung
analog zu E(r ) =

P
qº

r ¡ r º
jr ¡ r º j3 . Sie ist aber ¯ktiv, da es keine stationÄaren

Stromelemente gibt.

Die ÄAhnlichkeiten zwischenElektro- und Magnetostatik sind hier bereitsun-
verkennbar. Letztere hat lediglich eineschwierigere,vektorielle Struktur der
Gleichung.

Aus Gleichung (3.6) liest man sofort ab:

B(r ) = rotA(r )
(3.7)

mit einemVektorpotential (wegendiv J = 0)

A(r ) =
1
c

Z
d3r 0 J (r 0)

jr ¡ r 0j
(3.8)

DGL fÄur B sind nun leicht ableitbar: Aus (3.7) folgt

divB = 0
(3.9)

Mit
r £ (r £ A) = r ¢(r ¢A) ¡ ¢ A ergibt sich
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rotB =
1
c
r

Z
d3r 0J (r 0) ¢r

1
jr ¡ r 0j

| {z }
= ¡r 1

j r ¡ r 0j

¡
1
c

Z
d3r 0J (r 0) ¢

1
jr ¡ r 0j

| {z }
¡ 4¼±(( r ¡ r 0)

)

rotB =
4¼
c

J (r )
(3.10)

Man beachte, da¼(3.10) ) (3.4), soda¼(3.10) nur fÄur Magneto-Statik gÄultig
seinkann!

AmpµereschesGesetz:folgt aus (3.10) durch Bildung desFlussesdurch eine
orientierte FlÄache F und Stokesschem Integralsatz:

I

L

B ¢dr =
4¼
c

I L

(3.11)

Aus obigenGleichungenfolgt Existenzsatz,der im Kapitel Elektrostatik o®en
geblieben war:

JedesquellenfreieVektorfeld, das in 1 wie 1=r2

verschwindet, besitzt ein Vektorpotential: d.h.

div B = 0 ) 9 A : B = rot A

(3.12)

Beweis:(Di®b. vorausgesetzt)

Bilde rot B wie in (3.10), dann ist A(r ) wie in (3.8) das gesuchte Vektorpo-
tential wegenEindeutigkeitssatzausKapitel Elektrostatik ist rot A = B.

Au¼erdemkann Zerlegungssatzaus Kapitel Elektrostatik ergÄanzt werden
durch Existenzsatz:
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Zu beliebigen lokalisierten Quellen und (quellfreien)
Wirb eln existiert ein Vektorfeld, d.h. fÄur q(r ) und v(r )
beliebig, mit divv = 0, lokalisiert

) 9F (r ) mit div F = q; rot F = v

Bemerkung:FÄur beliebigeVektorfelder F ist die Existenz deslongitudinalen
Anteils F l (mit rot F l = 0) aus Kapitel Elektrotechnik bekannt. Aus (3.12)
oben folgt Existenz destransversalenAnteils F t (mit div F t = 0).

Die LÄosung:

F (r ) =
1

4¼

Z
d3r 0(q(r 0) + w(r 0)x)

r ¡ r 0

jr ¡ r 0j
(3.13)

hat die Eigenschaft F = O ( 1
r 2 ) und ist laut Kapitel Elektrotechnik die einzige

LÄosungdieserArt.

Bei der Wahl einesVektorpotentials, das (3.7) genÄugen soll, hat man mehr
Freiheit als bei der Wahl des Skalarpotentials. Das Potential (3.8) hat die
zusÄatzliche Eigenschaft:

divA = 0
(3.14)

wie bei der Herleitung zu (3.10) sichtbar wurde.

Zu(3.8) kann man einen beliebigen rotationsfreien Term hinzufÄugen, ohne
(3.7) zu berÄuhren. Da rotationsfreie Felder Gradienten sind, kann die allge-
meineLÄosungvon (3.7) geschrieben werdenals:
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A(r ) = A(r )j I I :8 + gradª( r )
(3.15)

DieseTransformationwird Eichtransformation genannt. Vektorpotential (3.8)
mit Eichung (3.14), der Coulombeichung, erfÄullt mit (3.10) die Poissonglei-
chung (komponentenweise).

¢ A = ¡
4¼
c

j (r )
(3.16)

4¼
c

j = rotB = r x(r xA) = r (r A) ¡ ¢ A

mit r A=0 in Coulomb Eichung.

RandbedingungfÄur Magnetfelderan stromtragendenFlÄachen erhÄalt man in
Analogie zur Elektrostatik. Aus (3.9) (divB = 0) folgt, da¼die Normalkom-
ponente von B nie springt. !!!Hier gehÄort eineZeichung hin!!!

(B 2 ¡ B 1) ¢n = 0
(3.17)

Aus (3.11) AmpµereschesGesetzfolgt, da¼die Tangentialkomponente von B
springen kann, wenn eine endliche StromstÄarke durch eine beliebig dÄunne
Schicht an der Ober°Äache °ie¼t. !!!Hier gehÄort eineZeichung hin!!!

De¯nition: FlÄachenstromdichte K : dI = j dadl = K dl wobei da = Dichte
der stromfÄuhrendenSchicht.

Es gilt: (B 2 ¡ B 1) ¢dl = 4¼
c K (n £ dl)

) B 2 ¡ B 1 = 4¼
c (K £ n) (oder k ¢n=0)
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n £ (B 2 ¡ B 1) =
4¼
c

k
(3.18)

Beispiel: SupraleitendeKugel im homogenenMagnetfeld B 0. In Supraleiter
dringt Magnetfeld bis zu einer kritischen FeldstÄarke BC nicht ein. Genauso
wie Metalle elektrische Felderdurch Ober°Äachenladungenabschirmen, schir-
men Supraleiter Magnetfelderdurch Ober°ÄachenstrÄome ab (Mei¼nere®ekt).
DieseStrÄomehabenallerdingseineDicke, (\Eindringtiefe") von typisch 1000
AngstrÄom.

Au¼erhalbder Kugel gilt:

rot B = O und daher existiert zu zu B ein Skalarpotential © mit B = ¡r ©.
Wegendiv B = 0 ist © harmonisch: ¢© = 0.

Randwerte:

© ¡ zB0 = ¡ rB0 cos# fÄur jzj; r ! 1 und wegen(3.17) B ¢n = ¡ @©
@r jr = a = 0.

Wir haben hier ein von NeumannRandwertproblem

! ÄAhnlich wie im BeispielMetallkugel im E-Feldgilt hier derAnsatz:©(r; #) =
1P

l=0
(A l r l + B l r ¡ l ¡ 1)Pl (cos#) mit:

(a) A1 = ¡ B0; A l = 0 (l > 1); A0 beliebig

(b) B l = 0(l > 1); A1 ¡
2B1

a3

µ
@©
@r

jr = a

¶
= 0

) B1 = ¡ B0
a3

2
; B0 = 0

)

©(r; #) = ¡
µ

r +
a3

2r 2

¶
B0 cos# = ¡

µ
1 +

a3

2r 3

¶
r ¢B 0

(3.19)
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Dem Feld B 0 wird ein (diamagnetisches) Dipolfeld mit dem magnetischen
Dipolmoment m = ¡ a3

2 B0 Äuberlagert.
Das tangentiale Feld an der Kugelober°Äache ist B = @©

r @# jr = a = 3
2B0 sin#

Die Kugel schirmt ein Äau¼eresFeld B0 ab, solangeB0 < 2
3Bc ist. Aus (3.18)

berechnet man leicht die Dichte der Ober°ÄachenstrÄome. Sie °ie¼enauf den
Breitenkreisenund sind durch K ' = ¡ c

4¼ ¢3
2B0 sin# wiedegegegeben.

Wir untersuchen nun dasFeld einer lokalisierten Stromverteilung in gro¼em
Abstand und begnÄugenuns hier mit dem erstennicht-verschw. Term (3.8):

A(r ) =
1
c

Z
J (r 0)

d3r 0

jr ¡ r 0j
:

1
jr ¡ r 0j

=
1
r

+
r ¢r 0

r 3
+ :::

(3.20)

!!!rechts gehÄort eineZeichung hin!!!

Es gilt fÄur stationÄare lokalisierte StrÄome:

Z
d3r 0J (r 0) = 0

(3.21)

und

Z
d3r 0(r ¢r 0)J (r 0)

= ¡
1
2

r £
Z

d3r 0r 0£ J (r 0)
(3.22)

(siehe ÄUbung)



3.1. MAGNETOSTATIK 67

Mit dem magnetischen Dipolmoment

m =
1
2c

Z
d3r 0r 0£ J (r 0)

(3.23)

folgt:

A(r ) =
m £ r

r 3
+ O

µ
1
r 3

¶

(3.24)

dasVektorpotential einesmagnetischen Dipolfeldes

Feld fÄur r 6= o:

B(r ) = r £
µ

m £
µ

r ¡
1
r

¶¶
= (m r )

µ
¡ r
r 3

¶
¡ m r

1
r

(3.25)

= ¡
m
r 3

+
3(m ¢r )r

r 5
(3.26)

)

B(r ) =
3 (m ¢r ) ¢r ¡ r 2m

r 5
+ :::

(3.27)

b= elektrischesFeld einesDipolmomentes p in Elektrostatik, dort jedoch ge-
wonnenausdem Skalarpotential

©(r ) =
p ¢r

r 3
(3.28)



68 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

Einfache geometrische Bed. von (3.23) fÄur ebenenlinienfÄormigen Strom der
StÄarke I

J ¢d3r 0 = J ¢dl ¢df = I ¢dl ) m =
I
2c

I
r 0£ dl

(3.29)

Also (wie beim FlÄachensatzder Punktmechanik)

m =
1
c

I ¢F
(3.30)

wobei F die FlÄache ist, die ebenenStrom I umschlie¼t.

Wenn Strom durch Teilchen der Ladung q1 mit Massemi erzeugtwird, die
sich am Ort r i mit der Geschwindigkeit vi bewegen,kann das Moment mit
Drehimpuls in Verbindung gebracht werden.Die Stromdichte ist dann

J (r ) =
X

i

qi ¢vi ¢±(r ¡ r i )

(3.31)

) magnetischesMoment

m =
1
2c

X

i

qi ¢r i £ vi =
X

i

qi

2cmi
L i

(3.32)

wobei L i = mi ¢r i £ vi Drehimpuls desi -ten Teilchensist.
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Falls alle Teilchen dasselbe VerhlÄaltnis qi =mi = e=m haben, folgt

m =
e

2mc
L

(3.33)

mit Gesamtdrehimpuls L =
P

i
L i .

In Atomen wird m mit gro¼erGenauigkeit ausschlie¼lich durch Elektron
erzeugt.Trotzdem gilt nicht :

m =
e

2mec
Lelektron

.

Die Diskrepanz beruht auf dem Spin (= Eigendrehimpuls) der Elektronen
und wird durch quantenmechanische Beschreibung der Elektronen aufgelÄost.

Eine diskrete Stromdichte (wie (3.31) ist eigentlich nicht stationÄar! Diesel-
be Betrachtung mit kontinuierlicher Verteilung lautet so: Elektronen eines
Atoms mit der Ladungsdichte ½(r ) und Massendichte n(r )½(r ) = e

m n(r ),
mÄogensich mit Geschwindigkeit v(r ) bewegen(½(r ) und v(r ) sind nicht vÄollig
unabhÄangig, mÄussendiv J = 0 genÄugen).

) J = ½¢v und man erhÄalt (3.33) mit m = 1
2c

R
d3r (r £ v) ½(r ) und L =R

d3r (r £ v) ¢n

Die Kraft und dasDrehmoment, die ein Äau¼eresFeld B(r ) auf eineStromver-
teilung ausÄubt, kann aus der Lorentzkraft (3.5) gewonnenwerden.Gesamte
Kraft auf Stomverteilung (3.31).

F =
X

i

qi
vi

c
£ B(r i ) =

1
c

Z
d3r J (r ) £ B(r )

(3.34)
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Analog dasgesuchte Drehmoment

N =
X

i

r i £ F i =
1
c

Z
d3r r £ (J (r ) £ B(r ))

(3.35)

FÄur ein homogenesÄau¼eresFeld B sieht man sofort mit (3.21)
R

d3r J (r ) = 0
da¼F = 0 und N mit r £ (J £ B) = (r ¢B) J ¡ (r ¢B) B wegen(3.22) und
der Relation

Z
d3r r ¢J (r ) = 0

(3.36)

die Gestalt

N = m £ B
(3.37)

erhÄalt.

Taylorentwicklung von (3.34) und (3.35) um r 0: (B variiert langsamum r 0,
r 0 im Bereich der Stromverteilung):

B i (r ) = B i (r 0) + (r ¢r ) B i (r 0) + : : :
(3.38)
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Drehmoment:

N =
1
c

Z
d3r r £ (J (r ) £ B(r 0)) + : : :

=
1
c

Z
d3r ((r ¢B(r 0))J (r ) ¡ (r ¢J (r )) ¢B) + : : :

r ¢(r 2J ) = 2 r ¢J + r 2 r ¢J| {z }
=0 in M-Statik

)
Z

d3r (r ¢J (r )) =
1
2

Z
d3r r ¢(r 2J )

=
1
2

I

F

d3r (r 2J ) = 0

=
1
c

Z
d3r (r ¢B(r 0))J (r ) + : : :

=
(3:22) ¡ B(r 0) £

1
2

Z
d3r (r £ J (r )) + : : :

= = m £ B + : : :

Kraft :

F
=

(3:34) ¡
1
c

B(r 0) £
Z

d3r J (r )
| {z }

= 0

¡
1
c

Z
d3r (r ¢r )B(r 0) £ J (r )

Beachte: z.B. ((r ¢r )B)x = xJxBx + yJyBx + zDzBx

Nun r £ (r £ B)
| {z }

= 0

= r (r ¢B) ¡ (r ¢r ) ¢B = 0

= ¡
1
c
r r 0

£
Z

d3r (r ¢B)J (r ) + : : :

=
(3:22)

1
2c

r £ (B £
Z

d3r (r £ J (r ))) + : : :

= r r 0
£ (B £ (

1
2c

Z
d3r (r £ J (r ))

| {z }
= m

))

= r r 0
£ (B £ m) = m ¢r )

| {z }
r r 0 (m¢B )

B ¡ (r ¢B| {z }
= 0

) m + : : :
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)

F = r r 0
(m ¢B) + : : :

(3.39)

3.2 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Der engeZusammenhangzwischen elektrischen und magnetischen Feldern
wird erst bei zeitlich verÄanderlichenErscheinungendeutlich. Wir werdendies
erstmalsbeim Induktionsgesetzsehen.

Betrachte im Raum festliegendeLeiterschleife L = Rand einer orientierten
FlÄache F (L = @F ).

Faradays Beobachtung:
In L wird Strom induziert, wennsiesich in einemzeitlich verÄanderlichenMa-
gnetfeld be¯ndet. ) zeitlich verÄanderlichesMagnetfeld induziert elektrisches
Feld im Raum.

Quantitativ:

I

L

E ¢dr = ¡
1
c

ZZ

F

_B ¢n df

(3.40)

Linke SeitehÄangt nicht von der Wahl der FlÄache bei vorgegebenemRand L
ab. Rechte Seitewegendiv B ebenfallsnicht.

Stokesscher Satz
I

L

E ¢dr =
ZZ

F

rot E df ;

(3.40) gilt fÄur beliebigeF und L.
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) di®erentielle Form desInduktionsgesetzes:

rot E = ¡
1
c

_B
(3.41)

Durch Induktion entstehenelektrische Felder,die in der Elektrostatik wegen
rot E = c unbekannt waren.

(3.40) fÄur ruhendeLeiterschleifen formuliert. Beliebig bewegteSchleifen:

² = ¡
1
c

d
dt

ZZ

F

B ¢n df

(3.42)

Rechte Seite:wie in (3.40)zeitlicheAbleitung desmagnetischenFlussesdurch
F ,

a) durch zeitliche ÄAnderung von B

b) durch Bewegungvon L = @F

Linke Seite:elektromotorische Kraft ²

² erzeugt bei GÄultigkeit des Ohmschen Gesetzeswie
H

²dr in (3.40) einen
Strom I = ²=R (R = Widerstand in der Schleife).

Wir werden ² auch als Zirkulation eineselektrischen FeldesE ind schreiben
im passendenBezugssystem.

Zum VerstÄandnisvon (3.42) betrachte denSpezialfall einerbeliebigenbeweg-
ten (und dabei auch deformierten)Leiterschleife in einemzeitlich konstanten
Magnetfeld B(r )

SKIZZE!!!

¡ ! Es gibt kein elektrisches Feld (B konst.!), aber Elektronen im Leiter
spÄuren die Lorentzkraft (3.5). F = q¢v £ B=c. Wirkt genausowie die indu-
zierte elektrische FeldstÄarke.
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E ind = v £ B=c
(3.43)

Die Zirkulaton ² =
H

L E ind ¢dr erzeugtwieder Strom I = ²=R.

Die zeitliche ÄAnderung desFlusses©(t) =
RR

F (t) B ¢df erhalten wir folgen-
derma¼en:

Wegendiv B = 0 °ie¼t aus dem Volumen, das durch F (t); F (t + dt); und
die im Zeitintervall dt vom Rand L ÄuberstricheneFlÄache FR begrenztwird,
kein magnetischer Flu¼,d.h. :

©(t + dt) + ©R + (¡ ©t ) = 0

) d© = ©(t + dt) ¡ ©(t) = ¡ ©R = ¡
ZZ

FR

B ¢df

(3.44)

Skizze!

Die FlÄachenelemente df sind aber durch df = dr £ v dt gegeben.

)

©R =
I

L

B(r ) ¢(dr £ v dt)

= dt
I

L

(v £ B(r )) ¢dr

= c ¢dt
I

L

E ind ¢dr

) (3.42)
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AllgemeinerFall: E®ekt der Lorentzkraft und Induktionse®ekt(3.40) addie-
ren sich. Die Ringspannung ² kann durch Zirkulation geschrieben werden:

² =
I

L
E ind ¢dr

(3.45)

wobei
E ind = E +

1
c

v £ B (3.46)

sich aus realemelektrischen Feld (3.41) und ¯ktiv em 1=c v £ B zusammen-
setzt.

Bis hierher erscheint esso, als ob InduktionsphÄanomenezweierlei Ursachen
haben kÄonnten. Die Kraft F = q ¢E ind auf ein Elektron setzt sich aus zwei
Anteilen zusammen(3.46). Wie engdiesebeidenAnteile verknÄupft sind zeigt
erst ein WechseldesBezugssystems.

Annahme:Kraftformel (3.46) gelte in jedemInertialsystem.Die Kraft F 1 auf
ein Elektron im Intertialsystem I 1 : F1 = q (E1 + 1

cv1 £ B 1). Intertialsystem
I 2 bewegesich relativ zu I 1 mit Geschwindigkeit v0 ¿ c)
=) Galilei-Transformation: v2 = v1 ¡ v0.

Kraft ist F 2 = F 1 (beachte v0 ¿ c!)

Beobachter in I 2 wÄurde Interpretation F 2 = q¢E 2 + 1
c (v2 £ B 2) wÄahlen.

=)

E 2 = E 1 +
1
c
(v0 £ B 1 + O

³
(
v0

c
)2

´

B 2 = B 1 + O
³ v0

c

´

| {z }
folgt aus der Galilei-In varianz des Amp µereschen Gestzes

(3.47)

SKIZZE!
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Die Ladungsdichte ½(r ) bewegesich stationÄar mit Geschwindigkeit v1:

½(r + v1t) = ½(r )

(??) ) E 1(r ) =
Z

d3r 0 r ¡ r 0

jr ¡ r 0j3
(3.48)

Die Stromdichte J (r ) = ½(r ) ¢v erzeugtnach (3.6) ein magnetischesFeld

B 1(r ) =
1
c

Z
d3r 0J (r 0) £

r ¡ r 0

jr ¡ r 0j3
=

1
c

v1 £ E 1(r )
(3.49)

Der Beobachter in I 2 sieht dagegennach (3.6) dasmagnetische Feld

B 2(r ) =
1
c

(v1 ¡ v0) £ E 1(r ); d.h.

v0 £ E 1 + O
³

(
v0

c
)2

´

(3.50)

Das Transformationsverhalten der Felder fÄur grÄo¼ereGeschwindigkeiten
erlÄautern wir spÄater anhand einer Lorentz-Transformation.

Mit der Kenntnis desInduktionsgesetzeskÄonnenwir nun auch die
magnetische Feldenergieverstehen.FolgenderMechanismus macht es erfor-
derlich, beim Anwurf von StrÄomenEnergieaufzubringen:

Die anwachsendenMagnetfelder induzieren elektromagnetische Kr Äafte, die
den StrÄomenentgegenzuwirken versuchen (hierbei ist das Vorzeichen im In-
duktionsgesetz(3.40 - 3.42) entscheidend,Stichwort \Lenz'sche Regel").
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Die StrÄome leisten gegendieseKr Äafte Arbeit: Bei der Verschiebung der La-
dung q um ±s im Feld E gewinnt man die Arbeit ±A = q¢E ¢±s.

Die Stromdichte J = ½vgewinnt daher im Zeitintervall ±t, v±t = ±s, im
Volumenelement ±V, q = ½±V, die Arbeit ±A = ½±V E ¢v ±t = J ¢E ±V ±t

=) Es wird die rÄaumliche Dichte der Leistung

J (r ) ¢E(r )
(3.51)

gewonnen, die dem elektrischen Feld (etwa durch die Spannungsquelle)als
mechanische EnergiezugefÄuhrt wurde.

Bekannte AnwendungdieserFormel: Ohmscher Leiter, durch den ein stati-
onÄarer Strom der Dichte J = ¾¢E °ie¼t.Die Leistungsdichte J ¢E = ¾E 2 =
J 2=¾, die der Strom gewinnt und als WÄarme abgibt, ist von der Spannungs-
quelleaufzubringen.

Wir wollen nun die lokalisierte Stromdichte J (r ) =
nP

º =1
in kleinen Portionen

J º anwerfen.

Beim Anwerfen von J º entsteht ein Magnetfeld B º nach (3.6), (3.10) und
vorÄubergehenddasFeld E º nach ( 3.41). Die schon vorhandeneStromdichte
º ¡ 1P

¹ =1
J¹ (r ) gewinntim Feld E º die Leistung:

Z
d3r E º ¢

º ¡ 1X

¹ =1

J¹

(3.52)

Wegen

(a) J ¹ = c
4¼ rot B ¹



78 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

(b) div(E º £ B ¹ ) = B ¹ rotE º ¡ E º rotB ¹

) E º ¢J ¹ = c
4¼E º ¢rotB ¹ = ¡ c

4¼ div(Eº £ B ¹ ) + c
4¼B ¹ rot

(c) rot E º = ¡ 1
cB º

folgt:

Z
d3rE º ¢J ¹

=
(a + b) ¡

c
4¼

°
ZZ

(E º £ B ¹ )df

+
c

4¼

Z
d3rB ¹ rot E º

=
(c) ¡

1
4¼

Z
d3rB ¹

(3.53)

(FlÄachenintegral verschwindet wegenB ¹ / 1=r3).

Die den StrÄomenbeim Einschalten von J º zugefÄuhrte Arbeit ist also

Z
dt

Z
d3r E º ¢

º ¡ 1X

¹ =1

J ¹ = ¡
1

4¼

Z
d3r B º ¢

º ¡ 1X

¹ =1

B ¹

) Gesamtarbeit = ¡
1

8¼

Z
d3r

X

¹;º

B ¹ ¢B º

wegen

nX

º =1

º ¡ 1X

¹ =1

=
1
2

nX

º ;¹ =1

¡
1
2

nX

º =1

±º ¹

| {z }
tr Äagt bei beliebig feiner Zerlegung( n ! 1 ) beliebig wenig bei!
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O®enbar \gewinnen" die StrÄomebeim Einschalten einenegative Energie.Sie
leisten also eine positive Arbeit gegendie induzierten Felder. DieseArbeit
manifestiert sich nach Einschalten im Magnetfeld und ist gegeben durch

U =
1

8¼

Z
d3r B 2(r )

(3.54)

Die engeVerwandtschaft mit (??) ist Äuberraschend,da verschiedeneHerkunft
der elektrischen und magnetischen Feldmenge.

Durch partielle Integration kann man auch ein UE ¡ Stat = 1
2

R
d3r½(r )©(r )

analogesResultat erreichen:

B 2 = B rot A = div (A £ B) + A rot B

.

Mit

A(r ) =
1
c

Z
d3r 0 J (r 0)

jr ¡ r 0j
(3.55)

verschwindet

Z
d3r div A £ B = °

ZZ
d3r 0A £ B

(3.56)

)

U =
1
2c

Z
d3r J (r ) ¢A(r )

(3.57)
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3.3 Der Maxw ellsche Verschiebungsstrom

Bisher gewonneneGleichungenfÄur E und B:

Quellen:

div E = 4¼½ (3.58)

(Coulomb)

div B = 0 (3.59)

(keinemagnet.Monopole)

in sich konsistent, da div X beliebigesSkalarfeld sein kann. Magnetische
LadungenkÄonnten existieren,sind aber nicht bekannt.

Wirb el:

rot E =
1
c

_B
(3.60)

(Induktionsgesetz)

auch in sich konsistent. FÄur Vektorfeld X mu¼zwar div X = 0
gelten, aber div B = 0 garantiert dieseEigenschaften.

rot B =
4¼
c

J
(3.61)
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(AmpµereschesGesetz)

bisher nur fÄur stationÄare StrÄome,div J = 0. Kann wegendiv rot
B = 0 auch nur fÄur stationÄare StrÄomegelten!

AllgemeinerFall: J ist durch quellenfreiesVektorfeld zu ersetzen.
Eine MÄoglichkeit durch Kontinuit Äatsgleichung (3.2):

div J +
@½
@t

= 0
(3.62)

Mit 4¼½div E ist J + 1
4¼

_E immer quellenfrei

; Maxwellsche ErgÄanzung

rot B =
4¼
c

J +
1
c

_E
(3.63)

Damit sind die Maxwellschen GleichungenvollstÄandig!

(a) div E = 4¼½ (b) rot E = ¡
1
c

_B

(c) div B = 0 (d) rot B =
4¼
c

J +
1
c

_E
(3.64)

KonsequenzendieserGleichungenexperimentell mit hoherGenauigkeit veri-
¯ziert.

Beachte Symmetrie bei Vertauschung von E und B, die durch Maxwellsche
ErgÄanzungerreicht wurde. Symmetriebzgl. E und B wird nur durch Abwe-
senheitmagnetischer LadungengestÄort.

; Spekulation: Welche Gestalt hat Elektrodynamik mit magnetischen La-
dungen?

Gleichungen(3.64)(a,d)unverÄandert
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(c) ! div B = 4¼½m| {z }
Dichte magn. Ladungen

(c')

(b) ! rot E = ¡
1
c

_B ¡
4¼
c

J m (b')

wenn magnetische Ladung erhalten:

div J m +
@½m

@t
= 0

(3.65)

) Kraft auf ProbekÄorper der elektrischenLadungeund magnetischer Ladung
g.

F = e (E +
1
c

v £ B)

+ g (B ¡
1
c

v £ E)
(3.66)

Symmetrie der Maxwellgleichungenerlaubt folgendeTransformation:

J 0 = J cos®+ J m sin® ; ½0 = ½cos®+ ½m sin®

J 0
m = ¡ J sin®+ J m cos® ; ½0

m = ¡ ½sin®+ ½m cos®

E 0 = E cos®+ B sin® ; B 0 = ¡ E sin®+ B cos®
(3.67)

\2-dimensionaleDrehung" lÄa¼tMaxwellgleichungeninvariant!

Frage (prÄazise:Ist das VerhÄaltnis g=e fÄur alle Teilchen dasselbe?) nach ma-
gnetischen Ladungen:
Annahme: LadungsverhÄaltnis g=e fÄur alle Elementarteilchen gleich.
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; J m =
g
e

J ; ½m =
g
e

½

WÄahle Drehwinkel ® : tg® = g=e) in (3.67): J 0
m = 0 ; ½0

m = 0 !

d.h. magnetische Ladungen und StrÄome sind aus den Maxwellgleichungen
verschwunden. Auch verallgemeinerteLorentzkraft (3.66) reduziert sich auf
die Äubliche Form, denn mit q =

p
e2 + g2 () e = qcos®; g = qsin®) lautet

sie

F = q (E 0+
1
c

v £ B 0)
(3.68)

3.4 Die inhomogene Wellengleic hung

Wir wenden uns jetzt der LÄosung der Maxwellgleichungen (3.64) zu. Die
homogenenGleichungen (a) und (b) gestatten die Beschreibung der Felder
durch Potentiale:

div B = 0 ) 9 A Vektorpotential:

B = rot A
(3.69)

(b) ) rot E + 1
c

_B = rot (E + 1
c

_A) = 0 )9 © Skalarpotential:

E = ¡ grad © ¡
1
c

_A
(3.70)

Durch (3.69) und (3.70) werden (a),(b) identisch erfÄullt. Einsetzender Po-
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tentiale in (a), (b):

¢© ¡
1
c2

@2

@t2
© +

1
c

@
@t

µ
div A +

1
c

©
¶

= ¡ 4¼½

¢ A ¡
1
c2

@2

@t2
A ¡ grad

µ
div A +

1
c

©
¶

= ¡
4¼
c

J
(3.71)

Entkoppeln, falls esgelingt Nebenbedingung

div A ¡
1
c

© = 0
(3.72)

zu erfÄullen.
Dann genÄugen© und jede der drei Komponenten von A der
inhomogenenWellengleichung

¢© ¡
1
c

@2

@t2
© = ¡ 4¼½

¢ A ¡
1
c

@2

@t2
A = ¡

4¼
c

J
(3.73)

ErfÄullbarkeit von (3.72):
Umeichung der Potentiale. Mit A erfÄullt auch jedes

A0 = A + grad X
(3.74)

mit beliebigemX den Zweck. (3.69) und (3.74) umfassenUnbestimmbar-
keit von A vollstÄandig (bei vorgegebenemB). Gleichzeitig mu¼© umgeeicht
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werden,damit E-Feld (3.70) nicht berÄuhrt wird:

©0 = © ¡
1
c

_X
(3.75)

Die Eichtransformation (3.74) und (3.75) gibt an, welche Freiheit man bei
der Wahl der Potentiale hat.

Annahme: HabenirgendwelchePotentiale A; ©. Versuchensiesoumzueichen,
da¼A0; ©0 die Bedingung(3.72) erfÄullen

0 != div A0¡
1
c

_©0 = div A +
1
c

_© + div grad X ¡
1
c2

ÄX

)

¢ X ¡
1
c2

@2

@t2
X = ¡ div A ¡

1
c

_©
(3.76)

X mu¼alsoauch einer inhomogenenWellengleichung genÄugen.

Nebenbedingung(3.72)hei¼tLorentzbedingung, allePotentiale, diesieerfÄullen,
gehÄoren zur Lorentzeichung.

Eichtrafos, die verschiedene solcher Potentiale verknÄupfen, werden durch
Funktionen erzeugt,die der homogenenWellengleichung genÄugen.

¢ X ¡
1
c2

@2

@t2
X = 0

(3.77)
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Au¼erder Lorentzeichung gebraucht man oft auch die Coulombbedingung

div A = 0
(3.78)

(sieheMagneto-Statik). In dieserEichung erfÄullt © die Poissongleichung

Aus (3.71) und (3.78) folgt

¢© = ¡ 4¼½
(3.79)

also

©(r ; t) =
Z

d3r 0½(r 0; t)
jr ¡ r 0j

(3.80)

(instantanesCoulomb-Potential)

Vektorpotential gehorcht Wellengleichung (3.71) und (3.78) )

¢ A ¡
1
c2

@2

@t2
A = ¡

4¼
c

J + grad _©
(3.81)

Rechte Seite:

ZerlegenStromdichte J in longitudinalen und transversalenAn-
teil (sieheElektrostatik und (3.14)).
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J = J l + J t (3.82)

J l (mit rot J l = 0; div J l = div J ) ist durch

J l (r ) = ¡
1

4¼
grad

Z
d3r 0div J (r 0)

jr ¡ r 0j
(3.83)

gegeben (StandardlÄosungeinestypisch elektrostatischen Problems).

WegenKontinuit Äatsgleichung (3.2) und mit (3.80)

J l (r ) =
1

4¼
grad _©

(3.84)

und Wellengleichung (3.81) wird zu

¢ A ¡
1
c2

@2

@t2
A = ¡

4¼
c

J t
(3.85)

Man nennt daher die Coulomb-Eichung auch \transv ersaleEichung".

Schlie¼lich wird (3.78)auch \Strahlungseichung" genannt, wegen:wir werden
sehen,da¼die StrahlungsfelderE; B transversaleFelder sind ( B sowieso
immer). Da ¡r © in (3.70) E = ¡r © ¡ 1

c
_A rein longitudinal ist, kann man

© weglassen,wennman dafÄur sorgt, da¼¡ 1
c

_A transversalist. Letztereswird
aber duch Coulomb-Eichung erreicht!

LÄosungder Maxwellgleichung fÄur Lorentz- und Coulomb-Eichung auf LÄosung
der inhomogenenWellengleichung zurÄuckgefÄuhrt.

Es genÄugt, die Wellengleichung fÄur eineKomponente zu betrachen:



88 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

¢ Ã ¡
1
c2

@2

@t2
Ã = 4¼f (r ; t)

(3.86)

ÄAhnlich Poisson-Gleichung! Halten uns bei der LÄosungengdaran.

zeitlich Fourier-transf. Funktionen:

~Ã(r ; ! ) :=

+ 1Z

¡1

dt ei! t Ã(r ; t)

~f (r ; ! ) :=

+ 1Z

¡1

dt ei! t f (r ; t)

(3.87)

Beachte die Konvention der Vorzeichen in Gleichung (3.87) und (3.88)!

Theorie der Fourier-Transformation: Integral-Trafo reziprok

Ã(r ; t) =
1

2¼

+ 1Z

¡1

d! e¡ i! t ~Ã(r ; ! )

f (r ; t) =
1

2¼

+ 1Z

¡1

d! e¡ i! t ~f (r ; ! )

(3.88)
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denn:

Ã(r ; t) =
1

2¼

+ 1Z

¡1

d! e¡ i! t

+ 1Z

¡1

dt0 ei! tÃ(r ; t0)

=

+ 1Z

¡1

dt0 Ã(r ; t0) ¢
1

2¼

+ 1Z

¡1

d! ei! (t ¡ t0)

| {z }
!

= ±(t¡ t0)

(3.89)

Veri¯ziere Darstellung der ±-Funktion

1
2¼

+ 1Z

¡1

d! ei! (t ¡ t0) = ±(t ¡ t0)

(3.90)

FÄuge in Integral (3.90) konvergenzerzeugendenFaktor e¡ ®j! j hinzu, dann
® ! 0

1
2¼

+ 1Z

¡1

d! eia (t0¡ t )¡ ®j! j =
1

2¼

µ
1

®¡ i (t0¡ t)
+

1
®+ i (t ¡ t0)

¶
=

®
¼(®2 + (t0¡ t)2)

Beachte: (3.87) und (3.88) implizieren eindeutigeUmkehrbarkeit der Fourier-
Transformation:

8t :

1Z

¡1

Ã(! )e¡ i! td! = 0 ) Ã(! ) = 0

(3.91)
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RÄaumliche Fourier-Transformation:

~g(q) :=

+ 1Z

¡1

dx e¡ iqx g(x)

g(x) =
1

2¼

+ 1Z

¡1

dq eiqx ~g(q)

(3.92)

Beachte die (zeitliche) Vorzeichen-Konvention!

(g(r )) analog~g(q) =
Z

d3r e¡ iq¢r g(r )

g(r ) =
1

(2¼)3

Z
d3q eiq¢r ~g(q)

(3.93)

RÄaumlich-zeitliche Fourier-Transformation:

~Ã(q; ! ) =

+ 1Z

¡1

dt
Z

d3r Ã(r ; t) ei (! t ¡ q¢r )

Ã(r ; t) =
1

(2¼)4

Z
d!

Z
d3q ~Ã(q; ! ) e¡ i (! t ¡ q¢r )

(3.94)

analogfÄur f (r ; t) Ã ! ~f (q; ! )

Einsetzenvon (3.94)b in Wellengleichung (3.86):

¢ eiq¢r = ¡ q2 eiq¢r

1
c2

@2

@t2
e¡ i! t = ¡

! 2

c2
e¡ i! t
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µ
q2 ¡

³ !
c

´ 2
¶

~Ã(q; ! ) = 4¼~f (q; ! )
(3.95)

bzw.
~Ã(q; ! ) =

4¼
q2 ¡ ( !

c )2
~f (q; ! ) (3.96)

Suchen GreensfunktionfÄur Wellengleichung, d.h. lÄosen

µ
¢ ¡

1
c2

@2

@t2

¶
G(r ; t; r 0; t0)
| {z }
= G(r ¡ r 0;t ¡ t0)

= ¡ 4¼±(r ¡ r 0) ±(t ¡ t0)

(3.97)

Fourier-Transformation )

~G(q; ! ) =
4¼

q2 ¡
¡

!
c

¢2

(3.98)

wobei ~G(q; ! ) Fourier-Transformation von G(r ; t)

Behauptung:

rechte Seitevon (3.97) ist rÄaumliche Fourier-Transformation von e
+
¡ i! t

r

Beweis:
Betrachte

©(r ) =
e·r

r
(3.99)

(Yukawa-Potential)
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) ~©(q) =
Z

d3r
e¡ ·r

r
e¡ iq¢r =

4¼
q

1Z

0

dr e¡ ·r sinqr

=
4¼
q

I m

1Z

0

dr e¡ ·r + iqr

| {z }
= 1

· ¡ iq

=
4¼

· 2 + q2
(3.100)

Mit
· 2 = ¡

³ !
c

´ 2
(also · =

+
¡ i

!
c

) (3.101)

ist
4¼

q2 ¡ ( !
c )2

=
Z

d3r
e

+
¡ i !

c r

r
e¡ iq¢r (3.102)

bzw.
1

(2¼)3

Z
d3q

4¼

q2 ¡
¡

!
c

¢2 e+ iq¢r =
e

+
¡ i !

c r

r
(3.103)

Also

G(r ; t) =
1

(2¼)4

Z
d!

Z
d3q

4¼

q2 ¡
¡

!
c

¢2 e¡ i (! t ¡ q¢r )

=
1

2¼

Z
d!

e
+
¡ i !

c r

r
e¡ i! t

=
1
r

1
2¼

Z
d! e¡ i! (t

+
¡ r

c ) (3.104)

)

G+
¡

(r ; t) =
1
r

±
µ

t
¡
+

r
c

¶

(3.105)

Bemerkung:
(3.98)gibt zwei LÄosungenfÄur (3.97),nicht wie LÄosungender Poissongleichung
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eindeutig ¢ ¡ 1
c2

@2

@t2 hyperbelscher Di®erentialoperationen, Ã ! elliptischer
Di®erentialoperationen¢ + 1

c2
@2

@t2 .

Bedeutungder LÄosung: 1
r e

+
¡ iqr ¡ i! t auslaufende(t) bzw.einlaufende(¡ ) Kugelwellen!

Quellen der Wellengleichung (3.97) (rechte Seite) sind zeitlich und rÄaumlich
punktfÄormig. Explizit:

G+
¡

(r ; t; r 0; t0) =
1

jr ¡ r 0j
±

µ
t ¡

·
t0 +

¡
jr ¡ r 0j

c

¸¶

(3.106)

Die Punktquelle am Ort r 0 zur Zeit t0 ist von einer Kugelwelle begleitet,
die sich bei der retardierendenLÄosungG+ nach der Zeit t ¡ t0 im Abstand
jr ¡ r 0j = c (t ¡ t0) von der Quelle be¯ndet. Bei der avancierten LÄosungG¡

lÄauft dieseKugelwelle ein, und zwar ebenfallsmit Lichtgeschwindigkeit

G+ :
t= t0

² (bitte ergÄanzen)

Wir gehennun von (3.95) Äuber zur zeitabhÄangigenLÄosungder Wellenglei-
chung (3.86).

Ã(r ; t) =
1

(2¼)4

Z
d!

Z
d3q ~Ã(q; ! ) e¡ i (! t ¡ q¢r )

=
1

2¼

Z
d! e¡ i! t

Z
d3q

(2¼)3
~G(q; ! ) ¢ ~f (q; ! ) eiq¢r

=
¤ (bitte ÄuberprÄuf en)

Z
d3r 0 G(r ¡ r 0; ! ) f (r 0; ! ) (3.107)

)
¤
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Ã(r ; t) =
Z

d3r 0
Z

dt0 G(r ¡ r 0; t ¡ t0) f (r 0; t0)
(3.108)

¤ ist KonsequenzdesFaltungstheoremsfÄur Fourier-Transformation.

~a(! ) = ~b(! )~c(! ) ) a(t)0
Z

dt0 b(t ¡ ¡ t0)c(t0)

Beweis:

a(t) =
1

2¼

Z
d! e¡ i! t ~a(! )

=
1

2¼

Z
d! e¡ i! t ¢

µ Z
dt0 e¡ i! t0

b(t0)
¶

¢
µ Z

dt00e¡ i! t00
c(t00)

¶

=
Z

dt0
Z

dt00b(t0)c(t00) ¢
1

2¼

Z
d! ei! (t0+ t00¡ t )

| {z }
= ±(t0+ t00¡ t )) t0 !

= t¡ t00

=
Z

dt00b(t ¡ t00) c(t00) (3.109)

(3.108) ist unmittelbar die Konsequenzder Gleichung (3.97) fÄur die Greens-
funktion G; denn Einsetzenvon (3.108) in Wellengleichung ergibt

µ
¢ ¡

1
c2

@2

@t2

¶
Ã(r ; t) =

Z
d3r 0

Z
dt0

µ
¢ ¡

1
c2

@2

@t2

¶
G(r ¡ r 0; t ¡ t0) f (r 0; t0)

| {z }
= ¡ 4¼±(r ¡ r 0) ±(t ¡ t0)

= ¡ 4¼f (r ; t) (3.110)

Bemerkung:
Alle GreensfunktionenG = aG+ + b G¡ mit a + b = 1 sind LÄosungenvon
(3.97).WelchedieserLÄosungenauszuwÄahlenist, hat man nach physikalischen
Gesichtspunkten zu entscheiden.
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Wenn die Welle Ã ausschlie¼lich duch die angegebenenQuellenerzeugtwird
(im kausalenSinne), hat man die retardierte LÄosung,G = G+ , zu nehmen.
Da wegender ±¡ Funktion in (3.106) die t0-Integration in (3.108) ausgefÄuhrt
werdenkann, lautet die retardierendeLÄosungder Wellengleichung (3.86)

Ãret (r ; t) =
Z

d3r
f

³
r 0; t ¡ jr ¡ r 0j

c

´

jr ¡ r 0j
(3.111)

Hier erzeugtdie Quelle f (Versuche) eineWirkung Ã immer nur zu spÄateren
Zeiten. DiesesKausalitÄatsprinzip soll natÄurlich immer gelten.

Trotzdem gibt esProbleme,die mit der avanciertenGreenschen Funktion zu
lÄosensind. Hat man etwa Quellen f zu Zeiten t mit t1 < t < t2 gegeben und
die Wellen zu spÄateren Zeiten Ã = Ãaus(r ; t)( t À t2), so erhÄalt man folgende
LÄosung:

Zu Ãaus gehÄort eine eindeutigeLÄosungder homogenenWellengleichung fÄur
alle Zeiten, die wir auch Ãaus nennen.(Wir werdendie LÄosungender homoge-
nen Wellengleichung spÄater ausfÄuhrlich behandeln).Die gesamte LÄosungist
dann

Ã(r ; t) = Ãaus(r ; t) +
Z

d3r
f

³
r 0; t ¡ jr ¡ r 0j

c

´

jr ¡ r 0j
(3.112)

wobei
R

d3r f (r 0;t ¡ j r ¡ r 0j
c )

jr ¡ r 0j = Ãavanciert

Der zweite (avancierte) Term gibt fÄur t > t2 keinen Beitrag. Schreibt man
dies in der Form Ã = (Ãaus + Ãavan ¡ Ãret + Ãret ), so sieht es wieder kausal
aus.

(wobei (Ãaus + Ãavan ¡ Ãret LÄosungder homogenenWellengleichung ist.)



96 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

3.5 Erhaltungss Äatze

In der Mechanik sind Energie,Impuls und Drehimpuls fundamentale Erhal-
tungsgrÄo¼en.Wir untersuchen hier die Gestalt der entsprechenden Erhal-
tungssÄatze in der Elektrodynamik.

Erinnerung an (3.51): Ein Systemvon Ladungen Äandert seinemechanische
Energiedadurch, da¼StrÄomeim elektrischen Feld Arbeit leisten.Gewinn an
mechanischer Energiepro Zeiteinheit und Volumeneinheit:

J (r ) ¢E(r )
(3.113)

DrÄucken J durch elektro-magnetischesFeld aus:

¡ J ¢E =
1

4¼
_E ¢E ¡

c
4¼

E ¢rot B

=
1

4¼
_E ¢E ¡

c
4¼

B ¢rot E| {z }
= ¡ 1

c
_B

+
c

4¼
div(E £ B) (3.114)

)

J ¢B +
1

8¼
@
@t

(E 2 + B 2) +
c

4¼
div(E £ B) = 0

(3.115)

Interpretation: Energieerhaltungssatz.Mit Kapitel 2 und (3.54) erhalten wir
einezeitliche ÄAnderungderelektrischenund magnetischenFeldenergie-Dichte:

u(r ) =
1

8¼
(E 2 + B 2)

(3.116)
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c
4¼ div(E £ B) ist die Energiestromdichte

S(r ) =
c

4¼
(E £ B)

(3.117)

Pointing-Vektor

mit
dEmech

dt
=

Z

V

d3r J ¢E ; EFeld =
Z

V

d3r u(r ) (3.118)

lautet der Äuber ein beliebigesVolumen V integrierte Erhaltungssatz

dEmech

dt
+

EFeld

dt
+ °

ZZ

@V

S ¢df = 0

(3.119)

In Worten:
ÄAnderung der mechanischen und der Feldenergiein V und der Energie°u¼
durch die Ober°Äache von V halten sich die Waage.
Der Vektor der Energiestromdichte S hei¼tauch Pointing-Vektor und der
ErhaltungssatzPointingscher Satz.

Bemerkung:
Elektrostatische Energiedurch Arbeit von elektrischen Ladungenim elektri-
schenFeld. MagnetischeFeldenergiedurch Arbeit der StrÄomein denvorÄuber-
gehendenelektrischen Feldern beim Einschalten.

Der Unterschied (trotz Symmetrie der Maxwell-Gleichung in E und B) ist
einzigauf Abwesenheitmagnetischer LadungenzurÄuckzufÄuhren. Insbesonde-
re entsteht beim Einschalten elektrischer Felder auch ein vorÄubergehendes
Magnetfeld, jedoch gibt es eben keine magnetischen StrÄome, die in solchen
Feldern Arbeit leisten kÄonnten.
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ImpulsÄanderungeinesTeilchensder Ladung q im Feld ist durch

dp

dt
= F = q

³
E +

v
c

£ B
´

gegeben. Summation Äuber Teilchen in einemVolumenelement
) ÄAnderung der Dichte desmechanischen Impulses.

@g
mech

@t
= ½E +

1
c

(J £ B)
(3.120)

Wir ersetzen(wie oben) ½und J mittels Maxwell-Gleichung durch die Felder
)

·
@g

mech

@t
+

1
4¼c

@
@t

(E £ B)
¸

®

=
3X

¯ =1

@
@£ ¯

T¯ ®

(3.121)

mit

T¯ ® =
1

4¼

µ
E®E¯ + B®B ¯ ¡

1
2

±®¯ (E 2 + B 2)
¶

(3.122)

Maxwellscher Spannungstensor

Interpretation:

g
Feld

=
1

4¼c
(E £ B)

(3.123)

Impulsdichte deselektro-magnetischen Feldes
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Pa¼tgut mit BedeutungdesPointingvektors (3.117) als Energiestromdichte
zusammen:
elektro-magnetischeStrahlung ist aufgebautausElementarteilchenund Pho-
tonen mit verschwindenderMasse.; relativistische Mechanik. Ekin = c ¢jpj
(jpj ist Impuls, Ekin =

p
(mc2)2 + (cp)2).

Strahlung bzw. Teilchen mit m = 0 bewegensich mit Geschwindigkeit c.

Also

S = c2 ¢g
Feld (3.124)

Die Impulsdichte g tr Äagt die Energiedichte cgmit sich, und zwar mit Lichtge-
schwindigkeit! cg ist nicht Energiedichte, denn elektro-magnetische Energie
mu¼sich nicht bewegen.TatsÄachlich gilt cg · 1

4¼ EB · 1
8¼(E 2 + B 2) = u,

nur ein Teil cg der Energiedichte bewegt sich.

Auf der rechten Seitevon (3.121)steht die DivergenzeinesTensors2.-ter Stu-
fe, desMaxwellschen SpannungstensorsT®¯ . Dieserbeschreibt die ÄAnderung
der Impulsdichte durch Flu¼ des Impulses (Stromdichte einer VektorgrÄo¼e
mu¼Tensorsein).

Integrierte Form desErhaltungssatzes(3.121):

d
dt

(Pmech + PFeld)® = °
ZZ X

¯

T®¯ n¯ df

(3.125)

; T®¯ ist ¯ -Komponente der Stromdichte der ®-Komponente des Feld-
impulses. T®¯ ist symmetrisch (; bekannte Konsequenzen).Nur div von
I (wie die div von S ) beobachtbar ) weder I (noch S) aus Erhaltungssatz
eindeutig bestimmbar.

Impulserhaltungssatzkann u.a. dazu verwendet werden, allein aus den Fel-
dern die Kraft auf der Materie zu berechnen.Durch ÄahnlicheUmformung wie
oben kann man aus
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@lmech

@t
= r £

µ
½E+

1
c

J £ B
¶

(3.126)

fÄur die ÄAnderung der Drehimpulsdichte lmech der Ladungenden
Drehimpulserhaltungssatz

µ
@lmech

@t
+

@lFeld

@t

¶

®

=
3X

¯ =1

@
@£ ¯

M ¯ ® = 0

(3.127)

herleiten. Die Drehimpulsdichte desFeldesist gegeben durch

lFeld = r £ g
Feld

=
1

4¼c
r £ (E £ B)

(3.128)

und die Drehimpulsdichte

M®¯ =
3X

° ;±=1

²¯ ° ±T®° £ ±

(3.129)
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Dyadische oder Matrixschreibweise:
Tensordivergenzenr ¢I oder r ¢M :

(@x @y @z)

0

@
T11T12T13

T21T22T23

T31T32T33

1

A =

0

@
@xT11 + : : :
@xT21 + : : :
@xT31 + : : :

1

A (3.130)

(3.129) schreibt sich dann
M = T £ r

und die Integrale Drehimpulserhaltung(L =
R

V d3r l )

d
dt

(Lmech + LFeld) + °
ZZ

n ¢M df = 0
(3.131)

Aus (3.122) folgt:

I =
1

4¼

µ
E ±E + B ±B ¡ 1 ¢

1
2

¡
E 2 + B 2

¢
¶

(3.132)

wobei E ±E = Spalte ± Zeile bedeutet.

3.6 Strahlung

Aspekte der Erzeugungelektro-magnetischer Felder, speziell Wellen, durch
bewegteLadungenund StrÄome.

3.6.1 Zeitlic h perio dische Quellen

J (r ; t) = J (r ) e¡ i! t

½(r ; t) = ½(r ) e¡ i! t

(3.133)
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Bemerkung:
Superpositionsprinzip lÄa¼tBetrachtung jeder einzelnenMode ! separat zu.
Wie Äublich Realteil von (3.133) nehmen,um physikalische GrÄo¼enzu erhal-
ten.

) Lorentzeichung

A(r ; t) =
1
c

Z
d3r 0

Z
dt0J (r 0; t0)

jr ¡ r 0j
±

µ
t ¡ t0¡

jr ¡ r 0j
c

¶

=
1
c

Z
d3r 0 J (r 0)

ei !
c jr ¡ r 0j

jr ¡ r 0j
| {z }

=: A(r )

¢e¡ i! t

(3.134)

Man unterscheidet drei LÄangen:

a) rÄaumliche Ausdehnung d der Quellen

b) WellenlÄange¸ = 2¼c=! der ausgesandtenStrahlung

c) Abstand r von der Quelle

Wichtiger Fall: d ¿ ¸ (Atome, Radiowellensender).

Weiterhin sind drei Zonenzu berÄucksichtigen:

1) Nahzone(r ¿ ¸ )

2) Zwischenzone(r » ¸ )

3) Fernzone(r À ¸ )

Nahzone: !
c jr ¡ r 0j ¿ 1 ) Exponentialfunktion in (3.134)entf Äallt. Felderdort

sind die nicht-retardierenten Felder, oszillierennur.

Fernzone: jr ¡ r 0j = r ¡ r ¢r 0

r + 0(1=r)
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)

A(r ) =
ei !

c r

cr

Z
d3r 0 J (r 0) ei !

c (r ¢r 0)=r

(3.135)

wobeie
i !

c r

cr die auslaufendeKugelwelle,J (r 0) die RichtungsabhÄangigkeit be-
zeichnet.

FÄur d ¿ ¸ : Entwickeln Exponentialfunktion in (3.135). Untersuchen ersten
auftretendenTerm.

Z
d3r 0J (r 0) = ¡

Z
d3r 0 r 0(r ¢J 0)

= ¡ i!
Z

d3r 0 r 0½(r 0)

= ¡ i! p(bitteÄuberprÄuf en)
(3.136)

Mit

!
c

= k
(3.137)

folgt

A(r ) = ¡ i k peik r =r
(3.138)
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Berechnung der Felder, fÄuhrendenBeitrag durch Di®. von eik r . )

B = k2(r=r £ p)eik r =r

E = B £ r=r
(3.139)

Dipolstrahlung

Abgestrahlte Leistung:
Pointing-Vektor S = c

4¼(E £ B) Ã benutze fÄur E und B reelleFelder.

B (r ; t) =
k2

r
r £ (R cpcos(kr ¡ ! t) ¡ I m p sin(kr ¡ ! t))

Analog E(r ; t).

Zeitlich ermittelte Leistung:
µ

cos2(kr ¡ ! t) = sin2(kr ¡ ! t) =
1
2

; sin2(kr ¡ ! t) = 0
¶

pro Raumwinkel (Leistungsdichte auf Einheitskugel).

p(­) =
c

8¼
Rebr ¢r ¢(E £ B ¤)]

(3.140)

mit E und B aus (3.139).
Mit

f [(r £ p)£ r ]£ (r £ p¤)g¢r = [(r £ p)£ r ]¢[(r £ p¤)£ r ] i.e.((a£ b)¢c = a¢(b£ c))

folgt

p(­) =
c

8¼
k4 j(n £ p) £ nj2

(3.141)
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n = r=r

Wegenj(n £ p) £ nj2 = jp ¡ n (n ¢p)j2 = jpj2 ¡ j(n ¢p)j2 erhÄalt man fÄur die
gesamte abgestimmte Leistung

ptotal =
Z

d­ A(­) =
ck4

3
jpj2

(3.142)

BeispielfÄur elektrischeDipolstrahlen:Linearantennemit symmetrischer Spei-
sung

I (z)e¡ i! t = I 0 ¢
µ

1 ¡
Z jzj

d

¶
e¡ i! t

(3.143)

Skizzefehlt!

Kontinuit Äatsgleichung:Linienladungsdichte p0(Ladung pro LÄangeneinheit)ent-

lang beider Antennenarme:½0(z) =
+
¡ Z iI o

! d , (+: positive z-Werte, - negative
z-Werte.

Dipolmoment parallel zur z-Achse

p =

d=zZ

¡ d=z

dz z½0(z) =
iI 0d
2!

(3.144)

) Winkelverteilung der abgestrahltenLeistung dp
d­ = I 2

0
32¼c(kd)2 sin2

Gesamtstrahlungsleistungp = I 2
0 (kd)2

12c (kd ist quadratisch in der Frequenz.)
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3.6.2 Vorgeschrieb ene Tra jektorie

Wir untersuchen nun (Punkt)-T eilchen der Ladung e auf vorgeschriebener
Trajektorien r 0(t):

½(r ; t) = e±(r ¡ r 0(t))

J (r ; t) = ev(t) ±(r ¡ r 0(t)) ; v = _r 0 (3.145)

Also retardierte Potentiale:

©(r ; t) = e
Z

dt0 1
jr ¡ r 0(t0)j

±
µ

t ¡ t0¡
jr ¡ r 0(t0)

c

¶

A(r ; t) =
e
c

Z
dt0 _r (t0)

jr ¡ r 0(t0)j
±

µ
t ¡ t0¡

jr ¡ r 0(t0)
c

¶

(3.146)

Wegen

±(f (t)) =
1

jf 0(t0)j
±(t ¡ t0)

(3.147)

mit f (t0) = 0 ist

±
µ

t ¡ t0¡
jr ¡ r 0(t0)j

c

¶

= ±(t0¡ t0(t; r )) ¢
1

1 ¡ r ¡ r 0
jr ¡ r 0 j

r 0
c

(3.148)

wobei

t0 +
jr ¡ r 0(t0)j

c
= t



3.6. STRAHLUNG 107

implizit d ¢f . (bitte ÄuberprÄufen)

Einsetzenvon (3.148) in (3.146) ergibt die Li¶enard-Wiechert-Potentiale
µ

n =
r ¡ r 0(t0)
jr ¡ r (t0)j

¶

©(r ; t) = e
1

jr ¡ r 0(t0)j(1 ¡ n ¢v0(t0)=c)

A(r ; t) =
e
c

v0(t0)
jr ¡ r 0(t0)j(1 ¡ n ¢v0(t0)=c)

(3.149)

Gestatten Berechnung der von den Teilchen emittierten Strahlung (Lorentz-
Eichung).

Beispiel: Hertzscher Dipol:

Paar von Punktladungen
+
¡ e, Abstand r 0 = r 0(t). ) Dipolmoment

p(t) = ¡ er 0(t)

und ev(t) = ¡ e
_r 0(t)

2
+ e

¡ _r 0(t)
2

= _p(t)

De¯nition :

¢ r ¡ (t0) := r ¡
r 0(t0)

2
; ¢ r + (t0) := r +

r 0(t0)
2

(3.150)

) mit

R
+
¡ (t) =

1

j¢ r
+
¡ (t0)j ¡ ¢ r

+
¡ (t0) ¢

+
¡ _r 0 (t0)

2c

¯
¯
¯
¯
¯
¯
t0 = t ¡

j¢ r
+
¡ (t0)j
c

©(r ; t) = ¡ eR¡ (t) + eR+ (t)

A(r ; t) = ¡
e
c

_r 0(t0)
2

R¡ (t) +
e
c

¡ _r 0(t0)
2

¯
¯
¯
¯
¯
¯
t0 = t ¡

j¢ r
+
¡ (t0)j
c

(3.151)

NÄaherung:
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1) Ausdehnung jr 0j des Dipols klein gegenAbstandsvektor jr j jr 0j ¿ jr j

) ¢ r
+
¡ (t0) ¼ r

2) WellenlÄange ¸ klein gegenMaximalausdehnung jr max
0 j ) v

c ¼ 2r max
0
T c =

r max
0 !
¼c = 2r max

0
¸ ¿ 1

)

A(r ; t) = ¡
e
c

_r 0(t0)
jr j

=
_p(t0)

cr

¯
¯
¯t0 = t ¡

r
c

=
_p(t ¡ r

c)

r
(3.152)

unter VernachlÄassigungquadratischer Termein v
c .

Lorentz-Eichung:

divA +
1
c

@©
@t

= 0 =)
@©
@t

= ¡r ¢
_p(t ¡ r

c)

r
(3.153)

)

©(r ; t) = ¡r ¢
Z

dt
_p(t ¡ r

c)

r
= ¡r ¢

p(t ¡ r
c)

r

=
_p ¢r

cr2
+

p ¢r

r 3
(3.154)

Nahzoner ¿ ¸ ) © =
p¢r
r 3 bekanntes (statisches)Dipolpotential.

) Retardierung vernachlÄassigbar.

Fernzone:Der zweite Term geht schneller nach Null (» 1=r2) ) vernachl.
Einsetzender Pot. in Felder:

© »
_p ¢r

cr2
/

1
r

E = ¡
1
c

@A
@t

¡ r © = ¡
Äp

c2r
¡

_p

cr2
+

3( _p ¢r )r

cr4
+

(Äp ¢r )r

c2r 3
+

3(r ¢p)r

r 5
¡

p

r 3

B = pot A =
Äp £ r

c2r 2
+

_p £ r

cr3
(3.155)



3.6. STRAHLUNG 109

Nahzone: (r ¿ ¸ ): HohePotenzenim Nennerdominant

E =
3(p ¢r )r

r 5
¡

p

r 3

B =
_p £ r

cr3
(3.156)

= stat. Dipol

Fernzone: (r À ¸ ): HohePotenzenim NennervernachlÄassigt

E = ¡
Äp

c2r
+

(Äp ¢r )r

c2r 3
=

1
c2r 3

(Äp £ r ) £ r

B =
Äp £ r

c2r 2
(3.157)

) (r ; E ; B) bilden in Fernzoneein Orthogonalsystem,und E und B haben
den gleichen Betrag

E = B £
r
r

B = ¡ E £
r
r (3.158)

3.6.3 Poin tingv ektor des Dip olfeldes

Fernzone:

S =
c

4¼
(B £

r
r

) £ B =
c

4¼
(B ¢B)

r
r

¡
c

4¼
(B ¢

r
r

)B (3.159)

wegenB ? r ist B ¢r = 0 = c
4¼

(Äp£ r )2

c4 r 4
r
r
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Also

S =
jÄpj2

4¼c3r 2
sin2 #

(3.160)

/ 1
r 2 in Fernzone,wichtig fÄur Energieerhaltung.

# = 0; ¼ : S = 0: Dipol strahlt in Schwingungsrichtung nicht!
Äp = 0 ) S = 0 d.h. ohne Beschleunigung keine EnergieabstrahlungÃ !
Bremsstrahlung.

Nahzone:

S =
c

4¼
(E £ B) =

c
4¼

µ
3(p ¢r )r

r 5
¡

p

r 3

¶
£

_p £ r

cr3

=
1

4¼r 8
(3 (p ¢r ) r ¡ r 2p) £ ( _p £ r )

=
1

4¼r 8
(3 (p ¢r ) r £ ( _p £ r ) ¡ r 2p £ ( _p £ r ))

=
1

4¼r 8

©
3(p ¢r ) r (r 2 _p ¡ (r ¢p) r ) ¡ (r 2(r ¢p) _p ¡ (p ¢_p) r )

ª

=
1

4¼r 8

©
2 (p ¢r ) r 2 _p ¡ p_pr 2 (3 cos# + 1) r

ª
(3.161)

KomplizierteresVerhalten als im Fernfeld

Gesamtbetrag der abgestrahltenEnergiepro Zeit ¡ ! Fernfeld:
Mittlere Energieder Stahlung,die der Dipol wÄahrendeinerSchwingungsdau-
er T durch gro¼eKugel mit Radius R abstrahlt:

E =
1
T

ZZ
SRR2d­ =

1
T

TZ

0

dt

¼Z

0

2¼Z

0

Äp2

4c3¼
sin# sin#d' =

2
3c3T

TZ

0

Äpdt

| {z }
= Äp(t¡ r

c )

(3.162)

FÄur harmonische Schwingung:

p = p0 sin! (t ¡
r
c
) =) E =

a4p2
0T

3c3T
=|{z}

! = 2¼
T ;c¢T =3

16
3

¼4cp2
0

¸ 4
(3.163)

) Wieder / a4
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3.6.4 Elektrostatik in Materie (dic hte Medien)

E = gemitteltes, makroskopischeselektrischesFeld
r £ E = 0 =) 9© : E = r ©

elektrischesFeld verzerrt MolekÄule, Atome ) Multip olmomente Äandern sich

DominierendenMultip ol: Dipol ) esentsteht elektrische Polarisation P (Di-
polmoment pro Volumeneinheit)

P(r ) =
X

i

N i < pi > (3.164)

wobei N i die mittlere Anzahl der MolekÄule des i -ten Typs pro Volumenele-
ment und pi dasDipolmoment der i -ten MolekÄulart im betrachteten Medium
bezeichnet.

½(r ) =
X

i

N i < ei > + ½frei (3.165)

s' (r ; r 0) =
½(r 0)

jr ¡ r 0j
¢ V +

P(r 0) ¢(r ¡ r 0)
jr ¡ r 0j3

¢ V (3.166)

)

' (r ) =
Z

d3r 0¢ ' (r ; r 0) =
Z

d3r 0

½
½(r 0)

jr ¡ r 0j
+ P(r 0)r 0

µ
1

jr ¡ r 0j

¶ ¾

=
Z

d3r 0 1
jr ¡ r 0j

f ½(r 0) ¡ r 0P(r 0)g (3.167)

entspricht Pot. einer Ladungsverteilung ½¡ r ¢P )

r ¢E = 4¼(½¡ r ¢P| {z }
Polarisationsladung

) (3.168)

mit

D : = E + 4¼P
(3.169)

r ¢D = 4¼½
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3.6.5 Magnetostatik in Materie

r ¢B = 0 fÄur gemittelte magnetische Induktion

MolekÄule besitzenmagnetischesMoment ) makroskopische Magnetisierung
bzw. magnetische Momentdichte

M (r ) =
X

i

N i < mi > (3.170)

wobei N i die mittlere Anzahl von MolekÄulen desTyps i pro Volumeneinheit
und mi dasmittlere molekulareMoment eineskleinen Volumensbezeichnet.

Wie in der Elektrostatik:

¢ A(r ; r 0) =
J (r 0)

cjr ¡ r 0j
¢ V +

M (r 0) £ (r ¡ r 0)
jr ¡ r 0j3

¢ V (3.171)

)

A(r ) =
1
c

Z
d3r 0

8
>>>><

>>>>:

J (r 0)
jr ¡ r 0j

+
cM (r 0) £ (r ¡ r 0)

jr ¡ r 0j3
| {z }

= M (r 0)£r 0 1
j r ¡ r 0j

9
>>>>=

>>>>;

=
1
c

Z
d3r 0 1

jr ¡ r 0j

8
<

:
J (r 0) + cr 0£ M (r 0)

| {z }
=: JM e®ektive Stromdic hte

9
=

;
(3.172)

Damit ÄAquivalent der mikroskopischen Gleichung r £ B = 4¼
c J

r £ B =
4¼
c

J + 4¼r £ M (3.173)

De¯nition :
MagnetischesFeld:

H = B ¡ 4¼M ) r £ H =
4¼
c

J
(3.174)



Kapitel 4

Elektro dynamik in Materie

4.1 Maxw ellgleic hungen in Materie

Anwesenheitvon Materie Ã StrÄomeund Ladungeninnerhalb dieserMaterie
(abhÄangig von Bescha®enheit,Temperatur, auch von B und E).

Atomistische Vorstellung von Materie: aufgebautaus geladenenElementar-
teilchen, Felder beein°ussenderenBewegung.

Reaktion der Materie auf elektromagnetische Felder (atomistische Beschrei-
bungdurch quantenstatistischeTheoriederMaterie) ( = TheoriederMaterie
sprengt den Rahmender Maxwellschen Theorie.

Umgebungbzw. Abtrennung einer Theorie der (kondensierten)Materie von
M.-Theorie durch phÄanomenologische Maxwellgleichungenin Materie.

ZerlegenLadungenund StrÄomein je zwei Anteile

½(r ; t) = ½ex(r ; ¸ ) + ½mat (r ; t)

J (r ; t) = J ex(r ; t) + J mat (r ; t)
(4.1)

ex bezeichnet extremeAnteile, i.a. au¼erhalbder betrachteten Materie, ma-
nipulierbar.

113
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mat bezeichnet innereAnteile, i.a. nicht manipulierbar, Reaktion der Materie

Zerlegungnicht eindeutig,kann der jeweiligenFragestellungangepa¼twerden
(D...-Metall)

Verwenden½mat und J mat zur De¯nition einer

Polarisierungsdichte P und Magnetisierungsdichte M .

P und M = 0 au¼erhalbMaterie, die ½mat und J mat tr Äagt.

Beachte: ½mat und J mat genÄugen(wie ½und J ) Kontinuit Äatsgleichung.

@½mat

@t
+ divJ mat = 0

(4.2)

Zur Konstruktion von P und M : UnterscheidezwischenstationÄarenund °uk-
tuierendenAnteilen

X (t) = X stat + X °uk (t)
(4.3)

wobei X stat zeitl. Mitteln. und X °uk zeitl. Mittel verschw. ist und beideAn-
teile au¼erhalbMaterie verschwinden!

Fouriertransformation:

~X (! ) = 2¼X stat ±(! ) + ~X °uk (! ) (4.4)

) (4.2) FT:
¡ i! ~½mat (! ) + div ~J mat (! ) = 0 (4.5)
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De¯nition : zunÄachst P °uk (t) durch

@
@t

P °uk (t) = J mat
°uk (t)

(4.6)

oder

¡ i! ~P °uk = ~J
mat
°uk

legt P °uk eindeutig fest, verschwindet au¼erhalbMaterie.

Wegen(4.2) und (4.1) gilt

@
@t

P °uk = ¡
@
@t

divP °uk (4.7)

oder
¡ i! ~½mat

°uk = ¡ i! ~P°uk (4.8)

)

divP °uk = ¡ ½mat
°uk (4.9)

(Beachte ÄAhnlichkeit mit Maxwell-Gleichung div E = 4¼½, aber i.a.
rot P °uk 6= 0).

Wir betrachten nun stationÄare Anteile von ½mat und J mat . Auch hier streben
wir an

div P stat = ¡ ½mat
stat (4.10)

WegenP = 0 au¼erhalbder Materie mu¼Qmat =
R

d3r½mat
stat = 0 sein auf

jedemzusammenhÄangendenMateriestÄuck.
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; kÄonnenkeineGleichung analogzu (4.6) fordern, ½stat und J stat sind vÄollig
unabhÄangig. Wegendiv J mat

stat = 0 fordern wir stattdessen

De¯nition von M :

c rot M = J mat
stat (4.11)

Die so de¯nierte Magnetisierungsdichte M ist rein stationÄar.

Oft wird man gewisseTeile von J °uk
stat (s. spÄater) lieber durch eine Magneti-

sierungstatt durch einePolarisierungbeschreiben.
; Entferne entsprechendediv-freie Anteile ausJ °uk

stat in (4.6) (beachte: davon
wird (4.9) nicht berÄuhrt) und fÄugesie zur rechten Seitevon (4.11) hinzu.

LÄosbarkeit von (4.10) und (4.11):
Dazu notwendig sind

Qmat = 0; div J mat
stat = 0 (4.12)

Physikalische Bed. von P bzw. M :
Dichte elektrischer bzw. magnetischer Dipolmomente
Hierzu: Dipoldichten P bzw. M erzeugendasselbe Potential ' bzw. A wie
die Ladungsdichte ½P := ¡ div J bzw. die Stromdichte J M = c rot M .

Dipolmoment p = P(r 0) ¢¢ v im Volumenelement ¢ v am Punkt r 0 erzeugt
bei r elektrostatischesPotential

' r 0(r ) =
p ¢(r ¡ r 0)

jr ¡ r 0j3
= P(r 0) ¢¢ v ¢r 0 1

jr ¡ r 0j
(4.13)
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) Gesamtpotential

' (r ) =
Z

d3r 0 P(r 0) ¢
µ

r 0 1
jr ¡ r 0j

¶

| {z }
r 0¢

³
P ( r 0)
j r ¡ r 0j

´
¡ 1

j r ¡ r 0j
r 0P (r 0)

= ¡
Z

d3r 0 r 0P(r 0)
jr ¡ r 0j

=
Z

d3r 0 ½p(r 0)
jr ¡ r 0j

(4.14)

da P = 0 au¼erhalbder Materie.

Analog erzeugtDipolmoment m = M (r 0)¢ v dasVektorpotential

A(r ) =
Z

d3r 0 M (r 0) £
µ

r 0 1
jr ¡ r 0j

¶

| {z }
1

j r ¡ r 0j
(r 0£ M (r 0)¡r 0£

³
M ( r 0)
j r ¡ r 0j

´

=
Z

d3r 0 r 0£ M (r 0)
jr ¡ r 0j

=
1
c

Z
d3r 0 J M (r 0)

jr ¡ r 0j
(4.15)

da M = 0 au¼erhalbder Materie.

Damit Bed. der LÄosungvon (4.10) und (4.11) geklÄart.

Heuristische Konstruktionsvorschrift:

JedeLadungsverteilung ½mat
stat mit der Eigenschaft (4.12) kann aus lauter Di-

polpaaren aufgebaut werden ) P. Jede div-freie Stromdichte J mat
stat (4.12)

kann aus lauter kleinen KreisstrÄomenaufgebautwerden.) M (Ampµeresche
MolekularstrÄome)

Fassen°uktuierende und stationÄare Anteile zusammen:

½mat = ¡ div P ; J mat =
@
@t

P + c rot M
(4.16)

Eingesetztin inhomogeneMaxwellgleichung:

div E = 4¼(½ex + ½mat ) = 4¼½ex ¡ 4¼div P

rot B ¡
1
c

@
@t

E =
4¼
c

(J ex + J mat ) =
4¼
c

J ex +
4¼
c

@
@t

P + 4¼rot M (4.17)
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P und M sind sode¯niert, da¼siesich leicht mit E und B zusammenfassen
lassen.Dabei entstehen die Kombinationen

D = E + 4¼P
(4.18)

D = Dielektrische Verschiebung

und

H = B ¡ 4¼M
(4.19)

H = magnetische FeldstÄarke und B = magnetische Induktion

) inhomogeneMaxwellgleichung

div D = 4¼½ex

rot H ¡
1
c

@
@t

D =
4¼
c

J ex

(4.20)

Au¼erhalbMaterie:

D = E; H = B
(4.21)

Zusammenhangzwischen D; H und E; B in der Materie wird durch Eigen-
schaften der Materie bestimmt Ã ¡ Theorie der Materie

Einfachster, aber mit Abstand wichtigster Fall:
Matrie reagiert linear auf die Felder E und B. Reaktion der Materie durch
lineare elektrische bzw. magnetische SuszeptibiliÄat beschreibbar.
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Homogene(d.h. translationsinvariante) Medien: allgemeinsterZusammenhang

P(r ; t) =
Z

R3

d3r 0

+ 1Z

¡1

dt0 X el(r ¡ r 0; t ¡ t0) E(r 0; t0)

M = X mag H
(4.22)

enthÄalt

a) MÄoglichkeit der Anisotropie (bei Kristallen oder °. Kristallen).

b) zeitliche Retardierung (immer X = 0 fÄur t < t0). Werdensehen:Äaquiva-
lent einer FrequenzabhÄangigkeit von X .

c) rÄaumliche Nichtlokalit Äat (r 0 6= r ) =) AbhÄangigkeit von X von der Wel-
lenlÄangeoder Wellenzahl.

Zeitliche und rÄaumliche Fourier-Transformation, z.B.

~P(q; ! ) =
Z

d3r 0

+ 1Z

¡1

dt P(r ; t) ei (! t ¡ q¢r ) (4.23)

WegenTranslationsinvarianz desMediums in t und r

(4:22) =)
Faltungstheorem ~P(q; ! ) = ~X

el
(q; ! ) ¢~E(q; ! )

(4.24)

d.h. fÄur Fourier-Transformation ist lineare Reaktion einfach multiplik ativ.



120 KAPITEL 4. ELEKTR ODYNAMIK IN MATERIE

Natur der (r ; t) bzw. (q; ! )-AbhÄangigkeit von X anhandeinesatomarenMo-
dells der Materie leicht verstehbar:

Das E-Feld bei r 0 beein°u¼tdie Bewegung der Elektronen am Ort r . Der
Ein°u¼erstreckt sich aufgrund der Bewegungder Elektronen Äuber ein ganzes
Atom oder MolekÄul.

) Polarisation bis r beein°u¼tmit jr ¡ r 0j einigeatomareLÄangen.
)X (r ¡ r 0) nimmt stark ab, sobald jr ¡ r 0j > als atomareLÄangen.
Entsprechend ~X (q), sobald jqj < 1=einigeAtomdurchm.

Da Licht eine WellenlÄangevon einigen tausend Atomdurchmessernbesitzt,
wird man fÄur Licht praktisch q = 0 setzenkÄonnen.

Analog: typische Retardierungszeitenmit atomarer Schwingungsdauerzu
vergleichen.
) ~X Äandert sich drastisch mit der Frequenz! , sobald! die GrÄo¼enordnung
atomarer oder molekularerFrequenzenerreicht.

; SuszeptibilitÄat fÄur Licht nicht gleich der statischen(! = 0) SuszeptibilitÄat,
da im Infraroten molekulareoder kristalline Schwingungsfrequenzenliegen.

Im folgendenwerdenwir » in den Gleichungenweglassen- aber esist stets
eineFourierzerlegunggemeint. ( z.B. E ist E(r; t) = ~E(q; ! ) ei (qr ¡ ! t ) gemeint,
alsoeinebestimmte Fourier-Komp. desFeldes).

De¯nition : Dielektrische Funktion ²

D = ²(q; ! ) E
(4.25)

Wegen(4.18) und (4.24) ergibt sich

²(q; ! ) = 1 + 4¼X el(q; ! )
(4.26)

Man kann die lineare Reaktion der Materie auch durch ein
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verallgemeinertesOhmschesGesetzausdrÄucken:

J mat = ¾(q; ! ) E
(4.27)

dynamische LeitfÄahigkeit

Mit (4.6) [ _P °uk = J mat
°uk ] :

¾(q; ! ) = ¡ i! X el(q; ! )
(4.28)

De¯nition : magnetische PermeabilitÄat:

B = ¹ ¢H
(4.29)

Mit (4.19) und (4.22) [H = B ¡ 4¼M ; M = X magH ] folgt

¹ = 1 + 4¼X mag

(4.30)

Beachte verschiedeneBehandlung elektrischer und magnetischer Felder bei
der De¯nition von X und von ² und ¹ ! Es ist nicht M = X magB wie in
P = X elE.

Durch diese(Äublichen) De¯nitionen wird die Beschreibungdielektrischer und
magnetischer PhÄanomeneum vielesanaloger.Grund: Maxwell-Gleichungen
fÄur E und H geben Wirb el an, wÄahrendsiefÄur D und B die Quellennennen.
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4.1.1 Randb edingungen (in Materie)

Aus der Vakuum-Elektro-Dynamik kennen wir Stetigkeits- und Sprungbe-
dingungenfÄur die Felder E und B an Grenz°Äachen (sieheKapitel I und I I).
In Materie sind einigedieserBedingungenzu modi¯zieren.
(1)

rot E = ¡
1
c

_B =)
I

L

E ¢E dr = ¡
1
c

ZZ

F

_B ¢df

¡ !
a ! 0; l in¯netesimal klein l¢(E 1¡ E 2) = F ¢B ! 0; da B beschrÄankt, keine±-Zacken!

)

E tang stetig
(4.31)

(2)

div B = 0 =) °
ZZ

@V

B ¢df = 0 = (B 2 ¡ B 1) ¢F

)

Bnormal stetig
(4.32)

(3)
div D = 4¼½ex

)

(D 2 ¡ D 1) ¢n = 4¼¾ex

(4.33)

Bedeutet in vielen Anwendungen,da¼ Dnormal stetig , da ¾ex = 0 aber

meist ¾mat 6= 0.
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(4)

rot H =
4¼
c

J ex +
1
c

_D =)
I

L

H ¢dr =
4¼
c

Tex +
1
c

ZZ

F

_D ¢df

Hier ist Vorsicht geboten!
Man erhÄalt Ergebnisanalogzum Vakuum (n £ (B 2 ¡ B 1) = 4¼

c K ) nur dann,
wenn fÄur a ! 0 der Flu¼

RR
F

_D ¢df desVerschiebungsfeldesverschwindet.
Dazu darf die PolarisierungP keineOber°ÄachenbeitrÄagehaben.

Die Zerlegung J mat = J pol + J mag (div J mag = 0) mu¼also derart sein,
da¼J pol keineOber°ÄachenstrÄomeenthÄalt. Dann bekommt auch P ( _P = J pol

keine±-Zacken an der Ober°Äache.

Unter diesenBedingungen:

n £ (H 2 ¡ H 1) =
4¼
c

K ex

(4.34)

bedeutet oft

H tang stetig
(4.35)

4.1.2 Randw ertprobleme

Zusammenmit derMaterialgleichung(4.25)und (4.29)gestattendieMaxwell-
Gleichungen(4.20) und (4.21) und die homogenenGleichungen(3.64, b und
c) die Bestimmung der Felder bei vorgegebenenexternenQuellen.
Auch die LÄosungenvon Randwertproblemen, bei denen Teile dieser Quel-
len durch Randwerte ersetzt werden, ist durch diesenSatz von Gleichungen
bestimmt.

Wir diskutieren das Prinzip der LÄosungenkurz anhand der Problemeeiner
dielektrischen Kugel im homogenenFeld und einer
para- oder diamagnetischen Kugel im homogenenmagnetischen Feld.
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Wegenrot E = 0 9 ' : E = r '

Au¼erhalbKugel: D = E ; D = r ' au¼erhalb
In der Kugel: D = ²E ; D = ²r ' innerhalb
Wegen½ex = 0 = div D = 0 ) ' innen und au¼enharmonisch (¢ ' = 0) ;

Wie bei Metallkugel ' (r; #) =
1P

l=0
(A l r l + B l r ¡ l ) Pl (cos#)

(Pl (cos#) = Legendre-Polynom)

Randbedingungenan Kugelober°Äache:

E tang j @K stetig

Dnormal j @K stetig (©ex = 0)

Reicht zur eindeutigenBestimmung der LÄosung.Man ¯ndet, da¼Enormal und
E tang springen,d.h. E hat wie erwartet Quellenan der Ober°Äache und D hat
dort Wirb el.

Es zeigt sich eindrucksvoll, wenn man die Feldlinien der ZusatzfelderE ¡ E 0

und D ¡ E 0 zeichnet.

In der Kugel hat E ¡ E 0 die zu E 0 entgegengesetzteRichtung (entelektrisie-
rendesFeld), D ¡ E 0 die gleiche Richtung.

Behandlungder magnetischen Kugel analog.

4.1.3 Elektromagnetisc he Wellen

Betrachten nun Propagation elektro-dynamischer Wellen im (homogenen)
isotropen und nichtdispersiven Medium:

isotropen :

(
" = " 1
¹ = ¹ 1 nichtdispersiven :

½
"(! ) = "
¹ (! ) = ¹

Vakuum, FlÄussigkeiten, kubische Kristalle, polykristalline Medien: isotrop,
aber nichtdispersiv nur in begrenztenFrequenzbereichen fern von Absorpti-
onsfrequenzen.; " reell.

Freie Wellen genÄugen dann den 4 homogenenWellengleichungen: ¹ = 1, da
gesamter dynamischer Responsein P (d.h. B = H )
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div D = " div E = 0 rotE +
1
c

@
@t

B = 0 (4.36)

div B = 0 rotB ¡
"
c

@
@t

E = 0

Mit rot rotE = grad div E ¡ ¢ E und rot rotB = ¡ ¢ B folgt, da¼alle
Kartes. Komp. von E und B einer Wellengleichung genÄugen:

¢ u ¡
1
v2

@2

@t2
u = 0

(4.37)

mit der Geschwindigkeit

v = c=n ; n =
p

"
(4.38)

SpezielleLÄosungensind ebeneWellen

u(r ; t) = eik ¢r ¡ ! t

(4.39)

wobei der Wellenvektor k und die Frequenz! gegeben sind durch

! = vk = ck=n = ck=
p

"
(4.40)

Welle propagiert in Richtung k mit der Geschwindigkteit v, WellenlÄangeist
¸ = 2¼=k.

Theorie der Fourier-Transformation ; alle LÄosungenvon (4.37) lassensich
als ÄUberlagerungum ebeneWellen darstellen.
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) FÄur eindimensionaleWellen(d.h. alle k parallel): allgemeinste1-dim. ebene
Welle gegeben durch (s.ÄUbg.)

un (r ; t) = f (n ¢r ¡ vt) + g(n ¢r + vt) (4.41)

(k = k ¢n), f und g beliebig.

Beide WellenzÄuge f und g propagierenunverformt, da Wellengl.
a) linear
b) dispersionslos

Bei nichtlinearen und bei dispersiven Medien verformen sich i.a. die Wel-
lenzÄuge.Dispersionund Nichtlinearit Äat ) solitÄare Wellen oder Solitonen.

Wir suchen nun LÄosungenvon (4.37) der Form

E(r ; t) = Eeik (n¢r ¡ vt ) ; B (r ; t) = Beik (n¢r ¡ vt )

(4.42)

E und B beliebigekomplexeVektoren,physikalischeLÄosungbesteht ausdem
Realteil (oder ImaginÄarteil) von (4.42).

Wegendiv E = 0 und div B = 0 folgt

n ¢E = 0 ; n ¢B = 0
(4.43)

d.h. die Wellen sind stets transversal. Wegen

rotE ¡
1
c

@
@t

B = 0 folgt k £ E =
!
c

B (4.44)

also

B =
p

" n £ E
(4.45)
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d.h. E und B stehenÄuberall senkrecht aufeinander.

Beachte E; B sind komplex.
FÄuhre reellesrechtsorientiertes Dreibein (ONS) "1; "2; "3; n ein:

E = E1"1 + E2"2 (4.46)

B = B1"1 + B2"2

mit B1 = ¡
p

"E 2; B 2 = ¡
p

"E 1 wg.(4.45)

E1; E2 sind komplexeZahlen.
Wir diskutieren nur E weiter. Wir zeigennun, da¼el. Feldvektor E Ellipse
beschreibt, wenn r oder t variiert wird.
ZerlegenE j in Betrag und Phase:E j = ej ei±j

Betrachten reellephysikalische Feldkomp.

E j (¿) = Re
¡
E ei¿ ¢ej = ej cos(¿ + ±j )

¢
mit ¿ = k(n ¢r ¡ vt) (4.47)

Dies ist Parameterdarstellungeiner Ellipse

E 2
1(¿)
e2

1
+

E 2
2(¿)
e2

2
= 1 (4.48)
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Man kann "1 und "2 immer so wÄahlen, da¼sie in Richtung der Hauptachsen
der Ellipse zeigen.FÄur komplexeE j bedeutet dies,da¼sie orthogonal sind:

E1 = e1 ei± ; E2 = § e2 ei± (4.49)

Damit folgt fÄur die physikalischen AusdrÄucke

E1(¿) = e1 cos(¿ + ±) ; E2(¿) = ¨ e2 sin(¿ + ±)
(4.50)

Parameterdarstellungeiner Ellipse in Hauptachsenko.

Die Welle hei¼tdemnach elliptisch polarisiert.

SpezialfÄalle: (1) e1 = 0 oder e2 = 0 : linear polarisiert
(2) e1 = e2 : zirkular polarisiert

In komplexer Formulierung bedeutet lineare Polarisierung E1=E2 reell (E1

von E2 gleiche Phase),zirkulare Polarisierung E1=E2 = § i gleicher Betrag
(90± Phasenversch.)

Durch ÄUberlagerungvon zwei linear unabhÄangigenWellen ist jede Polarisa-
tion erreichbar.
Zwei linear, orthogonal polarisierte Wellen )

(1) phasengleiche ÄUberlagerung! wieder lineare Polarisation

(2) gleiche Amplitude 90± Phasenverschiebung ! zirkulare Polarisation

Umgekehrt: Durch zwei zirkular polarisierteWellensind alle Pol. durch ÄUber-
lagerung erzeugbar.Wellen mit Umlaufsinn gemÄa¼Rechtehandregel(bzgl.
Ausrichtung) hei¼enlinkspolarisiert oder von positiver HelizitÄat.

Obige elektro-magnetische Wellen sind weitgehendrealisierbarmit
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(a) Radiowellensendern

(b) Lasern

AndereQuellen: ÄUberlagerungvieler verschiedenerebenerWellen.Notwendig
fÄur die RealisierungebenerWellen:

1. Unendliche Ausdehnung und perfekte Ebenheit: auf natÄurliche Weise
eingeschrÄankt. Makroskopische Dimensionen(À ¸ ) zufriedenstellend.

2. Monochromasie: in vielen FÄallen erreichbar.

3. Eindeutige Polarisation: leicht erreichbar.

4. KohÄarenz: NatÄurliches,sehrgut monochromatischesund eindeutig po-
larisiertes Licht besteht aus ÄUberlagerungrelativ kurzer WellenzÄuge.
! nur fÄur kurze Zeit phasenkohÄarent. Laser-und Radiowellenum viele
GrÄo¼enordnungengrÄo¼ereKohÄarenz.Unterschiedein derKohÄarenzzwi-
schenmonochromat. natÄurlichenLicht und Laserlicht nicht im Fourier-
spektrum auszumachen. ; statistische Beschreibung, AussagenÄuber
Amplituden- und Phasen°uktuationen.

Brec hungen und Re°exionsgesetze

Wir diskutieren nun das Verhalten einer ebenenWelle beim ÄUbergangvon
einemin ein anderesMedium.

EbeneWelle mit Wellenvektor k propagierein einemMedium mit Dielektri-
zitÄatskonstante " und PermeabilitÄat ¹ , d.h. Brechungsindexn, und tre®eauf
Grenz°Äache zum Medium mit Dielektrizit Äatskonstante "0, PermeabilitÄat ¹ 0,
d.h. Brechungsindexn0 =

p
"0¹ 0. Bekanntlich entstehen i.a. eine gebroche-

ne Welle im gestrichenenMedium und eine re°ektierte Welle. Notation !
Zeichnung
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(a) einf: : E = E 0 ei (k¢r ¡ ! t ) ; B =
n
k

k £ E (4.51)

(b) gebr: : E 0 = E 0
0 ei (k0¢r ¡ ! 0t ) ; B 0 =

n
k0

k0£ E 0 (4.52)

(c) re°: : E 00= E 00
0 ei (k00¢r ¡ ! 00t ) ; B 00=

n
k00

k00£ E 00 (4.53)

Da damit die Maxwell-GleichungenerfÄullt sind, mÄussendieseWellen
zu allen Zeiten t und Äuberall auf der Grenz°Äache gewisseRandbedingungen
erfÄullen.

k ¢r ¡ ! t = k0¢r ¡ ! 0t + m1 2¼= k00¢r ¡ ! 00t + m2 2¼ 8t; 8r
mit r ¢en = 0

) r = 0 ) ! = ! 0 = ! 00 (4.54)

t = 0 ) k = k00=
!
c

n ; k0 =
!
c

n0 (oder
n
k

=
n
k0

=
n
k00

)

f 8r; r ¢en = 0 : k ¢r = k0¢r = k00¢r (4.55)

) (k ¡ k0) ¢r = (k ¡ k00) ¢r = 0

) (k ¡ k0) jj en ; (k ¡ k00) jj en

au¼erdem k £ en = k0£ en = k00£ en (4.56)

(4.55) ) k sin(®) = k0 sin(¯ ) = k00sin(®0) mit (4.54) folgt darausdas

Re°exionsgesetz ® = ®0 (4.57)

Brechungsgesetz
sin(®)
sin(¯ )

=
n0

n
(Snellius) (4.58)

Sehrallgemein,fÄur LÄosungenbeliebigerWellengleichungengÄultig. Kinemati-
scher Aspekt. Nun dynamische Eigenschaften, E 0 und B 0 wichtig.

Stetigkeitsbedingungen

Dn stetig ) [" (E 0 + E 00
0) ¡ "0E 0

0] ¢en = 0 (4.59)

Bn stetig ) [k £ E 0 + k00£ E 00
0 ¡ k0£ E 0

0] ¢en = 0 (4.60)

E t stetig ) [E 0 + E 00
0 ¡ E 0

0] £ en = 0 (4.61)

H t stetig )
·

1
¹

(k £ E 0 + k00£ E 00
0) ¡

1
¹ 0

k0£ E 0
0

¸
£ en = 0 (4.62)
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Betrachte SpezialfÄalle (allg. Fall geht daraushervor):

(1) E 0 senkrecht zur Einfallseb ene:
(d.h. senkrechte Papierebenein Skizze)

E 0 = E0en £ k

E 0
0 = E 0

0en £ k

E 00
0 = E 00

0en £ k

Dann (4.59) automatisch erfÄullt.

(4.61) ) E0 + E 00
0 ¡ E 0

0 = 0

alsoauch (4.60) erfÄullt : en £ k(E0 + E 00
0 ¡ E 0

0) = 0

(4:62) )
1
¹

[(k ¢en )E 0 + (k00¢en )E 00
0] ¡

1
¹ 0

(k0¢en )E 0
0 = 0

)
1
¹

k cos(®)(E0 ¡ E 00
0 ) ¡

1
¹ 0

k0cos(̄ )E 0
0 = 0

)
n
¹

(E0 ¡ E 00
0 ) cos(®) ¡

n0

¹ 0
E 0

0 cos(̄ ) = 0
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Au° Äosennach E0 und E 0
0 :

E 0
0

E0
=

2
p

"=¹ cos(®)
p

"=¹ cos(®) +
p

"0=¹ 0 cos(̄ )

mit (4.58)
¡ !
¹ = ¹ 0

2 sin(¯ ) cos(®)
sin(®+ ¯ )

E 00
0

E0
=

p
"=¹ cos(®) ¡

p
"0=¹ 0 cos(¯ )

p
"=¹ cos(®) +

p
"0=¹ 0 cos(¯ )

mit (4.58)
¡ !
¹ = ¹ 0

sin(¯ ¡ ®)
sin(®+ ¯ )

(4.63)

Fresnel'sche Formeln

(2) E 0 in der Einfallseb ene:

(4.60) automatisch erfÄullt.

(4.61) ) (E0 ¡ E 00
0 ) cos(®) ¡ E 0

0 cos(̄ ) = 0

(4.62)) (n=¹ )(E0 + E 00
0 ) ¡ (n0=¹ 0)E 0

0 = 0

(4.59) ebenfallserfÄullt.
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Au° Äosen)

E 0
0

E0
=

2
p

"=¹ cos(®)
p

"0=¹ 0 cos(®) +
p

"=¹ cos(¯ )
¡ !
¹ = ¹ 0

2sin(¯ ) cos(®)
sin(®+ ¯ ) cos(®¡ ¯ )

E 00
0

E0
=

p
"0=¹ 0cos(®) ¡

p
"=¹ cos(¯ )

p
"0=¹ 0 cos(®) +

p
"=¹ cos(̄ )

¡ !
¹ = ¹ 0

2tan(®¡ ¯ )
tan(®+ ¯ )

(4.64)

FÄur senkrechten Einfall (1) und (2) identisch.
Dann:

E 0
0

E0
=

2
r

¹" 0

¹ 0" + 1
¡ !
¹ = ¹ 0

2n
n + n0

E 00
0

E0
=

r
¹" 0

¹ 0" ¡ 1
r

¹" 0

¹ 0" + 1
¡ !
¹ = ¹ 0

n0¡ n
n0+ n

(4.65)

Im folgendensei ¹ 0 = ¹ .
FÄur n0 = n ist ® = ¯ , alsogibt eskeinere°ektierte Welle, klar.

Brewster-Winkel: einfallende Welle in Einfallsebene polarisiert (d.h. (2)),

dann ist E 00
0 = 0 (d.h. kein re°ektierende Anteil), wenn tan(® + ¯ ) = 1

d.h. ®+ ¯ = ¼=2 ) sin(¯ ) = cos(®), also fÄur

tan(®B ) =
n0

n (4.66)
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Anwendungen: Polarisations-Filter beim Autof., Fotogra¯eren ins Wasser
hinein.

Totalre°exion: FÄur n0 < n wird sin(¯ ) > 1 falls ® > ®0

sin(®0) =
n
n0

(4.67)
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) inhomogeneWelle mit

k0¢r = k0(xsin (¯ ) + z cos(¯ )) = k0x
sin(®)
sin(®0)

+ ik 0z

s µ
sin(®)
sin(®0)

¶ 2

¡ 1(4.68)

sin(¯ ) > 1 ) cos(̄ ) = i
p

sin2(¯ ) ¡ 1 rein imaginÄar ) jE 00
0=E0j = 1 in (1)

und (2), d.h. Total.

Typische FrequenzabhÄangigkeit von "(! ):

FÄur Materie anhand einesganz simplen Modells. Wir stellen uns die Elek-
tronen in Materie als harmonisch gebundeneTeilchen vor, deren Bewegung
durch das elektrische Feld E angetrieben wird, und durch innere Mechanis-
men gedÄampft ist.

) Newton'sche Bewgl.:

m(Är + ° _r + ! 2
0 r ) = eE(r ; t)

(4.69)
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Periodische Antriebskraft E = E0 e¡ i! t ) r (t) = r 0 e¡ i! t asymp.

) m(¡ ! 2 ¡ i° ! + ! 2
0) r 0 = eE 0 (4.70)

Verschiebung r der Ladung fÄuhrt zu Dipolmoment

p = er 0 =
e2

m
E 0

1
! 2

0 ¡ ! 2 ¡ i! °
(4.71)

N MolekÄule pro Volumeneinheit) Dipoldichte p ) dielektrische Funktion

"(! ) = 1 +
4¼n e2

m

X

j

f j

! 2
j ¡ ! 2 ¡ i! ° j

(4.72)

f j \Oszillatorst Äarke" = Anzahl von Elektronen im MolekÄul, die mit Frequenz
! j schwingen und DÄampfungskonstante ° j haben.

Quantentheorie der Materie fÄuhrt auf Formeln wie (4.72), f j mÄussenganz-
zahlig seinund einewichtige Summenregel(f -Summenregel)erfÄullen.

X

j

f j = Z

(4.73)

Z = Anzahl der Elektronen im MolekÄul



138 KAPITEL 4. ELEKTR ODYNAMIK IN MATERIE

In solchen dispersiven (und dissipativen) Medien hat man mit einer komple-
xen Wellenzahl

k =
!
c

p
"(! ) =

!
c

(n + iÂ) (4.74)
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zu rechnen. Man hat

n2 ¡ Â2 = Re"; 2nÂ = Im " (4.75)

Eine Welle in Richtung desEinheitsvektors en (reell) wird bei der Propaga-
tion exponentiell gedÄampft:

eik en ¢r ¡ i! t = e¡ (! =c)Âen ¢r ei! [(n=c)en ¢r ¡ t ] (4.76)

InMetallen und Plasmensind einigeElektronen nicht harmonisch gebunden,
sondernfrei beweglich.
Dies kann in unsererobigenTheorie durch ! 0 = 0 beschrieben werden.Wir
betrachten diesenFall fÄur niedrigeFrequenzen! ¿ ! j (j > 0). Dann

"(! ) = "0 + i
4¼¾0

!
³

1 ¡ i!
° 0

´

(4.77)

mit

"0 = 1 +
4¼N e2

m

X

j < 0

f j

! 2
j

; ¾0 =
f 0 N e2

m °0
(4.78)

Bedeutung von ¾0 als der statischen LeitfÄahigkeit ist mit (4.25) und (4.28)
verknÄupft.

Die Drudeformel

¾(! ) =
¾0

1 ¡ i! =°0 (4.79)

fÄur die dynamischeLeitfÄahigkeit stammt ausdemJahre1900.Ein \guter Lei-
ter" ist durch die Bedingung4¼¾=! À " 0 gekennzeichnet. FÄur einensolchen
ist "(! ) nahezurein imaginÄar und fÄur die Wellenzahl(4.74) folgt
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k = (1 + i )
p

2¼! ¾=c (4.80)

Eine Welle wird folglich beim Eindringen auf der Eindring- oder Skintiefe

± =
c

p
2¼¾! (4.81)

um den Faktor 1=egedÄampft.

Bei hÄoherenFrequenzen,! À ° 0, wird die LeitfÄahigkeit ¾(4.79)rein imaginÄar
(und unabhÄangig von ° 0) und wir erhalten

"(! ) = "0 ¡
! 2

p

! 2
(4.82)

wobei die Plasmafrequenz! p durch

! 2
p =

4¼f 0 N e2

m (4.83)

gegeben ist. Da bei Metallen meist ! p À °0 und auch bei Plasmen diese
Situation auftritt, gibt es einen Frequenzbereich, in dem " < 0. Man hat
dann fÄur alle Einfallswinkel die Situation der Totalre°exion, dieserklÄart das
GlÄanzenvon Metallen bei optischen Frequenzen.

4.1.4 Energieerhaltung in der Elektro-Dynamik in Ma-
terie

Erhaltungsgleichung:
Die mechanische Arbeit ist jetzt sinnvollerweisedie der Äau¼erenStrÄome im
E-Feld. Daher
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¡ J ex ¢E =
1

4¼
_D ¢E ¡

c
4¼

rot H ¢E +
1

4¼

³
_B + crot E

´
¢H

)

¡ J ex ¢E +
1

4¼

³
E ¢ _D + H ¢ _B

´
+

c
4¼

div (E £ H ) = 0
(4.84)

Pointingvektor
S =

c
4¼

(E £ H )

Feldenergie : (ganz allgemein)

1) Elektrisc he Feldenergie : ±½ex ¡ ! ±D, wird im vorhandenenFeld E aus
dem 1 -en herangebracht. E = ¡ grad© mit ©(1 ) = 0.

) ±A =
Z

d3r ±½ex(r )' (r ) ist aufzubringen:

) ±A =
1

4¼

Z
d3r E(r ) ¢±D(r )

denn ±½= r ¢(±D)=4¼, + part. Int.

±A
±t

=
Z

d3r
1

4¼
E ¢ _D

Eine Feldenergie(dichte) existiert nur dann,wenn±A sich alstotale Ableitung
schreiben lÄa¼t(Ã ! Hysterese):

E = E(D) eindeutig und
@E i

@D j
=

@E j

@D i
,

Es existiert f (D) mit E i = @f =@D i und E ¢±D = ±f (D)

Dann uel(r ) =
1

4¼
f (D(r ))
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Beispiel: D = " E und " ij = " j i (det " 6= 0)

; E = " ¡ 1 D E i =
X

j

(" ¡ 1) ij D j =
@

@D i

1
2

X

kl

Dk(" ¡ 1)klD l

) uel(r ) =
1

8¼
E ¢D =

1
8¼

E ¢" ¢E

=
1

8¼
D ¢" ¡ 1 ¢D

) _uel(r ) =
1

8¼

³
_E ¢D + E ¢ _D

´
=

1
4¼

³
E ¢ _D

´

2) Magnetisc he Feldenergie : Wir Äandern J ex und ±J ex. In dem dabei
induzierten Feld ±E(t) haben die StrÄomedie Arbeit

±A = ¡
Z

dt
Z

d3r ±E ¢J ex

zu leisten.

Analog zu (3.51) und (3.54)

±A = ¡
Z

dt
Z

d3r ±E ¢
c

4¼
(rotH )

= ¡
Z

dt
Z

d3r
c

4¼
(rot ±E) ¢H (H = O

µ
1
r 3

¶
)

=
Z

dt
Z

d3r
1

4¼
± _B ¢H =

Z
d3r

1
4¼

±B ¢H

) ±A =
1

4¼

Z
d3r H (r ) ¢±B(r )

(4.85)

±A
±t

=
Z

d3r H ¢ _B
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Falls ±H = H (B) eindeutig und

@H i

@B j
=

@H j

@B i
,

Es existiert g(B) mit H i = @g=@B i

Dann

umag(r ) =
1

4¼
g(B(r ))

Beispiel: B = ¹ ¢H und ¹ ij = ¹ j i (det ¹ 6= 0)

) umag =
1

8¼
H ¢B;

umag =
1

4¼
H ¢ _B

Lorentz-Invarianz der Elektro-Dynamik

Erinnerung an die VorlesungTheoretischePhysik I, relativistischeMechanik:
Betrachte physikalischeSystemein einemInertialsystemI und in einemdazu
relativ mit Geschwindigkeit v0 bewegtenInertialsystem I 0.

Die Natur zeichnet kein Inertialsystem aus (Relativit Äatsprinzip) ; welcher
Art sind die Transformations-Gleichungen?

Galileitransformation:

r 0 = r ¡ v0t; t0 = t

) aus F = q
µ

E +
1
c

v £ B
¶

folgt (3:50) (4.86)

E 0 = E +
1
c

v0 £ B; B 0 = B (4.87)

wegen r 0 = r und
@

@t0

¯
¯
¯
¯
r 0=k onst:

=
@
@t

¯
¯
¯
¯
r 0=k onst:

=
@
@t

¯
¯
¯
¯
r =k onst:

+ (v0 ¢r )t=k onst:
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folgt r 0¢E 0 = r ¢
µ

E +
1
c

v0 £ B
¶

= r ¢E ¡
1
c

v0 ¢(r £ B)
| {z }

verÄandert Maxw ell¡ Gl : r¢ E =4 ¼½

) Es gibt kein Transformationsverhalten fÄur die Felder, das zusammenmit
der Galileitransformation (4.87) die Maxwell-GleichungenerhÄalt.

Anstelle von (4.87) ist die Lorentz-Transformationzu nehmen!Diesfolgt ins-
besondereunmittelbar ausdenWellenausbreitungserscheinungen!(Geschwin-
digkeit c ist unabhÄangig vom Inertialsystem).

Lorentz-Transformation:
Grundeigenschaften:
Zusammenfassungvon Raum-Zeit-Komponenten einesEreignissesdurch

x = (x0; x1; x2; x3) = (ct; x; y; z) = (ct; r )
(4.88)

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit verlangt, da¼\Abstand" s

s2 =
¡
x0

¢2
¡

¡
x1

¢2
¡

¡
x2

¢2
¡

¡
x3

¢2

(4.89)

unabhÄangig vom Ko-systemist.

Mit dem metrischen Tensor

g =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 ¡ 1 0 0
0 0 ¡ 1 0
0 0 0 ¡ 1

1

C
C
A

d:h: g®¯ = 0 fÄur ® 6= ¯ ; g00 = 1;

g11 = g22 = g33 = ¡ 1
(4.90)
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ist s2 =
3X

®;¯ =0

g®¯ x®x¯ = g®¯ x®x¯

(Einstein Summenkonv:)
(4.91)

Es stellt sich die Frage:Welche linearenKo-Transformationen

x0® = L®
¯ x¯ ; d:h: x' = Lx (4.92)

lassens2 invariant? ; Lorentz-Transformationen.

s02 = g° ± L °
® L±

¯ x®x¯ = g®¯ x®x¯

) L °
® g° ± L±

¯ = g®¯ ; d:h: L tgL = g (4.93)

wÄare g = 1, so wÄare L 4-dim orthogonaleTransformationen.
Aber g 6= 1 ; andereGruppe!

Enthaltene FÄalle:

3 ¡ dim Drehungen(D) : L =

0

B
B
@

1 0

0 D

1

C
C
A

Raumspiegelung(Inversion) : L =

0

B
B
@

1 0

0 ¡ 1

1

C
C
A =: P

Zeitumkehr : L =

0

B
B
@

¡ 1 0

0 1

1

C
C
A =: T

SpezielleLorentz-Transformation:
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L =

0

B
B
@

cosh³ ¡ sinh³ 0 0
¡ sinh³ cosh³ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A (4.94)

Def. v=c= tanh ³ , dann

cosh³ =
1

p
1 ¡ tanh2 ³

=
1

q
1 ¡ (v=c)2

(4.95)

sinh³ = tanh ³ cosh³ =
v=c

q
1 ¡ (v=c)2

(4.96)

) x00 =
1

q
1 ¡ (v=c)2

³
x0 ¡

v
c

x1
´

;

x01 =
1

q
1 ¡ (v=c)2

³
x1 ¡

v
c

x0
´

;

x02 = x2; x03 = x3

(4.97)

(4.97) beschreibt den ÄUbergangzu einem mit der Geschwindigkeit v in x1-
Richtung bewegtenBezugssystem(! TP I, relativ. Mechanik).

Verallgemeinerungauf Geschwindigkeit v in beliebigerRichtung (durch Be-
achtung der Drehinv.):
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x00 =
1

q
1 ¡ (v=c)2

µ
x0 ¡

1
c

v ¢x
¶

x0 = x +

0

@ 1
q

1 ¡ (v=c)2
¡ 1

1

A (v ¢x) v
v2

¡
x0=c

q
1 ¡ (v=c)2

v

= ° xk + x? ¡ ° t
v
c (4.98)

; 3-param.Schar von Lorentz-Transformationen.Noch keineGruppe! Man
mu¼Drehungen hinzunehmenum Lorentz-Gruppe zu erhalten ; G Para-
meter

Eigentliche Lorentzgruppe: eigentliche Drehungen(4.88) und (4.98) ! Kon-
tinuierliche Gruppe, de¯niert durch

L tgL = g; detL = +1; L 0
0 > 0

(4.99)

HinzufÄugender diskretenTrafosP; T; P ¢T fÄuhrt zur (vollen) Lorentzgruppe,
die daher aus4 unzusammenhÄangendenTeilen besteht.

Um Skalarprodukt wie in (4.91) Äubersichtlicher zu machen, de¯niert man
neben

kontravarianten Vierervektor x® = (ct; x) siehe(4:88)

kovarianten Vierervektor x® = g®¯ x¯ = (ct; ¡ x) (4.100)

Wegen(4.92) und (4.93) transformiert sich ein kovarianter Vierervektor wie

x0
® = (L ¡ 1)¯

® x¯ ; x0 = (L ¡ 1)t x (4.101)

Bew. in Matrixschreibweise(x kontravariant, y kovariant)

y0 = gx0 = gLx = gLg¡ 1 = (L t )¡ 1 y
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Def.: Skalarprodukt auskontravariantem und kovariantem Vektor

s2 = x® x®

(4.102)

Solche Skalarprodukte sind Lorentzinvariant : (y kovariant, x kontravariant)

y0tx0 =
h¡

L ¡ 1
¢t

y
i t

L x = yt L ¡ 1 L x = yt x

Def.: kontravariante Tensoren2. Stufe, f ®¯ , Trafo-Verhalten

F 0®¯ = L®
° L ¯

± F ° ±; d:h: F 0 = LF L t (4.103)

Analog zu (4.100):
\Herunterziehen" von Indizes ; kovarianter Tensor

F®¯ = g®° ḡ ± F ° ± (4.104)

oder gemischter Tensor

F®
¯ = g®° F ° ¯ (4.105)

VerallgemeinerungdesBegri®sdesinneren Produktes: Summation Äuber ein
Indexpaar auseinemoberenund einemunteren Index.
(auch Kontraktion, VerjÄungung).
f ::::::

:::®::: ¢G:::®:::
:::::: ist Tensor (da alle nicht-kontraktierten Indizes nicht berÄuhrt

werden) mit F und G.

Beispiel:

F®
® ist Skalar

F®
¯ x¯ ist kovarianter Vektor

Die de¯nierte Gleichung (4.93) fÄur Lorentz-Transformationenhei¼t:Der me-
trische Tensor g®¯ ist ein kovarianter Tensor, der unter allen L invariant
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bleibt. Dasentspricht der Rolle, die bei Drehgruppedie Einheitsmatrix spielt.
Die Umkehrung von (4.100) fÄuhrt zu:

x® = g®¯ x¯ (4.106)

Man de¯niert kontravarianten metrischen Tensor g®¯ . O®enbar ist g®¯ =
(g®¯ )¡ 1, stimmt wegen(4.90) mit g®¯ Äuberein. g®¯ = g®¯ .

Man kann zeigen:

8L Lorentz ¡ Trafo: g®¯ = L®
° L ¯

± g° ±

(4.107)

d.h. g®¯ ist kontravarianter Tensorim Sinnevon (4.103):
Gemischte Tensoreng®

¯ und g¯
®. Wegeng®¯ = (g®¯ )¡ 1 gilt:

g®
¯ = g®° g° ¯ = ±®

¯

(4.108)

wobei ±®
¯ als Kronecker-Delta bezeichnet wird.

Transformationsverhalten der partiellen Ableitungen @
@x® :

Aus der Kettenregel und (4.92) (x0® = L®
¯ x¯ ) folgt:

@
@x¯

= L®
¯

@
@x0®

oder
@

@x0®
=

¡
L ¡ 1

¢̄
®

@
@x¯

) @=@x® kovarianter Vierervektor, analog@=@x® kontravarianter Vierervek-
tor.

Bezeichnung:

@® :=
@

@x®
=

µ
@

c@t
; ¡r

¶
; @® :=

@
@x®

=
µ

@
c@t

; r
¶

(4.109)
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Bei der Untersuchung der Lorentzinvarianz der Elektro-Dynamik kann man
von der Mechanik ausgehenund das Transformationsverhalten der elektro-
magnetischen GrÄo¼enausder Kraftgleichung

dp
dt

= q
µ

E +
1
c

v £ B
¶

erschlie¼en.

Man wei¼,da¼p die rÄaumlichen Komponenten desViererimpulsessind:

p® = (p0; p); p0 = E=c; E =
p

(mc)2 + (cp)2 (4.110)

Die Geschwindigkeit v selbst ist kein Teil einesVierervektors, sonderngeht
wie folgt in die Vierergeschwindigkeit U® = p®=m (m = Masse,d.h. Ruhe-
massedesTeilchens)ein:

U® =

0

@ c
q

1 ¡ (v=c)2
;

v
q

1 ¡ (v=c)2

1

A = (U0; U)

(4.111)

Die Kraftgleichung erhÄalt eine lorentz-kovariante linke Seite,wenn man
(1) sie um die Nullkomponente ergÄanzt:

dp0

dt
=

1
c

dE
dt

=
q
c

v ¢E

(2) von der t-Ableitung zur Ableitung nach der Eigenzeit ¿ des Teilchen
Äubergeht:

d
dt

=
p

1 ¡ (v=c)2
d
d¿

wg: d¿ =
1
c

p
dx® dx®

=
p

dt2 ¡ dr2=c2 =
p

1 ¡ (v=c)2 dt

Dann lautet die Kraftgleichung:

dp®

d¿
=

q
c

¡
U ¢E; U0E + U £ B

¢

(4.112)
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Rechte Seite: Ladung q ist Lorentz-Skalar!

Wir konstruierennun ausVektor U® und denFeldernE und B einenVektor,
dp®

d¿ .

Tensoralgebra:Wennelektro-magnetischesFeld durch TensorF ®
¯ beschrieben

wird, dann kÄonnte (4.112) die manifest kovariante Form

dp®

d¿
=

q
c

F ®
¯ U¯ =

q
c

F ®¯ U¯
(4.113)

haben.

Durch Vergleich von (4.112) und (4.113) identi¯zieren wir den
FeldstÄarketensor:

F ®
¯ =

0

B
B
@

0 Ex Ey Ez

Ex 0 Bz ¡ By

Ey ¡ Bz 0 Bx

Ez By ¡ Bx 0

1

C
C
A

oder F ®¯ =

0

B
B
@

0 ¡ Ex ¡ Ey ¡ Ez

Ex 0 ¡ Bz By

Ey Bz 0 ¡ Bx

Ez ¡ By Bx 0

1

C
C
A (4.114)

Antisymmetrisch:

F ®¯ = ¡ F ¯ ®
(4.115)

Wir haben 6 unabhÄangige Komponenten, die durch die Dreiervektoren E
und B gegebensind. Wir prÄufennun, ob die Maxwell-Gleichungendamit ver-
tr Äaglich sind.Wir beginnenmit denInhomogenitÄatenderMaxwell-Gleichungen.
Wir erfÄullen die Kontinuit Äatsgleichung

@½
@t

+ div J = 0
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Dieseist wegen(4.109) in allen InertialsystemengÄultig, wenn ½und J eine
Viererstromdichte

J ® = (c½;J )
(4.116)

bilden. ) Kont.-Gleichung

@®J ® = 0 (4.117)

Dieselbe Struktur hat die Lorentz-Konvention

1
c

@'
@t

+ div A = 0

die in allen InertialsystemengÄultig ist, wenn die Potentiale © und A einen
Vierervektor

A® = ('; A)
(4.118)

bilden. ) Lorentzkonvention

@®A® = 0 (4.119)

TatsÄachlich sind die Wellengleichungen(3.73) dann kovariant.

Der d'Alembert-Operator

2 = @® @® =
µ

@
c@t

¶ 2

¡ ¢
(4.120)
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ist nÄamlich Lorentz-Skalar, und die Gleichung (3.73) lautet daher

2 A® =
4¼
c

J ®

(4.121)

Die Felder ergeben sich ausPotentialen nach

E = ¡
@A
c@t

¡ r '; B = r £ A

d.h. Ex = ¡ @0A1 + @1A0 usw., Bx = ¡ @2A3 + @1A0

Mit FeldstÄarketensor(4.114) erhalten wir so tatsÄachlich

F ®¯ = @®A ¯ ¡ @¯ A®
(4.122)

Die beideninhomogenenMaxwell-Gleichungenlauten nun:

@®F ®¯ =
4¼
c

J ¯

(4.123)

Wegen@®F ®¯ = @®@®A ¯ ¡ @®@̄A® = 2 A ¯ ¡ @̄ (@®A®)
| {z }

=0 (4:119)

Äaquivalent zu (4.121).

FÄur die homogenenMaxwell-Gleichungenerinnern wir uns an die Dualit Äats-
Transformation (3.67).
TensorielleFormulierung: Benutze total antisymm. Tensor4. Stufe:

²®¯ ° ± =

8
<

:

+1 f: alle geradenPerm: von (®¯ ° ±) = (0123)
¡ 1 f: alle ungeradenPerm: von (®¯ ° ±) = (0123)

0 sonst:
(4.124)

Dieserist ein invarianter Tensor,denn²0®¯ ° ± = L®
®0L ¯

¯ 0L °
° 0L±

±0 ²®0̄ 0° 0±0
total

antisymmetrisch und ²00123 = detL.
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) L®
®0L ¯

¯ 0L °
° 0L±

±0 ²®0̄ 0° 0±0
= ²®¯ ° ±detL (4.125)

d.h. ² ist invarianter Pseudotensor.

Transformation (3.67):

~F ®¯ (») = F ®¯ cos» +
1
2

²®¯ ° ±F° ± sin» (4.126)

Speziell fÄur » = ¼=2 erhalten wir den dualen FeldstÄarkentensor

F ®¯ = ~F ®¯ (¼=2) =
1
2

²®¯ ° ±F° ± =

0

B
B
@

0 ¡ Bx ¡ By ¡ Bz

Bx 0 Ez ¡ Ey

By ¡ Ez 0 Ex

Bz Ey ¡ Ex 0

1

C
C
A (4.127)

ÄUbergangvon F ®¯ nach F ®¯ bedeutet einfach E durch B und B durch ¡ E
ersetzen.

Daher ist unmittelbar klar, da¼die homogenenMaxwell-Gleichungendurch

@®F ®¯ = 0 (= 0¯ )
(4.128)

gegeben sind.

Wichtigste Folgerungaus obigem:Wir wissennun, wie sich die GrÄo¼ender
Elektro-Dynamik bei Lorentz-Transformationenverhalten.

ZunÄachst Verhalten desVierervektors J ® = (c½;J ). Aus (4.98) lesenwir ab

½0 =
1

p
1 ¡ (v=c)2

µ
½¡

1
c2

v ¢J
¶

(4.129)

J 0 = J +

Ã
1

p
1 ¡ (v=c)2

¡ 1

!
(v ¢J )J

v2
¡

½v
p

1 ¡ (v=c)2
(4.130)

= ° J k + J ? ¡ ° ½v
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n.b.: E®ekt der Lorentz-Kontraktion mittels 1=
p

1 ¡ ( v
c )2.

Das Verhalten von E und B folgt aus dem von F ®¯ . Man schreibt zunÄachst
dasTransformations-Verhaltenbei speziellenL.-Transformationen(4.94)nie-
der,verallgemeinertdannmit Hilfe rÄaumlicherDrehungauf L.-Transformation
(4.98).
Man erhÄalt

E 0 =
1

p
1 ¡ (v=c)2

µ
E +

1
c

v £ B
¶

+

Ã

1 ¡
1

p
1 ¡ (v=c)2

!
(v ¢E)v

v2
| {z }

E k

B 0 =
1

p
1 ¡ (v=c)2

µ
B ¡

1
c

v £ E
¶

+

Ã

1 ¡
1

p
1 ¡ (v=c)2

!
(v ¢B)v

v2
| {z }

B k

(4.131)

Vgl. (3.50) Ã nur modi¯ziert durch ErhÄohung der zu v transversalenFelder
um Faktor 1=

p
1 ¡ ( v

c )2.

Zum Abschlu¼halten wir noch fest, da¼wir ausden FeldstÄarketensorenzwei
skalare Felder bilden kÄonnen.

1)
1
2

F®¯ F ®¯ = B 2 ¡ E 2 (Skalar) (4.132)

2) ¡
1
4

F®¯ F ®¯ = B ¢E (Pseudoskalar) (4.133)

n.b.: Invarianz dieserbeidenAusdrÄucke.

Lagrangesche Elektro-Dynamik

Wir untersuchen zunÄachst die LagrangefunktionfÄur das freie Teilchen:
Wirkung

S =

t2Z

t1

dt L (qi (t); _qi (t))
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Hamilton'schesPrinzip: S[qi (t)] mit qi (t º ) = qiº (º = 1; 2) stationÄar (±S =
0) fÄur wahre Bewegung.

Euler-Lagrange-Gleichung:

d
dt

µ
@L
@_qi

¶
¡

@L
@qi

= 0

FreiesrelativistischesTeilchen: @L 0=@r = 0

S =

¿2Z

¿1

d¿° L ) ° L Lorentz Skalar

) L0 »
1
°

=
p

1 ¡ (v=c)2; dim L = Energie) L 0 »
mc2

°

L0 = ¡ mc2
p

1 ¡ v2(t)=c2 = ¡ mc2 +
mv2

2
+ O(v4)

)
d
dt

µ
@L0

@v

¶

| {z }
= p

=
d
dt

(m° v) = 0

Teilchen im elektro-magnetischen Feld: Nichtrelativistisch L int = ¡ q' ° L int
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Skalar ) ° L int » A®U® mit A® = ('; ¡ A) und U® = (° c;° v) L = L 0 + L int

L int = ¡
q
c°

A®U® = ¡ q' +
q
c

A ¢v
(4.134)

Kanonischer Impuls: P = @L=@v = m° v + qA=c wobei ° v = kinetischer
Impuls p.

d
dt

P = _p +
q
c

h
_A + (v ¢r ) A

i
;

@L
@r

= ¡ qgrad' +
q
c

[(v ¢r )A + v £ rotA]

) _p = q
µ

E +
1
c

v £ B
¶

LagrangefunktionfÄur Felder:

Punktmechanik ¡ ! Kontinuumsmechanik
Index i ¡ ! x, k (Ort, Feldindex bei mehrerenFeldern)
dyn. Variable qi ¡ ! ' k(x) (Feld)
Geschwindigkeit _qi ¡ ! r ' k(x); _' k

L =
P

i L i (qi ; _qi ) ¡ !
R

d3r L (' k ; @' k), L Lagrangedichte
S =

R
dtL ¡ !

R
d3r dt L

Relativistische Feldtheorie:L Lorentzskalar, weil d3x dt invariant. (Zeitdila-
tation und Lorentzkonstruktion kompensierensich).

L = L (' k ; @®' k)

Man variiert die Felder ' k(x®), ±S = 0 (±' k(1 ; t) = 0, ±' k(r ; t º ) = 0)

) Euler-Lagrange-Gleichungen:

@®

µ
@L

@(@®' k)

¶
¡

@L
@' k

= 0
(4.135)



158 KAPITEL 4. ELEKTR ODYNAMIK IN MATERIE

Elektro-Dynamik: Als Felder dasViererpotential A®, F ®¯ = @®A ¯ ¡ @̄A®

L em = ¡
1

16¼
F®¯ F ®¯ ¡

1
c

J®A® (4.136)

= ¡
1

16¼
g¹Â gº ¸ (@ÂA ¸ ¡ @¸ AÂ)(@¹ Aº ¡ @º A ¹ ) ¡

1
c

J®A®

@L em

@(@®A ¯ )
= ¡

1
16¼

g¹Â gº ¸
£
±®Â ±̄ ¸ F ¹º ¡ ±®¸ ±̄ Â F ¹º + ±®¹ ±̄ º F Â¸ ¡ ±®º ±̄ ¹ F Â¸

¤

= ¡
1

4¼
F®¯

@Lem

@A®
= ¡

1
c

J®

mit

@® @L em

@(@®A ¯ )
¡

@Lem

@A ¯
= 0

)

@®F®¯ =
4¼
c

J¯
(4.137)

d.h. L em fÄuhrt Äuber Euler-Lagrange-Gleichungenauf Maxwell-Gleichungen.

Punktteilchen:

J ®(r 0; t0) = (c½;J )

= (c; v) q±(r 0¡ r (t0))

=
q
°

U® ±(r 0¡ r (t0))

Z
d3r 0

µ
¡

1
c
A®(r 0) J ®(r 0)

¶
= ¡

q
c°

A®(r )U® = L int

Insgesamt:

L = ¡
mc2

°
¡

q
c°

A®U® ¡
Z

d3r
1

16¼
F®¯ F ®¯

= LTeilchen + L int + LFeld (4.138)
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LagrangefunktionfÄur Teilchen im elektro-magnetischen Feld


