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Intro

Im Rahmender klassisdien Physik haben wir esstets mit deterministischen

Bewegungsgleichungerzu tun, da wir dort Aussagenéber einekleine Anzahl

an Teilchen oder Untersystementre®en. Ist deren Zahl hingegensehr gro¥a
(N » 10%3), sobediert man sich statistischer oder wahrscheinlichkeitsthe-

retischer Konzepte

Statistisc he Physik : Statistische Mechanik der | Gleichgewictszustande|.

MikrozustAnde vs. Makrozustand

Mikrozust Ande: besdirieben durch Ort und Impuls aller Teilchen
MakrozustAnde: besdrieben durch Wahrsdeinlichkeitsverteilung, Tempera-
tur, Volumen, Druck :::.

[+ Quantenmedanik ) Quantenstatistik, immer noch Gleichgewidt]

‘ ZeitabhAngige PhAnomene:Nic ht-Gleichgewict

z.B. bei Energie-Zufuhr:
2 Atmosphére - Ozon
2 Leben
2 Strédmung

2 Verformung / Bruch

Wiederum: gro¥seAnzahl von Freiheitsgraden) statistische Konzepte

relevante Freiheitsgrade+ Hintergrundrauschen) \stochastische Prozessé




Kapitel 1

Zufallsv ariablen

Wahrsdeinlichkeitstheorie! MaYstheorie! Mathematik
Intuitiv e Vorstellung !  klassisd (Laplace)

Axiomatische Methode: (Kolmogorov 1933)
Betrachte Menge S (\exp erimentelle Resultate™)

A¥S , A\Ereignis"
' 2S , flg\Elementar-Ereignis"

EreignisA(Y2 S) ist eingetro®en,  wir beobadten bei einmaliger Ausféhrung
desExperiments ein Elemert ! 2 A

Jedem Ereignis A(¥2 S) wird nun eine Wahrsdeinlichkeit P(A) 2 R zuge-
ordnet. Drei Axiome

1)y P(A), O
1) P(S)=1
) Ajgi ;A 1,2 e disjunkte Teilmengenvon S(Aj\ A; = ; flvi 6 j)
[ X
) P Ai = P(A)

[3+K drper (¥+Algebra, Borel-K drper) der Ereignisse:SystemF von Mengen
mit

A;B2F ) A\B2F
A[B2F
A2F

Vereinigung von abzahlbar vielen MengenausF .]



W ahrsc heinlic hk eitsraum :

i) Menge S aller interessierenderexp erimen tellen Resultate

i) ¥«K@drper der Ereignisse , ein Systemvon Untermengenvon S
iii) die den EreignissenzugeordnetenW ahrsc heinlic hk eiten

Beispiel: S seieineendliche oder abzahlbar unendliche Mengewief1;2;:::;g
Betrachte z.B. ¥:K@drper, der aus allen f! g erzeugtwird;

P(flig) = P,
de niert dann die Wahrsdeinlichkeit.

z.B. Wikfel, !'; = i Augenzahl (i = 1;2;:::;6)P(f! ig) = %
Die Wahrsdeinlichkeit fiv das Ereignis f 1;5g ist P(f 1g) + P(f5g) = %

Beispiel: S sei die Menge der Punkte der reellen Achse. Ereignisse: alle
Intervalle [x1; X2] und abzahlbare Vereinigungen,Sdnitte. p(x) seiFunktion

R
mit dxp(x)=1;p(x), O
il

z.
P(fx- ,9 = dxp(x)
il

R .
) P(x1;x2]) = dxp(x); P(fxg) = 0wenn p(x) bestirankt
X1
Fiv dx hinreichend klein: p(x)dx ist die Wahrsdeinlichkeit fiv [x; x + dx]

Def. Zufal Isvariablen:
X:S! R;! 7l x4 (1.2)

\Zufallsv ariable”( Zuordnung von reellen Zahlen zu Ereignissen) mit 8, :
A =1fljX()- ,gist ein Ereignis.

P(FIjX(1)=1g)=0= P(f!jX(') = ilg ) (1.2)

Im obigen Beispiel sind die Ereignisseschon reelle Zahlen, also! = x und X
die Identit &: X (x) = x; A = fxjx - , gist ein Ereignis mit Wahrscein-
lichkeit P(fx - | Q).

V erteilungsfunktion der Zufallsvariablen X: Px (,) = P(A ) = Wahr-
scheinlichkeit, dassbei RealisierungeinesElemertes! 2 S gilt X (1) -

In obigem Beispiel: Px (,) = P(fx - , g)

Fiv die Praxis:

Zufallsvariable oder stochastische Variable charakerisiert durch
a) Menge aller m@glichen Werte

b) Wahrsdheinlichkeitsverteilung Px (, )
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Ist die Mengein a) dasreelle Intervall [a;h], soist

Z
Px(,) = dxp(x)

R
mit p(x), 0; dxp(x)=1
a
p(x) ist die Wahrsdeinlichkeitsdic hte .
Ist die Mengein b) diskret: P; = P(x;) Wahrsceinlichkeit fiv Wert x;.
X X
P(x)=  Pixxi xj); P=1
i i

Wic htige W ahrsc heinlic hkeitsdic hten und -verteilungen

a) Konstante Dichtefunktion (Gleic hverteilung , uniforme Verteilung)
im Intervall 1 = [a;b]

) PK)

1
b-a

b) Gau¥- oder Normalv erteilung

p(x)

0.08 m=10

0.06

0.04 s=5

0.02

-5 5 10 15 20 55 X
p(t; ¥%;x) = pi—ei (xi 1)2=297 (1.3)
2Y/3a
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d)

I =[i1 ;+1]
Fourier-Transformation:
71
G(k) =  dxé<*p(y; 3Z;x) = e 2K (1.4)
il

Marginale Verteilung fiv X1;:::;Xs;S< N:

Ps(X1;:::Xs) = Pn(X1;::1Xn) dXsep ;020 dXy (1.5)
Bedingte Wahrsdeinlichkeit vonxq;:::;xs fl Xs+1 ;1015 X fest(Bayes'
Regel):

Psjni s(X1; 015 Xs]Xs41 ;003 Xn) = P:Z&; '; -. ;.).(?))(n) (1.6)
(x1;::7;%s) und (Xs+1 ;107 Xn) sind statistisc h unabh Angig .

Multiv ariate Normalverteilung
DA — 21/‘-1”:2 . 1 . Tail .
P(*;AX) = @ expfi E(ll )y A" (xi Y9 (1.8)
- T I
G(k) = exp(i* ki SkTAK) (1.9
Beispiele fiv diskrete Verteilungen:
Binomialv erteilung :
N
Bnipik)= @i P K (k=01:::0n) (1.10)

(z.B. n-maliges Miinzerwerfen, p = 3; B = Wahrsdeinlichkeit filr k
mal Kopf)

Poisson-V erteilung :
k
p(, ;k) = ’kl e (k=0;1;2::7) (1.11)
NAherung fiv Binomialverteilung fiv p sehrklein, , = pn fest.
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Mittelw erte

a) n-tes Momen t
1o=X"i = dxx"p(x) (1.12)

oder Erwartungswert E(X ")

R
1l.-tesMoment = Mittelw ert: hXi = E(x) = dxxp(x)
[

, R
(z.B. filr Gleichverteilung hXi = dxx p(x) = 3)
0

b) Varianz oder mittlere quadratische Abweichung (vom Mittelw ert)
Y8= Var(X)= hX j 1% =M% 1{=1,j 1] (113
Oft:
Var(X) = hiXZii ; %= P Var(X); (1.14)

wobei ¥ Standardab weichung

c) Schiefe
H s
o Xt o
s=nh 7 [ (1.15)
;  Asymmetrie
d) Mittlere Abweichung
z
d=h)x i *ji= dxjXi *jp(x) (1.16)
[
e) Wahrsc heinlic hster Wert
1 max ist der Wert x, fév den p(x) maximal ist.
f) Median
1 1 ist der Wert x fiév den
Z Zb 1
dxp(x) = dx p(x) = > 1.17)

a X

R
®Quantil X : dxp(x)=®

a



g) Charakteristisc he Funktion G(k)
z

h)

G(k) = he*%i = dxe** p(x) (1.18)
|

= Fourier-Transformation von p(x).
Falls alle Momernte existieren:

X n
G(k) = mknthi (1.19)
n=0

Kennt man G(k) ergebken sich die Momente durch Ableiten

d"G(k) 1.,
G = (1.20)

(; daherauch Momenten-generierendeFunktion genanr)

Entwicklung von In G(k) nach k

X (k)"
G = U .) K, (1.21)
o n
ergibt die Kum ulanten:
Ki = 1
Ky = 15 19=%
Kg = 13j 3tptp+ 203
Kg = 14 45ty 35+ 12,27 611
(GauYaerteilung: In G(k) = j %%kz + itk ! Alle Kumulanten bis auf

1. und 2. versdwinden)

Erzeugende Funktion
Falls X nur ganzzahligeWerte annimmt, de niere statt der charakte-
ristischen Funktion G(k) = he'kXj

F(z)=  P«z= heXi fibr alle komplexenz mit jzj - 1
n=0
(1.22)
z.B. fir Binomialverteilung
X Unﬂ
F@= | @i p"=@ip+zp" (1.23)
k=0
Die Momernte ergelen sich wieder durch Ableiten
d :
1= P F (@m0 (1.24)
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Addition von stochastisc hen Variablen

SeienX 1; X » zwei unabhéngige stochastische Variablen mit Wahrsceinlich-

keitsdichten px , (X1); px, (X2).

Verteilung der SummeY = X1+ X
Z

py (y)dy = | dxapx, (X1) Px, (Y i X1)dy (1.25)
py (y) ist Faltung.
) charakteristische Funktion
Gy (K) = Gx, (K) ¢Gx,, (k) (1.26)
wobei Gy (k) = exp(ikKy i 2k?KY + :::) und
Gx,(K) 6Gx, (k) = exp(ik (K" + K32) | 1k2(KJ3*+ KJ2)+ ::0)
) hYi = hXii + hXoi (1.27)
Var(Y) = Var(X1)+ Var(Xy) (1.28)
Analog fiv N Zufallsvariablen und alle Kumulanten fiv Y = X1+ 111+ Xy
X
Kn(Y) = Kn(Xi) n=1;2;::: (1.29)
i=1
Es folgt der au%serordetlich wichtige zentrale Grenzw ertsatz
SeienX;;i = 1;:::;N unabhangige,identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Ki(Xi) = <X;j>=20
Ko(Xi) = Var(X;) = % fivi=1;:::;N
Fiv
1
z=pﬁ(x1+:::+ XN) (1.30)
ergibt sich
Ki(z) = 0
1 X
Ka(z) = & Ka(Xi)= %
i=1
Kn(Z) = O(N'?2)
) NIilrln Kn(Z) = 0 firn, 3



R .
Weiter gilt: Gx (k) = dxek*py (x) = 1j 3%#k?+ O(k®). Damit folgt aus
Z= plﬁ(xl+ i+ xn) und (1.26), dass:

k
Gz(k) = fo(Pﬁ)gN
o 137Kk? 'SENEY
= f1| é N +O(N3:2)g
YZk?
' .
el )
Also gilt:
Pz(2) = »L- expli %)
Beispiel:
Zufallszahlengeneratorim Computer, X 2 [0; 1] gleichverteilt:
1 Z
© hi= Z;Vvar(X) =  x%dxj hxi?= (1.31)

2 12

0
Dannist x%= (x;j %)p 1_23/4einepZufaIIsva jable mit Mittelw ert 0 und Varianz
1

Y%, die gleichverteilt ist in [} 3 12%+3 12%)

Produziere N solcher Zahlen und bilde
Z= plﬁ(xf+:::+x§,) (1.32)

) Z naherungsveise GauYiske Zufallsvariable mit Varianz ¥# und Mittel-
wert 0 (z.B. N = 12)

Betrachte N Kopien einer Zufallsvariablen X ; bilde

Z:NE(X1+:::+XN) (1.33)

(Mittelw erte von N Realisierungenvon X))
) Kn(Z)=Ni X Kn(Xi) = Ni "™ Kq(x) (1.34)

i=1
d.h.

Ki(Zz) = hi = hXi
Ko(Z2) = Var(Z) = N£Var(X) (1.35)
Kn(Z) = O(N'?) firn> 2 (1.36)
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Erzeugung von Zufallszahlen (auf dem Computer)
Pseudo -Zufallszahlen (Knuth, Pressoet al.)

Lineare Kongruenzmethaode: rp41 = (arp + b) mod m (gesdickt gewdhlte
Parameter), Startwert ro (\seed")

I Folgevon ganzenZahlen aus [0;m] ; Division durch m

Wiederholung nach m Zahlen

RAN2: (m; a;b) = (714025 1366 150889)und Tabelle mit 97 Zahlen, daraus
\zuf Allig" eine Zahl.

Andere Verteilungen :
Koordinatentransformation: x ! y(x); p(x) vorgegelen

) BY) = pX(Y)) %3 (1.37)

transformierte Dichte

Sei
8
< 1 x2][0;1]
p(x) = . (1.38)
- 0 sonst
dx 2
) 0y BY) ) x(y)=P(y)= dy’p(y9 (1.39)

Yo

KO-Transformation y(x) erzeugtdann aus gleichverteiltem x Zufallszahlen
y mit Verteilung p(y)

Y = Y(X) = Piiy) (1.40)
Beispiel:
a)

p(y) = wel Wmity 2 [0;1 ] (1.41)

d a4
) d—; =we W) x(y)= dy'weWW'=1; W  (1.42)

0
) y=i WIn(l. X) (1.43)
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d.h. produziert man in [0; 1] gleichverteilte Zufallszahlenx und bildet
y gemél/(1.43) oder einfach

y = %In X (1.44)

soist y eineRealisierungeinerexponertiell verteilten Zufallsvariablen Y .

b)

1 1 .
y = tan(¥*x)) p(y) = Vit y? Lorentz-Verteilung (1.45)

wobei x gleichverteilt in [0; 1]

c) Analog in hgherenDimensionen

X1,1100X
p(y) = _W_p(*) (1.46)
1 YN
zB.n=2
P—— x1 = @ zi+y3)
= H 1 e 2\V1 2
Y1 i 2Inx; Cf)S(Z/z)(z) oder 1 .
y2 = i 2Inxq sin(2¥x3) X2 = 2—1/4arctan Vi
dann B B
- . : 1 . 2 1 ) 2
@xaixa)m o1 g%l o % (1.47)

@y1y2) 2 2s
d.h. y; und y, sind beide (unabhéngig) Gau¥s-erteilt.

@bungsaufgab en

1.)a) Werfe n mal eine Minze. Zeig?, dassdie Wahrsdeinlichkeiten dafi,
dassexakt k-mal \Kopf " P, = 21" 2 ist, wenn \Kopf " 1 EUR gewinnt
und \Zahl" 1 EUR verliert. Was ist die Wahrsceinlichkeitsverteilung fir
den totalen Gewinn?

b) Wasist die Wahrsdeinlichkeit fi 6 Richtige im Lotto (6 aus49)?

2.)a) Beredne die Momente der Gleichverteilung
8
< 1 iy
> TArjxj< a
Py=, =
- 0 fArjxj>a
b) Berechne die Momente der GauYz-\érteilung P (x) = 9%4@ x2=2
c) Betrachte die Cauchy-Verteilung P (x) = %AW X2 [l ;+1]7??
Ist sie normiert? Wasist mit den Momenten?
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3.)a) Beredhne die charakteristische Funktion der Gleichverteilung und leite
daraus die Momernte ab.

b) Wasist die allgemeinsteVerteilung mit der Eigensthaft, dassalle Kumu-
lanten von hgherer als 2. Ordnung verscwinden?

c) Finde die Kumulanten der Poisson-\erteilung Py, = 2} ei 2

4.) a) Beweiseund interpretiere die Normierung der bed. Wahrsdeinlich-

abhéngiger Variablen?
b) Berechne dlge Momente < x"y™ > und Kumulanten << x"y™ >> (aus

G(kiky) = E2PIP o ynym > ynd In G(ki;kp)) der bivariaten
n;m

Gauvserteilung P(x;y) = const. ei 2(@?+2bxy+cy?)

Zufallsereignisse
Beispiele:
2 Knackenim Geiger-Zahler
2 Ankunft von Elektronen an der Anode einer Vakuum-Rghre
2 Ankunft von Kunden am Sdalter
Auc h:
2 Eigernwerte einer hermetischen Zufallsmatrix auf der reellen Achse

2 Energien von kosmisten Strahlen

Def. Zufallige Menge von Punkten, Ereignissenoder Punkt-Prozessen

a) Zustandsraum:
i)s2f0;1,2:::g
i) 8s:jl < 1< ¢a<:ii<¢és<+1l;¢2R
(, groYdanonisdhesEnsenble)

b) Wahrsdeinlichkeitsverteilung dieser ZustAnde: Qs(¢a; éo; i 1) és), Mit
71 71 A

Qo+ deQu(e)+ da deQoéné)+:ii=1 (1.48)
il il é

Bequemer: Besdrankung a) ii) aufheben, d.h. 8¢5, 2 R, aber mit Qs sym-
metrisiert in den Variablen

X o,z

s!
s=1 i1

: Qo+ déz:::désQéaiiiés) = 1 (1.49)
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Mittelw erte : de niert fiv Funktionen fAg; A1(éa);A2(¢éa;é2);:::9 im Zu-
standsraum
. ® oq
; hAI = AgQg + ] deég:iidésAlén::iés) Qs(én:i:és) (1.50)
s=1

Beispiel: Anzahl N von Punkten im Intervall [tg;ty]
8

<1 t 2 [ta; ty]

A) = . (1.51)
0 sonst
o
;o NI = h  A(g)i
YFl
] Zt X
= o déai::dés Qs(én:iiés) Aléz)
s=1 T ¥Fl
v L 71 71
= G daA(a)  déiiidésQsleaiiica)
s=1 I i il
X 1 Zb 71
= 1 1) déz déoiiidés Qs(ea:iiés) (1.52)
s=1 I .ta i1

Poisson-V erteilung
Die Zufalls-Ereignisseheivserunabh Angig , wenn alle Qs faktorisieren in der
Form

Qs(éaiiiés) = € qéa)a(éa) i::0(és); Qo =€ (1.53)
Normierung
71
8¢:0a(¢), 0; deq(e)=° (1.54)
il

Fiv die mittlere Anzahl von Punkten im Intervall [t4;ty] ergibt (1.52) :
1

0
S .
Wi = e’ @ = dada) et A
s=1 | .ta
2o
= deéale) (1.55)

ta
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analoghNi? = hNi?+ hNi
Man kann sogardie gesante Wahrsdeinlichkeitsverteilung von N ausred-
nen. Dabei ist die charakteristische Funktion gegelen durch:

KN:  _ . X Ny
"N = hexpik A(éi
$Z4]
. 110 - A 1
= ei ° g d(le'kA(C)q(c)A
0:0 1
: 9
< 71 =

= exp. de(eMO i 1)q(¢) de,
il

g 2o 2
= exp. (€€ 1) deq(e),
h fa
= exp (€ 1N
R iN o
= e N —”l\il" kN (1.56)
N =0 '
3 .
&) Py kN (1.57)
Def. char. Funktion N =0
)
.N )
Py = et (1.58)

Wabhrsdheinlichkeit, dassexakt N der unabhéngigen Zufalls-Punkte in das
gegelenelntervall fallen! Poisson-V erteilung

Die Poisson-\erteilung besdreibt ganzallgemeindie Verteilung unabhangi-
ger Ereignissein einer beshrankten Region - wie Regertropfen, die einen
bestimmten Ziegel tre®en.

2 1 Parameter (Mittelw ert < N >)
2 unabhangige Ereignisse

Def. Shot-Noise

q(¢) = Y%= const. flv ¢ 2 [j T;T]; %= °=2T. Im LimesT ! 1:;°1! 1
mit Y4fest, ergibt sich eine station Are Verteilung von Punkten - genanrt
Shot-Noise .
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Kapitel 2

Sto chastisc he Prozesse

Stochastische Variable X ! de niert beliebige andere stochastische Varia-
blen z.B. Y = f (X), oder mit zusAtzlicher Variable:

Yy (t) = f(X;t) (2.1)

Y (t) ist \Zufalls-F unktion”, meistensentspricht t der Zeit :]stochastisdwer Prozessl

Einsetzen einesm@glichen Wertes x fiv X ergibt
Yx(t) = f(x; 1) (2.2)

\Sample-Funktion" oder \ Realisierung des Prozesses"

Mittelw erte

y
WY (i = Y(t) Px (x) dx (2.3)

Allgemeiner: n Zeitentq;to;:::;th ! n-tes Momert

z
hY (t1) Y (t2) i Y (tn)i = Yx(t2) Yx(t2) i 0 Yx(tn)Px (x) dx (2.4)

Autok orrelationsfunktion

K (t1;t2) = hW (L)Y (t2)ii = HY(t)Y (t2)i i BY (t)ihY ()i (2.5)

fiv ty = to | zeitabhéngige Varianz hiv (t)%ii = %£(t)
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Stationarit At

hY (t1+ &) Y(ta+ &)Y (th + &)i = hY ()Y (t2) .Y (tp)i (2.6)

MeistensK (tq1;t2) %40 filv t1 i to > ¢, wobei ¢, Autok orrelationszeit
Mehrere Komponerten: Y (t) = (Y1(t);:::; Y. (1))

Korrelationsmatrix Kij (t1;t2) = hiYi(ty)Y] (to)ii
(i =j : Autokorrelation, i 6 j: Cross-Korrelation)
fiv Mittelw ert 0 und stationdr: Kij (¢) = hYi(0)Y; (¢)i = Kji(i ¢)

Beispiel

a) Seip(t) Funktion vont, X eine Zufallsvariable.
Y (t) = w(t)X ist stochastischer Prozess.

b) Seien¢y;éo;::: unabhéngige, stationdre \Random Dots" (d.h. Shot-
Noise) mit q(¢) = Y2
Y (t) = 8(tj ¢z \Campbell's Prozess"
YF1
, R
hyi =%  3C¢)de,
i1
TR
K(t) =" 3 ¢)3(t+ ¢)de
i1
R
hty (t)™ii = % (3( ¢)™d¢

i1

Bemerkungen

a) Warum kommen stochastische Prozessein die Physik ?
(Mikro ! Makro, nicht \Unk enrtnis", sondern\scheinbare Irrelevanz"
von mikroskopischen Details.)

b) Wie kommen stochastisthe Prozessein die Physik?
(Mittelung Bber Anfangsbedingungen, Ensenble, Zeitmittelw ert und
Ensenblemittel.)

c) Zeitentwicklung? (Liouville-Gleic hung)
) \StoYazahl-Ansatz",\Molekulares Chaos",\Random PhaseApprox".
) Makroskopische Gleichung fiv Mittelw ert und Fluktuationen
(Reversibilitat , Irreversibilit At)

d) Quantenmedanik
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Fourier-T ransformation eines stochastischen Prozesses

Y (t) ist ein reeller, einkomponertiger Prozess,t 2 [0; T]

R : nY ’
Yy (t) = An:x Sin ?t 2.7
n=1
Z 3 .
27T v
Anx = = _sin ?4t Yy () dt (2.8)
Parse\al'sche Gleichung:
Zr
1R 1
S A2, = S Yy(t)2dt (2.9)
2 : T
n=1 0

Abergangvon Koezxzienten Anx ! zur stochastisthen Variable Ap

, 7 M T
Mni = = sin —t hY(Didt (2.10)
0
(2.9))
R F
= hA2i= = hy(t)didt (2.11)
2 T
n=1 0

AngenommenY (t) ist stationAr mit Mittelw ert O und endlicher Autok orre-
lationszeit ¢c:

%mﬁi = hy?i (2.12)

n=1

Wie verteilt sich dastotale Quadrat der Fluktuation auf die einzelnenFre-
guenzen(Moden)? S(! ): Spektral-Dichte

X 1, ..
S(1)e! = ShAd (2.13)

I <Van=T<! +¢ !

T groYs, ¢! klein, und viele n fallenin ¢! .
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Wiener-Khinc hin Theorem

A
S(M) = 12 cos( ¢) K (¢)dt (2.14)
/4
0
Beweis
z 0
<AZ2> = A dtosmﬂsmm—thv(t)v(t%.
T2 T
0 0

z Zit
4 ynt |~ /n(t +¢)

> sm?dt sin Fm d¢

0 ’ t {Z » Ofir C>(JF

—

R )
sin M dc’
il
ydl 1
4
T2

4
Ynt Yn
) ne
sin® — dt cos—= K (T)d¢
T T (T)d¢

0 il

—

71
4 Yt Yt . Yng
+
sin T cos T dt sin T K(¢)

0 il
71
4T Yin¢
ﬁ? COS? K ((J) d(, (215)

't {z }

+

R cog(! ¢) K (&) d¢g

Wenn K (¢) hinreichend glatt und wegen(T=%¢ ! Termeim Intervall ¢!
gilt:
T 1 4 T z
S(h)e(!) = 1—/4¢ ! ¢§ ¢ﬁ (l:§ cos( ¢) K (¢)de¢ (2.16)

Beispiele:

a) Spektraldichte flr Campbell's Prozess:S(! ) = 20j& (1)j2 (¥ Fourier-
transformierte von &( t))
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b) Response eineskritisch geddmpften Galvanometers auf einen Streu-
Puls zur Zeit t = Oist p(t) = ctei °t. Wasist die Spektraldichte eines
stationAren Stroms unabhAngiger Zufalls-Pulse.

c) Kathode emittiert Elektronen zu unabhangigen Zufalls-Zeiten.
Spektraldichte der Strom-Fluktuationen: S, (f) = 2eni (f = %4)
Die Hierarc hie der Verteilungs-F unktionen

Gegelen sei ein stochastisther ProzessYx (t).
Wahrsdeinlichkeitsdichte dassYy (t) den Wert y z.Zt. t annimmt

Z
po(Y;t) = Hyi Yx (1)) px (x)dx (2.17)
Analog (y1 beity, y, beity;:::;yn beity)
Pn (Vg ti;Y2it2; 1 Ynitn) = (2.18)

Hy1i Yx(te) Hyz2i Yx(t2)) :iiH(yn i Yx(tn)) px(x) dx

) de niert unendliche Hierarchie von Wahrsdeinlichkeitsdichten py,.

Mittelw ert;

Y (t3)Y (t2) 120 (tn)i = (2.19)

Konsistenz-Bedingungen  fiév Hierarchie
ipn, O
il pp ist invarinat unter Vertauschung zweier Paare (X,;tn) und (x;;t;)
ii an(yl;tl;yz;tz;:::;yn;tn)dyn = Pnj 1Yot Y2it2 i Yng 1t 1)
1\ RDl(YlJtl) =1

Kolmogorov: Jeder Satz von Funktionen p, mit (i)-(iv) de niert eindeutig
einen stochastisthen ProzessY (t).
Konditionierte W ahrscheinlic hkeit

Pyja(y2; t2jya; t1) ist die Wahrsdheinlichkeitsdichte fév Y, den Wert y, zur
Zeit t; anzunehmen,vorausgesetzt,dasgzur Zeit t; seinWert y; gewesenist
(d.h. man bestrachtet Sub-Ensenble):  dy, pyj1(Y2; tajys;ts) = 1.
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Allgemeiner: Fixiere die Werte von Y zu k versdiedenen Zeiten ty;:::; tk,
frage dann nach Wahrsdeinlichkeit zu | anderenZeiten ty.1;::; tee

Prjk (Y1 s Tkt s 200 Vi s T 1Yo B 000 Yo ti) = (2.20)

Charakteristisc hes Funktional

Sei Y (1) ein stochastischer Prozessund k() Raum von Testfunktionen
Y27, Ya
Glk] = hexp i dtk(t)Y (t) i (2.21)

il
X m Z
= — dty:::dty k(ty) ¢::: ¢k(tm)hY (t1) €1 CY (ty)i
oo M!
;  Beredinung der Momente durch Funktional-Ableitung. Analog:
X oim Z
In GKk] = —  dtg:iidty K(t) €z k(T ) hRY (tg) €0 CY (ty)i

m!
m=1

Ein Prozessist genaudann station Ar, wenn:
Pn(yiite+ &yaita+ &iiiynitn + 6) = Pa(ytasyaita; it yn;tn)
Ein Prozessist Gauviish:
, alle P, sind multiv ariate Gauss-\érteilungen
a

©OR ~ _RR }
. GIKI=exp i dtik(t)hY(t)ii 3 dtdty k(tr)K(t2)htY (t1)Y (to)ii

(Oft studierte, besonderseinfache Prozesse.)

Beispiel: Schwingende Seite (Nic ht-Mark ov'sch)

Elastische Energie

ZLde'ﬂz

1
E=_ d
> X

o dx
+thermisc he Fluktuationen: P[y]/ exp(i E[y]=kT)

Integration im , Funktionen-Raum\ :0< X1 < Xo < :::< Xy < L

X (youg i yo)?

1
) By =, S

0=Q
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7 W
) Pa(Y1X1:::YniXn) = =

N[

ey &
2/Xo+1 i Xo) P2 X i xo

0:0

Erflllt also die Konsistenzbedingungen(i)-(iv) und besdreibt einen Gau¥s-
prozess(nicht station&r):

xa(L i x2)

hY (x1)i = 0 hY (X)) Y(X2)i = L
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Kapitel 3

Mark ov-Prozesse

Wir formulieren die Markov-Eigensdaft einesstochastischen Prozessesv
n aufeinanderfolgendeZeiten t; (t; < to < ::: < t,) wie folgt:

Pijni 1(Ynithjy1its; 1255 Yng atni 1) = Pyja(Ynitaiyn 15tn; 1); (3.2)

d.h. die bedingte Wahrsdeinlichkeit zur Zeit t, ist durch yn; 1 bei ty; 1
eindeutig bestimmt und ist nicht beein°u¥tdurch das Wissenvon fridheren
Zeiten:

Pyj1 = ..Gbergangsvahrsmeinlichkeit\

Ein Markov-Prozessist vollstAndig bestimmt durch P1(y1;t1) und
P1j1(y2; t2jy1; t1). Daraus ergibt sich die gesante Hierarchie, z.B:

P(ynte;y2ita;yaits) = Pa(yiiti;yz;tz) CPyja(ys; tajys;tr; yoit2)  (3.2)
= Pa(ya;t1) CPy1(y2; tajya; ta) ¢Py1(ys; tajyz; ta)

etc. Darum sind Markov-Prozessegut handhabbar und nden zahlireich An-
wendung.

Bemerkung

a) Anzahl der Neutronen im Kernreaktor ist Markov'sch.
b) Spiel Kopf oder Zahl, Y (t) Gewinn, ist Markov'sch.

c) Betrachte gewdhnliche DGL: x = f (x) mit x(to) = Xp.
x = A(xo;tj to) gendgt der De nition einesMarkov-Prozesses:

P1j1(X; tiXo;to) = #x i A(Xo;ti to)]

) Jederdeterministische Prozessist Markov'sch.
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Beispiel

Altestes und bekanntestesBeispiel einesMark ov-Prozessesst die Brown'sche
Bewegung:leichte Molekile kollidieren mit schweren Teilchenin , zufalligen
Weise.Dadurch variiert derenGesdwindigkeit in Form von kleinen, ansdei-
nend unkorrelierten Sprdngen v. Je grézerv, um so mehr Kollisionen von
.vornd "nden statt. Also hAngt v in [t; t + +t] von v zur Zeit t ab, jedoch
nicht von fridheren Zeiten. Somit handelt essich um einen Markov-Prozess.
(NAhereBehandlung spéter)

Ab er: DiesesBild ergab keine Bbereinstimmung mit dem Experimert.
Einstein & Smolucowski: Zwischen zwei Beobaditungen der Position des
Brown'schen Teilchens hat sich die Geshwindigkeit viele Male gedndert
(¢obs: A o). ) Man beobadtet die Gesam-Versdiebung nach vielen
Anderungen der Geshwindigkeit.

Sei X1;X2;::: eine Reihe von (Positions-)Messungen,dann ist Xyx+1 | Xk
zufallig und unabhangig von Xx; 1;Xk; 2;:::; (v und) x; Markov-Prozess
(auf der groben Zeitskala des Experimerts).

;  Basisfiév Theorie der Brown'schen Bewegung.

Bemerkung

a) Makov-Eigensdaft lediglich NAherung:
Xk+1 i Xk gro¥s) vi wahrsdheinlich gro%
) Xk+2 | Xk+1 auch ehergro¥a
) Autok orrelations-Zeit der Geschwindigkeitresultiert
in Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden
Versdiebungen (kleiner E®ekt, wenn ¢ops: A écorr:)

b) Kollisionen nicht instantan ; v; ebenfalls nicht Markov'sch

au¥erdemAnnahme, dassdie Bewegungdes Brown'schen Teilchens
keinen geordnetenFluss in umgebender Flssigleit erzeugt.
(! GedActnis, z.B. Gasmolekile nicht Markov'sch)

c) Allgemein: Dasselke physikalische System kann durch verschiaene
Mark ov-Prozessebesdtirieben werden
I abhéngig vom Level der Besdreibung
Beispiel: Dissoziation einesGasesvon binAren Molekien
AB! A+ B
1. Level: Wahrscheinlichkeit fiv AB aufzuspalten
abhangig von augerblicklicher Konzertration
) ist Markov-Prozess
2. Level: Beridcksichtigt Scwingungszustnde der Molekile
; Random Walk @ber Scwingungszus#nde ist
ebenfalls Markov'sch
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Konzept einesMarkov-Prozessesuch fi Prozessey (t) mit r Komponerten.
(3 Gestwindigkeiten desBrown'schen Teilchens,r chemisde Komponerten
einer reagierendenMixtur)

Wic htig : seir komponertiger stochastisther ProzessMarkov'sch
i ! s komponertiger Prozess(ignoriere r j s Komponerten) i.a.
nicht Markov'sch

Umgek ehrt : Ist ein physikalischer Prozessnicht Markov'sch, so gelingt es
mandhmal, ihn durch Hinzunahme von Komponerten in
einen Markov-Prozesseinzubetten.

z.B.: Brown'sche Bewegung mit Au%erenteld
7 Vi(Xy), v alleine nicht Markov'sch, aber (X¢; Vt).

Im Prinzip kann jedes abgesblossenephysikalische System als Markov-
Prozessbesdireiben werden, wenn man alle mikroskopischen Variablen als
Komponerten hinzunimmt (s.o. Bsp. c)).

Kunst des Physikers: Finde einen signi kant kleinen Satz von Variablen
(coarse-grainedlevel, Kontraktion oder Projektion)

Chapman-Kolmogoro v-Gleic hungen

Integriere (3.2) Boery, (t1 < t22< t3)

boPa(yritasysits) = Pa(yste)  dyz Pyja(yas talya; ta) Pyja(ya; tajyz; t2)

Z
Pyja(ysitajyrits) = dyz Pyj1(Y3; tajyz; t2)Pyji(Ya; tajyaita) | (3.3)

Chapman-Kolmogoros-Gleichung

MaYafiy die Abergangsvahrsdweinlichkeit einesjeden Markov-Prozesses.
Ein Markov-Prozessist vollstAndig bestimmt durch P; und P4j1, welche be-
liebig gewdhlt werden kénnen, sofernsie:

1) Chapman-Kolmogoro/-Gleichung
R _ *)
2) Pi(y2;t2) = dy1Pyji(y2; tajyss ta)Pa(ys;ta)

erfidllen.

Beispiel

Y:2 i 1;1und
Pya(y:tiy%t9 = 3f1+ exp(i 2°(ti t9)gyyo+ 3F1i exp(i 2°(ti t9)gs,;; yo
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Bbung

1. ZeigePy;1(y; tjy% t9 gendgt CK-Gleichung und ist konsistert mit P1(y;t) =
33y + 3y 1)
I Y; .dichotomischer Markov-Prozes$ oder ,Random-Telegraph-
Proces$

2. Yy habein jedem+ Wahrsdeinlichkeit ° £t zu °ipp en; Y istwiein 1.)

3. SeiY; Prozessmit Y 2 f0;1g,t 2 f1;2;39; 8 Sample-Rinktionen;
wahle daraus nur 4 mit der jeweiligen Wahrscheinlichkeit 1/4.
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (1,1,1)

Wiener-Prozess (od. Wiener-Levy-Prozess)

Seijl <y<1 undty>ty
)

%
, 1 (y2i y1)?
Py ioJy1it1) = pP——=exp | = —~
1j1(Y2; tajya;ta) pm p i 221 1)
gendgt Chapman-Kolmogorov-Gleichung; mit P1(y;1;0) = #(y;1) ! nicht-
stationArer Markov-Prozess.(Urspriénglich formuliert zur Besdreibung des
Verhaltens der Position einesBrownsden Teilchens)
Es folgt aus (*)

(3.4)

Ya Ya
y2

1
Pa(y;t) = pﬁexp i 5 (t>0) (3.5)

lAbung
1) Wie lautet die Hierarchie P,?

2) ZeigehY (t1)Y (t2)i = min(ty;t2)
hfY (t1) i Y(t2)afY (ta) i Y (ta)gi = flty;to]\ [ts;ta]g
3)
0- t1- tp:hyay, = vyi;hlysi =tz tg
. t .. t
hyiiy, = t—lY2; hiyZii y, = (t2i t1)
2 t2
4) Beredne die Momente hY (t1)Y (t2) ::: Y (tp)i

5) Zeige P, gendgt der Di®usionsgleibiung % = D%; D=

N[

R
6) Pij1(y;tiyo; 0) gendgt P(t) =  G(t; tYP (t9dt° mit dem Integral-Kern

@1 1 7 (yi ycbz%
a0 @1 LY
S0 GP I | 20
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Poisson-Prozess
Y(t)=0;12:::undt, O

Def. Markov-Prozessiber (to, t;, 0)

_ tpi tp)nzim
Paj1(n2;tajna;ty) = (inlznl)nl)' el (t2i 1) py(n; 0) = #,¢ (3.6)
(Pljl = O fw Nno < n]_)

Jede Sample-Runktion y(t) ist eine Abfolge von Sdritten der Héhe 1 zu
zufélligen Momenten (random Dots auf der Zeit-Achse). Die Anzahl die-
ser Momente zwischen t; und t, gendgt der Poisson-Verteilung ) Y(t)
Poisson-Prozess.

y(®)

\j

Bbung

Zeige,dassDe nition (3.6) konsistert ist.

Station Are Mark ov-Prozesse

Wichtig fiév \Gleic hgewidts-Fluktuationen" Y (t) -
P, zeitunabhéngig” Gleichgewictsverteilung der GrévseyY , z.B. ®i H(Y)

’

. i
i ) cy?

V=Y Puy) = g eXP i

weiteres Beispiel: Brown'sches Teilchen in homogenenGravitationsfeld !

vertikale Geshwindigkeit stationArer Prozess

Da P4j; nicht von zwei Zeiten, sondernnur dem Zeitintervall abhéngt, wahlen
wir eine spezielle Notation:

To(y2iy1) = Pyju(y2;tajysits)
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mit ¢ = to | t;. Damit lautet die Chapman-Kolmogorov-Gleichung nun:

Z
Torco(ysjyr) = Too(yajy2) Te(y2jy1)dy2 (3.7)

oder in Matrix-F orm:

Tor 0= 0Ty (¢ 62> 0)

¢t e

Bou ng
RR _
K(¢) = y1y2 T;(y2iy1) P (y1)dyidy. (**)

Berdhmtes Beispiel: Ornstein-Uhlen beck-Prozess

Pi(y1) = 9:12—_1/@ gk
2 ) %o e g2 | @9
. 21 Y1
; = p—— [ i LA
T (y2iy1) o P 2 e %)

@bung
Zeige, dassKonsistenz-Bedingungenerfillt sind.

Urspridnglich: Verhalten der Geschwindigk eit einesBrownscen Teilchens
hyii = 0; K(¢) = e ¢ (3.9)

Doob's Theorem : Ornstein-Uhlenbedk-Prozessist der einzige stationAre,

Gauviishe, Markov-Prozess(bis auf lineare Transformationenvon y und t).
Yo 2 Z Ya

Glk] = exp | k(t1)k(to)e ‘It ti gt dt, (3.10)

NIl -

WeiteresTheorem: Ist Y Gauvuish und K = ei ¢) Y Ornstein-Uhlenbed-
Prozess(d.h. auch Markov'sch).

Bew eis-Skizze

Y GauYish, station&r und Markov'sch, dann ist P; schon wie gewdnsdt
(0.B.d.A): T,(y2jy1) = Del Z2(Ay3+2By1y2+ Cyf)

P——
D= A=2C=B?%A;B2=A(Aj 1)
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Wegen(**) A= (1j K?i!; K unbekannt

1

1 % i Kyn2”
) To(yaly) = P exp | 22l DU

3.11

241 K2) ' 2(Li K?) (3.11)
Weiter

Z Z
K(tsi t1) = yadys  T,o(ysjy2)dy2 T;(y2jy1)y1P1(y1)dy1
= K(tsi t2)K(t2i t1) (3.12)
) K(T)=¢e"¢

Bbung

1) Y seir-komponertiger Gau%s-Prozessvlarkov'sch, wobei 0.B.d.A.
gelte P1(y;t) » exp(i 3y?)
- Zeigefiv die Autokorrelations-Matrix K (ts;t;) = K (t3;t2)K (t2;t1),
mit (tz, t2, ti) B N B
- Falls Y stationdr: K (¢) = €' S G Konstante Matrix.

R
2) Y (t) Ornstein-Uhlenbedk-Prozess,Z (t) = Y (t9dt°(t , 0)

0
Zeige Z (t) ist Gau%aish, aber weder stat_ionAr noch Markov'sch, und
hY (t1)Y (t2)i = el 2+ el t2j 1 el it + 2 Min (tq;tp)
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Kapitel 4

Master-Gleic hung,
Ein-Sc hritt-Prozesse, ASEP

1 Die Master-Gleichung ist Aquivalert zur Chapman-Kolmogorov-Gleichung
filv Markov-Prozesse,ist aber leichter handhabbar (und engeran physikali-
sche Konzepte angelehr).

Betrachte einen Markov-ProzessY , der Einfachheit halber homogen,T, sei
die Bbergangsvahrsceinlichkeit. Féir ¢! 0 gilt dann folgendeEntwicklung
von T,o:

Too(y2iyr) = (Li @a0cdHy2i y1) + ¢OW(yajy1) + O(®) (4.1)

(1i ape) ist dabeidie Wabhrsdeinlichkeit dafir, dasskein AbergangWAhrend
¢Ostattgefunden hat. W (y»jy) ist die Bbergangsvmhrsd?_-ginlichkeit pro Zeit-
einheit von y1 nach y,, weshalb W (y2jy1) , 0. Wegen dy> T,o(y2jy:) = 1

gilt:
VA

ao(y1) =  dya W(y2jy1)

R
Mit T,+,0(y3jy1) =  T;o(ysjy2) T;(Y2jy1) (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)
ergibt sich
Z

Ty o(yaiyr) = [1i ao(ys)ed Te(yaiyr) + ¢° W (yaiyz) T (yaiy1) dy2 (4.2)

Dies kénnenwir im Grenzfall ¢°! 0 dberfédhren in die Master-Gleic hung

. z
@, (ysiys) _

@ dy2 fW (yajy2) To (Y2jy1) i W (y2iy3) T, (ysiy1)g | (4.3)

! ASEP=Asymmetric Random Average Processes
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Andere Notationen :T,(y2jy1) =~ P(yz2;¢), entsprechend einem Subensem-

ble mit Anfangswert y; bei ¢ = 0. Also:

@ (y:t) _ z

@ dy®f W (yiy9 P(y%t) i W(ydy) P(y;t)g

Achtung P(y;t) enspricht nicht Py(y;t).

Fiv Y diskret;

dPa(t) _ X
d

fWhinoPro(t) i Whon Pn(t)g

no

(4.4)

(4.5)

Die Master-Gleichung ist somit als Bilanz-Gleichung der Wahrscheinlichkeit

von einzelnenZustAndenn zu verstehen!

Bemerkung: Chapman-Kolmogorov-Gleichung ist eine nichtlineare Glei-

chung, die lediglich den Markov-Charakter einesProzessesausdmickt.

Die Master-Gleichung hingegenist eine lineare Gleichung und ernthAlt die
Bbergangsvahrsdeinlichkeiten desbetrachteten Systemswahrend einerkur-
zenZeit ¢ ¢ - (W (yjy9¢ t oder Wpnog ¢); diesekBnnenmit Hilfe von Néherungs-

methoden fiv kurze Zeiten beredinet werden.

Beispiel : Dirac's zeitabhAngige Stdrungsredinung ; Fermis goldeneRegel:

2Y4, .
Whno = _“JHnn"J2 Y4En)

Beispiel : Zerfalls-Prozess
n radioaktiv e Teilchen, Zerfallswahrscheinlichkeit ° ¢ t pro Teilchen

8
5 0 n>no
) Teeind=_ n®¢t n=n% 1
O(tt?) n<n% 1

Fiv die Abergangsvahrsmeinlichkeit erhalten wir Wyno = °n%,0 4
n%und somit:
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Ra(t) = °(n+ 1)Pnr (1) i °nPr(t) (4.8)

@bung: Lé§p(4.8). Tipp: betrachte erzeugenddg-unktion und ansdlievsend
Pn(t) = 5 dzzi " 1F(2)

Notation
De niere sog. W-matrizen:
8
2 Wpo(, 0) ;n6n°
Wpno = P 4.9
nno > l Wnon n= nO ( )
no%e&n)

P . N
Damit gilt auch: W0 = O filr alle n® was u.a. bedeutet, dassein Eigen-

n
vektor zum Eigenwert O existiert.

X
Pa(t) = W noPn (1)

no (4.10)
B(t) = WP(t)! P(t)= eVP(0)

(formal wie Schrddingergleidung)

Fiv t ! 1 kénnenwir auf die Theoreme von Perron und Frobenius fiv
endliche Matrizen zurickgreifen: ; P(t) A! Py, wobei P; eine zeitun-
abhangige, stationAre LAsungist.

Bemerkungen:
N _ P .
Eigenshaft Wy,0, O fédr n 6 nund insbesondere  W,,0 = 0 bleibt erhal-

n
ten, wenn eine Permutation gleichzeitig auf Reihenund Spalten angewendet
wird, was einer Umbenenrung der Zustande gleichkomm.

Man nennt W vollst Andig reduzib el oder zerlegbar , wenn man die-
se durch gﬂelmzeltlge Permutation von Zeilen und Spalten in eine Form
W = OAE? 2 jberfdhren kann. D.h. man betrachtet zwei unabhéngige,
nicht-wedselwirkende Subsystememit den zum Eigerwert 0 gehérigen Ei-
gervektoren (©a;0) und (0;0g). Als Beispiel kénnten hier Systeme mit
energie-erhaltendenBbergéngendienen.

Man nelnrt w (unvollstAndig) reduzib el, wenn ein Bberféhren in die Form
W = 40 méglich ist. Damit besitzt W wiederum einen Eigervektor
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© = (©a;0) mit Eigenwert O.

P
Beadte: ausPy =  BpwPy (gesdlossen)folgt
L

A1 A
dq X X X X X

— Pp= Bor P =i Dapp pPp< 0
b oY b oY a

Den Zustand b nennt man dahertransien t, da alle seineKomponerten nach
ausreidiend langer Zeit verscwinden; den Zustand a nennt man absorbie-
rend, dain ihm die Wahrsdeinlichkeit gesammeltwird.

Eine W-matrix bezeidqinet man als "splitting matrix", wenn
0 1
A 0 D

WZOBEE
0 0 C

Hierbei sind A und B beide W-Matrizen, C ist quadratisch und wenigstens
einige Elemente von D und E versdwinden nicht.

Geschlossene isolierte physikalische Systeme
Hierbei bedeutet

physikalisch esexistiert eine mikroskopisthe Besdireibung (Hamilton-
oder Schrédingergleicung)

geschlossen es ndet kein Teilchenaustaust mit der Umgebung statt
(Satz mikroskopischer Variablen ist fest)

isoliert : keine AuYserenzeitabhéngigen Kr Afte (Energie-Erhaltung)

Die station4re LAsungP einessoldhen durch die Master-Gleichung besdrie-
benenSystemsmussi@bereinstimmenmit der ausder statistischen Mechanik
bekannten (Gleichgewichts-)L 8sungP$. Insbesonderemuss gelten:

A !

X X
WnnoP S = Who, PS

no no

Da Pg > O fiv alle n, ist W irreduzibel!

Eine stérkere Forderung als die Gleichheit beider Summen, stellt die De-
taillierte Bilanz dar:

WnnOPneO = Wnonpne (4.11)
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Diesefordert die Gleichheit fir ein jedesPaar n und n°

Bblicherweisescreibt man dieseGleichnung unter Verwendung kontinuier-
licher Variablen auf:

W (yiy9Pe(yd = W(yly)Pe(y)

Hierbei steht y filr einen Satz makroskopischer Variablen Y (q; p). DieseBe-
ziehung ist gilltig, falls:

2 der Hamiltonian desbetrachteten Systems,welcher die mikroskopisdce
Bewegung besdireibt, eine gerade Funktion aller Impulse py ist (!
kein Magnetfeld, keine Rotation),

2 die Variablen Y ebenfalls AmphgeradeFunktionen der Impulse sind.

Makrosk opische Gleic hung

SeiY einephysikalische Grgvzemit Makov-Charkter und Anfangswert yo bei

t = 0. Dann bestimmt nun die Master-Gleichung die Wahrscheinlichkeits-

verteilung fiér t > 0. Die gewdhnliche makroskopische Physik vernachlassigt

Fluktuationen und behandeltY wie eine nicht-statistische eindeutige Grévse
y. Deren Entwicklung wird durch deterministische Gleichungenbesdirieben,

welche als makroskopischeoder phanomenol@ische Gleichungen bezeidnet

werden.

Wie erhalt man diesemakroskopische Gleichung ausder Master-Gleichnung?

R
mit y(t) ;= hYiy = dyyP(y;t) folgt:

Z
%hwt = gy @Wh
zZ7Z @
= dy dyyf W (yjiydP(y&t) i W(y%y)P(y;t)g
Z7Z
= dy dy¥y°i y)W(Sy)P(y;t)
Sprung-Momente
Z
— 0/\,0. ° Q.
a(y)= dy(y'iy) W(y,y) (4.12)
Dann gilt:
q Z
gWit= dyay)P(yit) = hau(Y)is (4.13)
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l.a. ist a;(y) nicht linear in y. Eine Entwicklung um hY'i liefert dann:
hay(Y)i = ay(hYi) + —r(v i hvi)Zi aXhvi) + o

Die makroskopische NAherungbesteht nun darin, dassdie hier auftretenden
Fluktuationen vernadlAssigt werden.

Makr oskopische N Aherung

y = a(y) (4.14)

Eine Ahnliche Bberlegungfihrt zu einer Gleichnung, welche nAherungsveise
das zeitliche Verhalten der Breite der Verteilung besdireibt:

%3/42 = ax(y(1)) + 27 al(y (1))

Damit erhalten wir

1
y = au(y) + 5% aify) (4.15)

Ein-Sc hritt-Prozesse

Wir betrachten einen speziellenMarkov-Prozessin kontin uierlicher Zeit mit
diskreten ZustAnden n, wobei die Matrix W lediglich Sprdnge zwischen be-
nachbarten PlAtzen erlaubt.

On1 In+1

ﬂ@@@@%

Mn M1 I 2
g = generation r = recombination
— 0 .
Wppo = Motnino 1+ OnFninost (n6 n%, (4.16)
Wpno = j (rn + 0n)

also
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Pa = In+1Pns1 + Onj 1Pnj 20 (n + Gn)Pn (4.17)

Beispiel:
2 Emission/Absorption von Photonen/T eilchen
2 An/Abregung von Atomen/Kernen/Elektronen im Halbl.
2 Geburt/T od von Individuen
2 Ankunft/W eggangvon Kunden etc.

Ein-Schritt-Prozesse kénnenwir unterteilen in die folgendenUnterklassen.

Un terklassen:
)il <n<1
0:1,2:::

i) n
i) n=0;1,2;:::;N
Falls der Bereich LiAcken aufweist, exitsiert kein Abergang hber diese hin-

weg, sondernder Prozesszerfallt in verstiedene,unabhéngige Prozessedes
Typs ii) oder iii).

Eine andere Unterteilung kann entsprechend der Art der Koezzienten er-
folgen:

a) Konstante Koezzienten (Random Walks)

b) Koezxzienten linear in n (lineare Ein-Sc hritt-Prozesse )

¢) nichtlineare Koezzienten (Beadhte: Master-Gleichung selbstist immer
linear.)

Beadte: Anderung der Master-Gleichung an den RAndern:

Ro = riP1i GoPo
Py =N 2Pnjzi INPn

)
)
Wir betrachten nun die erzeugende-unktion einesallgemeinenEin-Schritt-
Prozessessowie deren zeitliche Entwicklung.
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Erzeugende Funktion

X1
F(z;t) = Pn(t) 2" (4.18)
n=il
Es qilt:
Fzy_ X e, e X .
a _n=i1 a z"; Z@F(z,t)—n=i1 Pn(t) nz
X1 1 @
[r(n+ 1)Ppsa(t) i r(n)Pn(t)]2" = = 1)r(2@)F(Z:t)
n=il
X1 @
[g(ni 1)Pn;1(t) i 9(n) Pa(1)]2" = (zi 1)9(2@)F(Z:t)
n=jl

Hierbei sind r und g Funktionen von n (link e Seite) und somit (Potenzrei-
henertwicklung) Funktionen von z ¢@@. Addiert man beide Gleichungen,
so folgt

R 3
@(zt) _ 1 @ _ @ _
@ (E i r (Z@) +(Zj 1)9(2@) F(z;1) (4.19)

wobei von der Master-Gleichung Gebrauch gemadit wurde. Zum Auzxnden
einer L@sung mAssenwir stets noch eine Anfangs-BedingungF (z;t = 0) =

Pn(0)z" wahlen.

n=ijl
Bemerkung:
no Tk -
. @ e @F(zt)-
n*i = z@ F(z,t)jz=1 = “@n ok ) (4.20)
Beispiel Poisson-Prozess
| | | |
Vs Y Y

n-1 n n+1l

Sein, 0;g(n) =, ;r(n) = 0 (Punktprozess,n = Anzahl von Ereignissen
in der Zeit t, Wahrscheinlichkeit fér ein Ereignis ,dt )

Pa(t) = Pna(t)i ,Pn(t) (4.21)
RPo(t) = i ,Pa(t)
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Mit der Anfangsbedingung: P,(0) = £, mit m , O erhalten wir

P = et (4.22)

wobein, m; P,(t) = O fik n < m, denn mit Hilfe der erzeugendenFunk-
tion erhalten wir:

@g;t) (zi DF(z:t) mit F(z,0)= z"
X n

) F@y = etedam et L o
n=0

Die Momente ergelen sich hier zu:

VRS | z
mi = zg el zi Dzm=  =.tem
7=
M @ﬂz _
m? = z— el Nz RS m)?
7=
hm2i = .t

5

Fiv die Abergangsvahrsmeinlichkeit “nden wir;
(omnm oy
i my m)!e'= n, m

it )tm + t[—i-r{'?i]} +0(t?)

Wn;m

P(n; tjm; 0)

Beispiel Radioaktiv er Zerfall

g1l gn gO+l)
V Y Y 2N

n-1 n n+1
Sein, 0;r(n)= °n; g(n) =0, F(z;0) = z"°. Dann gilt:

@_, . ol (C
@F(z,t) (E' 1)2@F(z,t)
F(zt) [1+ (zi 1)e "

>QOuno i n°t i °t\Noj N N
= e’ (1je )olz
n
n=0
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Mnoﬂ

Pn(t) = e "t el “tnoin (4.24)

Beispiel Random Walk

1 1 1
KON NN

e o o o
N AT AN/
n-1 n n+1

(in kontinuierlicher Zeit); sein , 0;r(n) = g(n) = 1 (symmetrischer
Random Walk), Py (0) = #,0

@

@F(z;t) = (Z+%i 2)F(z;1); F(z;0)=1
F(z;t) = ez
s k+1
= e | :<!|!Zki
;1=0
e (z—
p X t2l+n
o i+ ny!
| {z }
I'n(t)
Pa(t) = € #1,(2t) (4.25)

Eigenshaft (der modi zierten Besselfunktion | (x)):

In(X) = 1;n(x)
1 1. ..
In(x) ! pﬁe’((1+ O(;)) far x! 1

Die Momente ergeten sich hier zu: ni(t) = 0 bzw. hmZii (t) = 2t. Weiterhin
ist das asymptotische Verhalten (t;n! 1 , n®=t fest) gegelen durch:

2

1 n
| pP— HE—
Pn (t) . 4T/1 exp(| 4t )
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7) erhalt

Im Falle einesasymmetrischen Random Walk (r(n) = ®, g(n)
man eine Di®usion mit Drift.

Allgemein erhalten wir fiF Py = rps1Ppst + G0y 1Pnj1i (fn + On)Pn die
Eigensdaften:

%mi = jhryi + hoyi (4.26)
%mzi = 2m(gni rn)i + hgn + rpi (4.27)

“n.Dann

Betrachte beispielsweisedasPopulationswachstum: r,, = @n, g,
gilt
d

ami = (i ® i (Malth us-Gesetz)
%mzi = 2(Ci ®m?% + (C+ ®mi

Station Are L@Asung
SeiJ der Gesam-W ahrsdheinlichkeits-Flu¥avon n nach nj 1:

Py i On; 1Pr?i 1=4J
(J unabhangig von n)
a)n=01:::;N; J=0) rap; = g 1PS 1

Onj1Gnhj 2:::01 90
Py = =1— Pg 4.28
n nfpj1:::fafp 0 (4.28)

b) n=0;1;2;::: analog
c) fallsn- 0

M+1Mn+2 -2
Py= o RS
OnOn+1:::G; 201

Ab er: Es existieren Situationen mit J 6 0 (z.B. asymmetrischer Random
Walk ! konstanter Flussvon il nach1).) L@Asunghangt parametrisch
von J ab.
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Beispiel

n, O;g(n)=,;r(n)=*flwrn>0und, <?
(Kunden-Warteschlange, .dt ! neuer Kunde, 'dt ! Bedierung ); esfolgt
mit (4.28)

P
Aus der Normierungsbedingung |, P; = 1 ergibt sich P§ = 1 + und
somit (n, 0)
H Thu f
5 1i >_

1

PS =

1

Nat érlic he Randb edingungen

Die Bbergangsratensind hAu g keine beliebige Zahlen, sondernanalytische
Funktionen desGitterplatzes, die sich aus dem physikalischen Prozesserge-
ben.In diesenFallen kommt den RAndern einebesondereBedeutung zu, d.h.
sie miissenseparatangegelen werden. Man gibt dann die Master-Gleichung
in der Form

Ra=r(n+ 1)Pns + g(nj 1)Pn; 1i fr(n)+ g(n)gPn (4.29)
fiwn=1,2:::;Nj 1und

Po
Pn

r(1)P1i g(0)Po sawie (4.30)
g(N i 1)Pn;1i r(N)Pn (4.31)

an.

Bemerkung : Eskannvorkommen,dassnicht nur die Randsitesn = 0 bzw.
n = N ausgezeibnet sind, sondernauch weitere (z.B. bei un-
geordnetenSystemen). Diese mAssendann analog behandelt
werden.

Die Randbedingungenk@nnen den Charakter des Prozesseswvesetlich be-
ein°ussenund spielenbei der L@sung eine weseitlic he Rolle. Ein besonders
einfacher Fall von RAndern sind die sogenanten nat ivlic hen Randb e-
dingungen , bei denen

2 (4.29) bis hin zun = 1 glltig ist, sodassnur (4.30) spezi ziert werden
muss

2 und r(0) = 0 qilt.
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Ein solches System kann nadch folgendem Schema geldst werden: Wir er-
kldren die Gleichung (4.29) als im gesanmten Raumbereich i1 < n < 1
gilltig. Dann betrachten wir aber nur solche Lésungen,die mit den Anfangs-
bedingungenP,(0) = O fiér (n < 0) kompatibel sind. Dies garartiert auch,
dassdie Ldsungenfiéy t > 0 mit den Randbedingungenvertrr Aglich sind, da
eswegenr (0) = 0 keinen Wahrscheinlichkeits®uss zu Sitesn < 0 gibt.

LAsung eines linearen Prozesses und die Metho de der Charakteri-
stik en

Wir betrachten den linearen Prozess

Pa=a[(n+ 1+ r)Pnsi (r+ n)Pp] (4.32)
+b[(ni 1+ g)Pn;j1i (N+ g)Pnl (4.33)

2 Wir erweitern den Giltigk eitsbereich auf j1 < n< 1

2 multiplizieren mit z" und summierenber n

. X X
@g’t) = a (@Y 2")r+nP,+b (" z2")(g+ n)Py

@3 ar
(i 2)(ai bg—+ (1i z)(—- i bgF(z1)
@ z
LAsungder linearen partiellen DGL durch die Methode der Charakteristik en.

K énstlic he Randb edingungen

Klnstliche Randbedingungensind soldhe, bei denendie analytischen Funk-

tionen g(n) und r(n) nicht an den RAndern fortgesetzt werden k@dnnen. Hier
gibt es unendlich viele M@glichkeiten, wir betrachten aber nur sogenann-
te \reine" Randbedingungen, d.h. solche Gleichungen, bei denen nur ein

Randsite einer besonderenGleichung bedarf.

Weiterhin unterscheidet man:
9 8 9
re°ektierende = < mit T Erhaltung der
. Rander, .
absorbierende: - ohne' Wahrsdeinlichkeit

Beispiel fiér absorbierende RAnder

Pn = Pnar+Pnjai 2Py
Ro = P1i 2P

Damit ist der Platz 0 ein reiner kinstlicher Rand.

44



Die Gesanmtwahrsdeinlichkeit ist nicht erhalten, denn
d *R

at Pn=1i Po

n=0
In terpretation

Z.B. Ensenble von Teilchen, die am Platz 0 absorbiert werden.
Formal kann dies durg,h die Einfahrung eines\Arrest"-Sites (Index ?) geldst
werden:Re= $(1i 1., Pn) = Po

Dies spielt jedoch fiv die LAsungkeine Rolle, da das Systemauch ohne den
Arrest-Site vollstandig de niert ist.

LAsung von Systemen mit k@nstlic hen RAndern

i) Die Spiggelmethale
Wir Idsendie Master-Gleichung des unbeschr Ankten Prozesseanit
der Anfangsbedingung

Pn(0) = fam i ;i m
Dann gehordt die LAsungfidv n > 1 der Master-Gleichung

Pn = Pnsr+Pnj1i 2Py
Py = Pyi 2P

(da Po(0) = 0) ; absorbierenderRand bei n = 1; also:

Po(t) = €2 [S(n;m)i S(n;i m)] mit
. _ X t2+(ni m) .
stvm) = Ty

wobei | sogewahlt wird, dassl, Oundn+1j m, O.
Fiv einen re°ektierenden Rand wahlt man entsprechend die An-
fangsbedingung: P(0) = #nm + #u; m 1.

i) Kiénstliche RAnder und Normalmoden
Die Methode der Normalmoden ist im Prinzip auf alle Typen von
kinstlichen RAndern anwendbar.

Allgemeine Form der LAsung:

Pn(t) = ©p € 2t
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mit t > O;t reell, wobei ©, ein Eigenvektor der Master-Gleichung sein
muss.

Wir diskutieren dieseL dsungsmethale nun am Beispiel der Di®usions-
kontrollierten chemisdien Reaktion

Pn = Pn+1 +Pnj1i 2P (n, 2)

Pa = P+ °Poi 2P,

Ro = Pi1i °Po
Hierbei besdreibt die erste Gleichung die Di®usionvon A im Lésungs-

mittel und die beiden verbleibendendie Bildung und Dissoziation des
Molekiéls AB am Site 0.

Da ©, Eigenvektor der Master-Gleichung ist, gilt:

. (2§ ,)On = ©Ons1+On1(n, 2) (4.34)
(2i ,)©1 = ©x+ °©g (4.35)
i) = © (4.36)

Die L@sungvon (4.36) nden wir mit dem Ansatz ©, = z" _
Anpassungan den Rand etc. fdhrt auf die explizite L8sung(Bbungen)

Einschub: L@sung von partiellen DGLen 1ter Ordn ung mit der
Metho de der Charakteristik en

Wir betrachten ein DGL der Form
@,
@

wobei wir uns zunAchst auf den Fall besdrénken, in dem C(x;y) = 0 gilt,
also

A y)% + B D+ cixy)u=0 (4.37)

A y)% + B y)% = 0 (4.38)

Eine LAsungdieserDGL werdenwir nicht "nden, ohne eine Randbedingung
festzulegen.Dies gestieht dadurch, dasswir eine Kurve ° in der xy-Ebene
festlegen,welche durch die Variable s parametrisiert werde, und schlie¥alidh
die Funktionswerte u(x; y) fiv (x;y) 2 ° spezi zieren. D.h. esmussgelten:

u(Xo; Yo) = ©(so); Xo = X(S0); Yo = Y(so)
Wir nehmennun an, dassesFunktionen p(x; y) und f gibt, sodassu(x;y) =
f (p) gilt. Damit transformiert sich (4.38) auf

g+ By @ 40P _ 4 (4.39)

A(Xy) @ dp
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Weiter nehmenwir an, dassp(x; y) konstart sei. Eine Erkl Arung fir diese
Annahme skizzierenwir weiter unten. Somit gilt nun also weiter:

@dx + @dy =0 (4.40)

@ @
(4.39) und (4.40) bilden nun ein homogenesSystemvon Gleichungen, fiv das
wir eine nicht-triviale L@sung nden, wenn die Koetzienten-Determinante
versdwindet, also:

dy _ B(x;y)

— = : 4.41

ax = A(Y) (4.41)
Wenn wir nun diesenAusdruck integrieren, kennenwir die Form von p, da
die dabei auftretende Integrationkonstante mit p identisch sein muss.

©(s)
A(s).

Entlang des Randes gilt, wie wir oben festgelegt haben, u(x;y)
und wegenx = x(s) sowie y = y(s) ist zusétzlich p = p(x;y)
Gewahrleistet die Randbedingung nun, dass

©(s) = A(A(s))

gilt, soist u(x;y) gegeken durch
u(x;y) = A(AI Y(p)) = A(Al (x; y))

Beispiel

Wir betrachten die DGL

@

— =0

@

Esist alsoA(x;y) = x und B(X;y) = i 2y. Gleichung (4.40) liefert dann:

%:ﬂ; X:pyi%; p= Xy
X iy
Der Rand ° seidurch x(s) = 1 und y(s) = s festgelegt,sodassp = A(s) =
s%, und weiter gelte

X%ﬂy

N[

u(l;s) = ©(s) = 2s+ 1.
Damit ist A= 2¢A?(s) + 1 und damit
u(x;y) = 2¢p’(x;y) + 1= 2¢x?y + 1

Wennwir noch einmal die Parametrisierung desRandesbetrachten, sosehen
wir, dasswir durch x = x(s) und y = y(s) folgendeDGL nden:

du_do_ @dx, @dy

ds ~ ds @&ds @ds (4.42)
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Diese zusammenmit (4.38) stellt ein inhomogenes Gleichungssystemdar,
welchesdann keine LAsung besitzt, wenn

dx dy
ds ds

A(xy) B(xy)

vershwindet. Das Versdwinden dieser Determinante hei¥stnun aber, dass
SadX L Aay
B(x,y)£| A(x,y)E =0

Diese Gleichung stimmt nun gerademit (4.41) dberein und liefert ein Rich-
tungsfeld, entlang dessenKurv en eine L@sung von (4.38) nicht existiert. p
tritt hier also als Scharparameter des Feldesauf. Dieseswird von Kurven
gebildet, die man als Charakteristik en bezeidnet. Um eineL@sungu(x; y)
zu nden, missenwir also gewdhrleisten, dassder von uns gewahlte Rand
° nirgendwo Tangerte einer solcdhen Charakteristik ist. Da ©(s) keine Kon-
stante ist, kdnnenwir davon ausgehendassdieseForderung erfillt ist, wenn
A(s) und damit p ertlang des Randesnicht konstart ist. Wir wahlen also
p = konstant, um den ,verbotenen Verlauf des Randeszu nden. Der
Rand selbstbestent sclieValih aus einer Kurv e, entlang der sich der Schar-
parameter dieser ,verbotenen Kurven Andert. Somit kann ° nirgendwo
Tangerte einer Charakteristik sein.

Inhomogene PDGL

Wir betrachten nun also den allgemeinerenkall
a,
@
mit C(x;y) 6 0. Hier wahlen wir den Ansatz

A(X; y)g + B(X;y) C(x;y)u=0 (4.43)

u(x;y) = h(x;y) ¢f (p)
Dies fihrt auf

u 1
A(x;y)%+ B(X;Y)%i cxyh (o) (4.44)
m
@ @ dfp)
+ A(X,y)@‘*B(X,Y)@ hd—p_

D.h. ist h irgendeine (m@glichst einfache L@sung) von (4.43), so verbleibt
der uns bereits aus (4.39) bekannte Ausdruck zur Bestimmung von p(X; y).
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Kapitel 5

Fokk er-Planc k Gleic hung

Die Fokker-Plandk Gleichung ist eine spezielle Master-Gleichung, in der,
ausgehendvon B(t) = WP(t) (4.10), W ein Di®erertial-Op erator zweiter
Ordnung ist.

@O - e 18 p (5.1)

@ Q@ 2@

wobei A(y)P der Besdireibung von Transport, Korrelation bzw. Drift und
B (y)P der von Di®usion oder auch Fluktuation dient. Dabei fordert man
y 2 [il ;+11], A(y);B(y) reell und di®erenzierbarsownie B(y) > 0. (5.1)
kdnnenwir aufspaltenin

Kontin uit Atsgleichung @)g;t) - i@g;t)
Konstitutiv e Gleichung J(y:t) = AP %@@B(y)P

StationAre LAsung der Fokker-Plandk Gleichung im Falle, dassPS(y) inte-
grabel (i.e. normierbar ) ist

8 2 9

< =

const. AYY
ex 2V (5.2)
BOY) 1 BOY

P(y) =

Falls Py(y;t = 0) = P3(y) , ist der durch die Fokker-Planck Gleichung be-
scriebene Markov-Prozessstation Ar.
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Notation

Da die Fokker-Plandk Gleichung linear in P ist, dbertrAgt man diese Be-
zeichnung auf die Funktionen A(y) und B(y). Man spricht also von einer
linearen FP-Gleichung,

Ao+ Ary
Bo (5.3)

A(y)
B(y)

Fiv A1 < Oist PS(y) Gau¥Yiisch

) GemAYiDoob's Theorem ist der station Are Mark ov-Prozess,de niert
durch die lineare Fokker-Plandk Gleichung, der Ornstein-Uhlen beck-
Prozess!

Sei nun P(y;tjyo;to) die LAsung der Fokker-Planck Gleichung; setzt man
t=to+ ¢t;y=yo+ ¢y, sogqilt fiv ¢t! O:

heyi _ e y)di C(Cy)
? - A(yO)v ¢t - B(YO), ¢t

=0 (5.4)

Die so gewonneneKenntnis von A(y) und B(y) ermdglicht esuns, in einem
physikalischen System die Fokker-Planck Gleichung zu bestimmen.

Herleitung der Fokker-Planc k Gleic hung

Betrachte die allgemeineMaster-Gleichung (4.4) mit Abergangsvahrsmeinlichkeit
W (yjy9. Seir = yi y°die Grévsedes\Sprungs" und W (yjy) = W(y%r)
(somit gilt auch W (y3y) = W (y;r)). Wir erhalten dann:

_ z z
@gn = W(yi rnP(yi rtydri P(y;t)  W(y;ir)dr
Z ( ){_ c 1 o @ )
= WEPm e UGhr WPy ar
y e
i P(y;t)  W(y;r)dr (5.5)

R
Mit den Sprung-Momerten a-(y) = r°w(y;r)dr (4.12) bedeutet dies

@eyy_* (ute’

@ °r @

0=1

fao (y)P(y;t)g (5.6)

Kramers-Moyal-Entwicklung
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Annahme
1.) Nur kleine Sprédnge r, d.h. W(y%r) ist scharf gepeakt bzgl. r, und
W (y®r) variiert langsammit y©
W(y%r) ¥%0 falls jrj > +
W (y%+ ¢y;r) AW (y%r) fallsjcyj<
2.) P(y;t) variiert langsammit y
) Dann kénnen wir die KM-Entwicklung nach dem zweitem Glied abbre-

chen und verbleiben mit

_@)g;t) = @@fal(y)Pg+ %%faz(y)Pg (5.7)

Fokk er-Planc k Gleic hung

Bro wnsche Bewegung

Auf einer grober Zeitskala stellt die Orts-Koordinate X einesBrownscden
Teilchens einen Markov-Prozessdar, d.h das Teilchen springt auf der x-
Achse zufallig vorwérts und ridckwArts, wobei die Spridnge beliebige LAnge
haben, die Wahrscheinlichkeit fiv gro%eSprnge jedoch rasch abnimmit.

Die Sprdnge seienbeliebig und unabhangig von der Startp osition:

LS PR C X)2ix

a; T T = const. (5.8)
)
@ (xt) _ a @P(x;t)
@ 2 @ (5.9)

Dies stellt eine Di®usionsgleichungdar, mit der phAnomenologisben Di®u-
sionslonstarte D = &

N
D = h(zgz ! (5.10)

Diese Gleichung, weldche die makroskopisthe Konstante D mit den mikro-
skopischen Spridngen verbindet, bezeihinet man als Einstein-Relation
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Die LAsungder Di®usionsgleibung fév P (x;t = 0) = +(x) ist gegelen durch

M XZ‘IT

P(x;t) = 191: exp j

— 5.11
4YDt 4Dt ( )

mit © 2@i = 20t

An dieser Stelle weisenwir noch einmal darauf hin, was unter P(x;t) zu
verstehenist:

P(x;t) = Pyju(xtjx = 0;t = 0) 1!

Mit (5.11) ist der durch x; (ein Ensenble von Brownsden Teilchen) be-
schriebene Markov-Prozessalso der Wiener-Prozess .

Betrachte nun ein BrownscesTeilchenim konstanten Kraftfeld z.B. Gravi-
tationsfeld M g in Richtung j X. SeiM ° die Reibung desTeilchensmit der
umgebenderFlissigkeit. Damit ergibt sich einemittlere Drift-Geschwindigkeit
i 0=°, welche der urspringlicher Brownscen Bewegung Bberlagert ist.

_ he Xy
Y

a1 =ig; ap=2D

Die Fokker-Plandk Gleichung lautet dann:

@g;t)= og%JrD% (5.12)

Lésung mittels RandbedingungJ(x;t) = 0 fir x = 0 ((J = 2P + D)),
fiv x > 0 folgt:
M

)l
PS(x) = const.exp i o

°D

Andererseitssollte die stationAre Verteilung der barometrischen Héhenformel

Y 1
Pe(x) = const.exp | —— X (5.13)

gendgen.
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Durch Vergleich erhalten wir die 2. Einstein-Relation

ke T
D= :
v (5.14)
und somit
2.
h(¢ X)“<i _ 2kg T (5.15)
¢t M °
Diese Fluktuations-Dissipations-Relation verkngpft den DAmpfungs-

Koezzient ° mit dem mittlerem Scwankungsquadrat der Fluktuation.

Das Rayleigh-T eilchen

Das Rayleigh-Teilchen entspricht dem Brownsden Teilchen mit dem Unter-
schied, dassman sich auf einer feineren Zeitskala bewegt.

¢ t seidabei klein gegember der Zeitskala auf der die Geschwindigk eit v
relaxiert, aber immer noch gro%.gegember der Dauer der Kollision selbst.

1-dimensional: (Rayleigh-Kolb en)
v o= j°V

(Makroskopisches DAmpfungsgesetz.Jinear, V nicht zu gro¥s)

htViy
V = = : 0
ai(V) T
(V) = ago+ (V?) Yaago > O!

Wir erhalten die Fokker-Planck Gleichung

@ (V;t) _ OQVP L 220 @P

a @ 5 @ (5.16)

Die statistischen Mechanik sagt nun Bber den Gleichgewictszustand, dass:

H 1= L 1

PeI(V) = exp i mV2

M
2VKg T

Der Vergleic liefert hier
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az.o e KBT

2 M

(5.17)

Dies fhrt auf die Rayleigh-Gleichung (fér die Wahrsdeinlichkeitsdichte der
Gestwindigkeit einesschweren Teilchens):

) Ya
vy . o, kT dr
@ @ M @?

(5.18)

Eine solche Gleichung erfillt auch die Abergangsvahrsmeinlichkeit Py, des
Ornstein-Uhlen beck-Prozesses .

Es folgt aus (5.18): (mit V(0) = Vo)

h(t)iv, = Vo (5.19)
WV (t)%iy, = Vie Zt+ %(1‘ e 2’ (5.20)
hiW ()V (t + ¢)ii &0 = *T\A—Tei% (5.21)
LAsungvon (5.18) ist:
lJ. 1 ﬂi 1=2 ]/2 i P °t 23/4
P(V;t) = 2/kBT(1; el 'Y exp M (Vi Voe ) (5.22)

i ke T 1 e 2°t

Es sollte nun mgdglich sein, von der feineren Zeitskala fé&v das Rayleigh-
Teilchen zur gréberen fiv das Brownsce Teilchen @berzugehen.Wir be-
trachten dazu ein Ensenble unabhangiger Brownscher Teilchen, welche zur
Zeit t = 0 durch X (t = 0) = 0 besdirieben werden. Die Gestwindigkeiten
der Brownscen Teilchen sei gemasP ®9(V) gegelen und V (t) sei Ornstein-
Uhlenbed-Prozess.Betrachte nun

7t
X (t) = dtv (t9
0

X ist Gau¥sish, da eseine Summevon GauYsishen Variablen darstellt.

Zt
O ()i = dvth =0 (Vo= 0)
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Esseinun 0< t; < tp

1
Q.
—

o

hX (t1)X (t2)i dt®hv (t9v (t%9i

= W3 dt® dt% it

KT 2, 1 1. e on oty
W i ﬁ"‘ ﬁfe' b4 g tzi g °(tzi t1)

X (t) ist damit (als GauYsisher Prozess)vollstAndig spezi ziert, aber ist of-
fensidtlich nicht der Wiener-Prozess.Letztlich ist X (t) nicht einmal Mar-
kovsdh, da wir uns noch immer auf der Zeitskala des Rayleigh-Teilchens
bewegen.

Dies Andert sich beim Bbergangzut A L undtyj t, A 1.
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Kapitel 6

Analyse statistisc her Daten

Schatzung der MaYizahlen einer Zufallsgr gvse

Seiim folgendenX eine Zufallsvariable. Wir stellen uns nun vor, dasswir

einenDatensatz beziglich seinerWahrsdeinlichkeitsverteilung (Verteilungs-

funktion) charkterisieren m@chten. Dazu nehmen wir an, dass die vorlie-

gendenDaten durch N -malige Durchf@hrung einesZufallsexperimentes be-

stimmt worden sind. Durch diese, Stichprobé  kdnnenwir nun Ridckschlidsse
auf die Verteilung der Zufallsvariable X ziehen.

Betrachten wir zunAcst den Mittelw ert :

1 X
= = X (6.1)
N
i=0
Da wir die Wahrsdeinlichkeitsverteilung der Variable X nicht kennen,stel-
len wir uns die Frage, ob die in (6.1) de nierte GréYseeine sinnvolle Wahl
zur Schatzung des Mittelw ertes der Verteilung darstellt. Dies ist dann der
Fall, wenn der Erwartungswert von X mit dem Mittelwert 1 der Verteilung
BAbereinstimmt. Diesenkdnnenwir i.a. nicht wirklic h bestimmen, da wir dazu
den gesanten Wahrscheinlichkeitsraum durch unsereExperimente abdedken
midvsten,doch kénnenwir dardber erntscheiden, ob wir mittels X eine gute
Schétzung von ! erhalten.

Fiv den Erwartungswert einer Summe zweier ZufallsgréysenX 1 und X gilt
nun:
HRX 1+ Xai = ®Xq1i + hXai

und somit ist

Xi= —-NHhXi=1 (6.2)

Z| -
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Nehmenwir nun an, dasswir den Mittelw ert * im folgendenkennen.Dann
kénnenwir fragen, ob

= (Xii 1)?
N s
eine sinnvolle Sthatzgrdvseflv die Varianz der Verteilung darstellt. Betrach-
ten wir alsowieder den Erwartungswert dieser Gravsg(hXi = 1):
1 X ). 1 X ot
h—  (Xii )i Sh (X0 2Xt + 19
N N
i=0 i=0
1 . .
= W(Nh><2| i N2hXit + N12)
= PXZ%j hXi%= %
Wirden wir also! kennen,so wére die oben de nierte Gréviedie korrekte
Schatzgrdlsdiy die Varianz der Verteilung. Nun ist esjedoch so,dasswir den
Mittelwert 1 tatsAchlich nicht kennen sonderndiesendurch X nur anndhern

kénnen. Ersetzen wir daher * durch )i, wobei wir bedenken, dassfiv den
Erwartungswert eines Produkts zweier Zufallsgré¥enX ;1 und X gilt

hX]_ ¢X2i = hX]_I ¢hX2I

Daraus folgt:

X X
hNi (Xii %)%= Nih (X2i 2 X + X?)i
i=0 0 i=0 1
X X X X X
= Ni@NhXZi i 2 hXiNi Xji+ hi X ¢Ni XiiA
i=0 j=0 i=0 j=0 k=0
o NN 1 XN
= X3 N7 hXiXji+ == X j X i
i=0 ]=0 i=0 ]=0 k=0
o NN 1 X
= X3 7 hXiXji+ = X j X i
i=0 j=0 j=0 k=0
7 X
i=0 j=0
. 1 X X .
= hX“4j m( hX Xii + hXinI)
i=0 iij=0
i 6]
_ hXZ'. thZ 1 . hx P
= 1 W i WN(NI l) inI
= %'hxzii X i2
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D.h. der Erwartungswert dieser Gré¥estimmt nicht mit der Varianz der
Verteilung #berein. Dies kdnnen wir beheken, indem wir die Summe nicht
durch N sonderndurch N j 1 teilen. Daraus folgern wir, dassdie Varianz
der Verteilung gesbatzt werden kann durch:

X
Var(Xq;:::;Xn) = N1 (Xii X)? (6.3)

Gr @¥senzur Charakterisierung von Daten

Wenn Datenpunkte um einenPunkt verteilt sind, kann man sie durch einige
Messgr A%en, die mit den Momenten einer Verteilung in Verbindung stehen,
charakterisieren:

1) Mittelw ert

X

x=1" x. (6.4)
N
0:1
2) Die Breite der Verteilung
durch die Varianz
1 X

Var(Xyq;:::; Xn) = N1 (X i X)? (6.5)

i

3/(X1;:::;XN)=pVar(Xl;:::;XN) (6.6)

X
ADEV (X1;::5:XN)= —  jXo i X (6.7)

(6.8)

Interpretation: Man unterscheidet zwischen rechtsschief (X < M ed<
M ax) und linksschief (M ax < M ed< X)

Vorsic ht: Bei endlichen Datensétzenist Skew (:::) immer versdieden
von Null, auch wenn die Verteilung symmetrisch ist.
Standardabweichung filr N GauYzerteilte Zufallszahlen» =~ 6=N
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x © © x
© (] ©
= s Ix > 2 g

linksschief rechtssaief

Kurtosis oder Exzess

Misst, ob die Verteilung °ach oder gepeakt st (relativ zur Normalverteilung)

Kurt(Xq;:::5; Xn) = . — - i3 (6.9)

Standardabweichung Gau1/4:p 24N

Hab en zwei Verteilungen den gleichen Mittelw ert?

Frage: Angenommenzwei Messungenergelken unterschiedliche Werte, stellt
diesdann einetatsAchliche Abweichung dar oder sind die Daten im Rahmen
der Messungenauigkit vertr Aglich?

Beispiel: Studert's t-test

Annahme: Zwei Verteilungen haben die gleiche Varianz, aber verstiedene
Mittelw erte.

v P P
%Lj Xii Xa)2+  (Xii Xg)2p 1
g. = U i2A i2B 1.1 (6.10)
D Na + Np i 2 Na Ng .

Nacs) = ] der Datenpunkte in Sample A(B).
Signi kanz

= 2AL 2B (6.11)

t¥% 0! Mittelw erte sind verschieden
t¥% 1! Mittelw erte sind gleich
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Signi k anztest fiv gepaarte Verteilungen

Z.B. Zeugniszweier Schier - paarweiser Vergleich der Noten in den einzel-
nen FAchern

De nition : Die Kovarianz (Korrelationsfaktor) wird zur Untersuchung der
Korrelation zwischen zwei vershiedenenzufalligen Grévserbenutzt

X

Coulanixa) = g Ow i Xa)(Xer i Xe) 612)
i=1

s = " Var(xa) + Var(xg) i ZCOV(XA;XB)’% (6.13)

t=2A1 78 (6.14)

Sind zwei Verteilungen gleich?

Verteilungen auf endlichen Intervallen! X 2-T est: man betrachtet eineVer-
teilung als gegelen (T est einer Hypothese)

X2 = X (Nij nj)?

i ni
N; = ]von Messwvertenim Intervall i
ni = vorgegelener Wert

Interpretation: Ein gro%etWert spricht fiéy die Falsi zierung der Hypothese
Beadte: nj = N; = 0 ist zu verwerfen;N; 6 Ound n; = 0) X?21! 1
Vergleich von zwei Datensétzen:

X (Rii S)?

X2 =
Ri + 5

(6.15)

Beadte: Bei den Verteilungen addiert sich die Varianz!
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Der Kolmogoro v-Smirno v Test

Bei manchen Messungenist eine Unterteilung in diskrete Intervalle proble-
matisch bzw. nicht natévlich ! X 2-Test nicht anwendbar.

I kumulativ e Verteilungsfunktion

Sn (X) = Anteil der Ereignisse,unterhalb\ von x

S

D= max jSn(x)i p(x)i

il

bzw.

D= max JSNL(X) i SN, (X))

il
Vorteil der Methode: Invariant gegember Skalentransformationen.

Signi kanz:

Qks(,)=2 (1) '"e~“"

(6.16)

monotone Funktion; Grenzwerte Qk s(0) = 1;Qks(1 ) = O.

Damit ergibt sich fiv die Wahrsdeinlichkeit, dasses Abweichungen gibt,
die grAl/zﬁrals das gemess%]dD sind: Wahrsdheinlichkeit (D > beobaditet)
= Qks([ N¢+ 0:12+ 0:11° N¢JD) mit:

Nc = ] der Datenpunkte (1 Datensatz)
N1+ N>

= — < 2 Datensatze
N+ N, ( sAtze)
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Erzeugung von Verteilungen auf dem Computer

Zufallszahlengeneratorerwie der Generator (Linear-Kongruenz-Methode)

[Fher = (arn + hmod m mit (m; a;b) = (714025 1366 150889)und Tabelle
mit Startwerten]

erzeugenin einem Intervall | gleichverteilte Zahlen (I = [0;m | 1]). HAu g
ist man aber an anderen Verteilungen interessiert) Transformation der
Verteilungsfunktion.

(i) Transformationsmetho de

Wir betrachten eine normierte Verteilung p(x), x 2 [0; 1],
8

<1 0<x<1
p(x) = .
- 0 sonst

Transformation: mit y bezeihinenwir jene Zufallszahlen,welche der gewdinscten
Verteilung p(y) folgen. j:::j bezeidinet die Funktionaldeterminante oder Ja-
cobisde Determinante.

. B(y) = p(X) 3%3 (6.17)

Beispiel : Exponertial Verteilung

y(x) = &Indi x)
. p(y)dy = j;'l—fdwei Ydy (6.18)

) Exponertialv erteilung
Allgemein : Wir brauchen die Ldsungder DGL

dx

dy = f(y) (6.19)

R
fiv beliebige Funktionen mit  dyf (y) = 1
; R
. Lésung:x = F(y) = dy¥ (y9
il
; y(x) = Fi(x)

(i) Rejection-Metho de

Die Verteilung p(y) kann nun beliebig kompliziert sein. Wir gehenim weite-
ren davon aus,dassdieseVerteilung besdrankt ist (p(y) - B) und au¥erdem
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R ; ;
p(y)dy = M < 1 existiert. Weiter kBnnen wir einsdrankend annehmen,
dassp(y) > 08y 2 [a;h]. p(x) seiwie oben de niert.

Die einfachste Methode, diese Verteilung von Zufallszahlen zu generieren,
bestelt nun darin, dasswir zundchst zwei Zufallszahlen gemévp(x) erzeu-
gen: x; und Xx». Die erste transformieren wir auf das Intervall [a;b] durch

Xy | ¥1= a+ (bj a)xs

Da wir angenommenhaben, dass0 - p(y)=B - 1, kénnen wir nun mit-
tels x, entscheiden, ob wir x; akzeptieren oder nicht: ist p(x1)=B - X2, so
akzeptierenwir x1. Durch diesesVorgehenreproduzierenwir sukzessie die
gewdnscte Verteilung p(y).

Diese Herangehenswisekann sehrinexzient sein, wenn p(y) beispielsveise
einen starken Peak besitzt, des weiteren jedoch fiv groYsey nur langsam
abfallt. Dann ware fastimmer p(x1)=B - X,. In diesemFall erzeugenwir uns
mit Hilfe der Transformationsmethade daher zunAdhst eine Verteilung f (y),
welche die gesutite p(y) .einhit\ und welche V\{;Qf problemlos integrieren
kdnnen. Damit ist f (y) i.a. nicht mehr normiert - f (y) dy = ¢, sodasswir
x1 wieder transformieren missen

X1 ! ¥1 = CX1

Den funktionalen Zusammenhangzwischen y und x, welchen wir durch
Transformation von p(x) auf f (y) gefundenhaben
z

y
xi 0= fy9dy’=F(y)

a

nutzen wir nun, um x; auf y; abzubilden:y; = Fi 1(%;). Ist dann

p(y1) - f(ya);

so akzeptiern wir y; wieder und generierenso die Verteilung p(y).
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Kapitel 7

Statistik realer Preise

Nach obiger bestirdnkung der Zeitskale kénnen die PreisAnderungen +x
als Zufallsvariable angesehenwerden.

Eigensc haften der +xy
(i) fér ¢ > 10min: UnabhAngigkeit (Liquide MArkte)
(i) Identisch verteilt (abgesdnittene L§vy-Verteilung)

Pi(x) = LI (2x); ¢ 1/42

L®vy-V erteilung

Die bisher vorgestellten und im folgenden dargelegten Aussagensind Er-
fahrungswerte. Insbesonderedie Feststellung, dassdie PreisAnderungenzxy
durch eine abgesbnittene L&vy-Verteilung besdrieben werden kénnen be-
darf einer nAhreren Erl Auterung.

Nach dem Zertralen Grenzwertsatz konvergiert die Summe von N unab-
hAngigenund identisch verteilten Zufallsvariablen x, im Grenzwert N ! 1

gegeneine Gau¥serteilung, vorausgesetztdassdaserste und zweite Moment
der x,, nicht divergieren. Nun gibt es ein ganze Klasse von Verteilungen,
welche lange Tails mit Potenzgesetzerhalten besitzen:

1
1 O<1<?2 ixj! 1
p(x) » X (xj )
Dies sdlievst zwar die Konvergenz gegendie GauYserteilung fiv N ! 1
aus, doch ist damit noch nichts éber die Existenz einer Grenzverteilung ge-

sagt. Wenn man von einer L§vy-Verteilung oder stabilen Verteilung spricht,
bezielt man sich auf solche Grenzverteilungen.
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Als stabile Verteilungen bezeihinet man solde, welche unter Faltung ihre
Form bewahren:
Z

p(ail + by) ap(azl + by) . dip(ai(zi 1)+ by)p(azl + k) (7.1)

p(az + b)

Au¥serdembesitzen sie noch die Skaleneigenshaft

3
X

PN (X) = N&eP NTe (7.2)

wobei py (x) fik die Wahrsdheinlichkeitsdichte einer Summevon N Zufalls-
variablen steft.

Eine Wahrsdeinlichkeitsdichte L (x) kann nur dann eine Grenzfunktion einer

[ .. ..
Summe Sy = ﬁ I, i An sein (I, unabhéngig und zufallig), wenn sie

n=1
stabil ist. Eine stabile Verteilung verhAlt sich im Grenzwert x ! 81 wie

1
L®(X) » ijw, X ' §1 (73)
und besitzt endliche absolute Momente der Ordnug *
D E <.
xj*t = dxjXj*Le; wenn 0< *< ® (7.4)

il

Die Wahrsdeinlichkeitsdichte p(l) gehért genau dann zur ,domain of at-
traction\ einer stabile Verteilung Le mit charakteristischem Exponert ®
(0< ®< 2), wenn

®a®
n() » jljlifg 181 (7.5)

wobei c; - 0,¢; - Ounda> 0 Konstanten sind. Ist ® = 2, sowird L g(X)
zur Gau¥serteilung. Wahrend ® also das Verhalten fiv groYaex bestimmt,
bestireibt = die Asymmetrie:

8
< C i C+
—_ ovc lalls®6 1
C+j C —
C+I+—Ci falls®= 1

Aus (7.4) kénnen wir ersehen,dass die Varianz einer stabilen Verteilung
(x= 2) nicht existiert, wenn ® nicht gerade? ist, und au¥serdenMittelw ert
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(x = 1) und Varianz nicht existieren, wenn ® < 1 gilt. Fix die Ay und By
kann man zeigen:

By = aN¥®
Ay = Owenn0O< ®< 1
AnNBny = Ni;wennl< ®< 2

Ein groYaerUnterschied zwisthen Gauvs-und L&vy-Verteilung besteht dar-
in, dassalle Verteilungen, welche filr grovad schnell gerug (wenigstenswie
jlji 3) abfallen zur domain of attraction der GauYserteilung gehéren, wo-
hingegenstabile Verteilungen mit ® < 2 nur solche p(l) anziehen,die das
gleiche asymptotische Verhalten (®) besitzenwie die Grenzverteilung selbst.
In diesemFall mussalso gelten:

8
D E 21 <<l falls0 t<® (® 2)
i = dijlj=p(l) .
il =1 falsx>® (®< 2)
Die charakteristische Funktion der L&vy-Verteilung ist gegelen durch
H K 1
InLe(k) = i°ki ¢kj® 1+ i_j?j! (k; ®) (7.6)
mit ¢, ® und ° Konstanten mit: ° beliebig,c, 0,0 < ® - 2 und
i 1- - 1und der Funktion
8

< tan(¥®=2) falls ®6 1
L (k;®) = o
(2= Injkj falls®= 1

Die Eigenstaft der Skaleninvarianz (7.2) macht diese Art von Verteilun-
gen geradefir Physiker interessan, bedeutet dies nAmlich nichts anderes,
als dassein Teil aussielh wie das Ganze (Stichwort: fraktale Eigensdatft).
Andererseitsist essehrunbefriedigend, dassdie Varianz einer soldhen Ver-
teilung divergiert, obwohl a priori klar ist (Messdaten), dassdieseexistiert.

Ein AuswegausdiesemDilemma kann man nun "nden, indem man den Tail
absdneidet - truncated L8vy °ight :
8
< .
NLe(l) falls j leut - 1+ lcut
p(l) = (7.7)
: 0 sonst

Abgesc hnittene L §vy-V erteilung

Hierbeiist N eine Normierungskonstante und I, der cuto®-Parameter. Ist
lcut ausreidhend gro¥agewdhlt, so besitzt p(l) deutlichen L§vy-Charakter.
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Eine weitere Mdglichkeit, die Verteilung abzusdneiden, bestelt darin, eine

glatte, exponertielle DAmpfung einzubauen:
8
< C el -jlji *® 1<
py=. (7.8)
. C+e|’ JIJ|(1+®) |> O

Damit erhdlt man einen Crossovervon der L&vy- zur GauYaverteilungfiy
gro¥seN .

Dieser Abschnitt stellt die empirischen Grundlagen fiv die spatere Model-
lierung von Finanzmérkten und -produkten dar. Im Gegensatzzu anderen
Forschungsgebietenin der Physik oder den Naturwissensdaften allgemein,
ist esnicht m@glich, kontrollierte Experimente durchzufihren. Dieser Nach-
teil wird zundchst teilweisedurch die Fille an Daten wettgemadt, die ein
solidesempirisches Fundamert fiv die theoretische Modellierung bietet.

Bei der Auswertung der empirischen Daten zeigt essich, dassessinnvoll ist,
die Preisertwicklung der Finanzprodukte nach versdiedenen Marktt ypen
zu klassi zieren:

2 Sehr liquide M Arkte : MArkte mit groYzemHandelswlumen. Diese
MArkte werdendurch die zugeordnetenindizesbesdrieben (z.B. DAX,
S&P 500, Dow Jones)

2 Sehr volatile M Arkte : (Volatilit At 2 Varianz): MArkte, deren Preis-
entwicklung sehr instabil verlduft, bzw. junge aufstrebende MArkte
(z.B. NEMAX, Kursverhdltnis US$/ mexikanischer Peso).

2 Volatilit Atsm Arkte : Finanzprodukte, die z.B. zur Kursabsicherung
von Aktien dienen (Optionsscheine). Der Preis dieser Produkte wird
durch dasVerlustrisiko bestimmt, dasmit der Volatilit At verknipft ist.

2 Zinsm Arkte : Die ZinssAtze, die angeloten werden, sind laufzeitabhAngig.
Die Variation der ZinssAtze ist aber nicht unabhangig, da sie von den
Rahmerbedingungendes Geldmarktes abhAngen.

Eine Besdrankung gibt esbei der Analyse auf Zeitskalen (von Minuten bis
zu Monaten), um den Ein°uss des Hintergrundes, d.h. der systematisdien
Preisertwicklung, vernadlassigenzu kénnen. Die Redtfertigung fiv dieses
Vorgehenergibt sich aus einem Vergleich der Gr@¥enordangen.

Typische jahrliche VerAnderung des Preises:» 10 %
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2 | Mittelw ert Andert sich nur um » 0.04% pro Tag

2 | klein gegemiber Fluktuationen mit kurzen Zeitskalen

Zentrales Thema diesesKapitels ist die Analyse und Modellierung der zeitli-
chen Entwicklung von Preisen. Eine M@glichkeit bestelt darin, die Zeitreihe
X(T) desPreiseseinesVerm@gensvertes X durch ein sog. additives Modell

% 1
X(T) = Xo+ Xk (7.9)
k=0

darzustellen(mit N = T=¢).

Die PreisAnderungenxyx = Xx+1 i Xk (Xk = X(k¢)) sind als Zufallsvaria-
blen anzusehen,deren Eigensdaften wir untersuchen wollen. Bei liquiden
Markten kdnnenwir die +x, fi&v ¢ > 10 min als unkorreliert betrachten. Es
zeigt sich ferner, dassdie empirischen Verteilungsfunktionen der £x, konsi-
stent bestirieben werden durch eine abgestinittene L&vy-Verteilung.

Diesessimple additive Modell ist allerdings nur eingestirdnkt géltig. Zum
einenwerdenwir sehen,dassdie statistische Unabhangigkeit der +x, nicht in
jedem Fall gewdhrleistet ist, zum anderenmussauf grévsererZeitskalen auch
die systematiste Wertentwicklung berdcksichtigt werden.Es zeigt sich, dass
filv gro%eZeiten nicht das Preisinkremert die natévliche Variable darstellt,
sondernder sog.Return " = 3, d.h. die relative PreisAnderung.

Die Zeitreihe desPreiseswird in diesemFall von einem multiplikativen Mo-
dell besdrieben:

N 1 Ni L
X(T)= x0¢ (1+ n)=xo¢ - (7.10)
Xn

n=0 n=0

Ist die Volatilit & sehrviel kleiner als der Preis selbst, d.h. fér kleine relative
PreisAnderungennicht vehemen, ergibt sich

Xn+1 Xn Xn
Yo — Y4 —
Xn Xn Xo

In

(Die erste NAherungist hierbei keinesvegstrivial.)
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@bergang zwischen additiv em und multiplik ativem Mo dell
F& ", ¢ 1 kann man das multiplik ative Modell in das additive Modell
woerféhren:

, , X
IN(1+ ") Y% Ya —
X0

Wobei wir im letzten Sdhritt vorausgesetzthaben, dassdie PreisAnderungen

klein sind. Mit dieser NAherung und der zusAtzlichen Annahme, dassauch
NR 1

k=0

i;‘—c;‘ ¢ 1list, erhalten wir das additive Modell

XN = Xo+  #Xp (7.11)
n=0

Die Giltigk eitsbereiche der Modelle kann man anhand der Varianz ioerprifen.
Wenn der Return die natévlich stochastische Variable ist, sollte gelten:

q

hex2ij , = Yax
wobei hix?i . den Mittelw ert von (#x)? filr einenvorgegekenenPreis x an-
gibt. Die obige Beziehung wide bedeuten, dass die Varianz des Returns
konstart ist. Dies beobahtet man nur im Langzeitverhalten; es muss also
eine charakteristische Zeit Ty, geben, bei der man den Bbergangvom addi-
tiven zum multiplik ativen Verhalten beobadtet.

) Crosswer bei Ty,

Damit;

2 additivesRegimey¢ ¢ ¢

hx(¢) i x0)%i = D= ¥5x5
- 0
2 multiplik ativesRegime T A Ts,
H f
T) .
2 XD ger
X0

Fiv liquide MArkte liegt Ts, in der Gréd¥enordang von Monaten.
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Autok orrelation

Eine weitere wichtige Eigensdaft der Zeitreihen ist die statistische Un-
abhangigkeit der Daten. Eine notwendige Bedingung fiv statistische Un-
abhéngigkeit ist das Versdwinden der Autok orrelationsfunktion.

De nition

Cﬁ] = hbx X

1
D¢
Autok orrelation in diskreter Zeit (z.B. ¢ = 5 min)

Typischer Verlauf

510 20 30 40 50 60 70 80 90
t

Man macht die folgendenBeobaditungen:

2 Signi kante Korrelationen sind auf Zeitskalen der Gré¥senordang 15
min zu beobadten. Die Autok orrelationszeitensind fiv liquide MArkte
am kivzesten.

2 Die Anwesenheitvon Korrelationen suggeriert die M@glichkeit, durch
schnelles Kaufen und Verkaufen systematisty Gewinne zu erzielen.
Diesist jedoch nicht der Fall, da die Amplituden zu gering sind, d.h.
der Prot zu geringist, um die Kosten der Transaktionen zu deden.

Zeitlic he Entwicklung von Fluktuationen

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der PreisAnderungen#xy
abgesabnittene L®vy-Verteilung sehr gut die empirischen Daten besdireibt.
Dies gilt Bber einenBereich von 3 GréYsenordongen der Wahrsdeinlichkeit

sawie bis zu 6%in den Schwankungenxy (34ist Standardverteilung der Da-
ten) (Abb 7.1). Wie wir oben geseherhaben, sind die PreisAnderungenerst
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fiv ¢ . ¢° = 15min als unabhAngige Variable zu betrachten. Es ist daher
naheliegend,die folgende Annahme zu machen:

Abbildung 7.1: Die abgestnittene L§vy-Verteilung besdireibt sehrgut die
empirischen Daten.

Die Preisanderungenwerdendurch eine abgestnittene L§vy-Verteilung be-
schrieben, wennwir Preisebetrachten, die wenigstensum ¢° zeitlich ausein-
anderliegen.

In diesemFall sollten die PreisAnderungenzeitlich unabhangig sein. Ist dies
der Fall, so sollte auf jeden Fall fiv die Wahrsdeinlichkeitsverteilung der
Summe

i 1
XN i Xo= Xn
n=0

gelten, dasssie der N -fachen Faltung von p, (+x)

PR (X) = Pe(X) 5 @ Py () = [Pa(2x)]
N x
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entspricht. (Eigensdaft von statistisch unabhangigenVariablen, vgl. (1.25))
Die so gewonneneWabhrscheinlichkeitsverteilung kénnenwir mit den kumu-
lativ aufgetragenenempirischen Daten vergleichen, d.h. wir betrachten:
Z,
P1, () = dx pn (X)

+X

Man stellt nun Folgendesfest (s.a. Abb. 7.2):

2 Die Einzelverteilungenp; (xx) werdendurch eineabgesanittenen L§vy-
Verteilung mit * = 3=2 gut besdtrieben. Die Beibehaltung diesesEx-
ponerien zur Besdireibung von py (X) ist mit den Daten kompatibel.

2 Das #ber die N Faltungen gewonnenepy ist eine gute NAherung der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung fédr N A 1.

2 Man beobaditet eine Konvergenz gegendie GauYzerteilung, jedoch
langsamerals die theoretische Vorhersageerwarten |AYat.Dies kann als
Hinweis auf fehlende statistische Unabhangigkeit verstandenwerden.

Vorlesung vom 03.06. wird nachgereic ht
Marktmo delle (Ph ysikermo delle)

() Perkolationsmadell
Annahmen:

- Die PreisAnderung +xy spiegeltdie Diskrepanz zwischen Angebot
und Nachfrage wider:

X/ q "®
®

g =Menge desBedarfs, ® Marktteilnehmer

8
5 i 1 verkaufen

"®= 0 halten

1 kaufen

1Bei empirischen Daten, die nicht a priori von diskreten Variablen abhéngen, ist der
Vergleich der kumulativ en Verteilungen ginstiger, da jede Unterteilung der Datensétze in
diskrete Intervalle mit dem Verlust von Informationen verbunden ist.
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Abbildung 7.2: Darstellung von Pq, (£x)

- Die Marktteilnehmer sind verbunden mit der Wahrsdeinlichkeit
p=N, N = ] der Marktteilnehmer

Korrelierte Teilnehmer haben die gleiche Strategie,d.h. ' 5= 'y
) Entscheidungin Gruppen (2 Perkolationsproblemfidr d = 1 )?

Damit PreisAnderungen:

X
X/ g N(A) (A)
A

2d = 1 , dajeder Merktteiinehmer mit jedem anderenverbunden seinkann. Perkolation
bedeutet, da¥sjeder Teilnehmer mit jedem anderen @ber eine Kette von Links verbunden
und der Markt somit gleichgesdaltet ist.

73



P
mit N (A) = (N), N(A) = ] Marktteilnehmer in einer Gruppe
A

Falls p < 1 bleiben die Gruppen endlich ! Entwicklung fiv 1j p =
2 ;1. Verteilung der Clustergrévzg(N A 1):

1 £,
p(N)/ —sexp j 2N N¢ N
N 2
Diskussionp= 1! p(N)» N2

Damit sind die ¢ Summen von Zufallszahlen, die einer
algebraistien Verteilung entsprechen ! * = 3=2 (L®vy-
Verteilung)

pss 1 abgesbnittene L&vy-Verteilung
ps 1 Crash (Es gibt mit Wahrsdheinlichkeit 1 einen Cluster der
GravseN )

Problem: Wie enstelt die Struktur der Gruppen?! erfordert Modell
zur Meinungsbildung

(i) Rickkopplungsmdell
ldee: Xk+1 = Xk + %3k

mit 3, Zufallszahl mit Varianz 1
¥ hangt von der frdheren Volatilit At ab

Toy-Modell

Ve i Yo= (10 (%% i Ye) + 4%
) Kopplung an den letzten Tag®
Fihrt auf Fokker-Planck Gleichung filv p(34t)

@) _ ,@%i Yo)p(hY) | 2, @¥Ep(%1)
@ @4 @7

mit ¢2 =V arianz von
Y% =%i *Y Y= hj3/z'i’ji
1%3k] = Yot Vi

3Ist % = ¥, soaddieren wir also lediglich eine kleine Zahl hinzu. Ist % = ®¥, ®> 1,
SO gilt ¥k+1 < ¥, falls j3xj < 1j 1=®
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Gleichgewidhtsldsung:

_ exp(i %%
Pu¥) = — v —

mit t = 1+ (c®2)il>1

) Fiv viele Verteilungen des Rausdens hat man asymptotisch Potenzge-

setzemit dem Exponert 1.
9

21 1 (Short memory): Power-laws = Bperreaktionen fdhren
21 Q- 11 1  zZudemPotenzgesetz

Zusammenfassung

TatsAdhliche Statistik realer Preise und Brown'sche Modelle stimmen nicht
Bberein.

Bro wn'sc he Mo delle

- Man nimmt an, dassdie relativen Returns unabhangige Zufallsvaria-
blen sind.

- Man nimmt an, dassdie elemenare Zeitskala ¢,! 0 konvergiert (d.h.
dass man einen Prozessin kontinuierlicher Zeit hat), so dass man
den zertralen Grenzwertsatz fiv endliche Zeitskalenimmer verwenden
kann.

) PreisAnderungengehorden der Log-Normal-Verteilung. Der Prozessist
skaleninvariant.

Ab er

Asymptotik der Verteilung wird nur sehrsdledt von einer GauYaerteilung
besdirieben.

- Man hat Korrelationen auf einer Zeitskala von » 30min ) ¢! Oist
Unsinn

- T" = N & Zeitskala auf der nicht-gauvuisbe E®ekte wichtig sind
liegenin der Grévsenordang von Tagen

- Zeitskala von Volatitlit Atsschwankungen in der GréY¥senordang von
Tagenbis 1 Monat

- ¢v. Zeitskala auf der Crossorer von additiven Variablen zu multiplik a-
tiven Variablen statt ndet liegt in der Gré¥senordaong von Monaten

) Modelle,dereneinzigerParameter die Volatilit At ist, mAssenfehlsdlagen.
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Extremes Risik o und optimale Portfolios

Risiko bei Anlagen ist natiévlicherweisemit der Volatitli At verkngpft.

Logarithmischer Return:

LX)
R(T) = In e

mit x(T) Preis einesWerpapierszur Zeit T

P (x; Tjxo; 0)dx: Wahrscheinlichkeit, dassder Preis zur Zeit T im Intervall
[X(T);x(T) + dx] ist

Damit Volatilit At Varianz von R(T):

.z z .
Y :TE dx P(x; Tjxo;0)R?i ( dxP(X;tjxo;0)R(T))?

Die sode nierte Volatilit & wird als MaYafir das Risiko genommen.Multi-
plikatives Modell

R(T) = In

) s Ij(il
M2 sy

k=0

mit N = T=.

Gewdhnlich: N ! 1 ) R(T) wird gau¥serteilte Zufallszahl (zertraler
Grenzwertsatz, Annahme: " sind unabhangig)

2 Mittlerer Return: mT mit m = Hn(1 + "y)i=¢
2 Standardabweichung 3/4p?

Damit: Verteilung von R(T) wird durch zwei Werte parametrisiert und zwar
m und %

Problem: N ! 1 ist ungeredtfertigt wegender Autokorrelationen

Interpretation (fiv N ! 1 ): B
Preisvon X : x(T) = Xoexp[mT + %p T3]; 3 Zufallszahlmit ki = 0; 8% = 1

WennT A T~ 32=m wird der Preis vom Mittelw ert dominiert, d.h. Ver-

lustrisik o wird gering. Typische Werte sind m = 10%, %= 20% (Jahreswer-
te) ) T = 4Jahre
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Sharp-V erh Altnis

misst Signal / Rausd Verhaltnis
Bemerkung: Fiv kurze Zeiten hat man additives Modell:

Preis fiv kurze Zeiten:

X (T) = Xoexp [mT +{Z%p ?39 = Xo+ mT + S RE

mit m = mxo und x3%% = D
Beachte: 3 ist nicht gauYserteilt; weserlich fév die Risikobestimmung.

Verlustrisik o und Verkn épfung von Wert und Risik o (VaR)

Zentrale Rolle der Volatilit & durch Gau¥serteilung
Probleme:

2 Risiko ist verknépft mit Verlusten, bei der Schwankung sind Gewinne
und Verluste gleichwertig

2 ZGS nur im Zentrum der Verteilung geredtfertigt, Risiko wird aber
durch extreme Spriénge de niert

2 Man sollte kumulativ e E®ekte beriicksichtigen
Def. Wahrsdeinlichkeit mehr als @ zu verlieren:

Zn
Plix < jna]=P[in] =  d(#x)P,(x)
il

mit #x = X(T) i Xo, P(2X) = P(¥X + Xo; t + ¢jXo;t)

Alternativ e:
Man gibt Pyar = P[£x < @yar] vor und bestimmt oy, g nachher.

Interpretation:
Pvar = 0:01;¢ = 1 Tag) =#x - ©yar passiertnur alle 100 Tage.
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Weitere wichtige Gréle:
Wahrsdeinlichkeit, dass der gré¥teEinzelverlust, der in einem Zeitraum
Tvar von N ¢, auftritt, © ist:

1Tag

z ) {
P(;N) = N[P>(i )N TP (i )

mit P> = Wahrsdweinli%hkeit +x > j o und P, = Wabhrscheinlichkeit filr
i @. Esqilt P> (j @) =  d(x) P, (¥x).

i Q

PL,N) A

max

—

P,(a) zerfAllt schneller als jedesPotenzgesetz.

Fiv gro¥seN wird P (2 ;N) durch die Asymptotik von P, (=) bestimmt. Un-
ter der Voraussetzung(7) ndet manP(a;N ! 1)=¢e ¢ e ° .

Das Maximum liegt bei & = ayag, wenn Pyar = &

Beispiele:
GauYzerteilung
Byar + My
P i ——— =P
G< Yaxo VaR
) avar= 2%xerfc [2Pyar]i mip

) Direkte Verkndpfung mit der Volatilit At.

Im Allgemeinen gibt esdiesedirekte Verkniépfung nicht, Gau¥»erteilung ist
nicht sehr realistisch.

Man kann aber die Verlustwahrsdeinlichkeit selbst fir soldhe Verteilungen
berednen, deren Varianz divergiert, Beispiel L§vy-Verteilung
1A'

leXT; fiv & ! Ound?! < 2

P.(£x) '
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_ Api 1
! Byvar = APyaR

) Die Verlustwahrsdeinlichkeit wird von A bestimmt.

Zeitlic he Asp ekte

Problem: Der Verlust in der bisherigen Betrachtung bezogsich auf den
Verlust zum Ende des Zeitintervalles [k¢; (K + 1)¢].

Im Allgemeinen wird aber der gré¥steVerlust innerhalb  des Zeitintervalls
liegen.

Die Wahrsdeinlichkeit, dassder maximale Verlust innerhalb des Intervalls
einen bestimmten Wert dbersdreitet, ist:

P[Xioi Xop<i ®] = 2P[Xc1i Xop< i 8]

mit: X = Preis; lo: niedrigster, op: open (z.B. der Intervalls) und cl: close
(zum Ende deslIntervalls)

) Verdoppelung der Wahrscheinlichkeit gegember der Analyse zum Inter-
vallende.

Begr éindung: Betrachte eine ???von x(T)

X(T) Lo

— [ —

beide Pfade haben gleiches Gewicht

Verluste in unendlic hen Interv allen

Fragestellung: Was ist die Wahrsceinlichkeit dafdy, dass der minimale
zukinftige Preis Xmin ist? (Xo: Ausgangspreis)

Es sei
Bmax = X0 i Xmin
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Falls P (£x) exponentiell fidv #x ! j1 abfallt

H 1
. ® 9 max
7 P (% max ooyl 1 exp j D—o
mit oo als LAsungvon
z X
d(+x) expli o P.(=x)=1 (7.12)
0
Begrdndung (Selbstkonsistenztedingung):
Def.
2
P>(®) =  d9max P (% max) (7.13)

ol

Betrachte das Problem zur Zeit t = tg+ ¢ ) X = Xgo+ Xk
8
% <jB) Oy >0
k. >jo ) Ausgangsproblem(wg. unbesdrankter Zeit)

2

wg. versdhobenem Startwert

) (Integration Bber alle +x)
iR
Ps (o) = dX P, (x) +  dx P #x P, (X)P> (2 + x)
il ]
Falls 1A o, ist der erste Term zu vernaclassigen(cheden!).
Ansatz: Ps (v) = o exp(j a=og) fdhrt auf ?2?2.

Einfac he Beispiele:

Gemisdte Fluktuationen

o ey
P.(3X) = p——exp | ———
() pTD(, P i De

?7?, quadratische ErgAnzung) == D=2m

Konsequenzen:

2 Ohne Drift macht der maximale Verlust keinen Sinn

2 o, ist das MaYader Fluktuationen fiv Zeitskala T = D=2m .
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Ausw ertung fiév den exponentiellen Fall

u . .
P(3x) = o exp(i x| m¢j)
Bedingung:
2 X
d(x) exp(i —P(x) = =
il °
fdhrt auf:
M 1

.m —
Sz eXp | _~ =@

@ aj?
Falls m¢® ¢ @ (Entwicklung von exp), ndet man g = mcL®2
Leb ensdauer der grovsenVerluste: Berechnung der Returnwahrsdeinlich-

keit zu xo. Fi gro%eZeiten hat man die Form

(;122 T
P(T)’ T3=2 exp(i ?)

[ I
) T ist die charakteristische Zeit (i.A. grézemlshTi »  ¢T ), die man fir
die unterschiedlichen Prozessezu bestimmen hat.

Begr éindung der Selbstk onsistenzgleic hung

B max =maximaler Verlust= X i Xmin
Falls P, (#x) » exp(j a#x)

P(®max) / exp(i ®max=ro)

ao geht aus Selbstkonsistenzgleiung hervor.

Wenn wir zum Zeitpunkt t°= tq einen Preis x = X, festsetzen,so ist die
Wahrsdeinlichkeit dafidr, dassder maximale Verlust gré¥erals & sein wird
(zu einem beliebigen spateren Zeitpunkt), gegelen durch
Z,
P, = do maxP (2 max)
Wenn nun zum Zeitpunkt t° = tg+ ¢ ein Preis x = Xg + % vorliegt, so
haben wir eine Wahrsdeinlichkeit von P> (e + +x), dassdoch noch zu ei-
nem beliebigenspateren Zeitpunkt mindestensder Verlust @ verglichen mit
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dem Anfangswert xo realisiert wird. Die Wahrsdeinlichkeit, dasssich der
Preis im Zeitschritt ¢ geradeum +x gedndert hat, ist jedoch gegeten durch
P.(#x). D.h. entweder wird der Verlust & bereits im ersten Zeitsdhritt ,er-
reicht\ oder in einem spateren. Somit schreibt sich P~ (2) als

z . Z,

Po(@) = dEOP)+ AP (0P (o + 1)
il [

Portfolios nicht korrelierter W ertpapiere
Bemerkungen

2 Zusammensetzungder Portfolios

- 1 wenigerrisikoreiches Papier mit Preis Xg
2 Wert des Portfolios:

M X
S= ni xi(T); W = S(T=0)= n; x°
i=0

) W= ni, Anteile p; = nj=W

2 Die Risikoparameter m; (Drift) und D; (Varianz) seienbekannt (Pro-
blem: man kann immer nur historische Werte annehmen, um diese
Grévserabzushatzen)

Unk orrelierte , gau¥vsische\ W ertpapiere

Esseidie PreisAnderungdesPapiersi gauYszerteilt um m; T mit VarianzD;T.
Wegender Stabilit & der GauYserteilung ist auch der Preis des Portfolios
gau¥aerteilt.

M X X
mp = pimi = mo+ pi(Mi i mo); mit pi=1
i=0 i=1

Varianz (Dg = 0)
Dp=  p?Di
i=1
- Minimierung der Varianz ohne Randbedingung) po = 1
- Maximierung desReturns) Wertpapier mit dem grévstenReturn wird

ausgewdhlt
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Interessart: Bestimmung des Portfolios, das fév vorgegelenen Return mj,

das Risiko minimiert

) Einfdhrung desLagrange Multiplik ators:

@Dpi *mp)-  _ 0
@ Pi= Py

Neberbedingung: ® so, dassder mittlere Return genaumy ist. Dies ergibt

fiv gegelenes?:

[
3
3
S
f
=
Z

2p; D

Po = 1j p;

Gleichung fiv 3 (aus der Zwangskedingung (7.14))

. s X (mii mo)2
Mol Mo=3 b
i=1 !

fw (mi i mg)?

P 4 i1 D;

D

Parabel der optimalen Portfolios

N

unmdgliche Portfolios

Return

mogliche Portfolios

-7 zusatzliche Zwangsbedingungen

Risiko
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Unk orrelierte  Wertpapiere mit algebraisc hen Preis°uktuatio-
nen

Fluktuationen desAssetpreises:

X o1 - X 1

¢ " TR
et

mit 1 > 1; algebraiste Verteilungen sind stabil unter Additionen ( < 2)

Tail-Parameter fily das gesante Portfolio
X 1 1
= p; A.

Ap

(bestreibt das asymptotische Verhalten des gesanten Portfolios); Wahr-
scheinlichkeit, dassder Verlust den Wert & @bersdreitet

Al
P> (o) = Q_f

Diesefahrt auf

Lt A = 3 (mii mo)

mit 3 aus
(2 1 1=(2

1

PO (| mo)”l_l

i=1 Aili !

= Mpi Mo

Damit ist die Verlustwahrsdheinlichkeit des optimalen Portfolios gegelen
durch
A ;
o 31 X (mij mg)TiT
P = — -
[o} 1

Eliminierung von3 ) P®» (mpi mo)’
2 Fgy t > 2ist nur die Asymptotik stabil ) die Mitte wird gauYserteilt.

2 Crossover, ab demdie Korrelationen von Gau¥zum algebraisten Ver-
halten Bbergehen.
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Kapitel 8

Futures und Optionen

Futures und Optionen

DiesesKapitel soll in die Preis ndung von sog. Futures und Optionssdei-
nen einfédhren. Bei Futures handelt essich uhrenm bdrsennotierte Forward-
Kontrakte, d.h. um VertrAge ber den zukinftigen Preis einesWertpapiers,
eines Rohsto®esetc. zu einem festgelegtenZeitpunkt. Bei einem Options-
sdhein erwirbt man sich das Redit (aber nicht die P°icht!) einen Asset
(s.0.) zu einem bestimmten Zeitpunkt kaufen (call) oder verkaufen (put)
zu kénnen.

Fiv die Preisbildung ist es wichtig, ob die PreisAnderungen als korreliert
anzusehensind oder nicht. Solche Korrelationen werden durch die Exzienz
des Marktes unterdrickt: Da das eingesetzteKapital endlich ist, kann es
keine o®ensichtlichen Handelsstrategiengeben, die zu systematischenGe-
winnen oberhalb des Marktniv eausféhren. Dies impliziert aber nicht, dass
Preisspndnge unkorreliert sein méssen,sondernnur, dasssie die Transakti-
onskosten nicht dedken.

Futures und Forw ards

Forwar d-V ertr ag F: Kauf einesAssets X zum jetzigen Zeitpunkt t = 0
mit dem Auslieferungsdatum T = N¢ in der Zukunft. Was ist der Preis?
Der Preis sollte fair sein, also weder K Aufer noch Verkaufer systematisch
benadteiligen. Bilanz (aus Sicht desVerkaufers):

¢We =Fj x(T)

wobei F der Preis desForwards und x(T) der Marktpreis zum Zeitpunkt T

ist.
z

) Fz=m(T)i~ dx £ P(xT)xg;0)
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DieserPreis kann aber nicht der tatsAchliche Marktpreis sein, da er keineRi-
sikoberlegungenmiteinbezieh. Eine risikofr eie Strategie, an der der Preis
orientiert sein sollte, ist die folgende:Man kauft den Asset zum gegelenen
Zeitpunkt Xg, um ihn dann zur Zeit T wieder zu verkaufen.

Dabei entstehen durch die Kapitalbindung Kosten, da man sich das Kapital
in einer risikolosenAnlage verzinsenlassenkgnnte.

F = Xoél |
mit dem Zinssatz pro Zeiteinheit ¢..
Gobale Balance

Wir betrachten nun die Wertentwicklung, die eine m@gliche Handelsstrate-
gie mitb endcksichtigt.

Gesantkapital (zur Zeit t, = n¢)

Wh = AyXp + By (8.1)

B ist die Investition in ein festverzinsliches Papier und A, die Investition
in Asset X .

W erten twic klung

Wit | Wp = f‘n(xm{%i Xn?"'Bnl/Z (2= i ¢)
PreisAnderung

mit ¥2= Zinsen
Handel: Anderung von B, unter Berécksichtigung des Zukaufs:

Bn+1 i Bn = Bn¥%j Xnu1 FAn+1{£ An?

Menge des gekauften Assets

L Asung:

Bn=(1+W"Boi  xk(Ai A 1)L+ W<k

k=1
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in (8.1):

N 1
Wh = Wo(1+ A"+ W (Xks1 i Xni ¥2X%)
k=0

mit WV = A (1+ 9 kil
Alternativ e Darstellung durch sog.reduzierte Preise

% Xk (1+ WK

1o
D Wh = (L+ B (Wo+ Ay (ke + %))
k=0

Die letzte Darstellung hat den Vorteil, dassman die PreisAnderungendes
risikobehafteten Wertes direkt der Gewinnerwartung des festverzinslichen
Papiers gegemiberstellt.

Die Gesantbilanz muss noch zwei weitere Preise berdcksichtigen: den des
Forwards und den Preis desAssetszum \Liefertermin”. Wir nden also(aus
Sicht des Verkaufers):

X
Wy =F i xy+ (@Q1+39N (Wo+ Alxy+1 + %k)
| k0 (2 }

Ergebnis des Handelns

wobei F der Preis desForwards (Einnahme), xy der Preis desAssets(Wert,
der dem KAufer Bbergeben wird) ist.

Xi 1
=F+ 1+ Woi xo+  (Aci 1)0t%ke1 i %)]
k=0

Der Zufall (und damit das Risiko) |Asst sich vollstAndig eliminieren, falls
; Wn = F+ 1+ %N (Woi o)
Damit "nden wir, wie schon durch die Plausibilit Ats@berlegung vermutet:

F=xo(l+ %" xoi¢'

unabhéngig von dem statistischen Eig.
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Optionen

Wir betrachten europdische Kaufoptionen, die im Gegensatzzu den ameri-
kanischen Optionen nur zu einem bestimmten Tag geltend gemadit werden
kdnnen.

Die Preistheorie wurde im Jahre 1900 von Bachelier begnindet, der einen
fairen Kaufpreis anhand des zu erwartenden Assetpreisesx(T) errecnet
hat. Ahnlich wie bei den Futures ist jedoch nicht dieserPreis der relevante,
sondernderjenige, der eine Handelsstrategiebericksichtigt. DiesesProblem
wurde von Black & Sdoles 1973 fiv einen kontin uierlichen GauYaprozess
gelBst: Es existiert eine Strategie mit Risiko 0, wenn die PreisAnderungen
durch einen kontin uierlichen GauYaprozesbesdirieben werden.

Bilanz fir den Wert: (fir den Zeichner der Option)
X

Wy = Wo+ Cl(1+ 9N max (Xn i Xs;0)+ W (Xks1 i Xki Sxk)
wobei xs den \Strik e" Preis, also den durch die Option festgelegtenPreis
zur Zeit T, bezeitnet.
Der Bilanz liegt zu Grunde, dass:

2 die PrAmie (Preis der Option) C sofort gezahlt wird

2 ein Verlust nur dann eintritt, wenn xy > Xs

2 einen Hedging Strategie angevandt wird

Wic htig : Durch Y (xy) max (Xy | Xs;0) wird eine Nichtlinearit &t ein-
gefdhrt, die, wenn die Fluktuationen nicht gau¥serteilt sind, einerisikofreie
Strategie ausstlievsen.

Aus h¢ Wi = 0folgt [¢ W = Wy j Wo(1+ ¥N:

X 1
1+ ANC = [max(xn i Xs;0)ij M (X1 § Xk i ¥o%)i]
k=0

) Der Preis hangt von der Hedging Strategie ab (i = AY (1 + yNiki 1),
Der oben angegelene Preis ist der faire Preis; eswird in der Regel einen
Risikoaufsdilag geben.
Gr #vsenordnungen

Lange Laufzeiten féhren zur Verteilung von x(T), was durch die GauVaer-
teilung gendhert werden kann (Mittelw ert mT, Varianz DT = ¥#x3T)
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Berechnung flr xs = Xo (\at the money")

2 Xi X (Xi Xoj mT)?
ax(x(T) i Xs;0)i Xpim exp(i DT )
er Ar 1
DT mT m4T3
! —+ — + £
2Y4 2 D
falls mT ¢, p_T

Beispiel: T = 100 Tage, tAgliche Volatilit &t %= 1 %; m = 5 %; xo = 100
Punkte

DT

: — ' 4 Punk

: s unkte
g ' 0:67 Punkte

Der E®ekt der nicht versciwindenden Returns wird durch den Handel noch
weiter abgesbwAdt. In einer ersten Naherung kann man daher mit m = 0
rechnen. Die Zinsen (HXAN C haben fily typische Laufzeiten einen geringen
E®ekt (z.B. j = Y%¢»5 % /Jahr ) Korrektur figv 100 Tage' 0.06 Punk-
te). Die Kosten fiy die Hedging Strategie sind nicht zu vernadlAssigen:
» PMixeeT ! % Punkte (= 16 % desOptionspreises).

Quantitativ e Analyse des Optionspreises
Annahme: Preisspringe kénnen dargestellt werden als
Xk+1 | Xk = Yo% + g
mit: htxi = m; = m¢ ; Wir betrachten zunAdhst (s.0.) m = 0: Die Hedging

Strategie hAngt o®ensibtlic h nicht von +xy ab, da der Kauf vorher festgelegt
werden muss.

hetd = hadhdi = 0 (m = 0) (8.2)

y C _ @A+ W Nmax(xy i Xs;0)i (8.3)
A

A+ N dx(xi xs)P(x;Njxo;0) (8.4)

[ wegen(8.3) gilt: (Xk+1 i Xki Y2k = Yo% + Xk i Yo% = ()]
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Wir brauchen nun also ein Modell fér die Preisertwicklung. Es sei +x, =
“kXk (mit T ¢ 1); "k seiverteilt wie P(" k)

Die " sind unabhéngige Zufallszahlen. Damit kann dann P (x; N jxg; 0) ein-
fach beredinet werden.

Transformation der Variablen

x! xo(1+ YN

2
) C=xo dy(¢i °)Pn(y)

ys
3

mit: ys = log 72w und Pn(y) © P(y;NjO; 0)

Xk = Xo(L+ %ok
. 2
. k . _k -
Yert i Yk » g0 5 Yo=0
+£( 73,7 2 )
N ih ,i
Verteilung von yy = w,i = Im Fourierraum
k=0
Pn(2) = [P (1" (8.5)
mit
Z ' l’l ’ 'zﬂa
= “Py( iz —— i = 8.6
P@)= dP()exp iz pi (8.6)

Der Limes von Black & Scholes

p

P.(") seigauvserteilt mit Mittelwert Hi = 0;% = H?2i = %PZ aus (8.6)

und (8.5).

Damit erhdlt man fiv N A 1:

H |

1 + N3,42=2

Pn(y) = G———©exp i WW
2YNi,? 1
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Wir betrachten also den (unrealistischen!) Limes N = T=¢ ! 1 mit
N ¥ = T% endlich.

) Man erhdlt den log-normal Prozess? in kontinuierlicher Zeit.

Das féhrt (mit der Ersetzung (1 + AN | e¢T) auf dem Black & Sdoles
Preis:

2

u 1
dy(e¥ | es + ¥ET=2)2
Xo ylg i )exp i(y )

2YART 2YAT
s

T M T
XoPg> %% | xs€ ¢TPe> P
4 4

mit Xg als Ausgangspreisund Xxg als Strike Preis.

Ces(Xo;Xs; T)

Wobei yy, = log(Xs=Xo) i ¢T § ¥#T=2 und Pg> die kumulative GauYsertei-
lung sind.

Diskussion: Die Eigenstaften von Cgs lassensich durch die sog.\Greeks"
besdireiben, also: den Ableitungen nach den Variablen von Cgs.

Die AbhAngigkeit vom Ausgangspreisxo wird durch ¢ = % > 0 besdirie-
ben, d.h. der Preis der Option wAdchst mit xo, da eswahrsceinlicher wird,
dassdie Option den Strike-Preispassiert. Weiterhin hangt der Preis von der
Laufzeit der Option T und der Volatilit At %ab. Dieswird durch £ = % <0
und © = % >0 ch%akterisiert. Fivr ¢T ¢ 1 kommen die Variablen nur
in der Kombination % T vor. Fir wachsendes¥s T wird der Optionsschein
teurer.

Additiv e Mo delle (Bac helier Limes)

Wir betrachten nun ein additives Modell:
i 1
XN = Xo(L+ AN+ ax(1+ YNikil
k=0
wobei #x, die stochastische Variable ist. Fir gro¥seN wird Xy j Xo(1+ AN
gau¥zerteilt mit Mittelw ert O (falls m = 0). Aus dem zertralen Grenzwert-
satz ergibt sich dann sofort fiév die Varianz c,(T):
Xi 1
c(T)= D¢ (1+ %" DT[L+ %N 1)+ 0(AN?)
1=0

Ywir sprechen deshalbvon einemlog-normal verteilten Preis, weil wir dasmultiplik ative
Modell benutzen, in dem die Returns "« die natiévlichen Variablen sind.
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D¢, ist die Varianz der +xy, wobei die Volatilit & durch D ~ ¥£x3 gegetenist.

Damit ergibt sich fév den Preis

2 H . |

o dx (Xi XoeT)?

Cs(Xg:Xs:T) = el ¢T = (X Xg)exp j — - 7
s(Xo;Xs; T) %( i Xs)exp 26,(T)

Xs

Falls Zinse®ektekeine Rolle spielen, erhAlt man

2 M _ Al
Cs(xo;Xs;T) = dx(X'x)pliexp 'M
s(Xo; Xs; i Xs) Pyt I 5T
Xs
DiesesErgebnislasstsich auch ausder Black-ScholesFormel gewinnen,wenn
NG 1 list.
xo | 1<

Reale Optionspreise

Wir wenden uns nun realistischen Verteilungen fir die Optionssceine zu.
Dazu betrachten wir zunAchst den Fall, dass:

2 die Verteilung der +xy beliebig sei.

2 Zinse®ektekeine Rolle spielen,d.h. ¥2= 0.

2 Der Preisunterschied xN | Xo als Summevon N = T=¢ unabhAngig und
identisch verteilten Zufallsvariablen darstellbar ist. N sei endlich ) man
mussdie \F at Tails" der Verteilungen bericksichtigen.

In der Praxis werdendieseE®ekteempirisch berdcksichtigt, durch die Einféhrung
einer implizierten Volatilit & (xs; T), die die Di®erenzzwischen realem und
Black & SdolesPreis korrigiert. Die Einfghrung von (xs; T) macht aus der
eigertlich vorgegetenenVolatilit At einenvariablen Parameter, der an die hi-
storischen Daten angepasstwird. Die empirischen Daten zeigen,dass(xs; T)

mit jXs i Xoj waAchst (daher die Bezeicinung \v olatilit y smile".

Die EinfAhrung einessoldhen ad hoc Parametersist aus theoretischer Sicht
nativlich nicht sehr befriedigend. Eine einfache Korrekturm gglichkeit be-
steht darin, dassman eine nicht versdhwindende Kurtosis - 1 berdcksichtigt.
Man kann zeigen(Bbung), dasssich fily - ; 6 0 der folgendePreisunterschied

zum Bachelier Preis ergibt:
| — . vl
K;¢ DT (Xsi X0)*" " Xsi Xo .

— 1
uT Y4 ' DT 2DT !

il

Andererseits fahrt die Anderung von Cy=o (Xo;Xs; T) durch D = 2¥x3+%

auf:

r— . .
T . (Xsi Xo)

#Cy=0 (X0; Xs; T) = Xo DT

T exX
27, &XP
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) -1 6 0kanndurch die Einfahrung einere®ektiven Volatilit &t (xs;T) =
¥Yat+ t¥aproduziert werden:
) p’ 2 ﬂ 5
(T) " (Xsi Xo)
o) =¥ 1+ i 1
(Xs;¢) = Ya 20 oT |

mit - (T) = =N.

Diskussion :

2 Die Korrektur von - 1 6 O reicht bereits aus, um ruhige Markte (d.h. mit
konstarter Volatilit At) zu besdreiben.

2 Die quadratische Form ist verantwortlich fir den sog. \v olatilit y smile"
(Skizze Fehlt)

2 Es kdnnen auch andere E®ekte wie die Nichtstationarit At bendcksichtigt
werden.

Optimale Strategie und Restrisik o

Bislang wurde die Hedging Strategie vernaclassigt, da wir hAg#xyi = 0
vorausgesetzthaben.

Im allgemeinenFall wird esaber wichtig sein, das Hedging in die Preisbi-
lanz miteinzubeziehen.Wir werdensehen,dassesim Black & ScolesLimes
eine optimale Hedging Strategie A’ gibt, die auf das Risiko R” = 0 féhrt.
Wenn man aber reale Annahmen @ber den Kursverlauf macht, ist eine sol-
che riﬁikofreie Strategie nicht m@glich. Wir erhalten dann das Restrisiko
R?=" nht W2[A7i.

Zur Veransdaulichung desProblems behandelnwir zunAchst den folgenden
einfachen Fall:

Man kauft mit dem Ausstellen der Option die optimale Menge des betref-
fendenAssets(bei hohen Transaktionskostenevtl. eine geeigneteStrategie):

i 1
. ¢W =Cj max(xy i Xs;0)+ A (Y= 0)
k=0

FIv htxci = 0 und htxgx,i = D¢ folgt
R? = heW)?i e wi?
ND¢A2j 2ANxy | Xo) max(xn i Xs;0)i + R3

mit R3= hmax (Xn i Xs;0)% | hmax (X i Xs;0)i
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(intrinsischesRisiko 2 Risiko ohne Hedging).

Der optimale Wert A’ fi¢ den Parameter A ergibt sich aus ‘(’,—RA_A_ o 0
1 A
; A= ——  dx(xi Xs)(Xi Xo)P(x; Njxo;0)
D¢N
i fz }

=h(Xn i Xo) max (xn i Xs;0)i

Im Fall, dassP(x; N jxp; 0) gau¥zerteilt ist, ergibt sich (N¢ = T):

1 2 dx (X Xo0)?”
A . . . (X Xo
A" = DT %(XI Xs)(X i Xo) exp i DT
Xs
_ .ZL dx i xs)-2 ex (X i Xo)?
i pim i s@ P i DT
Xs
A
A= dxP(x; Njxo;0) (8.7)
Xs

Dies entspricht der Wahrsdeinlichkeit, dassdie Option ausgefihrt wird.
Skizzefehlt

Vorgehenwie in der Variationsrechnung. Man gibt eine Familie von Strate-
gien vor, die dann optimiert wird.

Allgemeiner Fall

Im allgemeinenFall hangt die Strategie AY von den Preisenxy ab, so dass:

Xi 1 .
¢W=Cl+ %" max(xni Xs;0)+ |{A25'} (X)X
K70 ek 1A
Wir erhalten wiederum einen Term/ A“, einen/ A und einen unabhangig
von A (und damit unweserlich fiéir die Optimierung). Die weserlic hen Ter-
me sind also:
il o il
hAN)2ihax2i i 2 AR #x max(xn i Xs;O)i
k=0 k=0



wieder mit:
hixi = 0 und  hexgxgi = hiex@i:
Es gilt nun (die Strategie AY haAngt von x ab):
Z

hAY )2ihex2i = dx[AR (x)]% P (x; kjxo; 0) hex2i
und
Z
PAR £, max (xn i Xs;0)i = dx AR (x) P(x; kjxo; 0)x
s
X dxd oy oy (X% xs) P(XGNx; k)
Xs

hEX ki (k)1 (xon) bedeutet, dasswir solche Preisinkremerte nehmen, die von
X zur Zeit k¢, nach xOzur Zeit T = N ¢, fidhren (ohne die Besdrankung hétte
man nativlich htxxi = 0).

Die Funktionen Ak’\‘ missenso gewdhlt werden, dassR minimiert wird. Dies
wird durch die Funktionalableitungen @@k'\‘ (x) bewerkstelligt.

Funktionalableitungen lassensich plausibel madhen, indem man die Funk-
tion A} (x) an den n-Stitzstellen AY (i) betrachtet. Nach diesenVariablen
kann dann wie gewshnlich abgeleitet werden. Die Funktionalableitung ent-
spricht dann dem Kontin uumslimesdieser Ableitungen.

@ XN . 2.
D= = 2Ap (X) P(x; kjxg; 0) htxii
A
i 2P (x; Kix0; 0)  ox%xyi kyr xony (X% Xs) P(XENjx; k)
Xs

Damit erhalten wir

A
1

hex2i

Xs

ALT(x) =

dxhexii (xekyr xony (X% xs) P(xENjx; k) (8.8)

Die einzigeAnnahme, die dieseroptimalen Strategie zugrundeliegt, ist, dass
die ¥ unkorreliert sind.

Falls die £xy identisch verteilt sind, gilt
x% x
Nk

XK ()t (xON) =

95



(intuitiv klar: jedestxy tr Agt im Mittel gleich viel dazu bei, um von x nach
x%zu kommen.)

Damit erhalten wir dann
2 0

A= ooy

X DT(N k) (x% xs) P(x%Njx; k):

Xs

Falls P(x%Njx; k) durch eine GauYserteilung approximiert werden kann,
gilt:

x% x Onrioin - @c(XENjX; k)
—Dg,(N - Ps (x5 Njx; k) &
N _ @sslxxsiN i k|-
A (X=xk) = & —

= ¢(xk;Nj k)

Dies ist das sog.\Delta"-Hedging.

Die Formel besagt, dassPreisAnderungen+x, der Optionspreise zwiscen k
und k + 1 exakt durch den Gewinn oder Verlust AE(X = Xk)dxx kompensiert
werden.

Restrisik o (durch Einsetzenvon A?)
2 i 12 ?
R” = R3j D¢ dx P (x; kjxo; 0) [AR " (x)]?
k=0
Im Black & Sdoles Limes kompensierensich die beiden Terme, so dass
R? = 0. Dies st fiir reale Preisejedoch nicht der Fall:

Beispiel: +xy seigauYserteilt, aber ¢ endlich:
r

D.
R7= S7P(Li P)+0(?)

mit P als Wahrsdeinlichkeit, dassdie Option ausgefihrt wird.

Seinun z.B. P = % (d.h. xs = Xo; ohne Drift)

r
R? A

T

mit N = % wennN ' 25erhaltenwir Q' 0:2, also20 % desOptionsprei-
ses.Wenn die Preise nicht gau¥serteilt sind, ist esebenfalls nicht m@dglich,
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eine perfekte Hedging-Strategie anzugelen. DiesesErgebnis zeigt, dassder
Black & SdolesLimes nicht das generistie Verhalten wiederspiegelt,da al-
le Voraussetzungengdie dem Limes zugrunde liegen, gleichzeitig erfillt sein

missen.Jede Anpassungan reale Preisertwicklungen f@hrt auf ein endliches
Restrisiko.

97



Kapitel 9

Numerisc he Verfahren zur
L Asung von
Master-Gleic hungen

Stochastic many partiell systems
Die Master-Gleic hung

Fiv kontin uierliche Zeit kann man die Master-Gleichung einesstochastischen
Prozessesdreiben als:
@P(s;t) = X Wqo s P(sa,t) i Ws o P(s;tg
@ | {z

| s? {z } Verlust
Gewinn

wobei P (s;t) die Wahrsdeinlichkeit bezeidinet, den Zustand s zur Zeit t zu
“nden. Wir nehmensn, dassdie ZustAnde diskret sind. Damit ergibt sich
fiv die Normierung  P(s;t) = 1.

S
Es wird im Weiteren nidzlich sein, eine Vektornotation einzuféhren. Damit
|Asst sich die Master-Gleichung screiben als

Py jP(t)i = jLj P(t)i (9.1)

Die Komponerten desWahrsdeinlichkeitsvektors geben die Wahrsdeinlich-
keit fr einenbestimmten Zustand s an. Der Liouvil le-Operator L beinhaltet
die Bbergangsraten.Die Matrixelemente sind gegeten durch

X
rsLjsi = | Wen s+ 0 Wy g0

500
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Beispiel: 3 Zustandssystem;Zustdnde A; B;C

wag = W(A! B);wga=W(B! A); etc.

0 1
P(A1)
jP(t)i = % P(B;t)
P(C;1)
0 1
(Wag + Wac) i Wpa Wca
L= % i WaB (Wga + Wgc) Wcs E
i Wac i Wsc (Weca + Wceg)
Damit:
SiPi= i P

) % = wga P(B;t) + wea P(Cit) i (Wag + Wac P(A; 1)

Die formale L@sungvon (??) kann sofort angegelen werden:
jP(t)i = exp(jL t)]jPoi

mit der Anfangswverteilung jPgi ) L mussdia???werden, um den Prozess
zu Idsen.Im Allgemeinen sind die Prozesserreversibel, sodassL nicht her-

mitisch ist.
Weitere Eigenstaften:

2 Nicht Hermitizit &t ) komplexe Eigerwerte sind m@glich, die auf os-
zillatorisches Verhalten féhren (realisiert in chemischen Reaktionen).

2 Gbergangsratenpositiv ) Eigenwerte haben positiven Realteil ) die
Amplituden der angeregtenZustAnde vershwinden exponertiell mit

der Zeit.
2 Stationdrer Zustand (mindestenseiner) jPsi mit LjPsi = 0
'Rl
2 Erhaltung der Wahrsdeinlichkeit: hjjPyi = 1 mit hjj= : ) hjjLi =

0# die Spaltensummenversdwinden (siehe Entwicklung von (9.2)
und hjiP(0)i = 1
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Master-Gleic hung in diskreter Zeit

Bbergangsvahrsdeinlichkeiten Ps ! s02 [0; 1].

X X
Pi1(s) = Pi(s)+ PSPl sPy(sY Ps! s°P(s)
[ | S ¢ S

Gewinn Verlust

Wieder in Vektornotation:
jPi+11 = TP mit der Transfer-Matrix T
Formale L@sung:jPii = T!jPgi
Wahrsdeinlichkeitserhaltung: hjjT = hjj; d.h. die Spaltensummensind 1.

Di®usion vieler Teilchen:

Der asymmetrische Exklusionsprozess

Kon tin uierlic he Zeit

Teilchen héipfen mit der Rate g nach rechts und mit der Rate g * nach links,
wenn der Platz frei ist, also:

1A i A1
p qil p
AL 1A
i!
"t t+dt

Bemerkungen zur Simulation

(gestlosseneRandbedingungen) Simulation besteh auszwei Sdritten, die
iteriert werden missen.

(1) zZuféllige Auswahl zweier benadbarter Gitterpl Atze
Unleserlich
(2) Bbergéngemit den Wahrscheinlichkeiten:

q 2 gl
max(q; g 1) max(q; gi 1)
jAl A Al jA

Jeder Updateversud entspricht einem Zeitinkrement dt = Wl—)
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Die Bbergénge desN -site Problems werden de iert durch
0 10 1
il 1 W
Wy o= @ i5;s’A @ ts;; SPA
=1 j=1 j=i+2

[ 0 il 0 0 ¢
Q#S1#Si+1;03Si03Si+1;1 + 4 “3Sj;03Si+1;1¥S;1 IS4 0

Der zugehdrige Liouville Operator ergibt sich zu:

Xily Y Y i 1
L = - EE R = L;
i=1 i+1
mit Lj = 4£ 4 Matrix, die das HApfen besdreibt und Q = 2£ 2 Einheits-
matrix

In der Standardbasislautet L;:

0 1
00 0 0
L _BOd’ iaq0
0id'aq 0

00 0O O

Der stationAre Zustand ist durch das Tensorpradukt
- T uqi Al uqiNﬂ ) uqij
JPsi = 1 q - - o = - g
gegelen. Da der Zustand als Tensorpradukt darstellbar ist, liegenkeine Kor-
relationen vor.

M

Erg Anzung Vektorrotation und Tensorpradukt:

Diskretes Systemmit N Gitterpl Atzenund | Zustdnden) IN dimensionaler
Vektorraum. P ¢ ¢

Hier ZustAnde besetzt?3 = $ und jOi = '§ unbesetzt.

Die Basiswektoren ergeben sich aus

jSi = js1i - jSoi - - jS3
wobei - das Tensorpradukt zweier Vektoren besdireibt, also:
0 1
ap by
ual‘ﬂ o a by

by
ap 07} a by
a by
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Der ??wektor Isj seider transponierte Vektor von jsi. In diesemVektorraum
kdnnnendie Wahrsdeinlichkeitsverteilungen P (t; s) gestirieben werden als

X
P@)i = P (t; s)jsi
Summe @ber alle Zustande:

X
hj= hsj= (1;2) N = (1;1;:::;2)

S

2 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit hjjP(t)i = 1
2 Ensenblemittel hA(t)i = hjjAjP (1)i

2 | okale Operatoren wirken nur auf benadbarten Sites, z.B.:

Ai=1- 1:::- fq— {Z }

ij te Position
. i10¢ . .
mit 1= 57 ; A = Single-Site-Operator
Tensorpro dukt
0 1 0 1
a; a aiB aB
@ 2pA_ g_@H 25 A
az a azB asB
Bii+1 : Zwei-Site-Operator (4 £ 4)-Matrix
Teilchenzahlop erator
??= mj ;mit mj=1- 1- :::- ij te Position- :::- lundm= 00

?? kommutiert mit dem Teilchenzahloperator.

) Man mussauf einenSektor desKon gurationsraumes projizieren, der der
vorgegelenen Teilchenzahl entspricht.
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Exklusionsprozess in diskreter Zeit

In diskreter Zeit hat man die M@glichkeit vershiedeneVarianten desUpda-
tes zu wahlen:

2 geordnet sequentieller Update (von1! N odervonN ! 1): Die Paare
werden in einer festen Reihenfolge betrachtet und nach den lokalen
Regeln aktualisiert.

2 Paralleler Update: Die Aktualisierung erfolgt fiv alle Sites gleichzeitig
(d.h. z.B. 10110! 01101)

In diskreter Zeit mussdie StochastizitAt explizit eingefdhrt werden, d.h. es
muss Wahrscdeinlichkeiten geben, die von 0 oder 1 versdieden sind.

Als Mischform kann der untergitter-parallele Update aufgefasstwerden.Man
kann zeigen, dass diese Art der Aktualisierung aus mathematischer Sicht
sehreng mit dem geordnetsequetiellen Update verwandt ist. Andererseits
entspricht die Implemertierung eher dem parallelen Update:

Skizzefehlt

Die Transfer-Matrix lautet (N ungerade):

TZ(Tz- Ta- Tg- 1i:- TNil) (Tl- Tz- :::- TNi2)
mit
0 1
q+gl 0 0 0
1 0 a g O
q+ g ' B o gl gl 0
0 0 0 gqg+gqg!t

Dieser Prozesshat die gleiche stationAre Ldsungwie die in kontin uierlicher
Zeit.

Relation des asymetrisc hen Exklusionsprozesses mit anderen Mo-
dellen
Skizzefehlt

Reaktion-Di®usions Prozesse

Reaktions-Di®usionsProzessesind stochastische Modelle fév chemisde Pro-
zessejn denensich die Teilchen di®??bewegen.Die versdiedenen(komple-
xen) MolekNe werden durch die Buchstaben A; B ; C besdrieben, katalyti-
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sthe Prozesse Zwischenprodukte etc. werden ignoriert und durch probabi-
listische Bbergangswahrscheinlichkeiterersetzt.

Beispiel: Adsorption an einer katalytischen Ober°Ache ) e®ektive Teil-
chenerzeugungA! A.

Weitere Prozesse:
2 Al A (AuslBsdung)
2 Al 2A Bildung von\Nachkommen"
2 Al B Transmutation
2 Al A+ B Induzierte Teilchenbildung
2 etc.
BinAre Reaktion:
2 2A! A Paar-Ausléstung
2 A+ B! A Zwei-Spezies-AusBsdung

Dazu: Di®usion von Teilchen

Beispiele:
(1) Koagulationsmodell

AA S AA: AA I AAAA: AACAAT AA

D+- iD i,

Lkoag:
i D D+ -

i i 2,

5

o O O o

Besonderheit: Der Vakuumzustand wird nicht dynamiscer erreicht (man
braucht zwei Teilchen zum Ausldsden).

(2) A???maell

AAS AA:AA 1 AA
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Die Mean-Field-N Aherung

Die Mean-Field Gleichungen kénnen einfach durch Bbersetzender Reakii-
onsgleidungenin eineDi®erertialgleichung fix die Teilchendichten Bbersetzt
werden.

Fiv den Koagulationsprozesshat man die Prozesse:

A ' 2A Gewinnterm
2A ' A Verlustterm

) g%: i Y2()

) 2 stationAre LAsungen:%= 0 und %= -

In terpretation:  Die L@sung fév %= 0 ist instabil, d.h. sobald wir einige
Teilchen hinzufégen.

ZeitabhAngige L@sung (#40) = 1):

Yt) = S
() i i o)et
Im Limes- ! 0gibt esnur noch eineLAsungdesSystems,siewird allerdings
sehrlangsamerreicht:
. 1
1 =
_Il!mo LAt) 1T 1

5

Mean-Field-Gleic hungen und Di®usionsprozesse

Wir betrachten Hépfen in eine Richtung. Damit haben wir fiéy die Zeitent-
wicklung der Dichte

8

5 a()) mit Wahrsch. 1 2dt
gt+dt)y= _ 4+ 1 ¢()]a mit Wahrsd. dt
G () ¢ivn (1) mit Wahrsd. dt
dhy;i . .
; % b 1(Li @)ii ha(L+ és)i

= hajaii haii hagaai + gl (9.2)

) Die Dichten sind mit denKorrelationsfunktionen verkngpft. Exakte LAsung
verlangt Ldsungder kompletten Hierarchie.
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Randb edingungen
2 unendliches System! (9.2) ist @berall giltig
2 endlichesperiodisches System (T ransaktionsinvarianz)
2 o®eneRandbedingungen:

{ Input an Platz 1 mit Wahrscdeinlichkeit ®dt
{ Output an Platz N mit Wahrscheinlichkeit dt

; % = @®N1i )i ha(li &)
POl = o a)ii e

Die Mean-Field-NAherung bestett nun darin, dass man die Korrelationen
entk oppelt, also:

dhgji
Tl == ai Wi %A %)
Perio dische Randb edingungen

2 |m stationdren Fall ist das System translationsinvariant, d.h. % =
Yoo = Y

2 Man kann zeigen, dassdie Mean-Field Ldsung die exakte stationare
Ldsung fiv das unendliche System darstellt (endliche Systeme: Auch
ProduktmaYa,aber Projektion auf die feste Teilchenzahl!)

O®enes System
2 Stationdre LAsungdurch Iteration der Randgleichungen

2 Kontinuumslimes:

%1 WK e = M d) = %0 8 A+ 250

@%x)
@

)

(@i N Axdx+ B

1 Yo+ YAdx + :—2Ll/§’%ix2)
i (1 23YAx)dx + £ dx?

wobei dx = - und N = ]-Sites

mit den Randbedingungen:
40) = ® und t) = (ti )
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Die IPDF-Metho de

Voraussetzungen:
2 |ID Gitter mit Gitterabstand ¢ x

2 ProzessA+ Al A

2 Translationsinvarianz

Es sei En(t) die Wahrsdeinlichkeit, dass n zufallig ausgewéhlte zusam-
menhdngendePlAtze leer sind.

Zusammenhangmit MessgByaen:
Dichte: c(t) = (1 E;(t))j¢ x

Wir betrachten nun die Wahrsdeinlichkeit, dasssich neben n leeren Sites
ein Teilchen be ndet:

Prob (iz-}rl‘il{g} ) = Eni Enna

n+1

Mit den E,(t) lAsstsich auch die Wahrscheinlichkeit ausdnicken, dassder
nAchste Nachbar den Abstand n hat:

2 py(t): Das nAdhste Teilchen be ndet sich auf dem Nachbar-Site

2

p2(t) : @}2 etc.
2

P
Normierung: pp =1

Mittlerer Abstand

b3 1 X
e xi = npre¢xi —= npn (Mt ¢x=1)
C
n=1 n=1
Fiv einen zuféllig gewdhlten Gitterplatz kann man die Wahrsdeinlichkeit
En, dassdie nAchsten n-Sitesleer sind, durch die p, ausdmicken: Bsp.: Werte
SKIZZE FEHLT

) E3z = Psc+ 2E4i Es
bZW. pnC: Eni ]_i 2En + EI’1+1

Rand:cpp=1j 2E1+ E»
ausProb(2) = 1 [ Prob (00)+ Prob (01)+ Prob (10)]
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Der Kon tin uumslimes

Wir féhren die Koordinaten x = n¢ x ein, die Wahrscdeinlichkeiten E(t)
werden durch die Funktionen E(x;t) ersetzt. Im Limes ¢ x ! 0 erhalten
wir:

c(t)
und c(t) p(x; t)

i [E(X1)=@]x=0 (ausc(t)= (1j E1)=Cx)
@E(x; t)=@

Anwendung auf das Ein-??Koaleszensmdell:

A+A! A + Di®usion
Implementierung in den Variablen E, (t):

Di®usion Fi—i{iifz (Prob. En i Ep+1)
n

Hipfrate: D=(¢ x)?

2 . 3
TR | e | (AL QI o
D
%ﬂ = W4(Enili En)i (Eni En;1)°
di®usion

Hier gilt: 2 bezeidinet beide Seiten, (¢ x)? gibt die Hipfrate an, En, 17 En
bedeutet Prob (n i 1) Sitesfrei zu habenund E, j Ep; 1 Prob n-Sites frei
zu haben.

\ Geburt ": Das Teilchen am Rand erzeugt ein neuesTeilchen im Segmem
mit der Rate g%

et
’ =N = | T
@ " ¢ x

wobei (E, i En+1) die Wahrsdeinlichkeit fiv die Kon guration oben ist.

(Eni En+1)

Input (@En)input = i RN¢ XEp

fiv einen Input mit der Rate R¢ x auf jedem Site. Der Faktor n kommt
von der Zahl der M@glichkeiten. Hier Naherung, d.h. keine Bilanz fix die
Erzeugungversdiedenerneuer E,,.

Koaleszens

Durch die Koaleszenswird eine Randbedingungerzeugt. Wir betrachten die
Koaleszensnicht nur der eigenenRate, sondernals durch Di®usionauf einen
besetztenGitterplatz generiert.

2D

) (@E1)die = W

(i 2E1+ E»)
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Die Konsistenz mit generellemDi®usionstermhei¥astEg = 1.

Damit lautet die Gesamtgleic hung:

D

@En = 2(¢ X)2

%
(Enj1i 2En+ En+1)i ¢—X(En i En+1) i RNCXE,
mit den Randbedingungen

Eo=1 und E; = 0 beiendlicher Dichte

Die Gleichung kann man mit Methoden der diskreten Mathematik I@sen.
HAu g ist esaber einfacher zum Kontin uumslimes éberzugehen:

@E(X; t) = 2D @ + V@ i RxE (93)

Q@ @2 @

mit den RandbedingungenE (0;t) = 1und E(1 ;t) = 0.

Irrev ersible Koaleszens
dh.v=0undR=0

1 ,
ct)! p—— iy t! 1
) 2YDt

und p(x;t) ! z57 exp(i SXTZt), wennt! 1 geh.
In dimensionslosenVariablen: » = ¢(t)x
1 1 5 "
P(»t) = c(t) p(x; t) ! E%) exp( Z%)) fr t! 1

Skizzefehlt
) Die Teilchen ordnen sich an!

Lédsungsmetho den in diskreter Zeit

Eine Abstandsmethode in diskreter Zeit wurde fid¢ den TASEP mit paralle-
ler Dynamik aufgestellt.

Die Bilanz wird @ber die Licken zwischen zwei Teilchen aufgestellt, d.h.
Po(t) bezeitinet die Wahrsdeinlichkeit, dass sich auf dem benadbarten
Gitterplatz ein Teilchen be ndet. Analog steht P, (t) fév die Wahrsdein-
lichkeit, dassdas nAchste Teilchen den Abstand n + 1 hat.
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Wir fidhren weiterhin die Wahrsdeinlichkeit g(t) ein, d.h. die Wahrscein-
lichkeit, dassder Nachbar im nAchsten Teilschritt hipft. Schlie¥ilih sei die
Hipfwahrscheinlichkeit qund p= 1 q.
Damit gilt fiv die Zeitentwicklung der Zustande:
beidz- Apfen
Pe(t+ 1) = pg() Pny 1(D) + [ qg(t) +p Hg}) 1P (t) + qg(t) Pna (1)
keiner hipft

mit g(t) = der Vordermann hipft.
Randgleic hungen

Po(t + 1)
Pl(t + 1)

g(t)[Po(t) + qPa(t)]
9(t)Po(t) + [qg(t) + pg(t)] P1(t) + qg(t)P=(t)

Die Py (t) miAssennormiert sein, also

3
P]_(t) =1
n=0
Damit:
p3
gt) = a Pn(t)=dli Po(t)]
n=1
und g(t) = 1i g(t)=1i g+ gPo(t) = p£ qPo(t)

Die Dichte (¢ x = 1) ergibt sich aus
0 1
(n+ 1)Nn

x 1B L nx
:o(n+ 1) Pi(t) = C%— N N§

n

Wir interessierenuns fi die stationAre Verteilung, d.h. Py(t+ 1) = Py(t) =
Pk.

LAsungdes Gleichungssystemsdurch die erzeugende~unktion:

R
P(z)=  Pcz"t
n=0

Multiplik ation der Gleichungenmit zK*1 fdhrt auf

P(2) = a9+ 92)zPo
@i P
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ausP(1) = 1und P(1) = 1=c
20C 1+pli 4gc(1i ©)

q 2qc
b = PoPgF Pt PPy
P g P Po+pli Po)

Der Fluss ergibt sich zu:

P():

Tk

A(ep) = Yg= ac(li Po)
1i  1i 4gAti 1)
2
Der Fluss ist also versdiedenvon ??-FlussAng(A;p) = p%1i .

Die Cluster-Appro ximation

Wir werdendie Cluster-Approximation am BeispieldesNagel-Scheckenkerg-
Modells einféhren, einem einfachen Verkehrsmadell. Das Modell wird durch
die folgendenRegelnde niert:

2 R1: Beschleunigung
Vvj (t+ 1=3) = min (vj (t) + 1; Vmax

2 R2: Bremsen

Vi (t+ 2=3) = min[g(t); vj(t+ 1=3)]; dj = Xj+1 (1) i Xxj(t)i 1
2 R3: Zufélliges Bremsen

Vi (t+ 1) £ max(vj (t + 2=3) | 1,0)
2 RA4: Fahren

Xj(t+ 1)= Xj(t)+ Vi

Wir werdendie Analyse nach dem Besdleunigungsstiritt durchféhren, d.h.
alle Autos haben mindestensdie Gestwindigkeit 1.

Die Cluster-Approximation ist eine systematistie Erweiterung der Mean-
Field Theorie. In dem n-Cluster beispielsveise wird die Entwicklung auf
n-Sites exakt behandelt.

Wir mi@ssenalso die Evolutionsgleichung fév die Wahrsdeinlichkeiten

VoN Vmax-Zellen in den Cluster hineinfahren und den Cluster auf den viax
benadhbarten Zellen verlassen.! Man analysiert n + 2vhax Zellen. Damit
hat die Master-Gleichung fir einen Cluster der LAnge (n) die Form:

X
P(™M) = W (gnr2vma) | g () p (g (nr2vmad)y

fe(n+2vmax ) g
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it s (n+2 = (; d
mit c’(n Vmax ) = (¢ii Vmax s -2 ¢j+n+vmax i 1)

Die Bbergangsvahrsdleinlichkeiten werdenausden Updateregelnbestimmt.
Fiv translationsinvariante Systemesind die Wahrsdeinlichkeiten unabhangig
von j.

Damit die Hierarchie abbricht, mussman die Wahrsdeinlichkeiten der (n +
2Vmax)-Cluster durch die n-Cluster ausdmicken. Graphisch seidies fév n =
3; Vimax = 2 illustriert:

Skizzefehlt

Damit erhalten wir:

PE™) = Plgi2igin a)P(ai1igig+) P(gigeaigee)
P(¢j+1:¢+2 1¢+3) P(G+2¢j+3 ¢j+4)
Wobei:
P(éa;iiiien)
P(aaéaiiién) = P
(Giiiin) P(éiéziiiten)
fog
. P(egiiiiié
und Pt ens 1jen) = Pt@iiiian)
P(éa;:ii;én 16)

feg

Mit diesemAnsatz erhalten wir (vimax + 1)" nichtlineare Gleichungen. Die
Zahl der Gleichungen kann aber durch die sog. Kolmogorov Konsistenzbe-
dingungen reduziert werden:

Vgax
Pléwsiitiéniné) = Pléasiiiiéng 1)
¢=0
%ax
= P(ééariitiéni )
¢=0

Wir betrachten nun explizit den Fall vipax = Lund n = 2.

Konsistenzbedingungen:

() P(;0)+P(1;,0)=P0)=1i ¥ P(0;0)=1j Y4 P(1;0)
(i) PL0+P(L;1)=P1)=% P@Q1)=% P(1;0)
(i)  Translationsinvarianz : P(0;1) = P(1;0)
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Damit verbleibt die Gleichung fiér P (1;0):

0|[|D (1,0;0; O){fz P(1,0;0; 1?]
=P (1;0;0)
9?P(1;0;1;0)
p[f’(O; 1,0;0)+ P(1; 1,0 O){+Z P(0;1,0;0) + P(0; 1;0; 1}}]
=P (1;0)
+ q[|° 011 0){’2 PLL11, 0?]

=P (1;1;0)

P(1;0)

o P(1;0)P(0;0)
I' P(1;082+ P(O;Oi
=1lj %
5 P(1;,0)P(0;1)P(1;0)
FP(1;0){+Z P (0; O)gs fP(l;O){rZ P(1; 1);
1j Y Y2
« P(1;1)P(1;0)
" P(L0)+ P(1;1)
{z }

) gP(1;0)

q

+

Yo
) 1=P(0;0)=(1i B+ qP(L;0)*=%1i A+ P(L;1)=%
Insgesan ergibt sich dann:
1 P
P(1,0) = 5[1i 1i 491 l+ ALi )
Und fiév den Fluss ergibt sich dann:
1 P
J(H= 5L 1i 49%li %
Durch den parallelen Update werden also lokale Korrelationen erzeugt, die

den Fluss erhghen.Man kann zeigen,dassdiesesErgebnis bereits das exakte
Ergebnis fér den stationAren Zustand darstellt.

Garten-Eden-Zust Ande

Beim parallelen Update gibt esZustande, die keinen Vorganger haben. Sol-
che Zustande, die Garten-Eden-Zustande, kénnen im stationAren Zustand
nicht auftauchen. Wertet man die Mastergleichung nach dem Fahren aus,
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kann esfiv Vmax = 1 keine ZustAnde geben, in denen hinter einem beweg-
ten Teilchen ein weiteres zu nden ist. Dies kann man in den Mean-Field-
Gleichungen bericksichtigen:

Yo = N(Y+pli ¥)% mit %=Y%+%
Y3 N g4l %

Die erste Gleichung berécksichtigt, dassesvor einem Teilchen (Wahrsdein-
lichkeit %3 nur ein Loch (Prob. (1 Y¥3) oder ruhendesTeilchen (Prob. Y3)

geben kann. N mussso gewdhlt werden, dass¥p + Y3 = %qilt ) N = CO—}rd

Mit dieserMethode wird das exakte Ergebnis reproduziert.

Systeme mit Unordn ung

Bislang haben wir uns auf solche Systemebestirankt, die weder teilchen-
noch platzabhAngige Bbergangsvahrsceinlichkeiten besitzen. Es zeigt sich
jedoch, dass gerade fiy niedrig dimensionale Systeme sehr gro%eE®ekte
durch die Unordnung hervorgerufen werden. Wir wollen dies am Beispiel
von teilchenabhAngigenHipfraten in kontinuierlicher Zeit studieren.

Teilchenabhéngige HApfraten lassensich am leichtesten durch Abstandsva-
riablen handhaben. Fi die AbstAnde hat man folgende Zeitentwicklung:

gmm: L PP i PP P (0)]
b Palli PPN D+ pPi(n+ 1) (9.4)

(Zur Vereinfachung der Notation haben wir die ZeitabhAngigkeit der P;(n)
nicht aufgefihrt.)

mit der Randgleichung:

ZP(0)= i Pt PLOLLT P O+ PPI(Y) ©5)
Die stationdre Lésungergibt sich aus dem Ansatz:
Pi(n)= 1i ®)@ (9.6)
Dieser Ansatz ist die stationare Ldsungdes Prozessesfalls
®p = Pj+1 ®4+1 = const=v (9.7)

(9.6) ist natixlich nur dann eine LAsung, wenn alle Verteilungen normierbar
sind, d.h.,, falls® < 1;i=1;2;:::;N.
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Wir betrachten nun solde p;j, die unabhangig verteilt sind gemavaf (p) auf
dem Intervall [c;1]; c> 0.

Damit erhalten wir implizit fév die Geshwindigkeit:

1 V¥ Zldf()
[ pT(p
7, =Mmji=v 7 v

C

Die x-ste Gleic hung ergibt sich aus:

A !
X % ®
L = hwii + 1 hwii = nPi(n)z—
o _ 1y ®
i=1 X n=0
L 1 1 . — 1i % —
— = —= — i+ 1= il + 1, = i
N % N mii+1=Mmji+1; 7 ii
Mit:
® v Y

1i® (Piiv) piv
Es ergibt sich im Kontinuumslimes:
71

nii =v dp

c

f(p)
pi Vv

Fiv die Varianz der Abstandsverteilung ergibt sich
[V P
N dV I
2 T 2.
¢ m?i i miz= i vi4 T
Es gibt einen Phasenibergangbei einer Dichte %2, der mit der Existenz des
Integrals:

LY RV

pi Vv
C
Damit hAngt der Phasembergangdavon ab, ob f (p) schnell gerug fiv p! ¢
versdwindet. Wenn f (p) » (pi ©)" gilt, kann man die Phasenidbergange
nach dem Wert von n klassi zieren:

2 (i) Fi&v n - 0 gibt eskeinen Phasendbergangfiv 2> 0.
Fiévr 22! Odivergierendie Fluktuationen der Lidckenwie ¢ 2 » exp(1=4%.

2 (i) Fir 0<n- 1: ¢2» (Y% ¥B)i &M= dh. die Fluktuationen
divergierenbei 43
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2 (iii) n< 1: ¢? divergiert nicht fily %! 13

2 (iv) n> 0: Prob[n; = Klju=1z » ki ("2 fir k A 1.
) Die Momente von hdherer Ordnung als k + 1 divergierenam Pha-
serbergang.

Die Besdreibung ist nur giltig, wenn %> 3. Unterhalb von %= %3 muss
man ausrutzen, dassv() = c gilt. Die Vorstellung ist dann, dasssich vor
dem langsamstenTeilchen eine gro¥sel cke bildet.

Der Matrix-Pro duktansatz

Der Matrix-Pro duktansatz ist eine wichtige Technik, um den exakten sta-
tionAren Zustand einesstochastischen Prozessesu berecnen. Der Matrix-
Produktansatz stellt eine Generalisierung der einfachen ProduktzustAnde
dar.

Der Matrix-Pro duktansatz fé den Exklusionsprozess
Skizzefehlt

Wir betrachten den Exklusionsproessmit In- und Output an den RAndern.
Der Liouville-Op erator des Systemslautet:

L=%Y+W+ L;

mit

0 1

0 0 00

0 il 0

L = q id

0ig! qo

0 0 00
0 1 0 1
® 0 0~
v= @ A =@ ' A
i® 0 o

in der Standardbasis.

Der Matrix-Pro duktansatz bestelt nun darin, dass man den station&ren
Zustand durch

H_T. N
o1 . E
jPsi = = hWj D

i
t V1
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Die i.A. nicht-kommutierenden Matrizen E;D und die Vektoren sind auf
einem beliebigenHilfsraum de niert.

Die L#sungvereinfadit sich auf der Linie ®+ ~ = qj ¢ ®. Entlang dieser
Linie ist der stationdre Zustand gegelen durch:
1“eﬂ Ueﬂ_ueﬂ-N

jPSI:Ed-ZZZ- ® ~ d

mit e= 1=@und d = 1=" sowie Z = (c+ d)VN.

Die Stationarit At kann durch die Beziehungen

He‘ﬂ ul‘ﬂ ueﬂ ulﬂ

Vaﬁf = S SNd=i 1
undL_'ue‘ﬂ_ue, i _bl‘ﬂ_ueﬂJrue‘n_dlﬂ
' d d ~ ' 1 d d i1

einfach hergeleitet werden, da sich eine Teleslopsummeergibt. Explizit fiv
ein Systemmit L = 3:

ot
LiPsi : S [(@)- (@-a = - (@- @
hlﬂ ot
L@-@-a = i 5 -@ - @+@- ° -@
| |
ulﬂ ulﬂ
Lo[(@)- (8- a = i(a)- 1 -@+@- (@- 1
| |
ot

Sz [(a) - (a) - 4 i (@)- (a)- 1

Durch diesenformalen Trick kann der Beweis der Stationarit &t einfach er-
bracht werden.

Im allgemeinenFall kann fir die Operatoren E; D aber keine einfache Form
gefundenwerden. Es gilt vielmehr:

n_1 T

WS, E = hw- 1
D il

et " 1'11:
SN D +Vi = 1 Vi

Diese beiden Gleichungen geben die RAnder an.

Und

(U T R T T T T
Li - = - + -
i1 D D i 1
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Dies fihrt auf die Algebra
oOE i q 'ED=D+E
mit den Randbedingungen
HWIE = ® hwj ; DjVi = 71 YjVi

Durch diese Algebra kénnen wir alle n-Punkt-Korrelationen fiér endliche
Systemeberedinen, z.B.
. _hwjclilpclililpcNiljvi
heigji = FNYRYE
HWjCNjVi

mit C=D + E.

Zur Beredhnung der Mittelw erte mussman die Operatorenin \Normalform"
bringen, damit die Randgleichungen angewendet werden kédnnen.

Zur Vereinfadhung der Rechnungenbetrachten wir den Fall, dassdasH#pfen
nur nach rechts erfolgt. Dann gilt (q= 1)

DE=D+E
Fiv ein 3-Site System berednen wir dann leicht

WVIE3Wi _ 1 .,

POO0 = icawi - & *
. 2. . . . .+ . 2. .
P(1:0,0) = H\/JDIZE JWi _ WJDEJWlZ hVJE“jWi
- 1,11
e T @

usw.

Fiv den Strom ergibt sich ebenfalls leicht

_hvjclitpECNifijwi  vjcNiLjw

’ hVjCNjwi ~ hjcNjw

Die Zustandssummez kann man explizit beredinen:

_ hvjcNjwi X P@2Nj 1j p! "iPil; @pril

VWi o, NN p) NETHCE
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