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In tro

Im Rahmen der klassischen Physik haben wir esstets mit deterministischen
Bewegungsgleichungenzu tun, da wir dort AussagenÄuber einekleine Anzahl
an Teilchen oder Untersystemen tre®en. Ist deren Zahl hingegensehr gro¼
(N » 1023), so bedient man sich statistischer oder wahrscheinlichkeitstheo-
retischer Konzepte.

Statistisc he Ph ysik : Statistische Mechanik der GleichgewichtszustÄande .

MikrozustÄande vs. Makrozustand
MikrozustÄande: beschrieben durch Ort und Impuls aller Teilchen
MakrozustÄande:beschriebendurch Wahrscheinlichkeitsverteilung, Tempera-
tur, Volumen, Druck : : :.

[+ Quantenmechanik ) Quantenstatistik, immer noch Gleichgewicht]

ZeitabhÄangigePhÄanomene:Nic ht -Gleichgewicht

z.B. bei Energie-Zufuhr:

² AtmosphÄare - Ozon

² Leben

² StrÄomung

² Verformung / Bruch

Wiederum: gro¼eAnzahl von Freiheitsgraden) statistische Konzepte

relevante Freiheitsgrade+ Hintergrundrauschen ) stochastische Prozesse
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Kapitel 1

Zufallsv ariablen

Wahrscheinlichkeitstheorie ! Ma¼theorie! Mathematik
Intuitiv e Vorstellung ! klassisch (Laplace)

Axiomatische Methode: (Kolmogorov 1933)

Betrachte MengeS (\exp erimentelle Resultate")

A ½ S , A \Ereignis"

! 2 S , f ! g \Elementar-Ereignis"

EreignisA(½ S) ist eingetro®en, wir beobachten bei einmaligerAusfÄuhrung
desExperiments ein Element ! 2 A

Jedem Ereignis A(½ S) wird nun eine Wahrscheinlichkeit P(A) 2 R zuge-
ordnet. Drei Axiome

I ) P(A) ¸ 0

I I ) P(S) = 1

I I I ) A i ; i = 1; 2; : : : disjunkte Teilmengenvon S(A i \ A j = ; fÄur i 6= j )

) P

Ã
[

i

A i

!

=
X

i

P(A i )

[¾-KÄorper (¾-Algebra, Borel-KÄorper) der Ereignisse:SystemF von Mengen
mit

A; B 2 F ) A \ B 2 F

A [ B 2 F

A 2 F

Vereinigung von abzÄahlbar vielen Mengenaus F .]
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W ahrsc heinlic hk eitsraum :
i) MengeS aller interessierendenexp erimen tellen Resultate
ii) ¾-KÄorper der Ereignisse , ein System von Untermengenvon S
iii) die den EreignissenzugeordnetenW ahrsc heinlic hk eiten

Beispiel: S seieineendlicheoder abzÄahlbar unendlicheMengewie f 1; 2; : : : ; g
Betrachte z.B. ¾-KÄorper, der aus allen f ! i g erzeugt wird;

P(f ! i g) = Pi

de¯niert dann die Wahrscheinlichkeit.

z.B. WÄurfel, ! i = i Augenzahl (i = 1; 2; : : : ; 6) P(f ! i g) = 1
6

Die Wahrscheinlichkeit fÄur das Ereignis f 1; 5g ist P(f 1g) + P(f 5g) = 1
3 .

Beispiel: S sei die Menge der Punkte der reellen Achse. Ereignisse:alle
Intervalle [x1; x2] und abzÄahlbare Vereinigungen,Schnitte. p(x) seiFunktion

mit
+ 1R

¡1
dx p(x) = 1; p(x) ¸ 0

P(f x · ¸ g) =

+ ¸Z

¡1

dx p(x)

) P([x1; x2]) =
x2R

x1

dx p(x) ; P(f xg) = 0 wenn p(x) beschrÄankt

FÄur dx hinreichend klein: p(x)dx ist die Wahrscheinlichkeit fÄur [x; x + dx]

Def. Zufal lsvariablen:

X : S ! R; ! 7! x ! (1.1)

\Zufallsv ariable"( Zuordnung von reellen Zahlen zu Ereignissen) mit 8¸ :
A ¸ := f ! jX (! ) · ¸ g ist ein Ereignis.

P(f ! jX (! ) = 1g ) = 0 = P(f ! jX (! ) = ¡1g ) (1.2)

Im obigenBeispiel sind die Ereignisseschon reelleZahlen, also! = x und X
die Identit Äat: X (x) = x ; A ¸ = f xjx · ¸ g ist ein Ereignis mit Wahrschein-
lichkeit P(f x · ¸ g).

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X : PX (¸ ) = P(A ¸ ) = Wahr-
scheinlichkeit, dassbei RealisierungeinesElementes ! 2 S gilt X (! ) · ¸ .

In obigem Beispiel: PX (¸ ) = P(f x · ¸ g)

F Äur die Praxis:
Zufallsvariable oder stochastische Variable charakerisiert durch
a) Mengealler mÄoglichen Werte
b) Wahrscheinlichkeitsverteilung PX (¸ )
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Ist die Menge in a) das reelle Intervall [a; b], so ist

PX (¸ ) =
Z̧

a

dx p(x)

mit p(x) ¸ 0;
bR

a
dx p(x) = 1

p(x) ist die Wahrscheinlichkeitsdic hte .

Ist die Menge in b) diskret: Pi = P(x i ) Wahrscheinlichkeit fÄur Wert x i .

P(x) =
X

i

Pi ±(x ¡ x i ) ;
X

i

Pi = 1

Wic htige W ahrsc heinlic hk eitsdic hten und -verteilungen

a) Konstante Dichtefunktion (Gleic hverteilung , uniforme Verteilung)
im Intervall I = [a; b]

b-a
1

a b

p(x)

x

b) Gau¼- oder Normalv erteilung

-5 5 10 15 20 25 x

0.02

0.04

0.06

0.08

p( x)

m=10

s=5

p(¹; ¾2; x) =
1

p
2¼¾

e¡ (x¡ ¹ )2=2¾2
(1.3)
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I = [¡1 ; + 1 ]

Fourier-Transformation:

G(k) =

+ 1Z

¡1

dx eik x p(¹; ¾2; x) = e¡ 1
2 ¾2k2+ i¹k (1.4)

c) n-dimensionalerZufallsvektor X = (x1; : : : ; xn ) 2 [a1; b1]£ : : :£ [an ; bn ] ;
mehrdimensionale(\m ultiv ariate") Dichtefunktion,
pn (x1; : : : ; xn ) dx1 ¢: : : ¢dxn = Wahrscheinlichkeit fÄur x i 2 [x i ; si + dxi ]

Marginale Verteilung fÄur x1; : : : ; xs ; s < n:

Ps(x1; : : : xs) =
Z

Pn (x1; : : : ; xn ) dxs+1 ; : : : dxn (1.5)

Bedingte Wahrscheinlichkeit von x1; : : : ; xs fÄur xs+1 ; : : : ; xn fest (Bayes'
Regel):

Psjn¡ s(x1; : : : ; xsjxs+1 ; : : : ; xn ) =
Pn (x1; : : : ; xn )

Pn¡ s(xs+1 ; : : : ; xn )
(1.6)

(x1; : : : ; xs) und (xs+1 ; : : : ; xn ) sind statistisc h unabh Äangig .

( ) Pn (x1; : : : ; xn ) = Ps(x1; : : : ; xs) ¢Pn¡ s(xs+1 ; : : : ; xn ) (1.7)

d) Multiv ariate Normalverteilung

P(¹ ; A; x) =
2¼¡ n=2

[detA]1=2
expf¡

1
2

(x ¡ ¹ )T A ¡ 1(x ¡ ¹ )g (1.8)

G(k) = exp(i¹ T k ¡
1
2

kT A k) (1.9)

Beispiele fÄur diskrete Verteilungen:

Binomialv erteilung :

B (n; p; k) =
µ

n
k

¶
pk (1 ¡ p)n¡ k (k = 0; 1; : : : ; n) (1.10)

(z.B. n-maliges MÄunzenwerfen, p = 1
2 ; B = Wahrscheinlichkeit fÄur k

mal Kopf )

Poisson-V erteilung :

p(¸ ; k) =
¸ k

k!
e¡ ¸ (k = 0; 1; 2; : : :) (1.11)

NÄaherung fÄur Binomialverteilung fÄur p sehr klein, ¸ = pn fest.
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Mittelw erte

a) n-tes Momen t

¹ n = hX n i =
Z

I

dx xn p(x) (1.12)

oder Erwartungswert E (X n )

1.-tes Moment = Mittelw ert : hX i = E(x) =
R

I
dx x p(x)

(z.B. fÄur Gleichverteilung hX i =
1R

0
dx x p(x) = 1

2)

b) Varianz oder mittlere quadratische Abweichung (vom Mittelw ert)

¾2 = Var (X ) = h(X ¡ ¹ 1)2i = hX 2i ¡ ¹ 2
1 = ¹ 2 ¡ ¹ 2

1 (1.13)

Oft:

Var(X ) = hhX 2ii ; ¾=
p

Var(X ); (1.14)

wobei ¾Standardab weichung

c) Schiefe

s = h
µ

X ¡ ¹ 1

¾

¶ 3

i (1.15)

; Asymmetrie

d) Mittlere Ab weichung

d = hjX ¡ ¹ ji =
Z

I

dx jX ¡ ¹ j p(x) (1.16)

e) W ahrsc heinlic hster W ert
¹ max ist der Wert x, fÄur den p(x) maximal ist.

f ) Median
¹ 1

2
ist der Wert x fÄur den

xZ

a

dx p(x) =

bZ

x

dx p(x) =
1
2

(1.17)

®-Quan til x® :
x®R

a
dx p(x) = ®
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g) Charakteristisc he Funktion G(k)

G(k) = heik x i =
Z

I

dx eik x p(x) (1.18)

= Fourier-Transformation von p(x).
Falls alle Momente existieren:

G(k) =
1X

n=0

i n

n!
knhX n i (1.19)

Kennt man G(k) ergeben sich die Momente durch Ableiten

dnG(k)
dk

=
1
i n hX n i (1.20)

(; daher auch Momenten-generierendeFunktion genannt)

Entwicklung von ln G(k) nach k

ln[G(k)] =
1X

n=1

(ik )n

n!
K n (1.21)

ergibt die Kum ulan ten :

K 1 = ¹ 1

K 2 = ¹ 2 ¡ ¹ 2
1 = ¾2

K 3 = ¹ 3 ¡ 3¹ 2¹ 1 + 2¹ 3
1

K 4 = ¹ 4 ¡ 4¹ 3¹ 1 ¡ 3¹ 2
2 + 12¹ 2¹ 2

1 ¡ 6¹ 4
1

(Gau¼verteilung: ln G(k) = ¡ 1
2¾2k2 + i¹k ! Alle Kumulanten bis auf

1. und 2. verschwinden)

h) Erzeugende Funktion
Falls X nur ganzzahligeWerte annimmt, de¯niere statt der charakte-
ristischen Funktion G(k) = heik X i

F (z) =
1X

n=0

Pkzk = hzk i fÄur alle komplexenz mit jzj · 1

(1.22)

z.B. fÄur Binomialverteilung

F (z) =
nX

k=0

µ
n
k

¶
(zp)k (1 ¡ p)n¡ k = (1 ¡ p + zp)n (1.23)

Die Momente ergeben sich wieder durch Ableiten

¹ 1 =
d
dz

F (z)jz=0 (1.24)
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Addition von sto chastisc hen Variablen

SeienX 1; X 2 zwei unabhÄangigestochastische Variablen mit Wahrscheinlich-
keitsdichten pX 1 (x1); pX 2 (x2).

Verteilung der SummeY = X 1 + X 2

pY (y)dy =
Z

I
dx1pX 1 (x1) pX 2 (y ¡ x1)dy (1.25)

pY (y) ist Faltung.
) charakteristische Funktion

GY (k) = GX 1 (k) ¢GX 2 (k) (1.26)

wobei GY (k) = exp(ik K Y
1 ¡ 1

2k2K Y
2 + : : :) und

GX 1 (k) ¢GX 2 (k) = exp(ik (K X 1
1 + K X 2

2 ) ¡ 1
2k2(K X 1

2 + K X 2
2 ) + : : :)

) hY i = hX 1i + hX 2i (1.27)

Var (Y ) = Var (X 1) + Var (X 2) (1.28)

Analog fÄur N Zufallsvariablen und alle Kumulanten fÄur Y = X 1 + : : : + X N

K n (Y ) =
NX

i =1

K n (X i ) n = 1; 2; : : : (1.29)

Es folgt der au¼erordentlich wichtige zentrale Grenzw ertsatz

SeienX i ; i = 1; : : : ; N unabhÄangige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit

K 1(X i ) = < X i > = 0

K 2(X i ) = Var (X i ) = ¾2 fÄur i = 1; : : : ; N

FÄur

Z =
1

p
N

(X 1 + : : : + X N ) (1.30)

ergibt sich

K 1(Z ) = 0

K 2(Z ) =
1
N

NX

i =1

K 2(X i ) = ¾2

K n (Z ) = O(N 1¡ n
2 )

) lim
N !1

K n (Z ) = 0 fÄur n ¸ 3
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Weiter gilt: GX (k) =
R

dx eik x pX (x) = 1 ¡ 1
2¾2k2 + O(k3). Damit folgt aus

Z = 1p
N

(X 1 + ::: + xN ) und (1.26), dass:

GZ (k) = f GX (
k

p
N

)gN

= f 1 ¡
1
2

¾2k2

N
+ O(

k3

N 3=2
)gN

! exp(¡
¾2k2

2
)

Also gilt:

PZ (z) = 1p
2¼¾

exp(¡ z2

2¾2 )

Beispiel:
Zufallszahlengeneratorim Computer, X 2 [0; 1] gleichverteilt:

; hxi =
1
2

; Var (X ) =

1Z

0

x2 dx ¡ hxi 2 =
1
12

(1.31)

Dann ist x0 = (x ¡ 1
2)

p
12¾eineZufallsvariable mit Mittelw ert 0 und Varianz

¾2, die gleichverteilt ist in [¡ 1
2

p
12¾; + 1

2

p
12¾]

Produziere N solcher Zahlen und bilde

Z =
1

p
N

(X 0
1 + : : : + X 0

N ) (1.32)

) Z nÄaherungsweiseGau¼sche Zufallsvariable mit Varianz ¾2 und Mittel-
wert 0 (z.B. N = 12)

Betrachte N Kopien einer Zufallsvariablen X ; bilde

Z =
1
N

(X 1 + : : : + X N ) (1.33)

(Mittelw erte von N Realisierungenvon X )

) K n (Z ) = N ¡ n
NX

i =1

K n (X i ) = N ¡ n+1 K n (x) (1.34)

d.h.

K 1(Z ) = hZ i = hX i

K 2(Z ) = Var (Z ) =
1
N

Var (X ) (1.35)

K n (Z ) = O(N ¡ 2) fÄur n > 2 (1.36)
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Erzeugung von Zufallszahlen (auf dem Computer)

Pseudo -Zufallszahlen (Knuth, Pressoet al.)

Lineare Kongruenzmethode: r n+1 = (arn + b) mod m (geschickt gewÄahlte
Parameter), Startwert r 0 (\seed")
! Folge von ganzenZahlen aus [0; m] ; Division durch m
Wiederholung nach m Zahlen

RAN2: (m; a;b) = (714025; 1366; 150889)und Tabelle mit 97 Zahlen, daraus
\zuf Äallig" eine Zahl.

Andere Verteilungen :
Koordinatentransformation: x ! y(x) ; p(x) vorgegeben

) ~p(y) = p(x(y))

¯
¯
¯
¯
dx
dy

¯
¯
¯
¯ (1.37)

transformierte Dichte

Sei

p(x) =

8
<

:

1 x 2 [0; 1]

0 sonst
(1.38)

)
dx
dy

= ~p(y) ) x(y) = ~P(y) =

yZ

y0

dy0~p(y0) (1.39)

KO-Transformation y(x) erzeugt dann aus gleichverteiltem x Zufallszahlen
y mit Verteilung ~p(y)

Y = Y(X ) = ~P ¡ 1(Y ) (1.40)

Beispiel:

a)

~p(y) = we¡ wy mit y 2 [0; 1 ] (1.41)

)
dx
dy

= we¡ wy ) x(y) =

yZ

0

dy0we¡ wy0
= 1 ¡ e¡ wy (1.42)

) y = ¡
1
w

ln(1 ¡ x) (1.43)
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d.h. produziert man in [0; 1] gleichverteilte Zufallszahlenx und bildet
y gemÄa¼(1.43) oder einfach

y =
1
w

ln x (1.44)

soist y eineRealisierungeinerexponentiell verteilten Zufallsvariablen Y .

b)

y = tan(¼x) ) ~p(y) =
1
¼

1
1 + y2 Lorentz-Verteilung (1.45)

wobei x gleichverteilt in [0; 1]

c) Analog in hÄoherenDimensionen

p(~y) =

¯
¯
¯
¯
@(x1; : : : ; xn )
@(y1; : : : ; yn )

¯
¯
¯
¯ p(~x) (1.46)

z.B. n = 2

y1 =
p

¡ 2 ln x1 cos(2¼x2)

y2 =
p

¡ 2 ln x1 sin(2¼x2)
oder

x1 = e¡ 1
2 (y2

1 + y2
2 )

x2 =
1

2¼
arctan

y2

y1

dann
¯
¯
¯
¯
@(x1; x2)
@(y1; y2)

¯
¯
¯
¯ =

1
p

2¼
e¡

y 2
1
2 ¢

1
p

2¼
e¡

y 2
2
2 (1.47)

d.h. y1 und y2 sind beide (unabhÄangig) Gau¼-verteilt.

ÄUbungsaufgab en

1.)a) Werfe n mal eine MÄunze. Zeige, dassdie Wahrscheinlichkeiten dafÄur,
dass exakt k-mal \Kopf " Pk = 2¡ n

¡ n
k

¢
ist, wenn \Kopf " 1 EUR gewinnt

und \Zahl" 1 EUR verliert. Was ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fÄur
den totalen Gewinn?
b) Was ist die Wahrscheinlichkeit fÄur 6 Richtige im Lotto (6 aus 49)?

2.)a) Berechne die Momente der Gleichverteilung

P(x) =

8
<

:

1
2a fÄur jxj < a

0 fÄur jxj > a

b) Berechne die Momente der Gau¼-Verteilung P(x) = 1p
2¼

e¡ x2=2

c) Betrachte die Cauchy-Verteilung P(x) = 1
¼

°
(x¡ a)2+ ° 2 ; x 2 [¡1 ; + 1 ]??

Ist sie normiert? Was ist mit den Momenten?
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3.)a) Berechne die charakteristische Funktion der Gleichverteilung und leite
daraus die Momente ab.
b) Was ist die allgemeinsteVerteilung mit der Eigenschaft, dassalle Kumu-
lanten von hÄoherer als 2. Ordnung verschwinden?
c) Finde die Kumulanten der Poisson-Verteilung Pn = an

n! e¡ a

4.) a) Beweise und interpretiere die Normierung der bed. Wahrscheinlich-
keit Psjkn¡ s(x1; : : : ; xsjxs+1 ; : : : ; xn ). Welche Form hat letztere im Falle un-
abhÄangiger Variablen?
b) Berechne die Momente < xnym > und Kumulanten << xnym >> (aus
G(k1; k2) =

P

n;m

(ik 2 )n

n!
(ik y )m

m! < xnym > und ln G(k1; k2)) der bivariaten

Gau¼verteilung P(x; y) = const. e¡ 1
2 (ax2+2 bxy+ cy2 )

Zufallsereignisse

Beispiele:

² Knacken im Geiger-ZÄahler

² Ankunft von Elektronen an der Anode einer Vakuum-RÄohre

² Ankunft von Kunden am Schalter

Auc h:

² Eigenwerte einer hermetischen Zufallsmatrix auf der reellen Achse

² Energien von kosmischen Strahlen

Def. ZufÄallige Mengevon Punkten, Ereignissenoder Punkt-Prozessen

a) Zustandsraum:
i) s 2 f 0; 1; 2; : : :g
ii) 8s : ¡1 < ¿1 < ¿2 < : : : < ¿s < + 1 ; ¿ 2 R
(, gro¼kanonischesEnsemble)

b) Wahrscheinlichkeitsverteilung dieserZustÄande: Qs(¿1; ¿2; : : : ; ¿s), mit

Q0 +

+ 1Z

¡1

d¿Q1(¿) +

+ 1Z

¡1

d¿1

1Z

¿

d¿2 Q2(¿1; ¿2) + : : : = 1 (1.48)

Bequemer:BeschrÄankung a) ii) aufheben, d.h. 8¿¾ 2 R, aber mit Qs sym-
metrisiert in den Variablen

; Q0 +
1X

s=1

1
s!

+ 1Z

¡1

d¿1 : : : d¿s Q(¿1 : : : ¿s) = 1 (1.49)
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Mittelw erte : de¯niert fÄur Funktionen f A0; A1(¿1); A2(¿1; ¿2); : : :g im Zu-
standsraum

; hAi = A0Q0 +
1X

s=1

1
s!

Z
d¿1 : : : d¿s A(¿1 : : : ¿s) Qs(¿1 : : : ¿s) (1.50)

Beispiel: Anzahl N von Punkten im Intervall [ta; tb]

Â(t) =

8
<

:

1 t 2 [ta; tb]

0 sonst
(1.51)

; hN i = h
sX

¾=1

Â(¿¾)i

=
1X

s=1

1
s!

+ 1Z

¡1

d¿1 : : : d¿s Qs(¿1 : : : ¿s)
sX

¾=1

Â(¿¾)

=
1X

s=1

1
(s ¡ 1)!

+ 1Z

¡1

d¿1Â(¿1)

+ 1Z

¡1

d¿2 : : : d¿s Qs(¿1 : : : ¿2)

=
1X

s=1

1
(s ¡ 1)!

tbZ

ta

d¿1

+ 1Z

¡1

d¿2 : : : d¿s Qs(¿1 : : : ¿s) (1.52)

Poisson-V erteilung
Die Zufalls-Ereignissehei¼enunabh Äangig , wenn alle Qs faktorisieren in der
Form

Qs(¿1 : : : ¿s) = e¡ º q(¿1)q(¿2) : : : q(¿s) ; Q0 = e¡ º (1.53)

Normierung :

8¿ : q(¿) ¸ 0;

+ 1Z

¡1

d¿q(¿) = º (1.54)

FÄur die mittlere Anzahl von Punkten im Intervall [ta; tb] ergibt (1.52) :

hN i = e¡ º

0

@
1X

s=1

1
(s ¡ 1)!

tbZ

ta

d¿1 q(¿1) ¢º s¡ 1

1

A

=

tbZ

ta

d¿q(¿) (1.55)
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analog hN i 2 = hN i 2 + hN i
Man kann sogardie gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung von N ausrech-
nen. Dabei ist die charakteristische Funktion gegeben durch:

heik N i = hexp ik
sX

¾=1

Â(¿¾)i

= e¡ º
1X

º =0

1
s!

0

@
+ 1Z

¡1

d¿eik Â(¿)q(¿)

1

A

s

= exp

8
<

:

+ 1Z

¡1

d¿(eik Â(¿) ¡ 1) q(¿) d¿

9
=

;

= exp

8
<

:
(eik ¡ 1)

tbZ

ta

d¿q(¿)

9
=

;

= exp
h
(eik ¡ 1)hN i

i

= e¡h N i
1X

N =0

hN i N

N !
eik N (1.56)

=
|{z}

Def. char. Funktion

1X

N =0

PN eik N (1.57)

)

PN =
hN i N

N !
e¡h N i (1.58)

Wahrscheinlichkeit, dassexakt N der unabhÄangigen Zufalls-Punkte in das
gegebeneIntervall fallen! Poisson-V erteilung

Die Poisson-Verteilung beschreibt ganzallgemeindie Verteilung unabhÄangi-
ger Ereignissein einer beschrÄankten Region - wie Regentropfen, die einen
bestimmten Ziegel tre®en.

² 1 Parameter (Mittelw ert < N > )

² unabhÄangigeEreignisse

Def. Shot-Noise
q(¿) = ½= const. fÄur ¿ 2 [¡ T; T] ; ½= º =2T. Im Limes T ! 1 ; º ! 1
mit ½fest, ergibt sich eine station Äare Verteilung von Punkten - genannt
Shot-Noise .
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Kapitel 2

Sto chastisc he Prozesse

Stochastische Variable X ! de¯niert beliebige andere stochastische Varia-
blen z.B. Y = f (X ), oder mit zusÄatzlicher Variable:

YX (t) = f (X ; t) (2.1)

Y (t) ist \Zufalls-F unktion", meistensentspricht t der Zeit : stochastischer Prozess

EinsetzeneinesmÄoglichen Wertes x fÄur X ergibt

Yx (t) = f (x; t) (2.2)

\Sample-Funktion" oder \ Realisierung des Prozesses"

Mittelw erte

hY(t)i =
Z

Yx (t) PX (x) dx (2.3)

Allgemeiner: n Zeiten t1; t2; : : : ; tn ! n-tes Moment

hY(t1)Y (t2) : : : Y (tn )i =
Z

Yx (t1)Yx (t2) : : : Yx (tn )PX (x) dx (2.4)

Autok orrelationsfunktion

K (t1; t2) = hhY(t1)Y (t2)ii = hY(t1)Y (t2)i ¡ hY (t1)ihY (t2)i (2.5)

fÄur t1 = t2 ! zeitabhÄangigeVarianz hhY(t)2ii = ¾2(t)
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Stationarit Äat

hY(t1 + ¿) Y (t2 + ¿) : : : Y (tn + ¿)i = hY(t1)Y (t2) : : : Y (tn )i (2.6)

Meistens K (t1; t2) ¼ 0 fÄur t1 ¡ t2 > ¿c, wobei ¿c Autok orrelationszeit

Mehrere Komponenten: ~Y(t) = (Y1(t); : : : ; Y¿(t))

Korrelationsmatrix K ij (t1; t2) = hhYi (t1)Yj (t2)ii
(i = j : Autokorrelation, i 6= j : Cross-Korrelation)
fÄur Mittelw ert 0 und stationÄar: K ij (¿) = hYi (0)Yj (¿)i = K j i (¡ ¿)

Beispiel

a) Sei µ(t) Funktion von t, X eine Zufallsvariable.
Y (t) = µ(t)X ist stochastischer Prozess.

b) Seien ¿1; ¿2; : : : unabhÄangige, stationÄare \Random Dots" (d.h. Shot-
Noise) mit q(¿) = ½.

Y(t) =
sP

¾=1
ª( t ¡ ¿¾) \Campb ell's Prozess"

hY i = ½
+ 1R

¡1
ª( ¿)d¿;

K (t) = ½
+ 1R

¡1
ª( ¿) ª( t + ¿)d¿;

hhY(t)m ii = ½
+ 1R

¡1
(ª( ¿))m d¿

Bemerkungen

a) W arum kommen stochastische Prozessein die Physik ?
(Mikro ! Makro, nicht \Unk enntnis", sondern\scheinbare Irrelevanz"
von mikroskopischen Details.)

b) Wie kommen stochastische Prozessein die Physik?
(Mittelung Äuber Anfangsbedingungen,Ensemble, Zeitmittelw ert und
Ensemblemittel.)

c) Zeitentwicklung? (Liouville-Gleichung)
) \Sto¼zahl-Ansatz", \Molekulares Chaos", \Random PhaseApprox".
) Makroskopische Gleichung fÄur Mittelw ert und Fluktuationen
(Reversibilit Äat , Irreversibilit Äat)

d) Quantenmechanik
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Fourier-T ransformation eines sto chastisc hen Prozesses

Y(t) ist ein reeller, einkomponentiger Prozess,t 2 [0; T]

Yx (t) =
1X

n=1

An;x sin
³ n¼

T
t
´

(2.7)

An;x =
2
T

Z T

0
sin

³ n¼
T

t
´

Yx (t) dt (2.8)

Parseval'sche Gleichung:

1
2

1X

n=1

A2
n;x =

1
T

TZ

0

Yx (t)2 dt (2.9)

ÄUbergangvon Koe±zienten An;x ! zur stochastischen Variable An

hAn i =
2
T

TZ

0

sin
µ

¼n

T
t
¶

hY(t)i dt (2.10)

(2.9) )

1
2

1X

n=1

hA2
n i =

1
T

TZ

0

hY(t)2i dt (2.11)

AngenommenY(t) ist stationÄar mit Mittelw ert 0 und endlicher Autokorre-
lationszeit ¿c:

1X

n=1

1
2

hA2
n i = hY 2i (2.12)

Wie verteilt sich das totale Quadrat der Fluktuation auf die einzelnenFre-
quenzen(Moden)? S(! ): Spektral-Dichte

S(! )¢ ! =
X

! <¼n=T <! +¢ !

1
2

hA2
n i (2.13)

T gro¼; ¢ ! klein, und viele n fallen in ¢ ! .
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Wiener-Khinc hin Theorem

S(! ) =
2
¼

1Z

0

cos(! ¿) K (¿) dt (2.14)

Bew eis

< A2
n > =

4
T2

TZ

0

dt

TZ

0

dt0 sin
¼nt
T

sin
¼nt 0

T
hY(t)Y (t0)i

=
4

T2

TZ

0

sin
¼nt
T

dt

T ¡ tZ

¡ t

sin
¼n(t + ¿)

T
K (¿)
| {z }

» 0 fÄur ¿>¿c| {z }
+ 1R

¡1
sin ¼n ( t + ¿)

T d¿

d¿

=
4

T2

TZ

0

sin2 ¼nt
T

dt

+ 1Z

¡1

cos
¼n¿
T

K (T) d¿

+
4

T2

TZ

0

sin
¼nt
T

cos
¼nt
T

dt

+ 1Z

¡1

sin
¼n¿
T

K (¿)

=
4

T2

T
2

+ 1Z

¡1

cos
¼n¿
T

K (¿) d¿

| {z }
+ 1R

¡1
cos(! ¿) K (¿) d¿

(2.15)

Wenn K (¿) hinreichend glatt und wegen(T=¼)¢ ! Terme im Intervall ¢ !
gilt:

S(! )¢( ! ) =
T
¼

¢ ! ¢
1
2

¢
4

T2 ¢
T
2

Z
cos(! ¿) K (¿) d¿ (2.16)

Beispiele:

a) Spektraldichte fÄur Campbell's Prozess:S(! ) = 2º jª̂ (! )j2 (ª̂ Fourier-
transformierte von ª( t))
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b) Response eines kritisch gedÄampften Galvanometers auf einen Streu-
Puls zur Zeit t = 0 ist µ(t) = cte¡ ° t . Was ist die Spektraldichte eines
stationÄaren Stroms unabhÄangiger Zufalls-Pulse.

c) Kathode emittiert Elektronen zu unabhÄangigenZufalls-Zeiten.
Spektraldichte der Strom-Fluktuationen: SI (f ) = 2ehI i (f = !

2¼)

Die Hierarc hie der Verteilungs-F unktionen

Gegeben sei ein stochastischer ProzessYX (t).
Wahrscheinlichkeitsdichte dassYX (t) den Wert y z.Zt. t annimmt

p1(Y; t) =
Z

±(y ¡ YX (t)) pX (x) dx (2.17)

Analog (y1 bei t1, y2 bei t2; : : : ; yn bei tn )

pn (y1; t1; y2; t2; : : : ; yn ; tn ) = (2.18)
Z

±(y1 ¡ Yx (t1)) ±(y2 ¡ Yx (t2)) : : : ±(yn ¡ Yx (tn )) px (x) dx

) de¯niert unendliche Hierarchie von Wahrscheinlichkeitsdichten pn .

Mittelw ert:

hY (t1)Y (t2) : : : Y (tn )i = (2.19)
Z

y1y2 : : : ynpn (y1; t1; y2; t2; : : : ; yn ; tn ) dy1dy2 : : : dyn

Konsistenz-Bedingungen fÄur Hierarchie

i pn ¸ 0

ii pn ist invarinat unter Vertauschung zweier Paare (xn ; tn ) und (x l ; t l )

iii
R

pn (y1; t1; y2; t2; : : : ; yn ; tn ) dyn = pn¡ 1(y1; t1; y2; t2; : : : ; yn¡ 1; tn¡ 1)

iv
R

p1(y1; t1) = 1

Kolmogorov: Jeder Satz von Funktionen pn mit (i)-(iv) de¯niert eindeutig
einen stochastischen ProzessY(t).

Konditionierte Wahrscheinlic hkeit

p1j1(y2; t2jy1; t1) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fÄur Y , den Wert y2 zur
Zeit t2 anzunehmen,vorausgesetzt,dasszur Zeit t1 seinWert y1 gewesenist
(d.h. man bestrachtet Sub-Ensemble):

R
dy2 p1j1(y2; t2jy1; t1) = 1.
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Allgemeiner: Fixiere die Werte von Y zu k verschiedenen Zeiten t1; :::; tk ,
frage dann nach Wahrscheinlichkeit zu l anderenZeiten tk+1 ; :::; tk+ l :

pl jk (yk+1 ; tk+1 ; : : : ; yk+ l ; tk+ l jy1; t1; : : : ; yk ; tk ) = (2.20)

pk+ l (y1; t1; : : : ; yk ; tk ; yk+1 ; tk+1 ; : : : ; yk+ l ; tk+ l )
pk (y1; t1; : : : ; yk ; tk )

Charakteristisc hes Funktional

Sei Y (t) ein stochastischer Prozessund k(t) Raum von Testfunktionen

G[k] = hexp
½

i
Z 1

¡1
dt k(t)Y (t)

¾
i (2.21)

=
1X

m=0

i m

m!

Z
dt1 : : : dtm k(t1) ¢: : : ¢k(tm )hY (t1) ¢: : : ¢Y (tm )i

; Berechnung der Momente durch Funktional-Ableitung. Analog:

ln G[k] =
1X

m=1

i m

m!

Z
dt1 : : : dtm k(t1) ¢: : : ¢k(tm )hhY(t1) ¢: : : ¢Y (tm )ii

Ein Prozessist genaudann station Äar , wenn:

Pn (y1; t1 + ¿; y2; t2 + ¿; : : : ; yn ; tn + ¿) = Pn (y1; t1; y2; t2; : : : ; yn ; tn )

Ein Prozessist Gau¼isch:

, alle Pn sind multiv ariate Gauss-Verteilungen

, G[k] = exp
©

i
R

dt1 k(t1)hY (t1)i ¡ 1
2

RR
dt1dt2 k(t1)k(t2)hhY(t1)Y (t2)ii

ª

(Oft studierte, besonderseinfache Prozesse.)

Beispiel: Schwingende Seite (Nic ht-Mark ov'sch)

Elastische Energie

E =
1
2

Z L

0

µ
dy
dx

¶ 2

dx

+thermische Fluktuationen: P[y] / exp(¡ E [y]=kT)

Integration im
"
Funktionen-Raum\ :0 < x1 < x2 < : : : < xn < L

) E(y1; : : : ; yn ) =
1
2

nX

º =0

(yº +1 ¡ yº )2

xº +1 ¡ xº
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) Pn (y1; x1; : : : ; yn ; xn ) =
µ

2¼L
¯

¶ 1
2

nY

º =0

µ
¯

2¼(xº +1 ¡ xº )

¶ 1
2

exp
·
¡

¯
2

(yº +1 ¡ yº )2

xº +1 ¡ xº

¸

ErfÄullt also die Konsistenzbedingungen(i)-(iv) und beschreibt einen Gau¼-
prozess(nicht stationÄar):

hY (x1)i = 0 hY(x1)Y (x2)i =
x1(L ¡ x2)

pL
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Kapitel 3

Mark ov-Prozesse

Wir formulieren die Markov-Eigenschaft einesstochastischen ProzessesfÄur
n aufeinander folgendeZeiten t i (t1 < t2 < : : : < tn ) wie folgt:

P1jn¡ 1(yn ; tn jy1; t1; : : : ; yn¡ 1tn¡ 1) = P1j1(yn ; tn jyn¡ 1; tn¡ 1); (3.1)

d.h. die bedingte Wahrscheinlichkeit zur Zeit tn ist durch yn¡ 1 bei tn¡ 1

eindeutig bestimmt und ist nicht beein°u¼tdurch das Wissen von frÄuheren
Zeiten:

P1j1 =
"

ÄUbergangswahrscheinlichkeit\

Ein Markov-Prozessist vollstÄandig bestimmt durch P1(y1; t1) und
P1j1(y2; t2jy1; t1). Daraus ergibt sich die gesamte Hierarchie, z.B:

P(y1; t1; y2; t2; y3; t3) = P2(y1; t1; y2; t2) ¢P1j2(y3; t3jy1; t1; y2; t2) (3.2)

= P1(y1; t1) ¢P1j1(y2; t2jy1; t1) ¢P1j1(y3; t3jy2; t2)

etc. Darum sind Markov-Prozessegut handhabbar und ¯nden zahlreich An-
wendung.

Bemerkung

a) Anzahl der Neutronen im Kernreaktor ist Markov'sch.

b) Spiel Kopf oder Zahl, Y (t) Gewinn, ist Markov'sch.

c) Betrachte gewÄohnliche DGL: _x = f (x) mit x(t0) = x0.
x = Á(x0; t ¡ t0) genÄugt der De¯nition einesMarkov-Prozesses:

P1j1(x; t jx0; t0) = ±[x ¡ Á(x0; t ¡ t0)]

) Jeder deterministische Prozessist Markov'sch.
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Beispiel

ÄAltestes und bekanntestesBeispieleinesMarkov-Prozessesist die Brown'sche
Bewegung:leichte MolekÄule kollidieren mit schwerenTeilchen in

"
zufÄalliger\

Weise.Dadurch variiert derenGeschwindigkeit in Form von kleinen, anschei-
nend unkorrelierten SprÄungen ±v. Je grÄo¼erv, um so mehr Kollisionen von

"
vorne\ ¯nden statt. Also hÄangt ±v in [t; t + ±t] von v zur Zeit t ab, jedoch

nicht von frÄuheren Zeiten. Somit handelt essich um einen Markov-Prozess.
(NÄahereBehandlung spÄater)
Ab er: DiesesBild ergab keine ÄUbereinstimmung mit dem Experiment.
Einstein & Smoluchowski: Zwischen zwei Beobachtungen der Position des
Brown'schen Teilchens hat sich die Geschwindigkeit viele Male geÄandert
(¿obs: À ¿cor r :). ) Man beobachtet die Gesamt-Verschiebung nach vielen
ÄAnderungen der Geschwindigkeit.

Sei x1; x2; : : : eine Reihe von (Positions-)Messungen,dann ist xk+1 ¡ xk

zufÄallig und unabhÄangig von xk¡ 1; xk¡ 2; : : : ; (vt und) x t Markov-Prozess
(auf der groben Zeitskala desExperiments).
; Basis fÄur Theorie der Brown'schen Bewegung.

Bemerkung

a) Makov-Eigenschaft lediglich NÄaherung:
xk+1 ¡ xk gro¼) vk wahrscheinlich gro¼

) xk+2 ¡ xk+1 auch eher gro¼
) Autokorrelations-Zeit der Geschwindigkeit resultiert

in Korrelationen zwischen aufeinander folgenden
Verschiebungen(kleiner E®ekt, wenn ¿obs: À ¿cor r :)

b) Kollisionen nicht instantan ; vt ebenfalls nicht Markov'sch
au¼erdem:Annahme, dassdie BewegungdesBrown'schen Teilchens

keinen geordnetenFluss in umgebender Fl Äussigkeit erzeugt.
(! GedÄachtnis, z.B. GasmolekÄule nicht Markov'sch)

c) Allgemein: Dasselbe physikalische System kann durch verschiedene
Markov-Prozessebeschrieben werden
! abhÄangig vom Level der Beschreibung

Beispiel: Dissoziation einesGasesvon binÄaren MolekÄulen
AB ! A + B
1. Level: Wahrscheinlichkeit fÄur AB aufzuspalten

abhÄangig von augenblicklicher Konzentration
) ist Markov-Prozess

2. Level: BerÄucksichtigt SchwingungszustÄande der MolekÄule
; Random Walk Äuber SchwingungszustÄande ist

ebenfalls Markov'sch
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Konzept einesMarkov-Prozessesauch fÄur ProzesseY(t) mit r Komponenten.
(3 Geschwindigkeiten desBrown'schen Teilchens,r chemische Komponenten
einer reagierendenMixtur)

Wic htig : sei r komponentiger stochastischer ProzessMarkov'sch
¡ ! s komponentiger Prozess(ignoriere r ¡ s Komponenten) i.a.
nicht Markov'sch

Umgek ehrt : Ist ein physikalischer Prozessnicht Markov'sch, so gelingt es
manchmal, ihn durch Hinzunahme von Komponenten in
einen Markov-Prozesseinzubetten.
z.B.: Brown'sche Bewegungmit Äau¼eremFeld

; vt (x t ), vt alleine nicht Markov'sch, aber (x t ; vt ).

Im Prinzip kann jedes abgeschlossenephysikalische System als Markov-
Prozessbeschreiben werden, wenn man alle mikroskopischen Variablen als
Komponenten hinzunimmt (s.o. Bsp. c)).

Kunst des Physikers: Finde einen signi¯k ant kleinen Satz von Variablen
(coarse-grainedlevel, Kontraktion oder Projektion)

Chapman-Kolmogoro v-Gleic hungen

Integriere (3.2) Äuber y2 (t1 < t2 < t3)

! P2(y1; t1; y3; t3) = P1(y1; t1)
Z

dy2 P1j1(y2; t2jy1; t1)P1j1(y3; t3jy2; t2)

P1j1(y3; t3jy1; t1) =
Z

dy2 P1j1(y3; t3jy2; t2)P1j1(y2; t2jy1; t1) (3.3)

Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Ma¼fÄur die ÄUbergangswahrscheinlichkeit einesjeden Markov-Prozesses.
Ein Markov-Prozessist vollstÄandig bestimmt durch P1 und P1j1, welche be-
liebig gewÄahlt werden kÄonnen, sofern sie:

1) Chapman-Kolmogorov-Gleichung

2) P1(y2; t2) =
R

dy1 P1j1(y2; t2jy1; t1)P1(y1; t1)
(*)

erfÄullen.

Beispiel

Yt 2 ¡ 1; 1 und
P1j1(y; t jy0; t0) = 1

2 f 1+ exp(¡ 2° (t ¡ t0))g±y;y0 + 1
2 f 1¡ exp(¡ 2° (t ¡ t0))g±y;¡ y0
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ÄUbung

1. ZeigeP1j1(y; t jy0; t0) genÄugt CK-Gleichung und ist konsistent mit P1(y; t) =
1
2(±y;1 + ±y;¡ 1).
! Yt "

dichotomischer Markov-Prozess\ oder
"
Random-Telegraph-

Process\

2. Yt habein jedem±t Wahrscheinlichkeit ° ±t zu °ipp en; Yt ist wie in 1.)

3. Sei Yt Prozessmit Y 2 f 0; 1g, t 2 f 1; 2; 3g ; 8 Sample-Funktionen;
wÄahle daraus nur 4 mit der jeweiligen Wahrscheinlichkeit 1/4.
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (1,1,1)

Wiener-Prozess (o d. Wiener-Levy-Prozess)

Sei ¡1 < y < 1 und t2 > t1

P1j1(y2; t2jy1; t1) =
1

p
2¼(t2 ¡ t1)

exp
½

¡
(y2 ¡ y1)2

2(t2 ¡ t1)

¾
(3.4)

genÄugt Chapman-Kolmogorov-Gleichung; mit P1(y1; 0) = ±(y1) ! nic ht -
stationÄarer Markov-Prozess.(UrsprÄunglich formuliert zur Beschreibung des
Verhaltens der Position einesBrownschen Teilchens)
Es folgt aus (*)

P1(y; t) =
1

p
2¼t

exp
½

¡
y2

2t

¾
(t > 0) (3.5)

ÄUbung

1) Wie lautet die Hierarchie Pn?

2) ZeigehY(t1)Y (t2)i = min( t1; t2)
hfY (t1) ¡ Y (t2)gf Y (t3) ¡ Y (t4)gi = f [t1; t2] \ [t3; t4]g

3)

0 · t1 · t2 : hy2i y1 = y1 ; hhy2
2ii = t2 ¡ t1

hy1i y2 =
t1

t2
y2 ; hhy2

1ii y2 =
t1

t2
(t2 ¡ t1)

4) Berechne die Momente hY(t1)Y (t2) : : : Y (tn )i

5) ZeigeP1 genÄugt der Di®usionsgleichung @P
@t = D @2P

@y2 ; D = 1
2

6) P1j1(y; t jy0; 0) genÄugt _P(t) =
R

G(t; t0)P(t0)dt0 mit dem Integral-Kern

G(y; tjy0; t0) =
@
@t

1
t

1
p

2¼(t ¡ t0)
exp

½
¡

(y ¡ y0)2

2(t ¡ t0)

¾
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Poisson-Prozess

Y(t) = 0; 1; 2; : : : und t ¸ 0

Def. Markov-ProzessÄuber (t2 ¸ t1 ¸ 0)

P1j1(n2; t2jn1; t1) =
(t2 ¡ t1)n2 ¡ n1

(n2 ¡ n1)!
e¡ (t2 ¡ t1 ) ; P1(n; 0) = ±n;0 (3.6)

(P1j1 = 0 fÄur n2 < n1)

Jede Sample-Funktion y(t) ist eine Abfolge von Schritten der HÄohe 1 zu
zufÄalligen Momenten (random Dots auf der Zeit-Achse). Die Anzahl die-
ser Momente zwischen t1 und t2 genÄugt der Poisson-Verteilung ) Y (t)
Poisson-Prozess.

y(t)

t

ÄUbung

Zeige,dassDe¯nition (3.6) konsistent ist.

Station Äare Mark ov-Prozesse

Wichtig fÄur \Gleic hgewichts-Fluktuationen" Y (t)
; P1 zeitunabhÄangig´ Gleichgewichtsverteilung der GrÄo¼eY, z.B. ®e¡ ¯ H (Y )

T
R

C

V = Y ; P1(y1) =
¡ C

2¼kT

¢1=2
exp

h
¡ Cy2

1
2kT

i

weiteres Beispiel: Brown'sches Teilchen in homogenenGravitationsfeld !
vertikale Geschwindigkeit stationÄarer Prozess

Da P1j1 nicht von zwei Zeiten, sondernnur demZeitintervall abhÄangt, wÄahlen
wir eine spezielleNotation:

T¿(y2jy1) := P1j1(y2; t2jy1; t1)
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mit ¿ = t2 ¡ t1. Damit lautet die Chapman-Kolmogorov-Gleichung nun:

T¿+ ¿0(y3jy1) =
Z

T¿0(y3jy2)T¿(y2jy1)dy2 (3.7)

oder in Matrix-F orm:

T¿+ ¿0 = T¿0T¿ (¿; ¿0 > 0)

ÄUbung

K (¿) =
RR

y1y2 T¿(y2jy1) P(y1)dy1dy2 (**)

BerÄuhmtes Beispiel: Ornstein-Uhlen beck-Prozess

P1(y1) =
1

p
2¼

e¡ 1
2 y2

1

T¿(y2jy1) =
1

p
2¼(1 ¡ e¡ 2¿)

exp
½

¡
(y2 ¡ y1e¡ ¿)2

2(1 ¡ e¡ 2¿)

¾ (3.8)

ÄUbung

Zeige,dassKonsistenz-BedingungenerfÄullt sind.

UrsprÄunglich: Verhalten der Geschwindigk eit einesBrownschen Teilchens

hyt i = 0; K (¿) = e¡ ¿ (3.9)

Do ob's Theorem : Ornstein-Uhlenbeck-Prozessist der einzige stationÄare,
Gau¼ische, Markov-Prozess(bis auf lineare Transformationen von y und t).

G[k] = exp
½

¡
1
2

Z Z
k(t1)k(t2)e¡ ° jt1 ¡ t2 j dt1dt2

¾
(3.10)

WeiteresTheorem: Ist Y Gau¼isch und K = e¡ ¿ ) Y Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess(d.h. auch Markov'sch).

Bew eis-Skizze

Y Gau¼isch, stationÄar und Markov'sch, dann ist P1 schon wie gewÄunscht
(o.B.d.A.): T¿(y2jy1) = De¡ 1

2 (Ay 2
2 +2 B y1y2+ Cy2

1 ) ,

D =
p

A=2¼; C = B 2=A; B 2 = A(A ¡ 1)
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Wegen(**) A = (1 ¡ K 2)¡ 1 ; K unbekannt

) T¿(y2jy1) =
1

p
2¼(1 ¡ K 2)

exp
½

¡
(y2 ¡ K y1)2

2(1 ¡ K 2)

¾
(3.11)

Weiter

K (t3 ¡ t1) =
Z

y3dy3

Z
T¿0(y3jy2)dy2 T¿(y2jy1)y1P1(y1)dy1

= K (t3 ¡ t2)K (t2 ¡ t1) (3.12)

) K (T) = e¡ ° ¿

ÄUbung

1) Y sei r -komponentiger Gau¼-Prozess,Markov'sch, wobei o.B.d.A.
gelte P1(y; t) » exp(¡ 1

2y2)
- ZeigefÄur die Autokorrelations-Matrix K (t3; t1) = K (t3; t2)K (t2; t1),

mit (t3 ¸ t2 ¸ t1)
- Falls Y stationÄar: K (¿) = e¡ ¿G ; G Konstante Matrix.

2) Y (t) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess,Z (t) =
tR

0
Y(t0)dt0(t ¸ 0)

Zeige Z (t) ist Gau¼isch, aber weder stationÄar noch Markov'sch, und
hY(t1)Y (t2)i = e¡ t2 + e¡ t2 ¡ 1 ¡ e¡j t1 ¡ t2 j + 2 Min (t1; t2)
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Kapitel 4

Master-Gleic hung,
Ein-Sc hritt-Prozesse, ASEP

1 Die Master-Gleichung ist Äaquivalent zur Chapman-Kolmogorov-Gleichung
fÄur Markov-Prozesse,ist aber leichter handhabbar (und engeran physikali-
sche Konzepte angelehnt).

Betrachte einen Markov-ProzessY , der Einfachheit halber homogen,T¿ sei
die ÄUbergangswahrscheinlichkeit. FÄur ¿0 ! 0 gilt dann folgendeEntwicklung
von T¿0:

T¿0(y2jy1) = (1 ¡ a0¿0) ±(y2 ¡ y1) + ¿0W(y2jy1) + O(¿02) (4.1)

(1¡ a0¿0) ist dabei die Wahrscheinlichkeit dafÄur, dasskein ÄUbergangwÄahrend
¿0stattgefunden hat. W(y2jy1) ist die ÄUbergangswahrscheinlichkeit pro Zeit-
einheit von y1 nach y2, weshalb W(y2jy1) ¸ 0. Wegen

R
dy2 T¿0(y2jy1) = 1

gilt:

a0(y1) =
Z

dy2 W(y2jy1)

Mit T¿+ ¿0(y3jy1) =
R

T¿0(y3jy2) T¿(y2jy1) (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)
ergibt sich

T¿+ ¿0(y3jy1) = [1 ¡ a0(y3)¿0] T¿(y3jy1) + ¿0
Z

W(y3jy2) T¿(y2jy1) dy2 (4.2)

Dies kÄonnenwir im Grenzfall ¿0 ! 0 ÄuberfÄuhren in die Master-Gleic hung

@T¿(y3jy1)
@¿

=
Z

dy2 f W(y3jy2)T¿(y2jy1) ¡ W(y2jy3)T¿(y3jy1)g (4.3)

1ASEP=Asymmetric Random AverageProcesses
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Andere Notationen : T¿(y2jy1) ´ P(y2; ¿), entsprechend einemSubensem-
ble mit Anfangswert y1 bei ¿ = 0. Also:

@P(y; t)
@t

=
Z

dy0f W(yjy0) P(y0; t) ¡ W(y0jy) P(y; t)g (4.4)

Ac htung P(y; t) enspricht nic ht P1(y; t).

FÄur Y diskret:

dPn (t)
dt

=
X

n0

f Wn;n 0 Pn0(t) ¡ Wn0n Pn (t)g (4.5)

Die Master-Gleichung ist somit als Bilanz-Gleichung der Wahrscheinlichkeit
von einzelnenZustÄanden n zu verstehen!

Bemerkung: Chapman-Kolmogorov-Gleichung ist eine nichtlineare Glei-
chung, die lediglich den Markov-Charakter einesProzessesausdrÄuckt.

Die Master-Gleichung hingegen ist eine lineare Gleichung und enthÄalt die
ÄUbergangswahrscheinlichkeiten desbetrachteten SystemswÄahrendeinerkur-
zenZeit ¢ ¿ - (W(yjy0)¢ t oder Wnn 0¢ t ); diesekÄonnenmit Hilfe von NÄaherungs-
methoden fÄur kurze Zeiten berechnet werden.

Beispiel : Dirac's zeitabhÄangigeStÄorungsrechnung ; Fermis goldeneRegel:

Wnn 0 =
2¼
¸

jHnn 0j2 ½(En ) (4.6)

Beispiel : Zerfalls-Prozess
n radioaktive Teilchen, Zerfallswahrscheinlichkeit ° ¢ t pro Teilchen

) T¢ t (njn0) =

8
>>><

>>>:

0 n > n0

n0° ¢ t n = n0¡ 1

O(¢ t2) n < n0¡ 1

(4.7)

FÄur die ÄUbergangswahrscheinlichkeit erhalten wir Wnn 0 = ° n0±n;n 0¡ 1 n 6=
n0 und somit:
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_Pn (t) = ° (n + 1)Pn+1 (t) ¡ ° nPn (t) (4.8)

ÄUbung: LÄose(4.8). Tipp: betrachte erzeugendeFunktion und anschlie¼end
Pn (t) = 1

2¼i

H
dz z¡ n¡ 1Ft (z)

Notation

De¯niere sog.W-matrizen:

Wnn 0 =

8
><

>:

Wnn 0(¸ 0) ; n 6= n0

¡
P

n0(6= n)
Wn0n ; n = n0 (4.9)

Damit gilt auch:
P

n
Wnn 0 = 0 fÄur alle n0, was u.a. bedeutet, dassein Eigen-

vektor zum Eigenwert 0 existiert.

_Pn (t) =
X

n0

Wnn 0Pn (t)

_P(t) = WP(t) ! P(t) = etWP(0)
(4.10)

(formal wie SchrÄodingergleichung)

FÄur t ! 1 kÄonnen wir auf die Theoreme von Perron und Frobenius fÄur
endliche Matrizen zurÄuckgreifen: ; P(t) Ã ! P1 , wobei P1 eine zeitun-
abhÄangige,stationÄare LÄosungist.

Bemerkungen:

Eigenschaft Wnn 0 ¸ 0 fÄur n 6= n0 und insbesondere
P

n
Wnn 0 = 0 bleibt erhal-

ten, wenn einePermutation gleichzeitig auf Reihenund Spalten angewendet
wird, was einer Umbenennung der ZustÄande gleichkommt.

Man nennt W vollst Äandig reduzib el oder zerlegbar , wenn man die-
se durch gleichzeitige Permutation von Zeilen und Spalten in eine Form
W =

¡ A 0
0 B

¢
=̂ ÄuberfÄuhren kann. D.h. man betrachtet zwei unabhÄangige,

nicht-wechselwirkende Subsystememit den zum Eigenwert 0 gehÄorigen Ei-
genvektoren (©A ; 0) und (0; ©B ). Als Beispiel kÄonnten hier Systeme mit
energie-erhaltendenÄUbergÄangendienen.

Man nennt W (unvollstÄandig) reduzib el, wenn ein ÄUberfÄuhren in die Form
W =

¡ A D
0 B

¢
mÄoglich ist. Damit besitzt W wiederum einen Eigenvektor
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© = (©A ; 0) mit Eigenwert 0.

Beachte: aus _Pb =
P

b0
Bbb0Pb (geschlossen)folgt

d
dt

X

b

Pb =
X

b0

Ã
X

b

Bbb0

!

pb0 = ¡
X

b0

Ã
X

a

Da b0

!

pb0 < 0

Den Zustand bnennt man daher transien t , da alle seineKomponenten nach
ausreichend langer Zeit verschwinden; den Zustand a nennt man absorbie-
rend , da in ihm die Wahrscheinlichkeit gesammeltwird.

Eine W-matrix bezeichnet man als "splitting matrix", wenn

W =

0

B
B
B
@

A 0 D

0 B E

0 0 C

1

C
C
C
A

Hierbei sind A und B beide W-Matrizen, C ist quadratisch und wenigstens
einige Elemente von D und E verschwinden nicht.

Geschlossene isolierte physik alische Systeme

Hierbei bedeutet

physikalisch: esexistiert eine mikroskopische Beschreibung (Hamilton-
oder SchrÄodingergleichung)

geschlossen: es¯ndet kein Teilchenaustausch mit der Umgebungstatt
(Satz mikroskopischer Variablen ist fest)

isoliert : keine Äau¼eren,zeitabhÄangigenKr Äafte (Energie-Erhaltung)

Die stationÄareLÄosungP s
n einessolchendurch die Master-Gleichung beschrie-

benenSystemsmussÄubereinstimmenmit der ausder statistischen Mechanik
bekannten (Gleichgewichts-)L ÄosungPe

n . Insbesonderemussgelten:

X

n0

Wnn 0Pe
n0 =

Ã
X

n0

Wn0n

!

Pe
n

Da Pe
n > 0 fÄur alle n, ist W irreduzibel!

Eine stÄarkere Forderung als die Gleichheit beider Summen, stellt die De-
taillierte Bilanz dar:

Wnn 0Pe
n0 = Wn0nPe

n (4.11)
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Diesefordert die Gleichheit fÄur ein jedesPaar n und n0.

ÄUblicherweiseschreibt man dieseGleichnung unter Verwendungkontinuier-
licher Variablen auf:

W(yjy0)Pe(y0) = W(y0jy)Pe(y)

Hierbei steht y fÄur einen Satz makroskopischer Variablen Y(q; p). DieseBe-
ziehung ist gÄultig, falls:

² der Hamiltonian desbetrachteten Systems,welcher die mikroskopische
Bewegung beschreibt, eine gerade Funktion aller Impulse pk ist (!
kein Magnetfeld, keine Rotation),

² die Variablen Y ebenfalls ÄemphgeradeFunktionen der Impulse sind.

Makrosk opische Gleic hung

SeiY einephysikalische GrÄo¼emit Makov-Charkter und Anfangswert y0 bei
t = 0. Dann bestimmt nun die Master-Gleichung die Wahrscheinlichkeits-
verteilung fÄur t > 0. Die gewÄohnliche makroskopische Physik vernachlÄassigt
Fluktuationen und behandelt Y wie einenicht-statistische eindeutigeGrÄo¼e
y. DerenEntwicklung wird durch deterministische Gleichungenbeschrieben,
welche als makroskopischeoder phÄanomenologischeGleichungen bezeichnet
werden.

Wie erhÄalt man diesemakroskopischeGleichung ausder Master-Gleichnung?

mit y (t) := hY i t =
R

dy y P(y; t) folgt:

d
dt

hY i t =
Z

dy y
@P(y; t)

@t

=
Z Z

dy dy0yf W(yjy0)P(y0; t) ¡ W(y0; y)P(y; t)g

=
Z Z

dy dy0(y0¡ y) W(y0; y) P(y; t)

Sprung-Momente :

aº (y) =
Z

dy0(y0¡ y)º W(y0; y) (4.12)

Dann gilt:

d
dt

hY i t =
Z

dy a1(y)P(y; t) = ha1(Y )i t (4.13)
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I.a. ist a1(y) nicht linear in y. Eine Entwicklung um hY i liefert dann:

ha1(Y )i = a1(hY i ) +
1
2

h(Y ¡ hY i )2i a00
1(hY i ) + :::

Die makroskopische NÄaherungbesteht nun darin, dassdie hier auftretenden
Fluktuationen vernachlÄassigt werden.

Makr oskopische N Äaherung

_y = a1(y ) (4.14)

Eine Äahnliche ÄUberlegungfÄuhrt zu einer Gleichnung, welche nÄaherungsweise
das zeitliche Verhalten der Breite der Verteilung beschreibt:

d
dt

¾2 = a2(y (t)) + 2¾2 a0
1(y (t))

Damit erhalten wir

_y = a1(y ) +
1
2

¾2 a00
1(y ) (4.15)

Ein-Sc hritt-Prozesse

Wir betrachten einenspeziellenMarkov-Prozessin kontinuierlicher Zeit mit
diskreten ZustÄanden n, wobei die Matrix W lediglich SprÄunge zwischen be-
nachbarten PlÄatzen erlaubt.

n-1 n n+1 n+2

gggn-1 n n+1

n+2rn+1rnr

g = generation r = recombination

Wnn 0 = rn0±n;n 0¡ 1 + g0
n±n;n 0+1 (n 6= n0); (4.16)

Wnn 0 = ¡ (r n + gn )

also
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_Pn = rn+1 Pn+1 + gn¡ 1Pn¡ 1 ¡ (rn + gn )Pn (4.17)

Beispiel:

² Emission/Absorption von Photonen/T eilchen

² An/Abregung von Atomen/Kernen/Elektronen im Halbl.

² Geburt/T od von Individuen

² Ankunft/W eggangvon Kunden etc.

Ein-Schritt-Prozesse kÄonnen wir unterteilen in die folgendenUnterklassen.

Un terklassen:

i) ¡1 < n < 1

ii) n = 0; 1; 2; : : :

iii) n = 0; 1; 2; : : : ; N

Falls der Bereich LÄucken aufweist, exitsiert kein ÄUbergang Äuber diesehin-
weg, sondernder ProzesszerfÄallt in verschiedene,unabhÄangigeProzessedes
Typs ii) oder iii).

Eine andere Unterteilung kann entsprechend der Art der Koe±zienten er-
folgen:

a) Konstante Koe±zienten (Random W alks )

b) Koe±zienten linear in n (lineare Ein-Sc hritt-Prozesse )

c) nichtlineare Koe±zienten (Beachte: Master-Gleichung selbst ist immer
linear.)

Beachte: ÄAnderung der Master-Gleichung an den RÄandern:

n = 0 ) _P0 = r1P1 ¡ g0P0

n = N ) _PN = rN ¡ 1PN ¡ 1 ¡ rN PN

Wir betrachten nun die erzeugendeFunktion einesallgemeinenEin-Schritt-
Prozessessowie deren zeitliche Entwicklung.
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Erzeugende Funktion

F (z; t) =
+ 1X

n= ¡1

Pn (t) zn (4.18)

Es gilt:

@F (z; t)
@t

=
+ 1X

n= ¡1

@Pn (t)
@t

zn ; z
@
@z

F (z; t) =
+ 1X

n= ¡1

Pn (t) nzn

+ 1X

n= ¡1

[r (n + 1) Pn+1 (t) ¡ r (n) Pn (t)]zn = (
1
z

¡ 1) r (z
@
@z

)F (z; t)

+ 1X

n= ¡1

[g(n ¡ 1) Pn¡ 1(t) ¡ g(n) Pn (t)]zn = (z ¡ 1) g(z
@
@z

)F (z; t)

Hierbei sind r und g Funktionen von n (link e Seite) und somit (Potenzrei-
henentwicklung) Funktionen von z ¢@=@z. Addiert man beide Gleichungen,
so folgt

@F (z; t)
@t

=
½

(
1
z

¡ 1) r (z
@
@z

) + (z ¡ 1) g (z
@
@z

)
¾

F (z; t) (4.19)

wobei von der Master-Gleichung Gebrauch gemacht wurde. Zum Au±nden
einer LÄosungmÄussenwir stets noch eine Anfangs-BedingungF (z; t = 0) =

+ 1P

n= ¡1
Pn (0)zn wÄahlen.

Bemerkung:

hnk i =
µ

z
@
@z

¶ k

F (z; t)jz=1 =
@kF (z; t)
@(ln z)k

¯
¯
¯
¯
z=1

(4.20)

Beispiel Poisson-Prozess

l l l l

n-1 n+1n

Sei n ¸ 0; g(n) = ¸ ; r (n) = 0 (Punktprozess, n = Anzahl von Ereignissen
in der Zeit t, Wahrscheinlichkeit fÄur ein Ereignis ¸dt )

_Pn (t) = ¸P n¡ 1(t) ¡ ¸P n (t) (4.21)
_P0(t) = ¡ ¸P 1(t)
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Mit der Anfangsbedingung: Pn (0) = ±n;m mit m ¸ 0 erhalten wir

Pn (t) =
(¸t )n¡ m

(n ¡ m)!
e¡ ¸t (4.22)

wobei n ¸ m ; Pn (t) = 0 fÄur n < m, denn mit Hilfe der erzeugendenFunk-
tion erhalten wir:

@F (z; t)
@t

= ¸ (z ¡ 1) F (z; t) mit F (z; 0) = zm

) F (z; t) = ȩ t (z¡ 1)zm = e¡ ¸t
1X

n=0

(¸t )n

n!
zn+ m (4.23)

Die Momente ergeben sich hier zu:

hni =
µ

z
@
@z

¶
ȩ t (z¡ 1)zm

¯
¯
¯
z=1

= ¸t + m

hn2i =
µ

z
@
@z

¶ 2

ȩ t (z¡ 1)zm
¯
¯
¯
z=1

= ¸t + (¸t + m)2

hhn2ii = ¸t

FÄur die ÄUbergangswahrscheinlichkeit ¯nden wir:

P(n; t jm; 0) =
(¸t )n¡ m

(n ¡ m)!
e¡ ¸t n ¸ m

= (1 ¡ t¸ )±n;m + t ¸ ±n;m +1| {z }
wn;m

+ O(t2)

Beispiel Radioaktiv er Zerfall

g ng (n-1) g (n+1)

n+1nn-1

Sei n ¸ 0; r (n) = ° n ; g(n) = 0, F (z; 0) = zn0 . Dann gilt:

@
@t

F (z; t) = ° (
1
z

¡ 1) z
@
@z

F (z; t)

F (z; t) = [1 + (z ¡ 1) e¡ ° t ]n0

=
n0X

n=0

µ
n0

n

¶
e¡ n° t (1 ¡ e¡ ° t )n0 ¡ n zn
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Pn (t) =
µ

n0

n

¶
e¡ n° t (1 ¡ e¡ ° t )n0 ¡ n (4.24)

Beispiel Random Walk

1 11

n-1 n n+1

1 1 1

(in kontinuierlicher Zeit); sei n ¸ 0; r (n) = g(n) = 1 (symmetrischer
Random Walk), Pn (0) = ±n;0

@
@t

F (z; t) = (z +
1
z

¡ 2) F (z; t); F (z; 0) = 1

F (z; t) = e(z+ 1
z ¡ 2)t

= e¡ 2 t
1X

k;l=0

tk+ l

k! l !
zk¡ l

| {z }

1P

n =0
zn

Ã
X

l

t2l+ n

l ! (l + n)!

!

| {z }
I n ( t )

Pn (t) = e¡ 2t I n (2t) (4.25)

Eigenschaft (der modi¯zierten Besselfunktion I n (x)):

I n (x) = I ¡ n (x)

I n (x) !
1

p
2¼x

ex (1 + O(
1
x

)) fÄur x ! 1

Die Momente ergeben sich hier zu: hni (t) = 0 bzw. hhn2ii (t) = 2t. Weiterhin
ist das asymptotische Verhalten (t; n ! 1 , n2=t fest) gegeben durch:

Pn (t) !
1

p
4¼t

exp(¡
n2

4t
)
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Im Falle einesasymmetrischen Random Walk (r (n) = ®, g(n) = ¯ ) erhÄalt
man eine Di®usion mit Drift.

Allgemein erhalten wir fÄur _Pn = rn+1 Pn+1 + gn¡ 1Pn¡ 1 ¡ (rn + gn )Pn die
Eigenschaften:

d
dt

hni = ¡h r n i + hgn i (4.26)

d
dt

hn2i = 2hn (gn ¡ rn )i + hgn + rn i (4.27)

Betrachte beispielsweisedasPopulationswachstum: r n = ®n, gn = ¯ n. Dann
gilt

d
dt

hni = (¯ ¡ ®) hni (Malth us-Gesetz)

d
dt

hn2i = 2(¯ ¡ ®) hn2i + (¯ + ®)hni

Station Äare LÄosung

Sei J der Gesamt-Wahrscheinlichkeits-Flu¼von n nach n ¡ 1:

rnP s
n ¡ gn¡ 1P s

n¡ 1 = J

(J unabhÄangig von n)

a) n = 0; 1; : : : ; N ; J = 0 ) r nps
n = gn¡ 1P s

n¡ 1

P s
n =

gn¡ 1 gn¡ 2 : : : g1 g0

rn rn¡ 1 : : : r2 r1
P s

0 (4.28)

b) n = 0; 1; 2; : : : analog

c) falls n · 0

P s
n =

rn+1 rn+2 : : : r ¡ 1 r0

gn gn+1 : : : g¡ 2 g¡ 1
P s

0

Ab er : Es existieren Situationen mit J 6= 0 (z.B. asymmetrischer Random
Walk ! konstanter Fluss von ¡1 nach 1 ). ) LÄosunghÄangt parametrisch
von J ab.
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Beispiel

n ¸ 0; g(n) = ¸; r (n) = ¹ fÄur n > 0 und ¸ < ¹
(Kunden-Warteschlange, ¸dt ! neuer Kunde, ¹dt ! Bedienung ); es folgt
mit (4.28)

P s
n =

µ
¸
¹

¶ n

P s
0

Aus der Normierungsbedingung
P

n P s
n = 1 ergibt sich P s

0 = 1 ¡ ¸
¹ und

somit (n ¸ 0)

P s
n =

µ
¸
¹

¶ n µ
1 ¡

¸
¹

¶

Nat Äurlic he Randb edingungen

Die ÄUbergangsratensind hÄau¯g keine beliebigeZahlen, sondernanalytische
Funktionen desGitterplatzes, die sich aus dem physikalischen Prozesserge-
ben. In diesenFÄallen kommt denRÄanderneinebesondereBedeutungzu, d.h.
siemÄussenseparatangegeben werden.Man gibt dann die Master-Gleichung
in der Form

_Pn = r (n + 1)Pn+1 + g(n ¡ 1)Pn¡ 1 ¡ f r (n) + g(n)gPn (4.29)

fÄur n = 1; 2; : : : ; N ¡ 1 und

_P0 = r (1)P1 ¡ g(0)P0 sowie (4.30)
_PN = g(N ¡ 1)PN ¡ 1 ¡ r (N )PN (4.31)

an.

Bemerkung : Es kann vorkommen,dassnicht nur die Randsitesn = 0 bzw.
n = N ausgezeichnet sind, sondernauch weitere (z.B. bei un-
geordnetenSystemen).DiesemÄussendann analog behandelt
werden.

Die RandbedingungenkÄonnen den Charakter des Prozesseswesentlich be-
ein°ussenund spielenbei der LÄosungeine wesentliche Rolle. Ein besonders
einfacher Fall von RÄandern sind die sogenannten nat Äurlic hen Randb e-
dingungen , bei denen

² (4.29) bis hin zu n = 1 gÄultig ist, sodassnur (4.30) spezi¯ziert werden
muss

² und r (0) = 0 gilt.
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Ein solches System kann nach folgendem Schema gelÄost werden: Wir er-
klÄaren die Gleichung (4.29) als im gesamten Raumbereich ¡1 < n < 1
gÄultig. Dann betrachten wir aber nur solche LÄosungen,die mit den Anfangs-
bedingungenPn (0) = 0 fÄur (n < 0) kompatibel sind. Dies garantiert auch,
dassdie LÄosungenfÄur t > 0 mit den Randbedingungenvertrr Äaglich sind, da
eswegenr (0) = 0 keinen Wahrscheinlichkeits°uss zu Sites n < 0 gibt.

LÄosung eines linearen Prozesses und die Metho de der Charakteri-
stik en

Wir betrachten den linearen Prozess

_Pn = a [(n + 1 + r ) Pn+1 ¡ (r + n) Pn ] (4.32)

+ b[(n ¡ 1 + g) Pn¡ 1 ¡ (n + g) Pn ] (4.33)

² Wir erweitern den GÄultigk eitsbereich auf ¡1 < n < 1

² multiplizieren mit zn und summieren Äuber n

@F (z; t)
@t

= a
X

(zn¡ 1 ¡ zn )( r + n) Pn + b
X

(zn+1 ¡ zn )(g + n) Pn

= (1 ¡ z)(a ¡ bz)
@F
@z

+ (1 ¡ z)(
ar
z

¡ bg) F (z; t)

LÄosungder linearenpartiellen DGL durch die Methodeder Charakteristik en.

K Äunstlic he Randb edingungen

K Äunstliche Randbedingungensind solche, bei denendie analytischen Funk-
tionen g(n) und r (n) nicht an den RÄandern fortgesetzt werdenkÄonnen.Hier
gibt es unendlich viele MÄoglichkeiten, wir betrachten aber nur sogenann-
te \reine" Randbedingungen, d.h. solche Gleichungen, bei denen nur ein
Randsite einer besonderenGleichung bedarf.

Weiterhin unterscheidet man:

re°ektierende

absorbierende

9
=

;
RÄander

8
<

:

mit

ohne

9
=

;

Erhaltung der

Wahrscheinlichkeit

Beispiel fÄur absorbierende RÄander

_Pn = Pn+1 + Pn¡ 1 ¡ 2Pn

_P0 = P1 ¡ 2P0

Damit ist der Platz 0 ein reiner kÄunstlicher Rand.
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Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist nic ht erhalten, denn

d
dt

1X

n=0

Pn = ¡ P0

In terpretation

Z.B. Ensemble von Teilchen, die am Platz 0 absorbiert werden.
Formal kann diesdurch die EinfÄuhrung eines\Arrest"-Sites (Index ?) gelÄost
werden: _P? = d

dt (1 ¡
P 1

n=0 Pn ) = P0

Dies spielt jedoch fÄur die LÄosungkeine Rolle, da das Systemauch ohne den
Arrest-Site vollstÄandig de¯niert ist.

LÄosung von Systemen mit kÄunstlic hen RÄandern

i) Die Spiegelmethode
Wir lÄosendie Master-Gleichung des unbeschr Äankten Prozessesmit
der Anfangsbedingung

Pn (0) = ±n;m ¡ ±n;¡ m

Dann gehorcht die LÄosungfÄur n > 1 der Master-Gleichung

_Pn = Pn+1 + Pn¡ 1 ¡ 2Pn

_P1 = P2 ¡ 2P1

(da P0(0) = 0) ; absorbierenderRand bei n = 1; also:

Pn (t) = e¡ 2t [S(n; m) ¡ S(n; ¡ m)] mit

S(n; m) =
X

l

t2l+( n¡ m)

(l + n ¡ m)! l !
;

wobei l so gewÄahlt wird, dassl ¸ 0 und n + l ¡ m ¸ 0.

FÄur einen re°ektierenden Rand wÄahlt man entsprechend die An-
fangsbedingung: Pn (0) = ±n;m + ±n;¡ m¡ 1.

ii) KÄunstliche RÄander und Normalmoden
Die Methode der Normalmoden ist im Prinzip auf alle Typen von
kÄunstlichen RÄandern anwendbar.

Allgemeine Form der LÄosung:

Pn (t) = ©n e¡ 2t
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mit t > 0; t reell, wobei ©n ein Eigenvektor der Master-Gleichung sein
muss.

Wir diskutieren dieseLÄosungsmethode nun am Beispiel der Di®usions-
kontrollierten chemischen Reaktion

_Pn = Pn+1 + Pn¡ 1 ¡ 2Pn ; (n ¸ 2)
_P1 = P2 + ° P0 ¡ 2P1

_P0 = P1 ¡ ° P0

Hierbei beschreibt die ersteGleichung die Di®usionvon A im LÄosungs-
mittel und die beiden verbleibendendie Bildung und Dissoziation des
MolekÄuls AB am Site 0.

Da ©n Eigenvektor der Master-Gleichung ist, gilt:

; (2 ¡ ¸ )©n = ©n+1 + ©n¡ 1 (n ¸ 2) (4.34)

(2 ¡ ¸ )©1 = ©2 + ° ©0 (4.35)

(° ¡ ¸ )©0 = ©1 (4.36)

Die LÄosungvon (4.36) ¯nden wir mit dem Ansatz ©n = zn

Anpassungan den Rand etc. fÄuhrt auf die explizite LÄosung( ÄUbungen)

Einsc hub: LÄosung von partiellen DGLen 1ter Ordn ung mit der
Metho de der Charakteristik en

Wir betrachten ein DGL der Form

A(x; y)
@u
@x

+ B (x; y)
@u
@y

+ C(x; y) u = 0 (4.37)

wobei wir uns zunÄachst auf den Fall beschrÄanken, in dem C(x; y) = 0 gilt,
also

A(x; y)
@u
@x

+ B (x; y)
@u
@y

= 0: (4.38)

Eine LÄosungdieserDGL werdenwir nicht ¯nden, ohneeineRandbedingung
festzulegen.Dies geschieht dadurch, dasswir eine Kurv e ° in der xy-Ebene
festlegen,welche durch die Variable s parametrisiert werde, und schlie¼lich
die Funktionswerte u(x; y) fÄur (x; y) 2 ° spezi¯zieren. D.h. esmussgelten:

u(x0; y0) = ©(s0); x0 = x(s0); y0 = y(s0)

Wir nehmennun an, dassesFunktionen p(x; y) und f gibt, sodassu(x; y) =
f (p) gilt. Damit transformiert sich (4.38) auf

·
A(x; y)

@p
@x

+ B (x; y)
@p
@y

¸
d f (p)

dp
= 0 (4.39)
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Weiter nehmen wir an, dassp(x; y) konstant sei. Eine Erkl Äarung fÄur diese
Annahme skizzierenwir weiter unten. Somit gilt nun also weiter:

@p
@x

dx +
@p
@y

dy = 0: (4.40)

(4.39) und (4.40) bilden nun ein homogenesSystemvon Gleichungen,fÄur das
wir eine nicht-triviale LÄosung ¯nden, wenn die Koe±zienten-Determinante
verschwindet, also:

dy
dx

=
B (x; y)
A(x; y)

: (4.41)

Wenn wir nun diesenAusdruck integrieren, kennenwir die Form von p, da
die dabei auftretende Integrationkonstante mit p identisch sein muss.

Entlang des Randes gilt, wie wir oben festgelegt haben, u(x; y) = ©(s)
und wegen x = x(s) sowie y = y(s) ist zusÄatzlich p = p(x; y) = Ã(s).
GewÄahrleistet die Randbedingung nun, dass

©(s) = Â(Ã(s))

gilt, so ist u(x; y) gegeben durch

u(x; y) = Â(Ã¡ 1(p)) = Â(Ã¡ 1(x; y))

Beispiel

Wir betrachten die DGL

x
@u
@x

¡ 2y
@u
@y

= 0:

Es ist also A(x; y) = x und B (x; y) = ¡ 2y. Gleichung (4.40) liefert dann:

dx
x

=
dy

¡ 2y
; x = py¡ 1

2 ; p = x y
1
2

Der Rand ° sei durch x(s) = 1 und y(s) = s festgelegt,so dassp = Ã(s) =
s

1
2 , und weiter gelte

u(1; s) = ©(s) = 2s + 1:

Damit ist Â = 2 ¢Ã2(s) + 1 und damit

u(x; y) = 2 ¢p2(x; y) + 1 = 2 ¢x2y + 1

Wennwir noch einmal die Parametrisierung desRandesbetrachten, sosehen
wir, dasswir durch x = x(s) und y = y(s) folgendeDGL ¯nden:

du
ds

=
d©
ds

=
@u
@x

dx
ds

+
@u
@y

dy
ds

(4.42)
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Diese zusammenmit (4.38) stellt ein inhomogenesGleichungssystemdar,
welchesdann keine LÄosungbesitzt, wenn

¯
¯
¯
¯
¯
¯

d x
d s

d y
d s

A(x; y) B (x; y)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

verschwindet. Das Verschwinden dieserDeterminante hei¼tnun aber, dass

B (x; y)
dx
ds

¡ A(x; y)
dy
ds

= 0

DieseGleichung stimmt nun gerademit (4.41) Äuberein und liefert ein Rich-
tungsfeld, entlang dessenKurv en eine LÄosung von (4.38) nicht existiert. p
tritt hier also als Scharparameter des Feldesauf. Dieseswird von Kurv en
gebildet, die man als Charakteristik en bezeichnet. Um eineLÄosungu(x; y)
zu ¯nden, mÄussenwir also gewÄahrleisten, dassder von uns gewÄahlte Rand
° nirgendwo Tangente einer solchen Charakteristik ist. Da ©(s) keine Kon-
stante ist, kÄonnenwir davon ausgehen,dassdieseForderung erfÄullt ist, wenn
Ã(s) und damit p entlang des Randesnicht konstant ist. Wir wÄahlen also
p = konstant , um den

"
verbotenen\ Verlauf des Randes zu ¯nden. Der

Rand selbst besteht schlie¼lich aus einer Kurv e, entlang der sich der Schar-
parameter dieser

"
verbotenen\ Kurv en Äandert. Somit kann ° nirgendwo

Tangente einer Charakteristik sein.

Inhomogene PDGL

Wir betrachten nun also den allgemeinerenFall

A(x; y)
@u
@x

+ B (x; y)
@u
@y

+ C(x; y) u = 0 (4.43)

mit C(x; y) 6= 0. Hier wÄahlen wir den Ansatz

u(x; y) = h(x; y) ¢f (p)

Dies fÄuhrt auf
µ

A(x; y)
@h
@x

+ B (x; y)
@h
@y

¡ C(x; y) h
¶

f (p) (4.44)

+
µ

A(x; y)
@p
@x

+ B (x; y)
@p
@y

¶
h

d f (p)
dp

= 0

D.h. ist h irgendeine (mÄoglichst einfache LÄosung) von (4.43), so verbleibt
der uns bereits aus (4.39) bekannte Ausdruck zur Bestimmung von p(x; y).
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Kapitel 5

Fokk er-Planc k Gleic hung

Die Fokker-Planck Gleichung ist eine spezielle Master-Gleichung, in der,
ausgehendvon _P(t) = WP(t) (4.10), W ein Di®erential-Op erator zweiter
Ordnung ist.

@P(y; t)
@t

= ¡
@
@y

A(y)P +
1
2

@2

@y
B (y)P (5.1)

wobei A(y)P der Beschreibung von Transport, Korrelation bzw. Drift und
B (y)P der von Di®usion oder auch Fluktuation dient. Dabei fordert man
y 2 [¡1 ; + 1 ], A(y); B (y) reell und di®erenzierbarsowie B (y) > 0. (5.1)
kÄonnen wir aufspalten in

Kontinuit Äatsgleichung
@P(y; t)

@t
= ¡

@J (y; t)
@y

Konstitutiv e Gleichung J (y; t) = A(y)P ¡
1
2

@
@y

B (y)P

StationÄare LÄosung der Fokker-Planck Gleichung im Falle, dassP s(y) inte-
grabel (i.e. normierbar ) ist

P s(y) =
const.
B (y)

exp

8
<

:
2

yZ

0

A(y0)
B (y0)

dy0

9
=

;
(5.2)

Falls P1(y; t = 0) = P s(y) , ist der durch die Fokker-Planck Gleichung be-
schriebeneMarkov-Prozessstation Äar .
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Notation

Da die Fokker-Planck Gleichung linear in P ist, ÄubertrÄagt man diese Be-
zeichnung auf die Funktionen A(y) und B (y). Man spricht also von einer
linearen FP-Gleichung ,

A(y) = A0 + A1y

B (y) = B0 (5.3)

FÄur A1 < 0 ist P s(y) Gau¼isch

) GemÄa¼Doob's Theorem ist der station Äare Mark ov-Prozess,de¯niert
durch die lineare Fokker-Planck Gleichung, der Ornstein-Uhlen beck-
Prozess !

Sei nun P(y; t jy0; t0) die LÄosung der Fokker-Planck Gleichung; setzt man
t = t0 + ¢ t; y = y0 + ¢ y, so gilt fÄur ¢ t ! 0:

h¢ yi
¢ t

= A(y0);
h(¢ y)2i

¢ t
= B (y0);

(¢ y)º i
¢ t

= 0 (5.4)

Die so gewonneneKenntnis von A(y) und B (y) ermÄoglicht esuns, in einem
physikalischen System die Fokker-Planck Gleichung zu bestimmen.

Herleitung der Fokk er-Planc k Gleic hung

Betrachte die allgemeineMaster-Gleichung (4.4) mit ÄUbergangswahrscheinlichkeit
W(yjy0). Sei r = y ¡ y0 die GrÄo¼edes \Sprungs" und W(yjy0) = W(y0; r )
(somit gilt auch W(y0jy) = W(y; r )). Wir erhalten dann:

@P(y; t)
@t

=
Z

W(y ¡ r ; r )P(y ¡ r; t)dr ¡ P(y; t)
Z

W(y; ¡ r ) dr

=
Z (

W(y; r )P(y; t) +
1X

º =1

(¡ 1)º

º !
r º @º

@0yº (W(y; r )P(y; t))

)

dr

¡ P(y; t)
Z

W(y; r ) dr (5.5)

Mit den Sprung-Momenten aº (y) =
R

r º w(y; r ) dr (4.12) bedeutet dies

@P(y; t)
@t

=
1X

º =1

(¡ 1)º

º !

µ
@º

@yº

¶
f aº (y)P(y; t)g (5.6)

Kramers-Moyal-Entwicklung
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Annahme

1.) Nur kleine SprÄunge r , d.h. W(y0; r ) ist scharf gepeakt bzgl. r , und
W(y0; r ) variiert langsammit y0:

W(y0; r ) ¼ 0 falls jr j > ±

W(y0+ ¢ y; r ) ¼ W(y0; r ) falls j¢ yj < ±

2.) P(y; t) variiert langsammit y

) Dann kÄonnen wir die KM-En twicklung nach dem zweitem Glied abbre-
chen und verbleiben mit

@P(y; t)
@t

= ¡
@
@y

f a1(y)Pg +
1
2

@2

@y2 f a2(y)Pg (5.7)

Fokk er-Planc k Gleic hung

Bro wnsche Bew egung

Auf einer grober Zeitskala stellt die Orts-Ko ordinate X einesBrownschen
Teilchens einen Markov-Prozess dar, d.h das Teilchen springt auf der x-
Achse zufÄallig vorwÄarts und rÄuckwÄarts, wobei die SprÄunge beliebige LÄange
haben, die Wahrscheinlichkeit fÄur gro¼eSprÄunge jedoch rasch abnimmt.

Die SprÄunge seienbeliebig und unabhÄangig von der Startposition:

a1 =
h¢ xi x

¢ t
= 0; a2 =

h(¢ x)2i x

¢ t
= const. (5.8)

)

@P(x; t)
@t

=
a2

2
@2P(x; t)

@x2
(5.9)

Dies stellt eine Di®usionsgleichungdar, mit der phÄanomenologischen Di®u-
sionskonstante D = a2

2

D =
h(¢ x)2i

2¢ t
(5.10)

Diese Gleichung, welche die makroskopische Konstante D mit den mikro-
skopischen SprÄungen verbindet, bezeichnet man als Einstein-Relation
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Die LÄosungder Di®usionsgleichung fÄur P(x; t = 0) = ±(x) ist gegeben durch

P(x; t) =
1

p
4¼Dt

exp
µ

¡
x2

4Dt

¶
(5.11)

mit
p

hx2(t)i =
p

2Dt

An dieser Stelle weisen wir noch einmal darauf hin, was unter P(x; t) zu
verstehenist:

P(x; t) = P1j1(x; t jx = 0; t = 0) !!

Mit (5.11) ist der durch x t (ein Ensemble von Brownschen Teilchen) be-
schriebeneMarkov-Prozessalso der Wiener-Prozess .

Betrachte nun ein BrownschesTeilchen im konstanten Kraftfeld z.B. Gravi-
tationsfeld M g in Richtung ¡ X . SeiM ° die Reibung desTeilchensmit der
umgebenderFlÄussigkeit. Damit ergibt sich einemittlere Drift-Geschwindigkeit
¡ g=°, welche der ursprÄunglicher Brownschen Bewegung Äuberlagert ist.

a1 =
h¢ X i x

¢ t
= ¡

g
°

; a2 = 2D

Die Fokker-Planck Gleichung lautet dann:

@P(x; t)
@t

=
g
°

@P
@x

+ D
@2P
@x2

(5.12)

LÄosung mittels Randbedingung J (x; t) = 0 fÄur x = 0 ((J = g
° P + D @P

@x )),
fÄur x > 0 folgt:

P s(x) = const. exp
µ

¡
gx
° D

¶

Andererseitssollte die stationÄareVerteilung der barometrischenHÄohenformel

Peq(x) = const. exp
µ

¡
M g
kB T

x
¶

(5.13)

genÄugen.
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Durch Vergleich erhalten wir die 2. Einstein-Relation

D =
kB T
M °

(5.14)

und somit

h(¢ X )2i
¢ t

=
2kB T
M °

(5.15)

Diese Fluktuations-Dissipations-Relation verknÄupft den DÄampfungs-
Koe±zient ° mit dem mittlerem Schwankungsquadrat der Fluktuation.

Das Rayleigh-T eilchen

Das Rayleigh-Teilchen entspricht dem Brownschen Teilchen mit dem Unter-
schied, dassman sich auf einer feineren Zeitskala bewegt.

¢ t sei dabei klein gegenÄuber der Zeitskala auf der die Geschwindigk eit v
relaxiert, aber immer noch gro¼gegenÄuber der Dauer der Kollision selbst.

1-dimensional: (Rayleigh-Kolben)

_V = ¡ ° V

(MakroskopischesDÄampfungsgesetz.,linear, V nicht zu gro¼)

a1(V ) =
h¢ V i V

¢ t
= ¡ ° V

a2(V ) = a2;0 + (V 2) ¼ a2;0 > 0!

Wir erhalten die Fokker-Planck Gleichung

@P(V; t)
@t

= °
@

@V
VP +

a2;0

2
@2P
@V 2

(5.16)

Die statistischen Mechanik sagt nun Äuber den Gleichgewichtszustand, dass:

Peq(V ) =
µ

M
2¼K B T

¶ 1=2

exp
µ

¡
M

2K B T
V 2

¶

Der Vergleich liefert hier

53



a2;0

2
= °

K B T
M

(5.17)

Dies fÄuhrt auf die Rayleigh-Gleichung (fÄur die Wahrscheinlichkeitsdichte der
Geschwindigkeit einesschweren Teilchens):

@P(V; t)
@t

= °
½

@
@V

VP +
K T
M

@2P
@V 2

¾
(5.18)

Eine solche Gleichung erfÄullt auch die ÄUbergangswahrscheinlichkeit P1j1 des
Ornstein-Uhlen beck-Prozesses .

Es folgt aus (5.18): (mit V (0) = V0)

hV (t)i V0 = V0e¡ ° t (5.19)

hV (t)2i V0 = V 2
0 e¡ 2° t +

K T
M

(1 ¡ e¡ 2° t ) (5.20)

hhV(t)V (t + ¿)ii eq =
K T
M

e¡ ° ¿ (5.21)

LÄosungvon (5.18) ist:

P(V; t) =
µ

2¼kB T
M

(1 ¡ e¡ 2° t )
¶ ¡ 1=2

exp
½

¡
M

kB T
(V ¡ V0 e¡ ° t )2

1 ¡ e¡ 2° t

¾
(5.22)

Es sollte nun mÄoglich sein, von der feineren Zeitskala fÄur das Rayleigh-
Teilchen zur grÄoberen fÄur das Brownsche Teilchen Äuberzugehen.Wir be-
trachten dazu ein Ensemble unabhÄangiger Brownscher Teilchen, welche zur
Zeit t = 0 durch X (t = 0) = 0 beschrieben werden. Die Geschwindigkeiten
der Brownschen Teilchen sei gemÄa¼Peq(V ) gegeben und V(t) sei Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess.Betrachte nun

X (t) =

tZ

0

dt0V(t0)

X ist Gau¼isch, da eseine Summevon Gau¼ischen Variablen darstellt.

; hX (t)i =

tZ

0

dt0V(t0) = 0 (V0 = 0)
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Es sei nun 0 < t1 < t2

hX (t1)X (t2)i =

t1Z

0

dt0

t2Z

0

dt00hV(t0)V (t00)i

= hV 2i

t1Z

0

dt0

t2Z

0

dt00e¡ ° jt0¡ t00j

=
K T
M

·
2
°

t1 ¡
1
° 2 +

1
° 2 f e¡ ° t1 + e¡ ° t2 ¡ e¡ ° (t2 ¡ t1 )

¸

X (t) ist damit (als Gau¼ischer Prozess)vollstÄandig spezi¯ziert, aber ist of-
fensichtlich nic ht der Wiener-Prozess.Letztlic h ist X (t) nicht einmal Mar-
kovsch, da wir uns noch immer auf der Zeitskala des Rayleigh-Teilchens
bewegen.

Dies Äandert sich beim ÄUbergangzu t À 1
° und t1 ¡ t2 À 1

° .
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Kapitel 6

Analyse statistisc her Daten

SchÄatzung der Ma¼zahlen einer Zufallsgr Äo¼e

Sei im folgendenX eine Zufallsvariable. Wir stellen uns nun vor, dasswir
einenDatensatzbezÄuglich seinerWahrscheinlichkeitsverteilung (Verteilungs-
funktion) charkterisieren mÄochten. Dazu nehmen wir an, dass die vorlie-
gendenDaten durch N -malige DurchfÄuhrung einesZufallsexperimentes be-
stimmt wordensind. Durch diese

"
Stichprobe\ kÄonnenwir nun RÄuckschlÄusse

auf die Verteilung der Zufallsvariable X ziehen.

Betrachten wir zunÄachst den Mittelw ert :

¹X =
1
N

NX

i =0

X i (6.1)

Da wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Variable X nicht kennen,stel-
len wir uns die Frage, ob die in (6.1) de¯nierte GrÄo¼eeine sinnvolle Wahl
zur SchÄatzung des Mittelw ertes der Verteilung darstellt. Dies ist dann der
Fall, wenn der Erwartungswert von ¹X mit dem Mittelwert ¹ der Verteilung
Äubereinstimmt. DiesenkÄonnenwir i.a. nicht wirklic h bestimmen,da wir dazu
den gesamten Wahrscheinlichkeitsraum durch unsereExperimente abdecken
mÄu¼ten,doch kÄonnen wir darÄuber entscheiden, ob wir mittels ¹X eine gute
SchÄatzung von ¹ erhalten.

FÄur den Erwartungswert einer Summezweier ZufallsgrÄo¼enX 1 und X 2 gilt
nun:

h®X 1 + ¯ X 2i = ®hX 1i + ¯ hX 2i

und somit ist

h ¹X i =
1
N

N hX i i = ¹ (6.2)
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Nehmenwir nun an, dasswir den Mittelw ert ¹ im folgendenkennen.Dann
kÄonnen wir fragen, ob

1
N

NX

i =0

(X i ¡ ¹ )2

eine sinnvolle SchÄatzgrÄo¼efÄur die Varianz der Verteilung darstellt. Betrach-
ten wir also wieder den Erwartungswert dieserGrÄo¼e(hX i = ¹ ):

h
1
N

NX

i =0

(X i ¡ ¹ )2i =
1
N

h
NX

i =0

(X 2
i ¡ 2X i ¹ + ¹ 2)i

=
1
N

(N hX 2i ¡ N 2hX i ¹ + N ¹ 2)

= hX 2i ¡ hX i 2 = ¾2

WÄurden wir also ¹ kennen, so wÄare die oben de¯nierte GrÄo¼edie korrekte
SchÄatzgrÄo¼efÄur die Varianz der Verteilung. Nun ist esjedoch so,dasswir den
Mittelwert ¹ tatsÄachlich nicht kennen, sonderndiesendurch ¹X nur annÄahern
kÄonnen. Ersetzen wir daher ¹ durch ¹X , wobei wir bedenken, dass fÄur den
Erwartungswert eines Produkts zweier ZufallsgrÄo¼enX 1 und X 2 gilt

hX 1 ¢X 2i = hX 1i ¢hX 2i

Daraus folgt:

h
1
N

NX

i =0

(X i ¡ ¹X )2i =
1
N

h
NX

i =0

(X 2
i ¡ 2X i ¹X + ¹X 2)i

=
1
N

0

@N hX 2i ¡ 2
NX

i =0

hX i
1
N

NX

j =0

X j i +
NX

i =0

h
1
N

NX

j =0

X j ¢
1
N

NX

k=0

X k i

1

A

= hX 2i ¡
2

N 2

NX

i =0

NX

j =0

hX i X j i +
1

N 3

NX

i =0

NX

j =0

NX

k=0

hX j X k i

= hX 2i ¡
2

N 2

NX

i =0

NX

j =0

hX i X j i +
1

N 2

NX

j =0

NX

k=0

hX j X k i

= hX 2i ¡
1

N 2

NX

i =0

NX

j =0

hX i X j i

= hX 2i ¡
1

N 2 (
NX

i =0

hX i X i i +
NX

i; j = 0
i 6= j

hX i X j i )

= hX 2i ¡
1
N

hX 2i ¡
1

N 2 N (N ¡ 1)hX i X j i

=
N ¡ 1

N

¡
hX 2i ¡ hX i 2¢
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D.h. der Erwartungswert dieser GrÄo¼estimmt nicht mit der Varianz der
Verteilung Äuberein. Dies kÄonnen wir beheben, indem wir die Summe nicht
durch N sonderndurch N ¡ 1 teilen. Daraus folgern wir, dassdie Varianz
der Verteilung geschÄatzt werden kann durch:

Var (X 1; : : : ; X N ) =
1

N ¡ 1

NX

i =0

(X i ¡ ¹X )2 (6.3)

Gr Äo¼en zur Charakterisierung von Daten

Wenn Datenpunkte um einenPunkt verteilt sind, kann man siedurch einige
Messgr Äo¼en, die mit denMomenten einerVerteilung in Verbindung stehen,
charakterisieren:

1) Mittelw ert

¹X =
1
N

NX

° =1

X ° (6.4)

2) Die Breite der Verteilung
durch die Varianz

Var(X 1; : : : ; X N ) =
1

N ¡ 1

NX

° =1

(X ° ¡ ¹X )2 (6.5)

bzw. die Standardabweichung

¾(X 1; : : : ; X N ) =
p

Var (X 1; : : : ; X N ) (6.6)

Robuster (numerisch): Die mittlere Abs. Abweichung

ADEV (X 1; : : : ; X N ) =
1
N

NX

° =1

jX ° ¡ ¹X j (6.7)

3) Die Schiefe der Verteilung

Skew(X 1; : : : ; X N ) =
1
N

NX

° =1

·
X ° ¡ ¹X

6

¸ 3

(6.8)

Interpretation: Man unterscheidet zwischen rechtsschief ( ¹X < M ed <
M ax) und linksschief (M ax < M ed < ¹X )
Vorsic ht : Bei endlichenDatensÄatzen ist Skew(: : :) immer verschieden
von Null, auch wenn die Verteilung symmetrisch ist.
Standardabweichung fÄur N Gau¼verteilte Zufallszahlen»

p
6=N
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linksschief rechtsschief

Kurtosis oder Exzess

Misst, ob die Verteilung °ach oder gepeakt ist (relativ zur Normalverteilung)

K ur t(X 1; : : : ; X N ) =

8
<

:
1
N

NX

° =1

·
X ° ¡ ¹X

6

¸ 4
9
=

;
¡ 3 (6.9)

Standardabweichung Gau¼:
p

24=N

Hab en zwei Verteilungen den gleichen Mittelw ert?

Frage: Angenommenzwei Messungenergeben unterschiedliche Werte, stellt
diesdann einetatsÄachliche Abweichung dar oder sind die Daten im Rahmen
der Messungenauigkeit vertrÄaglich?

Beispiel: Student's t-test

Annahme: Zwei Verteilungen haben die gleiche Varianz, aber verschiedene
Mittelw erte.

SD =

vu
u
t

P

i 2 A
(X i ¡ ¹X A )2 +

P

i 2 B
(X i ¡ ¹X B )2

NA + NB ¡ 2

µ
1

NA
+

1
NB

¶
(6.10)

NA(B ) = ] der Datenpunkte in SampleA(B ).

Signi¯kanz

t =
X A ¡ X B

SD
(6.11)

t ¼ 0 ! Mittelw erte sind verschieden
t ¼ 1 ! Mittelw erte sind gleich
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Signi¯k anztest fÄur gepaarte Verteilungen

Z.B. Zeugniszweier SchÄuler - paarweiserVergleich der Noten in den einzel-
nen FÄachern

De¯nition : Die Kovarianz (Korrelationsfaktor) wird zur Untersuchung der
Korrelation zwischen zwei verschiedenenzufÄalligen GrÄo¼enbenutzt

Cov(aA ; xB ) =
1

N ¡ 1

NX

i =1

(xAi ¡ xA )(xB i ¡ xB ) (6.12)

SD =
·

Var (xA ) + Var (xB ) ¡ 2COV (xA ; xB )
N

¸ 1
2

(6.13)

;

t =
xA ¡ xB

SD
(6.14)

Sind zwei Verteilungen gleich?

Verteilungenauf endlichen Intervallen ! X 2-T est: man betrachtet eineVer-
teilung als gegeben (Test einer Hypothese)

X 2 =
X

i

(N i ¡ ni )2

ni

N i = ] von Messwerten im Intervall i

ni = vorgegebener Wert

Interpretation: Ein gro¼erWert spricht fÄur die Falsi¯zierung der Hypothese

Beachte: n i = N i = 0 ist zu verwerfen; N i 6= 0 und ni = 0 ) X 2 ! 1

Vergleich von zwei DatensÄatzen:

X 2 =
X

i

(Ri ¡ Si )2

Ri + Si
(6.15)

Beachte: Bei den Verteilungen addiert sich die Varianz!
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Der Kolmogoro v-Smirno v Test

Bei manchen Messungenist eine Unterteilung in diskrete Intervalle proble-
matisch bzw. nicht natÄurlich ! X 2-Test nicht anwendbar.

! kumulativ e Verteilungsfunktion

SN (x) = Anteil der Ereignisse
"
unterhalb\ von x

SN(x)
D

D = max
¡1 < x < 1

jSN (x) ¡ p(x)j

bzw.

D = max
¡1 < x < 1

jSN1 (x) ¡ SN2 (x)j

Vorteil der Methode: Invariant gegenÄuber Skalentransformationen.

Signi¯kanz:

QK S(¸ ) = 2
1X

° =1

(¡ 1)° ¡ 1 e¡ 2° 2 ¸ 2
(6.16)

monotone Funktion; Grenzwerte QK S(0) = 1;QK S(1 ) = 0.

Damit ergibt sich fÄur die Wahrscheinlichkeit, dass es Abweichungen gibt,
die grÄo¼erals das gemesseneD sind: Wahrscheinlichkeit (D > beobachtet)
= QK S([

p
Nc + 0:12+ 0:11

p
Nc]D ) mit:

Nc = ] der Datenpunkte (1 Datensatz)

=
N1 + N2

N1 + N2
(2 DatensÄatze)
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Erzeugung von Verteilungen auf dem Computer

Zufallszahlengeneratorenwie der Generator (Linear-Kongruenz-Methode)

[rn+1 = (arn + b)mod m mit (m; a;b) = (714025; 1366; 150889)und Tabelle
mit Startwerten]

erzeugenin einem Intervall I gleichverteilte Zahlen (I = [0; m ¡ 1]). HÄau¯g
ist man aber an anderen Verteilungen interessiert ) Transformation der
Verteilungsfunktion.

(i) Transformationsmetho de

Wir betrachten eine normierte Verteilung p(x), x 2 [0; 1],

p(x) =

8
<

:

1 0 < x < 1

0 sonst

Transformation: mit y bezeichnenwir jeneZufallszahlen,welcheder gewÄunschten
Verteilung ~p(y) folgen. j:::j bezeichnet die Funktionaldeterminante oder Ja-
cobische Determinante.

; ~p(y) = p(x)

¯
¯
¯
¯
dx
dy

¯
¯
¯
¯ (6.17)

Beispiel : Exponential Verteilung

y(x) = ¡ ln(1 ¡ x)

; ~p(y) dy =

¯
¯
¯
¯
dx
dy

¯
¯
¯
¯ dy = e¡ ydy (6.18)

) Exponentialv erteilung

Allgemein : Wir brauchen die LÄosungder DGL

dx
dy

= f (y) (6.19)

fÄur beliebigeFunktionen mit
R

dy f (y) = 1

; LÄosung:x = F (y) =
yR

¡1
dy0f (y0)

; y(x) = F ¡ 1(x)

(ii) Rejection-Metho de

Die Verteilung ~p(y) kann nun beliebig kompliziert sein.Wir gehenim weite-
ren davon aus,dassdieseVerteilung beschrÄankt ist ( ~p(y) · B ) und au¼erdem
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R
~p(y) dy = M < 1 existiert. Weiter kÄonnen wir einschrÄankend annehmen,

dass ~p(y) > 0 8 y 2 [a;b]. p(x) sei wie oben de¯niert.

Die einfachste Methode, diese Verteilung von Zufallszahlen zu generieren,
besteht nun darin, dasswir zunÄachst zwei Zufallszahlen gemÄa¼p(x) erzeu-
gen: x1 und x2. Die erste transformieren wir auf das Intervall [a; b] durch

x1 ! ~x1 = a + (b¡ a)x1

Da wir angenommenhaben, dass 0 · ~p(y)=B · 1, kÄonnen wir nun mit-
tels x2 entscheiden, ob wir ~x1 akzeptieren oder nicht: ist ~p(~x1)=B · x2, so
akzeptierenwir ~x1. Durch diesesVorgehenreproduzieren wir sukzessive die
gewÄunschte Verteilung ~p(y).

DieseHerangehensweisekann sehr ine±zient sein, wenn ~p(y) beispielsweise
einen starken Peak besitzt, des weiteren jedoch fÄur gro¼ey nur langsam
abfÄallt. Dann wÄare fast immer ~p(~x1)=B · x2. In diesemFall erzeugenwir uns
mit Hilfe der Transformationsmethode daher zunÄachst eineVerteilung f (y),
welche die gesuchte ~p(y)

"
einhÄullt \ und welche wir problemlos integrieren

kÄonnen. Damit ist f (y) i.a. nicht mehr normiert -
R

f (y) dy = c, so dasswir
x1 wieder transformieren mÄussen

x1 ! ~x1 = cx1

Den funktionalen Zusammenhangzwischen y und x, welchen wir durch
Transformation von p(x) auf f (y) gefundenhaben

x ¡ 0 =
Z y

a
f (y0) dy0 = F (y)

nutzen wir nun, um ~x1 auf y1 abzubilden: y1 = F ¡ 1(~x1). Ist dann

~p(y1) · f (y1);

so akzeptiern wir y1 wieder und generierenso die Verteilung ~p(y).
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Kapitel 7

Statistik realer Preise

Nach obiger beschrÄankung der Zeitskale kÄonnen die PreisÄanderungen ±xk

als Zufallsvariable angesehenwerden.

Eigensc haften der ±xk

(i) fÄur ¿ > 10min: UnabhÄangigkeit (Liquide MÄarkte)

(ii) Identisch verteilt (abgeschnittene L¶evy-Verteilung)

P1(±x) = L (+)
¹ (±x); ¹ ¼

3
2

L¶evy-V erteilung

Die bisher vorgestellten und im folgenden dargelegten Aussagensind Er-
fahrungswerte. Insbesonderedie Feststellung, dassdie PreisÄanderungen±xk

durch eine abgeschnittene L¶evy-Verteilung beschrieben werden kÄonnen be-
darf einer nÄahreren ErlÄauterung.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz konvergiert die Summe von N unab-
hÄangigenund identisch verteilten Zufallsvariablen xn im Grenzwert N ! 1
gegeneineGau¼verteilung, vorausgesetzt,dassdasersteund zweite Moment
der xn nicht divergieren. Nun gibt es ein ganze Klasse von Verteilungen,
welche lange Tails mit Potenzgesetzverhalten besitzen:

p(x) »
1

jxj1+ ¹ ; 0 < ¹ < 2 (jxj ! 1 )

Dies schlie¼t zwar die Konvergenz gegendie Gau¼verteilung fÄur N ! 1
aus, doch ist damit noch nichts Äuber die Existenz einer Grenzverteilung ge-
sagt. Wenn man von einer L¶evy-Verteilung oder stabilen Verteilung spricht,
bezieht man sich auf solche Grenzverteilungen.
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Als stabile Verteilungen bezeichnet man solche, welche unter Faltung ihre
Form bewahren:

p(a1l + b1) ¤ p(a2l + b2) =
Z 1

¡1
dl p(a1(z ¡ l ) + b1)p(a2l + b2) (7.1)

= p(az + b)

Au¼erdembesitzensie noch die Skaleneigenschaft

pN (x) =
1

N 1=®
p

³ x
N 1=®

´
; (7.2)

wobei pN (x) fÄur die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Summevon N Zufalls-
variablen steht.

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte L(x) kann nur dann eineGrenzfunktion einer

Summe SN = 1
B N

NP

n=1
ln ¡ AN sein (ln unabhÄangig und zufÄallig), wenn sie

stabil ist. Eine stabile Verteilung verhÄalt sich im Grenzwert x ! §1 wie

L ®(x) »
1

jxj1+ ® ; x ! §1 (7.3)

und besitzt endliche absolute Momente der Ordnug ±

D
jxj±

E
=

Z 1

¡1
dx jxj±L ®; wenn 0 < ± < ® (7.4)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(l) gehÄort genau dann zur
"
domain of at-

traction\ einer stabile Verteilung L ® mit charakteristischem Exponent ®
(0 < ® < 2), wenn

p(l) »
®a®c§

jl j1+ ® l ! §1 (7.5)

wobei c+ · 0, c¡ · 0 und a > 0 Konstanten sind. Ist ® = 2, so wird L ®(x)
zur Gau¼verteilung. WÄahrend ® also das Verhalten fÄur gro¼ex bestimmt,
beschreibt ¯ die Asymmetrie:

¯ =

8
<

:

c¡ ¡ c+
c+ + c¡

falls ® 6= 1
c+ ¡ c¡
c+ + c¡

falls ® = 1

Aus (7.4) kÄonnen wir ersehen,dass die Varianz einer stabilen Verteilung
(± = 2) nicht existiert, wenn ® nicht gerade2 ist, und au¼erdemMittelw ert

65



(± = 1) und Varianz nicht existieren, wenn ® < 1 gilt. FÄur die AN und BN

kann man zeigen:

BN = aN 1=®

AN = 0; wenn 0 < ® < 1

AN BN = N hxi ; wenn 1 < ® < 2

Ein gro¼erUnterschied zwischen Gau¼-und L¶evy-Verteilung besteht dar-
in, dassalle Verteilungen, welche fÄur gro¼el schnell genug (wenigstenswie
jl j¡ 3) abfallen zur domain of attraction der Gau¼verteilung gehÄoren, wo-
hingegenstabile Verteilungen mit ® < 2 nur solche p(l) anziehen,die das
gleiche asymptotische Verhalten (®) besitzenwie die Grenzverteilung selbst.
In diesemFall mussalso gelten:

D
jl j±

E
=

Z 1

¡1
dl jl j±p(l)

8
<

:

< 1 falls 0 · ± < ® (® · 2)

= 1 falls ± > ® (® < 2)

Die charakteristische Funktion der L¶evy-Verteilung ist gegeben durch

ln L ®(k) = i° k ¡ cjkj®
µ

1 + i¯
k
jkj

! (k; ®)
¶

(7.6)

mit c, ®, ¯ und ° Konstanten mit: ° beliebig, c ¸ 0, 0 < ® · 2 und
¡ 1 · ¯ · 1 und der Funktion

! (k; ®) =

8
<

:

tan(¼®=2) falls ® 6= 1

(2=¼) ln jkj falls ® = 1

Die Eigenschaft der Skaleninvarianz (7.2) macht diese Art von Verteilun-
gen geradefÄur Physiker interessant, bedeutet dies nÄamlich nichts anderes,
als dassein Teil aussieht wie das Ganze (Stichwort: fraktale Eigenschaft).
Andererseits ist essehr unbefriedigend, dassdie Varianz einer solchen Ver-
teilung divergiert, obwohl a priori klar ist (Messdaten), dassdieseexistiert.

Ein AuswegausdiesemDilemma kann man nun ¯nden, indem man den Tail
abschneidet - truncated L¶evy °ight :

p(l ) =

8
<

:

N L ®(l ) falls ¡ lcut · l · lcut

0 sonst
(7.7)

Abgesc hnittene L¶evy-V erteilung

Hierbei ist N eine Normierungskonstante und lcut der cuto®-Parameter. Ist
lcut ausreichend gro¼gewÄahlt, so besitzt p(l) deutlichen L¶evy-Charakter.
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Eine weitere MÄoglichkeit, die Verteilung abzuschneiden, besteht darin, eine
glatte, exponentielle DÄampfung einzubauen:

p(l) =

8
<

:

c¡ e¡ ¸ jl j jl j¡ (1+ ®) l < 0

c+ e¡ ¸l jl j¡ (1+ ®) l > 0
(7.8)

Damit erhÄalt man einen Crossover von der L¶evy- zur Gau¼verteilungfÄur
gro¼eN .

Dieser Abschnitt stellt die empirischen Grundlagen fÄur die spÄatere Model-
lierung von FinanzmÄarkten und -produkten dar. Im Gegensatzzu anderen
Forschungsgebietenin der Physik oder den Naturwissenschaften allgemein,
ist esnicht mÄoglich, kontrollierte Experimente durchzufÄuhren. DieserNach-
teil wird zunÄachst teilweisedurch die FÄulle an Daten wettgemacht, die ein
solidesempirischesFundament fÄur die theoretische Modellierung bietet.

Bei der Auswertung der empirischen Daten zeigt essich, dassessinnvoll ist,
die Preisentwicklung der Finanzprodukte nach verschiedenen Marktt ypen
zu klassi¯zieren:

² Sehr liquide M Äarkte : MÄarkte mit gro¼emHandelsvolumen. Diese
MÄarkte werdendurch die zugeordnetenIndizesbeschrieben(z.B. DAX,
S&P 500, Dow Jones)

² Sehr volatile M Äarkte : (Volatilit Äat =̂ Varianz): MÄarkte, derenPreis-
entwicklung sehr instabil verlÄauft, bzw. junge aufstrebende MÄarkte
(z.B. NEMAX, KursverhÄaltnis US$ / mexikanischer Peso).

² Volatilit Äatsm Äarkte : Finanzprodukte, die z.B. zur Kursabsicherung
von Aktien dienen (Optionsscheine). Der Preis dieser Produkte wird
durch dasVerlustrisiko bestimmt, dasmit der Volatilit Äat verknÄupft ist.

² Zinsm Äarkte : Die ZinssÄatze,die angeboten werden,sind laufzeitabhÄangig.
Die Variation der ZinssÄatze ist aber nicht unabhÄangig, da sie von den
RahmenbedingungendesGeldmarktes abhÄangen.

Eine BeschrÄankung gibt esbei der Analyse auf Zeitskalen (von Minuten bis
zu Monaten), um den Ein°uss des Hintergrundes, d.h. der systematischen
Preisentwicklung, vernachlÄassigenzu kÄonnen. Die Rechtfertigung fÄur dieses
Vorgehenergibt sich aus einem Vergleich der GrÄo¼enordnungen.

Typische jÄahrliche VerÄanderung desPreises:» 10 %
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² ! Mittelw ert Äandert sich nur um » 0.04 % pro Tag

² ! klein gegenÄuber Fluktuationen mit kurzen Zeitskalen

Zentrales Thema diesesKapitels ist die Analyse und Modellierung der zeitli-
chen Entwicklung von Preisen.Eine MÄoglichkeit besteht darin, die Zeitreihe
x(T) desPreiseseinesVermÄogenswertes X durch ein sog.additiv esModell

x(T) = x0 +
N ¡ 1X

k=0

±xk (7.9)

darzustellen (mit N = T=¿).

Die PreisÄanderungen±xK = xk+1 ¡ xk (xk = x(k¿)) sind als Zufallsvaria-
blen anzusehen,deren Eigenschaften wir untersuchen wollen. Bei liquiden
MÄarkten kÄonnen wir die ±xk fÄur ¿ > 10 min als unkorreliert betrachten. Es
zeigt sich ferner, dassdie empirischen Verteilungsfunktionen der ±xk konsi-
stent beschrieben werden durch eine abgeschnittene L¶evy-Verteilung.

Diesessimple additiv e Modell ist allerdings nur eingeschrÄankt gÄultig. Zum
einenwerdenwir sehen,dassdie statistischeUnabhÄangigkeit der ±xk nicht in
jedemFall gewÄahrleistet ist, zum anderenmussauf grÄo¼erenZeitskalen auch
die systematischeWertentwicklung berÄucksichtigt werden.Es zeigt sich, dass
fÄur gro¼eZeiten nicht das Preisinkrement die natÄurliche Variable darstellt,
sondernder sog.Return ´ n = ±xn

xn
, d.h. die relative PreisÄanderung.

Die Zeitreihe desPreiseswird in diesemFall von einem multiplikativen Mo-
dell beschrieben:

x(T) = x0 ¢
N ¡ 1Y

n=0

(1 + ´ n ) = x0 ¢
N ¡ 1Y

n=0

xn+1

xn
(7.10)

Ist die Volatilit Äat sehrviel kleiner als der Preis selbst,d.h. fÄur kleine relative
PreisÄanderungennicht vehement, ergibt sich

ln
xn+1

xn
¼

±xn

xn
¼

±xn

x0

(Die erste NÄaherung ist hierbei keineswegstrivial.)
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ÄUb ergang zwischen additiv em und multiplik ativ em Mo dell

FÄur ´ n ¿ 1 kann man das multiplik ative Modell in das additiv e Modell
ÄuberfÄuhren:

ln(1 + ´ k ) ¼ ´ k ¼
±xn

x0

Wobei wir im letzten Schritt vorausgesetzthaben, dassdie PreisÄanderungen
klein sind. Mit dieser NÄaherung und der zusÄatzlichen Annahme, dassauch
N ¡ 1P

k=0

±xn
x0

¿ 1 ist, erhalten wir das additiv e Modell

xN = x0 +
N ¡ 1X

n=0

±xn (7.11)

Die GÄultigk eitsbereicheder Modellekann man anhandder Varianz ÄuberprÄufen.
Wenn der Return die natÄurlich stochastische Variable ist, sollte gelten:

q
h±x2ij x = ¾1x

wobei h±x2i
¯
¯
x den Mittelw ert von (±x)2 fÄur einen vorgegebenenPreis x an-

gibt. Die obige Beziehung wÄurde bedeuten, dass die Varianz des Returns
konstant ist. Dies beobachtet man nur im Langzeitverhalten; es muss also
eine charakteristische Zeit T¾ geben, bei der man den ÄUbergangvom addi-
tiv en zum multiplik ativen Verhalten beobachtet.

) Crossover bei T¾

Damit:

² additiv esRegime¿ ¿ ¿¾

h(x(¿) ¡ x0)2i = D¿ = ¾2; x2
0

= ¾2
1x2

0

² multiplik ativesRegimeT À T¾

hln2
µ

x(T)
x0

¶
i = ¾2T

FÄur liquide MÄarkte liegt T¾ in der GrÄo¼enordnung von Monaten.
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Autok orrelation

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Zeitreihen ist die statistische Un-
abhÄangigkeit der Daten. Eine notwendige Bedingung fÄur statistische Un-
abhÄangigkeit ist das Verschwinden der Autokorrelationsfunktion.

De¯nition

C¿
kl =

1
D ¿

h±xk±x l i

Autokorrelation in diskreter Zeit (z.B. ¿ = 5 min)

Typischer Verlauf

0

5 10 20 30 40 50 60 70 80 90

t

C

Man macht die folgendenBeobachtungen:

² Signi¯kante Korrelationen sind auf Zeitskalen der GrÄo¼enordnung 15
min zu beobachten. Die Autokorrelationszeitensind fÄur liquide MÄarkte
am kÄurzesten.

² Die Anwesenheitvon Korrelationen suggeriert die MÄoglichkeit, durch
schnelles Kaufen und Verkaufen systematisch Gewinne zu erzielen.
Dies ist jedoch nicht der Fall, da die Amplituden zu gering sind, d.h.
der Pro¯t zu gering ist, um die Kosten der Transaktionen zu decken.

Zeitlic he Entwic klung von Fluktuationen

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der PreisÄanderungen±xk

fÄur Zeitintervalle ¿ = 1; : : : ; 103 min, so sieht man sehr deutlich, dass die
abgeschnittene L¶evy-Verteilung sehr gut die empirischen Daten beschreibt.
Dies gilt Äuber einenBereich von 3 GrÄo¼enordnungender Wahrscheinlichkeit
sowie bis zu 6¾in den Schwankungen±xk (¾ist Standardverteilung der Da-
ten) (Abb 7.1). Wie wir oben gesehenhaben, sind die PreisÄanderungenerst
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fÄur ¿ ¸ ¿¤ = 15min als unabhÄangige Variable zu betrachten. Es ist daher
naheliegend,die folgendeAnnahme zu machen:

Abbildung 7.1: Die abgeschnittene L¶evy-Verteilung beschreibt sehr gut die
empirischen Daten.

Die PreisÄanderungenwerdendurch eineabgeschnittene L¶evy-Verteilung be-
schrieben, wenn wir Preisebetrachten, die wenigstensum ¿¤ zeitlich ausein-
anderliegen.

In diesemFall sollten die PreisÄanderungenzeitlich unabhÄangig sein. Ist dies
der Fall, so sollte auf jeden Fall fÄur die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Summe

xN ¡ x0 =
N ¡ 1X

n=0

±xn

gelten, dasssie der N -fachen Faltung von p¿(±x)

pN (x) = p¿(±x) ¤ : : : ¤ p¿(±x)
| {z }

N x

= [p1(±x)]¤N
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entspricht. (Eigenschaft von statistisch unabhÄangigenVariablen, vgl. (1.25))
Die so gewonneneWahrscheinlichkeitsverteilung kÄonnen wir mit den kumu-
lativ aufgetragenenempirischen Daten vergleichen, d.h. wir betrachten:

P1> (±x) =
Z 1

±x
dx pN (x)

1

Man stellt nun Folgendesfest (s.a. Abb. 7.2):

² Die Einzelverteilungenp1(±x) werdendurch eineabgeschnittenen L¶evy-
Verteilung mit ¹ = 3=2 gut beschrieben. Die Beibehaltung diesesEx-
ponenten zur Beschreibung von pN (x) ist mit den Daten kompatibel.

² Das Äuber die N Faltungen gewonnenepN ist eine gute NÄaherung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung fÄur N À 1.

² Man beobachtet eine Konvergenz gegen die Gau¼verteilung, jedoch
langsamerals die theoretische Vorhersageerwarten lÄa¼t.Dies kann als
Hinweis auf fehlendestatistische UnabhÄangigkeit verstandenwerden.

Vorlesung vom 03.06. wird nachgereic ht

Marktmo delle (Ph ysik ermo delle)

(i) Perkolationsmodell
Annahmen:

- Die PreisÄanderung±xk spiegeltdie Diskrepanzzwischen Angebot
und Nachfrage wider:

±xk / q
X

®

' ®

q =Menge desBedarfs, ® Marktteilnehmer

' ® =

8
>>><

>>>:

¡ 1 verkaufen

0 halten

1 kaufen

1Bei empirischen Daten, die nicht a priori von diskreten Variablen abhÄangen, ist der
Vergleich der kumulativ en Verteilungen gÄunstiger, da jede Unterteilung der DatensÄatze in
diskrete Intervalle mit dem Verlust von Informationen verbunden ist.
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Abbildung 7.2: Darstellung von P1> (±x)

- Die Marktteilnehmer sind verbunden mit der Wahrscheinlichkeit
p=N , N = ] der Marktteilnehmer

Korrelierte Teilnehmer haben die gleiche Strategie, d.h. ' a = ' b

) Entscheidungin Gruppen(=̂ PerkolationsproblemfÄur d = 1 )2

Damit PreisÄanderungen:

±xk / q
X

A

N (A)' (A)

2d = 1 , da jeder Merktteilnehmer mit jedem anderenverbunden seinkann. Perkolation
bedeutet, da¼jeder Teilnehmer mit jedem anderen Äuber eine Kette von Links verbunden
und der Markt somit gleichgeschaltet ist.
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mit
P

A
N (A) = (N ), N (A) = ] Marktteilnehmer in einer Gruppe

Falls p < 1 bleiben die Gruppen endlich ! Entwicklung fÄur 1 ¡ p =
² ¿ 1. Verteilung der ClustergrÄo¼e(N À 1):

p(N ) /
1

N
5
2

exp
£
¡ ²2N

¤
N ¿ N

Diskussionp = 1 ! p(N ) » N
5
2

Damit sind die ±xk Summen von Zufallszahlen, die einer
algebraischen Verteilung entsprechen ! ¹ = 3=2 (L¶evy-
Verteilung)

p<» 1 abgeschnittene L¶evy-Verteilung
p>» 1 Crash (Es gibt mit Wahrscheinlichkeit 1 einen Cluster der

GrÄo¼eN )

Problem: Wie ensteht die Struktur der Gruppen? ! erfordert Modell
zur Meinungsbildung

(ii) RÄuckkopplungsmodell
Idee: xk+1 = xk + ¾k ³k

mit ³k Zufallszahl mit Varianz 1
¾k hÄangt von der frÄuheren Volatilit Äat ab

Toy-Modell

¾k+1 ¡ ¾0 = (1 ¡ ²)(¾k ¡ ¾0) + ²j¾k ³k j

) Kopplung an den letzten Tag3

FÄuhrt auf Fokker-Planck Gleichung fÄur p(¾; t)

@p(¾; t)
@t

= ²
@(¾¡ ~¾0)p(¾; t)

@¾
+ c2²

@2¾2p(¾; t)
@¾2

mit c2 =V arianz von ±³
~¾0 = ¾0 ¡ ² ¹¾ ¹¾= hj¾³ ji
j¾k ³k j = ¹¾+ ¾±³

3 Ist ¾k = ¾0 , so addieren wir also lediglich eine kleine Zahl hinzu. Ist ¾k = ®¾0 , ® > 1,
so gilt ¾k +1 < ¾k , falls j³ k j < 1 ¡ 1=®.
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GleichgewichtslÄosung:

P¾(¾) =
exp(¡ ~¾0¾)

¾1+ ¹

mit ¹ = 1 + (c2²)¡ 1 > 1

) FÄur viele Verteilungen des Rauschens hat man asymptotisch Potenzge-
setzemit dem Exponent ¹ .

² ! 1 (Short memory) : Power-laws

² ! 0 : ¹ ! 1

9
=

;
ÄUberreaktionen fÄuhren
zu dem Potenzgesetz

Zusammenfassung

TatsÄachliche Statistik realer Preise und Brown'sche Modelle stimmen nicht
Äuberein.

Bro wn'sc he Mo delle

- Man nimmt an, dassdie relativen Returns unabhÄangige Zufallsvaria-
blen sind.

- Man nimmt an, dassdie elementare Zeitskala ¿ ! 0 konvergiert (d.h.
dass man einen Prozess in kontinuierlicher Zeit hat), so dass man
den zentralen Grenzwertsatz fÄur endliche Zeitskalen immer verwenden
kann.

) PreisÄanderungengehorchen der Log-Normal-Verteilung. Der Prozessist
skaleninvariant.

Ab er

Asymptotik der Verteilung wird nur sehr schlecht von einer Gau¼verteilung
beschrieben.

- Man hat Korrelationen auf einer Zeitskala von » 30 min ) ¿ ! 0 ist
Unsinn

- T¤ = N ¤ ¿: Zeitskala auf der nicht-gau¼ische E®ekte wichtig sind
liegen in der GrÄo¼enordnung von Tagen

- Zeitskala von Volatitlit Äatsschwankungen in der GrÄo¼enordnung von
Tagenbis 1 Monat

- ¿¾: Zeitskala auf der Crossover von additiv en Variablen zu multiplik a-
tiv en Variablen statt¯ndet liegt in der GrÄo¼enordnung von Monaten

) Modelle,dereneinzigerParameterdie Volatilit Äat ist, mÄussenfehlschlagen.
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Extremes Risik o und optimale Portfolios

Risiko bei Anlagen ist natÄurlicherweisemit der Volatitli Äat verknÄupft.

Logarithmischer Return:

R(T) = ln
·

x(T)
x0

¸

mit x(T) Preis einesWerpapierszur Zeit T

P(x; T jx0; 0)dx: Wahrscheinlichkeit, dassder Preis zur Zeit T im Intervall
[x(T); x(T) + dx] ist

Damit Volatilit Äat Varianz von R(T):

¾2 =
1
T

· Z
dx P(x; T jx0; 0)R2 ¡ (

Z
dx P(x; t jx0; 0)R(T))2

¸

Die so de¯nierte Volatilit Äat wird als Ma¼fÄur das Risiko genommen.Multi-
plikativesModell

R(T) = ln
·

x(T)
x0

¸
=

N ¡ 1X

k=0

ln(1 + ´ k )

mit N = T=¿.

GewÄohnlich: N ! 1 ) R(T) wird gau¼verteilte Zufallszahl (zentraler
Grenzwertsatz, Annahme: ´ k sind unabhÄangig)

² Mittlerer Return: ~mT mit ~m = hln(1 + ´ k )i =¿

² Standardabweichung ¾
p

T

Damit: Verteilung von R(T) wird durch zwei Werte parametrisiert und zwar
~m und ¾

Problem: N ! 1 ist ungerechtfertigt wegender Autokorrelationen

Interpretation (fÄur N ! 1 ):
Preis von X : x(T) = x0 exp[~mT + ¾

p
T³ ]; ³ Zufallszahl mit h³ i = 0; h³ 2i = 1

Wenn T À T̂ ´ ¾2=~m wird der Preis vom Mittelw ert dominiert, d.h. Ver-
lustrisiko wird gering. Typische Werte sind ~m = 10%, ¾= 20% (Jahreswer-
te) ) T̂ = 4 Jahre
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Sharp-V erh Äaltnis

S =
~mT

¾
p

T
=

q
T=T̂

misst Signal / Rausch VerhÄaltnis

Bemerkung: FÄur kurze Zeiten hat man additiv esModell:

Preis fÄur kurze Zeiten:

X (T) = x0 exp [ ~mT + ¾
p

T³ ]
| {z }

¿ 1

= x0 + mT +
p

DT³

mit m = ~mx0 und x2
0¾2 = D

Beachte: ³ ist nicht gau¼verteilt; wesentlich fÄur die Risikobestimmung.

Verlustrisik o und Verkn Äupfung von Wert und Risik o (V aR)

Zentrale Rolle der Volatilit Äat durch Gau¼verteilung
Probleme:

² Risiko ist verknÄupft mit Verlusten, bei der Schwankung sind Gewinne
und Verluste gleichwertig

² ZGS nur im Zentrum der Verteilung gerechtfertigt, Risiko wird aber
durch extreme SprÄunge de¯niert

² Man sollte kumulativ e E®ekteberÄucksichtigen

Def. Wahrscheinlichkeit mehr als ¤ zu verlieren:

P[±x < ¡ ¤] = P< [¡ ¤] =

¡ ¤Z

¡1

d(±x) P¿(±x)

mit ±x = x(T) ¡ x0, P¿(±x) = P(±x + x0; t + ¿jx0; t)

Alternativ e:
Man gibt PVaR = P[±x < ¤ VaR] vor und bestimmt ¤ VaR nachher.

Interpretation:
PVaR = 0:01; ¿ = 1 Tag ) ±x · ¤ VaR passiert nur alle 100 Tage.
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Weitere wichtige GrÄo¼e:
Wahrscheinlichkeit, dass der grÄo¼teEinzelverlust, der in einem Zeitraum
TVaR von N ¿ auftritt, ¤ ist:

P(¤ ; N ) = N

1 Tag
z }| {
[P> (¡ ¤)] N ¡ 1P¿(¡ ¤)

mit P> = Wahrscheinlichkeit ±x > ¡ ¤ und P¿ = Wahrscheinlichkeit fÄur

¡ ¤. Es gilt P> (¡ ¤) =
1R

¡ ¤
d(±x) P¿(±x).

P(  ,N)L
max

37% 63%

L

P¿(¤) zerfÄallt schneller als jedesPotenzgesetz.

FÄur gro¼eN wird P(¤ ; N ) durch die Asymptotik von P¿(¤) bestimmt. Un-
ter der Voraussetzung(7) ¯ndet man P(¤ ; N ! 1 ) = e¡ e¡ ¤

e¡ ¤ .

Das Maximum liegt bei ¤ = ¤ VaR, wenn PVaR = 1
N

Beispiele:
Gau¼verteilung

PG<

µ
¡

¤ VaR + m1

¾1x0

¶
= PVaR

) ¤ VaR =
p

2¾1x0 erf c¡ 1 [2PVaR] ¡ m1

) Direkte VerknÄupfung mit der Volatilit Äat.

Im Allgemeinen gibt esdiesedirekte VerknÄupfung nicht, Gau¼verteilung ist
nicht sehr realistisch.

Man kann aber die Verlustwahrscheinlichkeit selbst fÄur solche Verteilungen
berechnen, deren Varianz divergiert, Beispiel L¶evy-Verteilung

P¿(±x) '
¹ A ¹

j±xj1+ ¹ ; fÄur ±x ! 0 und ¹ < 2
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! ¤ VaR = A P ¡ 1=¹
VaR

) Die Verlustwahrscheinlichkeit wird von A bestimmt.

Zeitlic he Asp ekte

Problem: Der Verlust in der bisherigen Betrachtung bezog sich auf den
Verlust zum Ende desZeitintervalles [k¿; (k + 1)¿].

Im Allgemeinen wird aber der grÄo¼teVerlust innerhalb des Zeitintervalls
liegen.

Die Wahrscheinlichkeit, dassder maximale Verlust innerhalb des Intervalls
einen bestimmten Wert Äuberschreitet, ist:

P[x lo ¡ xop < ¡ ¤] = 2P[xcl ¡ xop < ¡ ¤]

mit: x = Preis; lo: niedrigster, op: open (z.B. der Intervalls) und cl: close
(zum Ende desIntervalls)

) Verdoppelung der Wahrscheinlichkeit gegenÄuber der Analyse zum Inter-
vallende.

Begr Äundung: Betrachte eine ???von x(T)

L

x(T)

beide Pfade haben gleichesGewicht

Verluste in unendlic hen In terv allen

Fragestellung: Was ist die Wahrscheinlichkeit dafÄur, dass der minimale
zukÄunftige Preis xmin ist? (x0: Ausgangspreis)

Es sei

¤ max = x0 ¡ xmin
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Falls P(±x) exp onentiell fÄur ±x ! ¡1 abfÄallt

; P(¤ max
®

¤ max ! 1
exp

µ
¡

¤ max

¤ 0

¶

mit ¤ 0 als LÄosungvon
Z

d(±x) exp[¡
±x
¤ 0

P¿(±x) = 1 (7.12)

BegrÄundung (Selbstkonsistenzbedingung):

Def.

P> (¤) =

1Z

¤

d¤ max P(¤ max ) (7.13)

Betrachte das Problem zur Zeit t = t0 + ¿ ) x = x0 + ±xk

±xk

8
>>><

>>>:

< ¡ ¤ ) ¤ max > ¤

> ¡ ¤ ) Ausgangsproblem(wg. unbeschrÄankter Zeit)

wg. verschobenemStartwert

) (In tegration Äuber alle ±xk )

P> (¤) =
¡ ¤R

¡1
d±x P¿(±x) +

1R

¡ ¤
d±x P¿±x P¿(±x)P> (¤ + ±x)

Falls 1 À ¤, ist der erste Term zu vernachlÄassigen(checken!).

Ansatz: P> (¤) = ¤ exp(¡ ¤=¤ 0) fÄuhrt auf ??.

Einfac he Beispiele:

Gemischte Fluktuationen

P¿(±x) =
¤

p
2¼D¿

exp
·
¡

(±x ¡ m¿)2

D¿

¸

??, quadratische ErgÄanzung ) ¤ 0 = D=2m

Konsequenzen:

² Ohne Drift macht der maximale Verlust keinen Sinn

² ¤ 0 ist das Ma¼der Fluktuationen fÄur Zeitskala T̂ = D=2m .
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Ausw ertung fÄur den exp onentiellen Fall

P¿(±x) =
¤
2a

exp(¡ ®j±x ¡ m¿j)

Bedingung:

1Z

¡1

d(±x) exp(¡
±x
¤ 0

P¿(±x) = ¤

fÄuhrt auf:

®2

®2 ¡ ¤ ¡ 2
0

exp
µ

¡
m¿
¤ 0

¶
= ¤

Falls m¿® ¿ ¤ (Entwicklung von exp), ¯ndet man ¤ 0 = 1
m¿®2

Leb ensdauer der gro¼enVerluste: Berechnung der Returnwahrscheinlich-
keit zu x0. FÄur gro¼eZeiten hat man die Form

P(T) '
¿1=2

T3=2
exp(¡

T

T̂
)

) T̂ ist die charakteristische Zeit (i.A. grÄo¼erals hTi »
p

¿T̂ ), die man fÄur
die unterschiedlichen Prozessezu bestimmen hat.

Begr Äundung der Selbstk onsistenzgleic hung

¤max =maximaler Verlust= x ¡ xmin

Falls P¿(±x) » exp(¡ a±x)

P(¤ max) / exp(¡ ¤ max=¤ 0)

¤ 0 geht aus Selbstkonsistenzgleichung hervor.

Wenn wir zum Zeitpunkt t0 = t0 einen Preis x = x0 festsetzen,so ist die
Wahrscheinlichkeit dafÄur, dassder maximale Verlust grÄo¼erals ¤ sein wird
(zu einem beliebigenspÄateren Zeitpunkt), gegeben durch

P> =
Z 1

¤
d¤ maxP(¤ max)

Wenn nun zum Zeitpunkt t0 = t0 + ¿ ein Preis x = x0 + ±x vorliegt, so
haben wir eine Wahrscheinlichkeit von P> (¤ + ±x), dassdoch noch zu ei-
nem beliebigenspÄateren Zeitpunkt mindestensder Verlust ¤ verglichen mit
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dem Anfangswert x0 realisiert wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der
Preis im Zeitschritt ¿ geradeum ±x geÄandert hat, ist jedoch gegeben durch
P¿(±x). D.h. entweder wird der Verlust ¤ bereits im ersten Zeitschritt

"
er-

reicht\ oder in einem spÄateren. Somit schreibt sich P> (¤) als

P> (¤) =
Z ¡ ¤

¡1
d(±x) P¿(±x) +

Z 1

¡ ¤
d(±x) P¿(±x)P> (¤ + ±x)

Portfolios nicht korrelierter Wertpapiere

Bemerkungen

² Zusammensetzungder Portfolios

- M risikoreiche Wertpapiere mit Preis x i , i = 1; : : : ; M

- 1 weniger risikoreichesPapier mit Preis x0

² Wert desPortfolios:

S =
MX

i =0

ni x i (T); W = S(T = 0) =
X

ni x0
i

Anfangsbedingung: x0
i = 18i = 0; : : : ; M

) W =
P

ni , Anteile pi = ni =W

² Die Risikoparameter m i (Drift) und D i (Varianz) seienbekannt (Pro-
blem: man kann immer nur historische Werte annehmen, um diese
GrÄo¼enabzuschÄatzen)

Unk orrelierte " gau¼ische\ W ertpapiere

Esseidie PreisÄanderungdesPapiersi gau¼verteilt um m i T mit Varianz D i T.
Wegender Stabilit Äat der Gau¼verteilung ist auch der Preis des Portfolios
gau¼verteilt.

mp =
MX

i =0

pi mi = m0 +
MX

i =1

pi (mi ¡ m0); mit
X

pi = 1

Varianz (D0 = 0)

Dp =
MX

i =1

p2
i D i

- Minimierung der Varianz ohne Randbedingung ) p0 = 1

- Maximierung desReturns ) Wertpapier mit demgrÄo¼tenReturn wird
ausgewÄahlt
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Interessant: Bestimmung des Portfolios, das fÄur vorgegebenen Return mp

das Risiko minimiert

) EinfÄuhrung desLagrangeMultiplik ators:

@(Dp ¡ ³ mp)
@pi

¯
¯
¯
¯
pi = p¤

i

= 0

Nebenbedingung: ³ so, dassder mittlere Return genau mp ist. Dies ergibt
fÄur gegebenes³ :

2p¤
i D i = ³ (mi ¡ m0) i = 1; : : : ; M

p¤
0 = 1 ¡

MX

i =1

p¤
i

Gleichung fÄur ³ (aus der Zwangsbedingung (7.14))

mp ¡ m0 =
³
2

MX

i =1

(mi ¡ m0)2

D i
(7.14)

D ¤
p =

³ 2

4

MX

i =1

(mi ¡ m0)2

D i
(7.15)

R
et

ur
n

Risiko

zusätzliche Zwangsbedingungen

unmögliche Portfolios

mögliche Portfolios

Parabel der optimalen Portfolios
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Unk orrelierte Wertpapiere mit algebraisc hen Preis°uktuatio-
nen

Fluktuationen desAssetpreises:

P¿(±x i ) '
¹A ¹

i

j±x i j1+ ¹ ; ±x i ! 1

mit ¹ > 1; algebraische Verteilungen sind stabil unter Additionen (¹ < 2)

Tail-Parameter fÄur das gesamte Portfolio

A ¹
p =

X
p¹

i A ¹
i

(beschreibt das asymptotische Verhalten des gesamten Portfolios); Wahr-
scheinlichkeit, dassder Verlust den Wert ¤ Äuberschreitet

P> (¤) =
A ¹

p

¤ ¹

DiesefÄuhrt auf

¹ p¤ ¹ ¡ 1
i A ¹

i = ³ (mi ¡ m0)

mit ³ aus

µ
³
¹

¶ 1=(¹ ¡ 1) MX

i =1

(mi ¡ m0)
¹

¹ ¡ 1

A
¹

¹ ¡ 1
i

= mp ¡ m0

Damit ist die Verlustwahrscheinlichkeit des optimalen Portfolios gegeben
durch

P¤ =
1

¤ ¹

Ã
³
¹

¹
¹ ¡ 1

!
MX

i =1

(mi ¡ m0)
¹

¹ ¡ 1

A
¹

¹ ¡ 1
i

Eliminierung von ³ ) P¤ » (mp ¡ m0)¹

² FÄur ¹ > 2 ist nur die Asymptotik stabil ) die Mitte wird gau¼verteilt.

² Crossover, ab dem die Korrelationen von Gau¼zum algebraischen Ver-
halten Äubergehen.
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Kapitel 8

Futures und Optionen

Futures und Optionen

DiesesKapitel soll in die Preis¯ndung von sog. Futures und Optionsschei-
nen einfÄuhren. Bei Futures handelt essich uhrenm bÄorsennotierte Forward-
Kontrakte, d.h. um VertrÄageÄuber den zukÄunftigen Preis einesWertpapiers,
einesRohsto®esetc. zu einem festgelegtenZeitpunkt. Bei einem Options-
schein erwirbt man sich das Recht (aber nicht die P°ic ht!) einen Asset
(s.o.) zu einem bestimmten Zeitpunkt kaufen (call) oder verkaufen (put)
zu kÄonnen.

FÄur die Preisbildung ist es wichtig, ob die PreisÄanderungen als korreliert
anzusehensind oder nicht. Solche Korrelationen werden durch die E±zienz
des Marktes unterdr Äuckt: Da das eingesetzteKapital endlich ist, kann es
keine o®ensichtlichenHandelsstrategiengeben, die zu systematischenGe-
winnen oberhalb desMarktniv eausfÄuhren. Dies impliziert aber nicht, dass
PreissprÄunge unkorreliert sein mÄussen,sondernnur, dasssie die Transakti-
onskosten nicht decken.

Futures und Forw ards

Forwar d-V ertr ag F: Kauf einesAssets X zum jetzigen Zeitpunkt t = 0
mit dem Auslieferungsdatum T = N ¿ in der Zukunft. Was ist der Preis?
Der Preis sollte fair sein, also weder KÄaufer noch VerkÄaufer systematisch
benachteiligen. Bilanz (aus Sicht desVerkÄaufers):

¢ WF = F ¡ x(T)

wobei F der Preis desForwards und x(T) der Marktpreis zum Zeitpunkt T
ist.

) F3 = hx(T)i ´
Z

dx £ P(xT )x0; 0)
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DieserPreis kann aber nicht der tatsÄachliche Marktpreis sein,da er keineRi-
sikoÄuberlegungenmiteinbezieht. Eine risikofr eie Strategie, an der der Preis
orientiert sein sollte, ist die folgende:Man kauft den Asset zum gegebenen
Zeitpunkt x0, um ihn dann zur Zeit T wieder zu verkaufen.

Dabei entstehen durch die Kapitalbindung Kosten, da man sich dasKapital
in einer risikolosenAnlage verzinsenlassenkÄonnte.

F = x0¿¡ T

mit dem Zinssatz pro Zeiteinheit ¿.

Gobale Balance

Wir betrachten nun die Wertentwicklung, die eine mÄogliche Handelsstrate-
gie mitb erÄucksichtigt.

Gesamtkapital (zur Zeit tn = n¿)

Wn = Ánxn + Bn (8.1)

Bn ist die Investition in ein festverzinsliches Papier und Án die Investition
in Asset X .

Werten twic klung

Wn+1 ¡ Wn = Án (xn+1 ¡ xn )
| {z }

PreisÄanderung

+ Bn½ (½= ¡ ¿)

mit ½= Zinsen

Handel: ÄAnderung von Bn unter BerÄucksichtigung desZukaufs:

Bn+1 ¡ Bn = Bn½¡ xn+1 (Án+1 ¡ Án )
| {z }

Menge des gekauften Assets

LÄosung:

Bn = (1 + ½)nB0 ¡
kX

k=1

xk (Ák ¡ Ák¡ 1)(1 + ½)k¡ k
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in (8.1):

Wn = W0(1 + ½)n +
k¡ 1X

k=0

µn
k (xk+1 ¡ xn ¡ ½xk )

mit µ(n)
k = Ák (1 + ½)n¡ k¡ 1

Alternativ e Darstellung durch sog. reduzierte Preise

~xk ´ xk (1 + ½)¡ k

; Wn = (1 + ½)k (W0 +
k¡ 1X

k=0

Ák (~xk+1 + ~xk ))

Die letzte Darstellung hat den Vorteil, dassman die PreisÄanderungendes
risikobehafteten Wertes direkt der Gewinnerwartung des festverzinslichen
Papiers gegenÄuberstellt.

Die Gesamtbilanz muss noch zwei weitere Preise berÄucksichtigen: den des
Forwards und den Preis desAssetszum \Liefertermin". Wir ¯nden also(aus
Sicht desVerkÄaufers):

WN = F ¡ xN + (1 + ½)N (W0 +
X

k=0

Á(~xk+1 + ~xk )

| {z }
Ergebnis des Handelns

wobei F der Preis desForwards (Einnahme), xN der Preis desAssets(Wert,
der dem KÄaufer Äubergeben wird) ist.

= F + (1 + ½)N [W0 ¡ x0 +
N ¡ 1X

k=0

(Ák ¡ 1)(~xk+1 ¡ ~xk )]

Der Zufall (und damit das Risiko) lÄasst sich vollstÄandig eliminieren, falls
Ák = 1

; WN = F + (1 + ½)N (W0 ¡ x0)

Damit ¯nden wir, wie schon durch die Plausibilit ÄatsÄuberlegungvermutet:

F = x0(1 + ½)N ' x0 ¡ ¿T

unabhÄangig von dem statistischen Eig.
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Optionen

Wir betrachten europÄaische Kaufoptionen, die im Gegensatzzu den ameri-
kanischen Optionen nur zu einem bestimmten Tag geltend gemacht werden
kÄonnen.

Die Preistheorie wurde im Jahre 1900 von Bachelier begrÄundet, der einen
fairen Kaufpreis anhand des zu erwartenden Assetpreisesx(T) errechnet
hat. ÄAhnlich wie bei den Futures ist jedoch nicht dieserPreis der relevante,
sondernderjenige,der eine HandelsstrategieberÄucksichtigt. DiesesProblem
wurde von Black & Scholes 1973 fÄur einen kontinuierlichen Gau¼prozess
gelÄost: Es existiert eine Strategie mit Risiko 0, wenn die PreisÄanderungen
durch einen kontinuierlichen Gau¼prozessbeschrieben werden.

Bilanz fÄur den Wert: (fÄur den Zeichner der Option)

WN = [W0 + C](1 + ½)N ¡ max (xN ¡ xS; 0) +
X

µN
k (xk+1 ¡ xk ¡ Sxk )

wobei xS den \Strik e" Preis, also den durch die Option festgelegtenPreis
zur Zeit T, bezeichnet.

Der Bilanz liegt zu Grunde, dass:

² die PrÄamie (Preis der Option) C sofort gezahlt wird

² ein Verlust nur dann eintritt, wenn xN > xS

² einen Hedging Strategie angewandt wird

Wic htig : Durch Y(xN ) max (xN ¡ xS; 0) wird eine Nichtlinearit Äat ein-
gefÄuhrt, die, wenn die Fluktuationen nicht gau¼verteilt sind, eine risikofreie
Strategie ausschlie¼en.

Aus h¢ Wi = 0 folgt [¢ W = WN ¡ W0(1 + ½)N :

(1 + ½)N C = [hmax(xN ¡ xS; 0)i ¡
N ¡ 1X

k=0

hµN
k (xk+1 ¡ xk ¡ ½xk )i ]

) Der Preis hÄangt von der Hedging Strategie ab (µN
k = ÁN

k (1 + ½)N ¡ k¡ 1).
Der oben angegebene Preis ist der faire Preis; es wird in der Regel einen
Risikoaufschlag geben.

Gr Äo¼enordnungen

Lange Laufzeiten fÄuhren zur Verteilung von x(T), was durch die Gau¼ver-
teilung genÄahert werden kann (Mittelw ert mT , Varianz DT = ¾2x2

0T)
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Berechnung fÄur xS = x0 (\at the money")

hmax (x(T) ¡ xS; 0)i =

1Z

xS

dx
x ¡ xSp
2¼DT

exp(¡
(x ¡ x0 ¡ mT )2

2DT
)

'

r
DT
2¼

+
mT
2

+ £

Ãr
m4T3

D

!

falls mT ¿
p

DT

Beispiel: T = 100 Tage, tÄagliche Volatilit Äat ¾= 1 %; m = 5 %; x0 = 100
Punkte

;

r
DT
2¼

' 4 Punkte

mT
2

' 0:67 Punkte

Der E®ekt der nicht verschwindenden Returns wird durch den Handel noch
weiter abgeschwÄacht. In einer ersten NÄaherung kann man daher mit m = 0
rechnen. Die Zinsen (H ½)N C haben fÄur typische Laufzeiten einen geringen
E®ekt (z.B. ¡ = ½¿» 5 % /Jahr ) Korrektur fÄur 100 Tage ' 0.06 Punk-
te). Die Kosten fÄur die Hedging Strategie sind nicht zu vernachlÄassigen:
» hÁi x0¿T ' 2

3 Punkte (= 16 % desOptionspreises).

Quan titativ e Analyse des Optionspreises

Annahme: PreissprÄunge kÄonnen dargestellt werden als

xk+1 ¡ xk = ½xk + ±xk

mit: h±xk i ´ m; = m¿ ; Wir betrachten zunÄachst (s.o.) m = 0: Die Hedging
Strategie hÄangt o®ensichtlich nicht von ±xk ab, da der Kauf vorher festgelegt
werden muss.

hµk±xk i = hµk ih±xk i = 0 (m = 0) (8.2)

) C = (1 + ½)¡ N hmax (xN ¡ xS; o)i (8.3)

´ (1 + ½)¡ N

1Z

xS

dx(x ¡ xS) P(x; N jx0; 0) (8.4)

[ wegen(8.3) gilt: (xk+1 ¡ xk ¡ ½xK = ½xk + ±xk ¡ ½xk = ±xk )]
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Wir brauchen nun also ein Modell fÄur die Preisentwicklung. Es sei ±xk =
´ kxk (mit ´ k ¿ 1); ´ k sei verteilt wie P(´ k )

Die ´ k sind unabhÄangigeZufallszahlen.Damit kann dann P(x; N jx0; 0) ein-
fach berechnet werden.

Transformation der Variablen

x ! x0(1 + ½)N cy

) C = x0

1Z

ys

dy (cy ¡ cyS)PN (y)

mit: yS = log
³

xS
x0 [1+ ½]N

´
und PN (y) ´ P(y; N j0; 0)

xk = x0 (1 + ½)kcyk

yk+1 ¡ yk »
´ k

1 + ½
¡

´ 2
k

2
y0 = 0

+£( ´ 3; ´ 2½;: : :)

Verteilung von yN =
N ¡ 1P

k=0

h
´ k

1+ ½ ¡ ´ k
2

i
im Fourierraum

P̂N (z) = [ ~P; (z)]N (8.5)

mit

~P(z) =
Z

d´ P1(´ ) exp
·
iz

µ
´

1 + ½
¡

´ 2

2

¶¸
(8.6)

Der Limes von Blac k & Scholes

P1(´ ) sei gau¼verteilt mit Mittelw ert h́ i = 0 ; ¾1 =
p

h́ 2i = ¾
p

¿ aus (8.6)
und (8.5).

Damit erhÄalt man fÄur N À 1:

PN (y) =
1

q
2¼N ¡ 2

¾1

exp
µ

¡
(y + N ¾12=2

2N ¾1

¶
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Wir betrachten also den (unrealistischen!) Limes N = T=¿ ! 1 mit:
N ¾2

1 = T¾2 endlich.

) Man erhÄalt den log-normal Prozess1 in kontinuierlicher Zeit.

Das fÄuhrt (mit der Ersetzung (1 + ½)N ! e¿T ) auf dem Black & Scholes
Preis:

CB S(x0; xS; T) = x0

1Z

yS

dy(ey ¡ eyS )
p

2¼¾2T
exp

µ
¡

(y + ¾2T=2)2

2¾2T

¶

= x0PG>

µ
y¡

¾
p

T

¶
¡ xS c¡ ¿T PG>

µ
yx

¾
p

T

¶

mit x0 als Ausgangspreisund xS als Strike Preis.

Wobei yx = log(xs=x0) ¡ ¿T § ¾2T=2 und PG> die kumulativ e Gau¼vertei-
lung sind.

Diskussion: Die Eigenschaften von CB S lassensich durch die sog.\Greeks"
beschreiben, also: den Ableitungen nach den Variablen von CB S.

Die AbhÄangigkeit vom Ausgangspreisx0 wird durch ¢ = @C
@x0

> 0 beschrie-
ben, d.h. der Preis der Option wÄachst mit x0, da es wahrscheinlicher wird,
dassdie Option den Strike-Preispassiert.Weiterhin hÄangt der Preis von der
Laufzeit der Option T und der Volatilit Äat ¾ab. Dies wird durch £ = @C

@T < 0
und º = @C

@¾ > 0 charakterisiert. FÄur ¿T ¿ 1 kommen die Variablen nur
in der Kombination ¾

p
T vor. FÄur wachsendes¾

p
T wird der Optionsschein

teurer.

Additiv e Mo delle (Bac helier Limes)

Wir betrachten nun ein additiv esModell:

xN = x0(1 + ½)N +
N ¡ 1X

k=0

±xk (1 + ½)N ¡ k¡ 1

wobei ±xk die stochastische Variable ist. FÄur gro¼eN wird xN ¡ x0(1 + ½)N

gau¼verteilt mit Mittelw ert 0 (falls m = 0). Aus dem zentralen Grenzwert-
satz ergibt sich dann sofort fÄur die Varianz c2(T):

c2(T) = D¿
N ¡ 1X

l=0

(1 + ½)2 ' DT[1 + ½(N ¡ 1) + 0(½2N 2)]

1Wir sprechen deshalbvon einem log-normal verteilten Preis, weil wir dasmultiplik ativ e
Modell benutzen, in dem die Returns ´ k die natÄurlichen Variablen sind.
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D¿ ist die Varianz der ±xk , wobei die Volatilit Äat durch D ´ ¾2x2
0 gegeben ist.

Damit ergibt sich fÄur den Preis

CS(x0; xS; T) = e¡ ¿T

1Z

xS

dx
p

2¼c2(T)
(x ¡ xS) exp

µ
¡

(x ¡ x0e¿T )2

2c2(T)

¶

Falls Zinse®ektekeine Rolle spielen,erhÄalt man

CS(x0; xS; T) =

1Z

xS

dx(x ¡ xS)
1

p
2¼DT

exp
µ

¡
(x ¡ x0)2

2DT

¶

DiesesErgebnislÄasstsich auch ausder Black-ScholesFormel gewinnen,wenn
xN
x0

¡ 1 ¿ 1 ist.

Reale Optionspreise

Wir wenden uns nun realistischen Verteilungen fÄur die Optionsscheine zu.
Dazu betrachten wir zunÄachst den Fall, dass:
² die Verteilung der ±xk beliebig sei.
² Zinse®ektekeine Rolle spielen,d.h. ½= 0.
² Der Preisunterschied xN ¡ x0 als Summe von N = T=¿ unabhÄangig und
identisch verteilten Zufallsvariablen darstellbar ist. N sei endlich ) man
mussdie \F at Tails" der Verteilungen berÄucksichtigen.

In der Praxis werdendieseE®ekteempirisch berÄucksichtigt, durch die EinfÄuhrung
einer implizierten Volatilit Äat (xS; T), die die Di®erenzzwischen realem und
Black & ScholesPreis korrigiert. Die Einf Äuhrung von (xS; T) macht aus der
eigentlich vorgegebenenVolatilit Äat einenvariablen Parameter, der an die hi-
storischen Daten angepasstwird. Die empirischen Daten zeigen,dass(xS; T)
mit jxS ¡ x0j wÄachst (daher die Bezeichnung \v olatilit y smile".

Die EinfÄuhrung einessolchen ad hoc Parameters ist aus theoretischer Sicht
natÄurlich nicht sehr befriedigend. Eine einfache Korrekturm Äoglichkeit be-
steht darin, dassman einenicht verschwindendeKurtosis · 1 berÄucksichtigt.
Man kann zeigen( ÄUbung), dasssich fÄur · 1 6= 0 der folgendePreisunterschied
zum Bachelier Preis ergibt:

¢ C· = C· ¡ C· =0 =
K ; ¿
2µT

r
DT
2¼

exp
·
¡

(xS ¡ x0)2

2DT

¸ µ
xS ¡ x0

2DT
¡ 1

¶

Andererseits fÄuhrt die ÄAnderung von Ck=0 (x0; xS; T) durch ±D = 2¾x2
0±¾

auf:

±Ck=0 (x0; xS; T) = ±¾x0

r
T
2¼

exp
·
¡

(xS ¡ x0)2

2DT

¸
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) · 1 6= 0 kann durch die EinfÄuhrung einer e®ektiven Volatilit Äat
P

(xS; T) =
¾+ ±¾produziert werden:

X
(xS; ¿) = ¾

·
1 +

· (T)
2µ

µ
(xS ¡ x0)2

DT
¡ 1

¶ ¸

mit · (T) = ·= N .

Diskussion :
² Die Korrektur von · 1 6= 0 reicht bereits aus, um ruhige MÄarkte (d.h. mit
konstanter Volatilit Äat) zu beschreiben.
² Die quadratische Form ist verantwortlich fÄur den sog. \v olatilit y smile"
(SkizzeFehlt)
² Es kÄonnen auch andere E®ekte wie die Nichtstationarit Äat berÄucksichtigt
werden.

Optimale Strategie und Restrisik o

Bislang wurde die Hedging Strategie vernachlÄassigt, da wir hÃk±xk i = 0
vorausgesetzthaben.

Im allgemeinenFall wird es aber wichtig sein, das Hedging in die Preisbi-
lanz miteinzubeziehen.Wir werdensehen,dassesim Black & ScholesLimes
eine optimale Hedging Strategie Á? gibt, die auf das Risiko R? = 0 fÄuhrt.
Wenn man aber reale Annahmen Äuber den Kursverlauf macht, ist eine sol-
che risikofreie Strategie nicht mÄoglich. Wir erhalten dann das Restrisiko
R? =

p
h¢ W 2[Á?]i .

Zur Veranschaulichung desProblems behandelnwir zunÄachst den folgenden
einfachen Fall:

Man kauft mit dem Ausstellen der Option die optimale Menge des betref-
fendenAssets(bei hohenTransaktionskostenevtl. einegeeigneteStrategie):

; ¢ W = C ¡ max (xN ¡ xS; 0) + Á
N ¡ 1X

k=0

±xk (½= 0)

FÄur h±xk i = 0 und h±xk±x l i = D¿±kl folgt

R2 = h(¢ W)2i ¡ h¢ Wi 2

= N D¿Á2 ¡ 2Áh(xN ¡ x0) max (xN ¡ xS; 0)i + R2
0

mit R2
0 = h max (xN ¡ xS; 0)2i ¡ h max (xN ¡ xS; 0)i
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(intrinsischesRisiko =̂ Risiko ohne Hedging).

Der optimale Wert Á? fÄur den Parameter Á ergibt sich aus dR
dÁ

¯
¯
¯
Á= Áx

= 0 :

; Á? =
1

D¿N

1Z

xS

dx(x ¡ xS)(x ¡ x0) P(x; N jx0; 0)

| {z }
= h(xN ¡ x0 ) max (xN ¡ xS ;0)i

Im Fall, dassP(x; N jx0; 0) gau¼verteilt ist, ergibt sich (N ¿ = T):

Á? =
1

DT

1Z

xS

dx
p

2¼DT
(x ¡ xS)(x ¡ x0) exp

·
¡

(x ¡ x0)2

2DT

¸

= ¡

1Z

xS

dx
p

2¼DT
(x ¡ xS)

@
@x

exp
·
¡

(x ¡ x0)2

2DT

¸

;

Á? =

1Z

xS

dx P(x; N jx0; 0) (8.7)

Dies entspricht der Wahrscheinlichkeit, dassdie Option ausgefÄuhrt wird.
Skizzefehlt
Vorgehenwie in der Variationsrechnung. Man gibt eine Familie von Strate-
gien vor, die dann optimiert wird.

Allgemeiner Fall

Im allgemeinenFall hÄangt die Strategie ÃN
k von den Preisenxk ab, so dass:

¢ W = C(1 + ½)N ¡ max (xN ¡ xS; 0) +
N ¡ 1X

k=0

ÃN
k|{z}

(1+ ½)N ¡ k ¡ 1Ák

(xk )±xk

Wir erhalten wiederum einen Term / Ã4, einen / Ã und einen unabhÄangig
von Ã (und damit unwesentlich fÄur die Optimierung). Die wesentlichen Ter-
me sind also:

N ¡ 1X

k=0

h(ÃN
k )2ih±x2

k i ¡ 2
N ¡ 1X

k=0

hÃN
k ±xk max(xN ¡ xS; 0)i
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wieder mit:

h±xk i = 0 und h±xk±x l i = h±x2
k i ±k;l :

Es gilt nun (die Strategie ÃN
k hÄangt von xk ab):

h(ÃN
k )2ih±x2

k i =
Z

dx[ÃN
k (x)]2 P(x; kjx0; 0) h±x2

k i

und

hÃN
k ±xk max(xN ¡ xS; 0)i =

Z
dx ÃN

k (x) P(x; kjx0; 0)x

x

1Z

xS

dx0h±xk i (x;k )! (x0;N ) (x
0¡ xS) P(x0; N jx; k)

h±xk i (x;k )! (x0;N ) bedeutet, dasswir solche Preisinkremente nehmen,die von
x zur Zeit k¿ nach x0 zur Zeit T = N ¿ fÄuhren (ohne die BeschrÄankung hÄatte
man natÄurlich h±xk i = 0).

Die Funktionen ÃN
k mÄussensogewÄahlt werden,dassR minimiert wird. Dies

wird durch die Funktionalableitungen @=@ÃN
k (x) bewerkstelligt.

Funktionalableitungen lassensich plausibel machen, indem man die Funk-
tion ÃN

k (x) an den n-StÄutzstellen ÃN
k (i ) betrachtet. Nach diesenVariablen

kann dann wie gewÄohnlich abgeleitet werden. Die Funktionalableitung ent-
spricht dann dem KontinuumslimesdieserAbleitungen.

;
@R

@ÃN
k (x)

= 2ÃN
k (x) P(x; kjx0; 0) h±x2

k i

¡ 2P(x; kjx0; 0)

1Z

xS

dx0h±xk i (x;k )! (x0;N ) (x
0¡ xS) P(x0; N jx; k)

Damit erhalten wir

ÃN ?
k (x) =

1
h±x2

k i

1Z

xS

dx0h±xk i (x;k )! (x0;N ) (x
0¡ xS) P(x0; N jx; k) (8.8)

Die einzigeAnnahme, die dieseroptimalen Strategie zugrundeliegt, ist, dass
die ±xk unkorreliert sind.

Falls die ±xk identisch verteilt sind, gilt

h±xk i (x;k )! (x0;N ) =
x0¡ x
N ¡ k
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(intuitiv klar: jedes±xk tr Äagt im Mittel gleich viel dazu bei, um von x nach
x0 zu kommen.)

Damit erhalten wir dann

ÁN ?

k (x) =

1Z

xS

dx0 x0¡ x
DT(N ¡ k)

(x0¡ xS) P(x0; N jx; k):

Falls P(x0; N jx; k) durch eine Gau¼verteilung approximiert werden kann,
gilt:

x0¡ x
D¿(N ¡ k)

PG(x0; N jx; k) ´
@PG(x0; N jx; k)

@x

; ÁN ?

k (x = xk ) =
@CB S[x; xS; N ¡ k]

@x

¯
¯
¯
¯
x= xk

= ¢( xk ; N ¡ k)

Dies ist das sog. \Delta"-Hedging.

Die Formel besagt,dassPreisÄanderungen±xk der Optionspreisezwischen k
und k + 1 exakt durch den Gewinn oder Verlust Á?

k (x = xk )dxk kompensiert
werden.

Restrisik o (durch Einsetzenvon Á?)

R?2
= R2

0 ¡ D¿
N ¡ 1X

k=0

Z
dx P(x; kjx0; 0) [ÁN ?

k (x)]2

Im Black & Scholes Limes kompensieren sich die beiden Terme, so dass
R?2

= 0. Dies ist fÄur reale Preise jedoch nicht der Fall:

Beispiel: ±xk sei gau¼verteilt, aber ¿ endlich:

R? =

r
D¿
2

P(1 ¡ P) + 0(¿2)

mit P als Wahrscheinlichkeit, dassdie Option ausgefÄuhrt wird.

Sei nun z.B. P = 1
2 (d.h. xS = x0; ohne Drift)

) Q =
R?

¿
'

r
¼

µN

mit N = T
¿ ; wenn N ' 25 erhalten wir Q ' 0:2 , also20 % desOptionsprei-

ses.Wenn die Preise nicht gau¼verteilt sind, ist es ebenfalls nicht mÄoglich,
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eine perfekte Hedging-Strategieanzugeben. DiesesErgebnis zeigt, dassder
Black & ScholesLimes nicht das generische Verhalten wiederspiegelt,da al-
le Voraussetzungen,die dem Limes zugrunde liegen, gleichzeitig erfÄullt sein
mÄussen.JedeAnpassungan realePreisentwicklungen fÄuhrt auf ein endliches
Restrisiko.
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Kapitel 9

Numerisc he Verfahren zur
LÄosung von
Master-Gleic hungen

Sto chastic many partiell systems

Die Master-Gleic hung

FÄur kontinuierlicheZeit kann man die Master-Gleichung einesstochastischen
Prozessesschreiben als:

@
@t

P(s; t) =
X

s0

Ws0! s P(s0; t)

| {z }
Gewinn

¡ Ws! s0 P(s; t)
| {z }

Verlust

wobei P(s; t) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, den Zustand s zur Zeit t zu
¯nden. Wir nehmen an, dassdie ZustÄande diskret sind. Damit ergibt sich
fÄur die Normierung

P

s
P(s; t) = 1.

Es wird im Weiteren nÄutzlich sein, eine Vektornotation einzufÄuhren. Damit
lÄasst sich die Master-Gleichung schreiben als

Pt jP(t)i = ¡Lj P(t)i (9.1)

Die Komponenten desWahrscheinlichkeitsvektors gebendie Wahrscheinlich-
keit fÄur einenbestimmten Zustand s an. Der Liouvil le-Operator L beinhaltet
die ÄUbergangsraten.Die Matrixelemente sind gegeben durch

hs0jLj si = ¡ Ws0! s + ±s;s0

X

s00

Ws! s00
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Beispiel: 3 Zustandssystem;ZustÄande A; B ; C

wAB = W(A ! B ) ; wB A = W(B ! A) ; etc.

jP(t)i =

0

B
B
B
@

P(A; t)

P(B ; t)

P(C; t)

1

C
C
C
A

L =

0

B
B
B
@

(wAB + wAC ) ¡ wB A wCA

¡ wAB (wB A + wB C ) wCB

¡ wAC ¡ wB C (wCA + wCB )

1

C
C
C
A

Damit:

@
@t

jP(t)i = ¡Lj P(t)i

)
@P(A; t)

@t
= wB A P(B ; t) + wCA P(C; t) ¡ (wAB + wAC P(A; t)

Die formale LÄosungvon (??) kann sofort angegeben werden:

jP(t)i = exp(¡L t) jP0i

mit der Anfangsverteilung jP0i ) L muss dia???werden, um den Prozess
zu lÄosen.Im Allgemeinen sind die Prozesseirreversibel, so dassL nicht her-
mitisch ist.

Weitere Eigenschaften:

² Nicht Hermitizit Äat ) komplexe Eigenwerte sind mÄoglich, die auf os-
zillatorischesVerhalten fÄuhren (realisiert in chemischen Reaktionen).

² ÄUbergangsratenpositiv ) Eigenwerte haben positiven Realteil ) die
Amplituden der angeregtenZustÄande verschwinden exponentiell mit
der Zeit.

² StationÄarer Zustand (mindestenseiner) jPsi mit Lj Psi = 0

² Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: hjjPt i = 1 mit hjj =
µ

...
¶

) hjjLi =

0=̂ die Spaltensummen verschwinden (siehe Entwicklung von (9.2)
und hjjP(0)i = 1
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Master-Gleic hung in diskreter Zeit

ÄUbergangswahrscheinlichkeiten Ps ! s0 2 [0; 1].

Pt+1 (s) = Pt (s) +
X

s0

Ps0 ! sPt (s0)

| {z }
Gewinn

¡
X

s0

Ps ! s0Pt (s)

| {z }
Verlust

Wieder in Vektornotation:

jPt+1 i = T jPt i mit der Transfer-Matrix T

Formale LÄosung: jPt i = T t jP0i

Wahrscheinlichkeitserhaltung: hjjT = hjj ; d.h. die Spaltensummensind 1.

Di®usion vieler Teilchen:

Der asymmetrische Exklusionsprozess

Kon tin uierlic he Zeit

Teilchen hÄupfen mit der Rate q nach rechts und mit der Rate q¡ 1 nach links,
wenn der Platz frei ist, also:

1Á
q

¡ ! Á1

Á1
q¡ 1

¡ ! 1Á
¡ !
t t + dt

Bemerkungen zur Simulation

(geschlosseneRandbedingungen)Simulation besteht aus zwei Schritten, die
iteriert werden mÄussen.

(1) ZufÄallige Auswahl zweier benachbarter Gitterpl Äatze
Unleserlich
(2) ÄUbergÄangemit den Wahrscheinlichkeiten:

q
max(q; q¡ 1)

&
q¡ 1

max(q; q¡ 1)
jÁ ! Áj Áj ! jÁ

Jeder Updateversuch entspricht einem Zeitinkrement dt = 1
N max (q;q¡ 1 )
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Die ÄUbergÄangedesN -site Problems werden de¯niert durch

Ws! s0 =
N ¡ 1X

i =1

0

@
i ¡ 1Y

j =1

±sj ; s0
j

1

A

0

@
NY

j = i +2

±sj ; s0
j

1

A

¡
q±s1 ±si +1 ;0 ±s0

i; 0 ±si +1 ;1 + q¡ 1 ±si; 0 ±si +1 ;1 ±s0
i; 1 ±s0

i+1 ;0

¢

Der zugehÄorige Liouville Operator ergibt sich zu:

L =
N ¡ 1X

i =1

Y
­

Y
­ : : : ­ L : ­ : : : ­

Y
=:

N ¡ 1X

i +1

L i

mit L i = 4 £ 4 Matrix, die das HÄupfen beschreibt und
Q

= 2 £ 2 Einheits-
matrix

In der Standardbasislautet L i :

L =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0

0 q¡ 1 ¡ q 0

0 ¡ q¡ 1 q 0

0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

Der stationÄare Zustand ist durch das Tensorprodukt

jPsi =
µ

1
1

¶
­

µ
q¡ 1

q

¶
­ : : : ­

µ
q¡ N

qN

¶
= ­ N

j =1

µ
q¡ j

qj

¶

gegeben. Da der Zustand als Tensorprodukt darstellbar ist, liegenkeineKor-
relationen vor.

Erg Äanzung Vektorrotation und Tensorprodukt:
Diskretes Systemmit N Gitterpl Äatzen und l ZustÄanden) lN dimensionaler
Vektorraum.
Hier ZustÄande besetzt ??i =

¡ 0
1

¢
und j0i =

¡ 1
0

¢
unbesetzt.

Die Basisvektoren ergeben sich aus

jsi = js1i ­ js2i ­ : : : ­ js3

wobei ­ das Tensorprodukt zweier Vektoren beschreibt, also:

µ
a1

a2

¶
­

µ
b1

b2

¶
=

0

B
B
B
B
B
B
@

a1 b1

a1 b2

a2 b1

a2 b2

1

C
C
C
C
C
C
A

101



Der ??vektor hsj seider transponierte Vektor von jsi . In diesemVektorraum
kÄonnnen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(t; s) geschrieben werden als

jP(t)i =
X

s

P(t; s)jsi

SummeÄuber alle ZustÄande:

h1j =
X

s

hsj = (1; 1)­ N = (1; 1; : : : ; 1)

)

² Erhaltung der Wahrscheinlichkeit hjjP(t)i = 1

² Ensemblemittel hA(t)i = hjjAjP(t)i

² Lokale Operatoren wirken nur auf benachbarten Sites, z.B.:

A i = 1 ­ 1: : : ­ A i ­ : : : ­ 1| {z }
i ¡ te Position

mit 1 =
¡ 10

01

¢
; A = Single-Site-Operator

Tensorpro dukt

0

@
a1 a2

a3 a4

1

A ­ B =

0

@
a1B a2B

a3B a4B

1

A

B i;i +1 : Zwei-Site-Operator (4 £ 4)-Matrix

Teilchenzahlop erator

??=
P

mi ; mit mi = 1 ­ 1 ­ : : : ­
m

i ¡ te Position ­ : : : ­ 1 und m =
¡ 01

00

¢

?? kommutiert mit dem Teilchenzahloperator.

) Man mussauf einenSektor desKon¯gurationsraumes projizieren, der der
vorgegebenenTeilchenzahl entspricht.
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Exklusionsprozess in diskreter Zeit

In diskreter Zeit hat man die MÄoglichkeit verschiedeneVarianten desUpda-
tes zu wÄahlen:

² geordnet sequentieller Update (von 1 ! N oder von N ! 1): Die Paare
werden in einer festen Reihenfolge betrachtet und nach den lokalen
Regelnaktualisiert.

² Paralleler Update: Die Aktualisierung erfolgt fÄur alle Sites gleichzeitig
(d.h. z.B. 10110! 01101)

In diskreter Zeit mussdie StochastizitÄat explizit eingefÄuhrt werden, d.h. es
mussWahrscheinlichkeiten geben, die von 0 oder 1 verschieden sind.

Als Mischform kann der untergitter-parallele Update aufgefasstwerden.Man
kann zeigen, dass diese Art der Aktualisierung aus mathematischer Sicht
sehr eng mit dem geordnet sequentiellen Update verwandt ist. Andererseits
entspricht die Implementierung eher dem parallelen Update:
Skizzefehlt

Die Transfer-Matrix lautet (N ungerade):

T = (T2 ­ T4 ­ T6 ­ : : : ­ TN ¡ 1) (T1 ­ T3 ­ : : : ­ TN ¡ 2)

mit

T =
1

q + q¡ 1

0

B
B
B
B
B
B
@

q + q¡ 1 0 0 0

0 q q 0

0 q¡ 1 q¡ 1 0

0 0 0 q + q¡ 1

1

C
C
C
C
C
C
A

Dieser Prozesshat die gleiche stationÄare LÄosungwie die in kontinuierlicher
Zeit.

Relation des asymetrisc hen Exklusionsprozesses mit anderen Mo-
dellen
Skizzefehlt

Reaktion-Di®usions Prozesse

Reaktions-Di®usionsProzessesind stochastische Modelle fÄur chemische Pro-
zesse,in denensich die Teilchen di®??bewegen.Die verschiedenen(komple-
xen) MolekÄule werden durch die Buchstaben A; B ; C beschrieben, katalyti-
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sche Prozesse,Zwischenprodukte etc. werden ignoriert und durch probabi-
listische ÄUbergangswahrscheinlichkeitenersetzt.

Beispiel: Adsorption an einer katalytischen Ober°Äache ) e®ektive Teil-
chenerzeugungÁ ! A.

Weitere Prozesse:

² A ! Á (AuslÄoschung)

² A ! 2A Bildung von \Nachkommen"

² A ! B Transmutation

² A ! A + B Induzierte Teilchenbildung

² etc.

BinÄare Reaktion:

² 2A ! Á Paar-AuslÄoschung

² A + B ! Á Zwei-Spezies-AuslÄoschung

Dazu: Di®usion von Teilchen

Beispiele:
(1) Koagulationsmodell

AÁ D$ ÁA ; AA ¸! AÁ; ÁA ; AÁ; ÁA ·! AA

;

L koag =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0

0 D + · ¡ D ¡ ¸

0 ¡ D D + · ¡ ¸

0 ¡ · ¡ · 2¸

1

C
C
C
C
C
C
A

Besonderheit: Der Vakuumzustand wird nicht dynamischer erreicht (man
braucht zwei Teilchen zum AuslÄoschen).

(2) A???modell

AÁ D$ ÁA ; AA ! ÁÁ
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Die Mean-Field-N Äaherung

Die Mean-Field Gleichungen kÄonnen einfach durch ÄUbersetzender Reakti-
onsgleichungenin eineDi®erentialgleichung fÄur die Teilchendichten Äubersetzt
werden.

FÄur den Koagulationsprozesshat man die Prozesse:

A ·! 2A Gewinnterm

2A ¸! A Verlustterm

)
@
@t

½= ·½ ¡ ¸½2(t)

) 2 stationÄare LÄosungen:½= 0 und ½= ·
¸

In terpretation: Die LÄosung fÄur ½= 0 ist instabil, d.h. sobald wir einige
Teilchen hinzufÄugen.

ZeitabhÄangigeLÄosung(½(0) = 1):

½(t) =
·

¸ ¡ (¸ ¡ · ) e¡ ·t

Im Limes · ! 0 gibt esnur noch eineLÄosungdesSystems,siewird allerdings
sehr langsamerreicht:

lim
· ! 0

½(t) =
1

1 + ¸t

Mean-Field-Gleic hungen und Di®usionsprozesse

Wir betrachten HÄupfen in eine Richtung. Damit haben wir fÄur die Zeitent-
wicklung der Dichte

¿i (t + dt) =

8
>>><

>>>:

¿i (t) mit Wahrsch. 1 ¡ 2dt

¿i (t) + [1 ¡ ¿i (t)]¿i mit Wahrsch. dt

¿i (t) ¿i +1 (t) mit Wahrsch. dt

;
dh¿i i

dt
= h¿i ¡ 1(1 ¡ ¿i )i ¡ h¿i (1 + ¿i +1 )i

= h¿i ¡ 1i ¡ h¿i i ¡ h¿i ¡ 1¿i i + h¿i ¿i +1 i (9.2)

) Die Dichten sind mit denKorrelationsfunktionen verknÄupft. Exakte LÄosung
verlangt LÄosungder kompletten Hierarchie.
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Randb edingungen

² unendlichesSystem ! (9.2) ist Äuberall gÄultig

² endlichesperiodischesSystem (Transaktionsinvarianz)

² o®eneRandbedingungen:

{ Input an Platz 1 mit Wahrscheinlichkeit ®dt

{ Output an Platz N mit Wahrscheinlichkeit ¯ dt

;
dh¿i i

dt
= ®h(1 ¡ ¿i )i ¡ h¿i (1 ¡ ¿2)i

dh¿N i
dt

= h¿N ¡ 1(1 ¡ ¿N )i ¡ ¯ h¿N i

Die Mean-Field-NÄaherung besteht nun darin, dass man die Korrelationen
entkoppelt, also:

dh¿i i
dt

= _½i = ½i ¡ 1(1 ¡ ½i ) ¡ ½i (1 ¡ ½i +1 )

Perio dische Randb edingungen

² Im stationÄaren Fall ist das System translationsinvariant, d.h. ½i =
½i +1 = ½

² Man kann zeigen,dass die Mean-Field LÄosung die exakte stationÄare
LÄosung fÄur das unendliche System darstellt (endliche Systeme:Auch
Produktma¼,aber Projektion auf die feste Teilchenzahl!)

O®enes System

² StationÄare LÄosungdurch Iteration der Randgleichungen

² Kontinuumslimes:

½i ! ½(x) ; ½i § 1 = ½(x § dx) = ½(x) § ½0(x)dx +
1
2

½00(x)(dx2)

)
@½(x)

@t
= (1 ¡ ½)(½¡ ½0(x)dx +

1
2

½00(x)dx2)

¡ ½(1 ¡ ½+ ½0dx +
1
2

½00dx2)

= ¡ (1 ¡ 2½) ½0(x)dx + £ dx2

wobei dx = 1
N und N = ]-Sites

mit den Randbedingungen:

½(0) = ® und ½(t) = (t ¡ ¯ )
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Die IPDF-Metho de

Voraussetzungen:

² ID Gitter mit Gitterabstand ¢ x

² ProzessA + A ! A

² Translationsinvarianz

Es sei En (t) die Wahrscheinlichkeit, dass n zufÄallig ausgewÄahlte zusam-
menhÄangendePlÄatze leer sind.

Zusammenhangmit MessgrÄo¼en:

Dichte: c(t) = (1 ¡ E ; (t)) j¢ x

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit, dasssich neben n leeren Sites
ein Teilchen be¯ndet:

Prob (
n

z }| {
±: : : ± n|{z}

n+1

) = En ¡ En+1

Mit den En (t) lÄasst sich auch die Wahrscheinlichkeit ausdrÄucken, dassder
nÄachste Nachbar den Abstand n hat:

² p1(t): Das nÄachste Teilchen be¯ndet sich auf dem Nachbar-Site

²

p2(t) : ²±|{z}
2

² etc.

Normierung:
P

pn = 1

Mittlerer Abstand

hn¢ xi =
1X

n=1

npn¢ x ¡
1
c

=
X

n=1

npn (mit ¢ x = 1)

FÄur einen zufÄallig gewÄahlten Gitterplatz kann man die Wahrscheinlichkeit
En , dassdie nÄachsten n-Sitesleer sind, durch die pn ausdrÄucken: Bsp.: Werte
SKIZZE FEHLT

) E3 = P4c + 2E4 ¡ E5

bzw. pnc = En¡ 1 ¡ 2En + En+1

Rand: cp1 = 1 ¡ 2E1 + E2

aus Prob(²² ) = 1 ¡ [ Prob (00)+ Prob (01)+ Prob (10)]

107



Der Kon tin uumslimes

Wir fÄuhren die Koordinaten x = n¢ x ein, die Wahrscheinlichkeiten En (t)
werden durch die Funktionen E(x; t) ersetzt. Im Limes ¢ x ! 0 erhalten
wir:

c(t) = ¡ [@E(x; t)=@x]x=0 (ausc(t) = (1 ¡ E1)=¢ x)

und c(t) p(x; t) = @2E(x; t)=@x

Anwendung auf das Ein-??Koaleszensmodell:

A + A ! A + Di®usion

Implementierung in den Variablen En (t):

Di®usion ±±±: : : ±±| {z }
n

² (Prob. En ¡ En+1 )

HÄupfrate: D=(¢ x)2

µ
@En

@t

¶

di®usion
= 2

D
(¢ x)2

2

4
Gewinn

z }| {
(En¡ 1 ¡ En ) ¡

Verlust
z }| {
(En ¡ En¡ 1)

3

5

Hier gilt: 2 bezeichnet beide Seiten, (¢ x)2 gibt die HÄupfrate an, En¡ 1 ¡ En

bedeutet Prob (n ¡ 1) Sites frei zu haben und En ¡ En¡ 1 Prob n-Sites frei
zu haben.

\ Geburt ": Das Teilchen am Rand erzeugt ein neuesTeilchen im Segment
mit der Rate v

¢ x

;
µ

@
@t

En

¶

birth
= ¡

v
¢ x

(En ¡ En+1 )

wobei (En ¡ En+1 ) die Wahrscheinlichkeit fÄur die Kon¯guration oben ist.

Input (@t En ) input = ¡ Rn¢ xE n

fÄur einen Input mit der Rate R¢ x auf jedem Site. Der Faktor n kommt
von der Zahl der MÄoglichkeiten. Hier NÄaherung, d.h. keine Bilanz fÄur die
Erzeugungverschiedenerneuer En .

Koaleszens

Durch die Koaleszenswird eineRandbedingungerzeugt.Wir betrachten die
Koaleszensnicht nur der eigenenRate, sondernals durch Di®usionauf einen
besetztenGitterplatz generiert.

) (@E1)di® =
2D

(¢ x)2 (1 ¡ 2E1 + E2)
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Die Konsistenz mit generellemDi®usionstermhei¼tE0 = 1.

Damit lautet die Gesam tgleic hung :

@t En = 2
D

(¢ x)2 (En¡ 1 ¡ 2En + En+1 ) ¡
v

¢ x
(En ¡ En+1 ) ¡ Rn¢ xE n

mit den Randbedingungen

E0 = 1 und E1 = 0 bei endlicher Dichte

Die Gleichung kann man mit Methoden der diskreten Mathematik lÄosen.
HÄau¯g ist esaber einfacher zum Kontinuumslimes Äuberzugehen:

@E(x; t)
@t

= 2D
@2E
@x2 + V

@E
@x

¡ RxE (9.3)

mit den RandbedingungenE(0; t) = 1 und E(1 ; t) = 0.

Irrev ersible Koaleszens

d.h. v = 0 und R = 0

) c(t) !
1

p
2¼Dt

fÄur t ! 1

und p(x; t) ! x
4D t exp(¡ x2

8D t ), wenn t ! 1 geht.

In dimensionslosenVariablen: » = c(t)x

P(»; t) = c(t) p(x; t) !
1
2

¼» exp(¡
1
4

¼»2) fÄur t ! 1

Skizzefehlt
) Die Teilchen ordnen sich an!

LÄosungsmetho den in diskreter Zeit

Eine Abstandsmethode in diskreter Zeit wurde fÄur den TASEP mit paralle-
ler Dynamik aufgestellt.

Die Bilanz wird Äuber die LÄucken zwischen zwei Teilchen aufgestellt, d.h.
P0(t) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass sich auf dem benachbarten
Gitterplatz ein Teilchen be¯ndet. Analog steht Pn (t) fÄur die Wahrschein-
lichkeit, dassdas nÄachste Teilchen den Abstand n + 1 hat.
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Wir fÄuhren weiterhin die Wahrscheinlichkeit g(t) ein, d.h. die Wahrschein-
lichkeit, dassder Nachbar im nÄachsten Teilschritt hÄupft. Schlie¼lich sei die
HÄupfwahrscheinlichkeit q und p = 1 ¡ q.

Damit gilt fÄur die Zeitentwicklung der ZustÄande:

Pk (t + 1) = pg(t) Pn¡ 1(t) + [

beide hÄupfen
z}| {
qg(t) + p g(t)

|{z}
keiner hÄupft

]Pk (t) + qg(t) Pn+1 (t)

mit g(t) = der Vordermann hÄupft.

Randgleic hungen

P0(t + 1) = g(t)[P0(t) + qP1(t)]

P1(t + 1) = g(t)P0(t) + [qg(t) + pg(t)] P1(t) + qg(t)P2(t)

Die Pk (t) mÄussennormiert sein, also

1X

n=0

P1(t) = 1

Damit:

g(t) = q
1X

n=1

Pn (t) = q[1 ¡ P0(t)]

und g(t) = 1 ¡ g(t) = 1 ¡ q + qP0(t) = p £ qP0(t)

Die Dichte (¢ x = 1) ergibt sich aus

1X

n=0

(n + 1) Pk (t) =
1
c

0

B
B
@=

L
N

=

1P

n=0
(n + 1) Nn

N

1

C
C
A

Wir interessierenuns fÄur die stationÄare Verteilung, d.h. Pk (t + 1) = Pk (t) =
Pk .

LÄosungdesGleichungssystemsdurch die erzeugendeFunktion:

P(z) =
1X

n=0

Pk zn+1

Multiplik ation der Gleichungen mit zk+1 fÄuhrt auf

P(z) =
q(g + gz)z P0

qg ¡ pqz
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aus P(1) = 1 und P 1(1) = 1=c

P0 =
2qc ¡ 1 +

p
1 ¡ 4qc(1 ¡ c)

2qc

Pk =
P0

P

µ
Pg
qg

¶ k

=
P0

P

µ
P(1 ¡ Po)

P0 + p(1 ¡ Po)

¶ k

Der Fluss ergibt sich zu:

Á(½;p) = ½g= qc(1 ¡ P0)

=
1 ¡

p
1 ¡ 4q½(t ¡ ½)

2

Der Fluss ist also verschieden von ??-FlussÁng(Á;p) = p½(1 ¡ ½).

Die Cluster-Appro ximation

Wir werdendie Cluster-Approximation am BeispieldesNagel-Schreckenberg-
Modells einfÄuhren, einemeinfachen Verkehrsmodell. Das Modell wird durch
die folgendenRegelnde¯niert:

² R1: Beschleunigung
vj (t + 1=3) = min (vj (t) + 1; vmax

² R2: Bremsen
vj (t + 2=3) = min [aj (t); vj (t + 1=3)] ; dj = x j +1 (t) ¡ x j (t) ¡ 1

² R3: ZufÄalliges Bremsen

vj (t + 1) P= max(vj (t + 2=3) ¡ 1; 0)

² R4: Fahren
x j (t + 1) = x j (t) + vj

Wir werdendie Analyse nach dem Beschleunigungsschritt durchfÄuhren, d.h.
alle Autos haben mindestensdie Geschwindigkeit 1.

Die Cluster-Approximation ist eine systematische Erweiterung der Mean-
Field Theorie. In dem n-Cluster beispielsweise wird die Entwicklung auf
n-Sites exakt behandelt.

Wir mÄussenalso die Evolutionsgleichung fÄur die Wahrscheinlichkeiten
P(¿j (t); : : : ; ¿j + n¡ 1(t)) bestimmen.Dazu mussman beachten, dassdie Autos
von vmax -Zellen in den Cluster hineinfahren und den Cluster auf den vmax

benachbarten Zellen verlassen.! Man analysiert n + 2vmax Zellen. Damit
hat die Master-Gleichung fÄur einen Cluster der LÄange(n) die Form:

P(¿(n) ) =
X

f ¿( n +2 vmax ) g

W(¿(n+2 vmax ) ! ¿(n) P(¿(n+2 vmax ) )
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mit ¿(n+2 vmax ) = (¿j ¡ vmax ; : : : ¿j + n+ vmax ¡ 1)

Die ÄUbergangswahrscheinlichkeiten werdenausden Updateregelnbestimmt.
FÄur translationsinvariante Systemesind die Wahrscheinlichkeiten unabhÄangig
von j .

Damit die Hierarchie abbricht, mussman die Wahrscheinlichkeiten der (n +
2vmax )-Cluster durch die n-Cluster ausdrÄucken. Graphisch sei dies fÄur n =
3; vmax = 2 illustriert:

Skizzefehlt

Damit erhalten wir:

P(¿(7) ) = P(¿j ¡ 2 j¿j ¡ 1; ¿j ) P(¿j ¡ 1 j¿j ; ¿j +1 ) P(¿j ; ¿j +1 ; ¿j +2 )

P(¿j +1 ; ¿j +2 j¿j +3 ) P(¿j +2 ¿j +3 j¿j +4 )

Wobei:

P(¿1 ¿2; : : : ¿n ) =
P(¿1; : : : ; ¿N )

P

f ¿g
P(¿; ¿2; : : : ; ¿N )

und P(¿1; : : : ¿n¡ 1 j¿n ) =
P(¿1; : : : ; ¿N )

P

f ¿g
P(¿1; : : : ; ¿n¡ 1¿)

Mit diesemAnsatz erhalten wir (vmax + 1)n nichtlineare Gleichungen. Die
Zahl der Gleichungen kann aber durch die sog. Kolmogorov Konsistenzbe-
dingungen reduziert werden:

vmaxX

¿=0

P(¿1; : : : ; ¿n¡ 1; ¿) = P(¿1; : : : ; ¿n¡ 1)

=
vmaxX

¿=0

P(¿; ¿1; : : : ; ¿n¡ 1)

Wir betrachten nun explizit den Fall vmax = 1 und n = 2.

Konsistenzbedingungen:

(i) P(0; 0) + P(1; 0) = P(0) = 1 ¡ ½) P(0; 0) = 1 ¡ ½¡ P(1; 0)

(ii ) P(1; 0) + P(1; 1) = P(1) = ½) P(1; 1) = ½¡ P(1; 0)

(iii) Translationsinvarianz : P(0; 1) = P(1; 0)
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Damit verbleibt die Gleichung fÄur P(1; 0):

P(1; 0) = q[P(1; 0; 0; 0) + P(1; 0; 0; 1)
| {z }

= P (1;0;0)

]

+ q2P(1; 0; 1; 0)

+ p[P(0; 1; 0; 0) + P(1; 1; 0; 0) + P(0; 1; 0; 0) + P(0; 1; 0; 1)
| {z }

= P (1;0)

]

+ q[P(0; 1; 1; 0) + P(1; 1; 1; 0)
| {z }

= P (1;1;0)

]

) qP(1; 0) = q
P(1; 0)P(0; 0)

P
P(1; 0) + P(0; 0)

| {z }
=1 ¡ ½

+ q2 P(1; 0)P(0; 1)P(1; 0)
(P(1; 0) + P(0; 0))
| {z }

1¡ ½

£ (P(1; 0) + P(1; 1))
| {z }

½

+ q
p(1; 1)P(1; 0)

X
P(1; 0) + P(1; 1)

| {z }
½

) 1 = P(0; 0) =(1 ¡ ½) + qP(1; 0)2 =½(1 ¡ ½) + P(1; 1) =½

Insgesamt ergibt sich dann:

P(1; 0) =
1
2q

[1 ¡
p

1 ¡ 4q½(1 ¡ ½)] + ½(1 ¡ ½)

Und fÄur den Fluss ergibt sich dann:

J (½) =
1
2

[1 ¡
p

1 ¡ 4q½(1 ¡ ½)]

Durch den parallelen Update werden also lokale Korrelationen erzeugt, die
den Fluss erhÄohen.Man kann zeigen,dassdiesesErgebnisbereits dasexakte
Ergebnis fÄur den stationÄaren Zustand darstellt.

Garten-Eden-Zust Äande

Beim parallelen Update gibt esZustÄande, die keinen VorgÄanger haben. Sol-
che ZustÄande, die Garten-Eden-ZustÄande, kÄonnen im stationÄaren Zustand
nicht auftauchen. Wertet man die Mastergleichung nach dem Fahren aus,
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kann es fÄur vmax = 1 keine ZustÄande geben, in denen hinter einem beweg-
ten Teilchen ein weiteres zu ¯nden ist. Dies kann man in den Mean-Field-
Gleichungen berÄucksichtigen:

½0 = N (½0 + p(1 ¡ ½))½ mit ½= ½0 + ½1

½1 = N q½(1 ¡ ½)

Die ersteGleichung berÄucksichtigt, dassesvor einemTeilchen (Wahrschein-
lichkeit ½) nur ein Loch (Prob. (1 ¡ ½)) oder ruhendesTeilchen (Prob. ½0)
geben kann. N mussso gewÄahlt werden, dass½0 + ½1 = ½gilt ) N = 1

c0+ d

Mit dieserMethode wird das exakte Ergebnis reproduziert.

Systeme mit Unordn ung

Bislang haben wir uns auf solche SystemebeschrÄankt, die weder teilchen-
noch platzabhÄangige ÄUbergangswahrscheinlichkeiten besitzen.Es zeigt sich
jedoch, dass gerade fÄur niedrig dimensionale Systeme sehr gro¼eE®ekte
durch die Unordnung hervorgerufen werden. Wir wollen dies am Beispiel
von teilchenabhÄangigenHÄupfraten in kontinuierlicher Zeit studieren.

TeilchenabhÄangigeHÄupfraten lassensich am leichtesten durch Abstandsva-
riablen handhaben. FÄur die AbstÄande hat man folgendeZeitentwicklung:

@
@t

Pi (n) = ¡ pi Pi (n) ¡ pi +1 P(n)[1 ¡ Pi +1 (0)]

+ Pi +1 [1 ¡ Pi +1 (0)] P(n ¡ 1) + pi Pi (n + 1) (9.4)

(Zur Vereinfachung der Notation haben wir die ZeitabhÄangigkeit der Pi (n)
nicht aufgefÄuhrt.)

mit der Randgleichung:

@
@t

Pi (0) = ¡ pi +1 Pi (0)[1 ¡ Pi +1 (0)] + pi Pi (1) (9.5)

Die stationÄare LÄosungergibt sich aus dem Ansatz:

Pi (n) = (1 ¡ ®i ) ®n
i (9.6)

Dieser Ansatz ist die stationÄare LÄosungdesProzesses,falls

®i pi = Pi +1 ®i +1 = const = v (9.7)

(9.6) ist natÄurlich nur dann eineLÄosung,wenn alle Verteilungen normierbar
sind, d.h., falls ®i < 1 ; i = 1; 2; : : : ; N .
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Wir betrachten nun solche pi , die unabhÄangig verteilt sind gemÄa¼f (p) auf
dem Intervall [c;1] ; c > 0.

Damit erhalten wir implizit fÄur die Geschwindigkeit:

1 ¡ ½
½

= hni i = v

1Z

c

dpf (p)
p ¡ v

Die x-ste Gleic hung ergibt sich aus:

L =
NX

i =1

hwi i + 1

Ã

hwi i =
1X

n=0

n Pi (n) =
®i

1 ¡ ®

!

L
N

=
1
½

=
1
N

X
hni i + 1 = hni i + 1 ;

1 ¡ ½
½

= hni i

Mit:

®i

1 ¡ ®i
=

v
(Pi ¡ v)

=
v

pi ¡ v

Es ergibt sich im Kontinuumslimes:

hni i = v

1Z

c

dp
f (p)
p ¡ v

FÄur die Varianz der Abstandsverteilung ergibt sich

¢ 2 ´ hn2
i i ¡ hni i 2 = ¡ v½2

µ
dv
d½

¶ ¡ 1

Es gibt einen PhasenÄubergangbei einer Dichte ½?, der mit der Existenz des
Integrals:

1Z

c

dp
f (p)
p ¡ v

fÄur v = c

Damit hÄangt der PhasenÄubergangdavon ab, ob f (p) schnell genug fÄur p ! c
verschwindet. Wenn f (p) » (p ¡ c)n gilt, kann man die PhasenÄubergÄange
nach dem Wert von n klassi¯zieren:

² (i) FÄur n · 0 gibt eskeinen PhasenÄubergangfÄur ½> 0.
FÄur ½! 0 divergierendie Fluktuationen der LÄuckenwie ¢ 2 » exp(1=½).

² (ii) FÄur 0 < n · 1 : ¢ 2 » (½¡ ½?)¡ (1¡ n)=n) ; d.h. die Fluktuationen
divergierenbei ½?
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² (iii) n < 1 : ¢ 2 divergiert nicht fÄur ½! ½?

² (iv) n > 0 : Prob [n i = k]j½= ½? » k¡ (n+2) fÄur k À 1.
) Die Momente von hÄoherer Ordnung als k + 1 divergierenam Pha-
senÄubergang.

Die Beschreibung ist nur gÄultig, wenn ½> ½?. Unterhalb von ½= ½? muss
man ausnutzen, dassv(½) = c gilt. Die Vorstellung ist dann, dasssich vor
dem langsamstenTeilchen eine gro¼eLÄucke bildet.

Der Matrix-Pro duktansatz

Der Matrix-Pro duktansatz ist eine wichtige Technik, um den exakten sta-
tionÄaren Zustand einesstochastischen Prozesseszu berechnen. Der Matrix-
Produktansatz stellt eine Generalisierung der einfachen ProduktzustÄande
dar.

Der Matrix-Pro duktansatz fÄur den Exklusionsprozess

Skizzefehlt

Wir betrachten den Exklusionsproessmit In- und Output an den RÄandern.
Der Liouville-Op erator desSystemslautet:

L = ½1 + ½N +
N ¡ 1X

i =1

L i

mit

L i =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0

0 q¡ 1 ¡ q 0

0 ¡ q¡ 1 q 0

0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

½i =

0

@
® 0

¡ ® 0

1

A ; ½N =

0

@
0 ¡ ¯

0 ¯

1

A

in der Standardbasis.

Der Matrix-Pro duktansatz besteht nun darin, dass man den stationÄaren
Zustand durch

jPS i =
1
t

hWj
µ

E
D

¶ ­ N

jV i
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Die i.A. nicht-kommutierenden Matrizen E; D und die Vektoren sind auf
einem beliebigenHilfsraum de¯niert.

Die LÄosung vereinfacht sich auf der Linie ® + ¯ = q ¡ q¡ 1. Entlang dieser
Linie ist der stationÄare Zustand gegeben durch:

jPS i =
1
z

µ
e
d

¶
­ : : : ­

µ
e
®

¶
=

µ
e
d

¶ ­ N

mit e = 1=® und d = 1=¯ sowie Z = (c + d)N .

Die Stationarit Äat kann durch die Beziehungen

½1

µ
e
d

¶
=

µ
1

¡ 1

¶
; SN

µ
e
d

¶
= ¡

µ
1

¡ 1

¶

und L i

· µ
e
d

¶
­

µ
e
d

¶ ¸
= ¡

µ
1

¡ 1

¶
­

µ
e
d

¶
+

µ
e
d

¶
­

µ
1

¡ 1

¶

einfach hergeleitet werden, da sich eine Teleskopsummeergibt. Explizit fÄur
ein System mit L = 3:

L jPS i : S1 [(a) ­ (a) ­ a] =
µ

1
¡ 1

¶
­ (a) ­ (a)

L 1 [(a) ­ (a) ­ a] = ¡
µ

1
¡ 1

¶
­ (a) ­ (a) + (a) ­

µ
1

¡ 1

¶
­ (a)

L 2 [(a) ­ (a) ­ a] = ¡ (a) ­
µ

1
¡ 1

¶
­ (a) + (a) ­ (a) ­

µ
1

¡ 1

¶

S2 [(a) ­ (a) ­ a] = ¡ (a) ­ (a) ­
µ

1
¡ 1

¶

Durch diesenformalen Trick kann der Beweis der Stationarit Äat einfach er-
bracht werden.

Im allgemeinenFall kann fÄur die Operatoren E; D aber keineeinfache Form
gefundenwerden. Es gilt vielmehr:

hW jS1

µ
E
D

¶
= hW

¯
¯
¯
¯

µ
1

¡ 1

¶

SN

µ
E
D

¶
+ V i = ¡

µ
1

¡ 1

¶ ¯
¯
¯
¯ V i

Diesebeiden Gleichungen geben die RÄander an.

Und

L i

·µ
E
D

¶
­

µ
E
D

¶¸
= ¡

µ
1

¡ 1

¶
­

µ
E
D

¶
+

µ
E
D

¶
­

µ
1

¡ 1

¶
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Dies fÄuhrt auf die Algebra

qDE ¡ q¡ 1ED = D + E

mit den Randbedingungen

hWjE = ®¡ 1hWj ; D jV i = ¯ ¡ 1jV i

Durch diese Algebra kÄonnen wir alle n-Punkt-Korrelationen fÄur endliche
Systemeberechnen, z.B.

h¿i ¿j i =
hWjC i ¡ 1D C j ¡ i ¡ 1D CN ¡ j jV i

hW jCN jV i

mit C = D + E.

Zur Berechnung der Mittelw erte mussman die Operatoren in \Normalform"
bringen, damit die Randgleichungen angewendet werden kÄonnen.

Zur Vereinfachung der Rechnungenbetrachten wir den Fall, dassdasHÄupfen
nur nach rechts erfolgt. Dann gilt (q = 1)

DE = D + E

FÄur ein 3-Site System berechnen wir dann leicht

P(0; 0; 0) =
hV jE 3jW i
hV jC3jW i

=
1

®3 z¡ 1

P(1; 0; 0) =
hV jDE 2jW i

z
=

hV jDE jW i + hV jE 2jW i
z

=
1
®

+
1
¯

+
1

®2

usw.

FÄur den Strom ergibt sich ebenfalls leicht

J =
hV jC i ¡ 1DE CN ¡ i ¡ 1jW i

hV jCN jW i
=

V jCN ¡ 1jW
hV jCN jW

Die Zustandssummez kann man explizit berechnen:

z =
hV jCN jW i

hV jW i
=

NX

P =1

P(2N ¡ 1 ¡ p)!
N !(N ¡ p)!

¯ ¡ p¡ 1 ¡ ®¡ p¡ 1

¯ ¡ 1 ¡ ®¡ 1
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