Zeeman-Effekt

Stand: 16. November 2017

Einleitung

Wird eine Lichtquelle (z. B. eine Spektrallampe) in ein dufleres Magnetfeld gebracht und mit ei-
nem Spektrometer untersucht, so beobachtet man im Allgemeinen mit wachsendem Magnetfeld
zunéchst eine Verbreiterung der Spektrallinien und schlielich ein Aufspalten der Spektralli-
nien in mehrere Komponenten, vorausgesetzt das Auflésungsvermégen des Spektrometers ist
ausreichend grofl. Dieses Verhalten wird im vorliegenden Experiment untersucht. Als Licht-
quelle wird eine Na-Spektrallampe verwendet, die zwischen den Polen eines Elektromagneten
angeordnet ist. Die Abhéngigkeit des Spektrums vom angelegten Magnetfeld wird mit Hilfe
eines Fabry-Pérot-Interferometers (FPI) analysiert.

Grundlagen

2.1 Zeeman-Effekt

Eine detaillierte Beschreibung des Zeeman-Effekts ist in [1] und [2] zu finden.
Ein Elektron mit Gesamtdrehimpuls J = L + S (L und S sind Bahndrehimpuls und Spin
des Elektrons) erzeugt ein magnetisches Moment, das sich schreiben ldsst als:
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Dabei bezeichnen ug das Bohr’sche Magneton und ¢; den Landé-Faktor,

_eh _g9s+gr  gs—gr L(L+1)-S(S+1)
= und gs = — )
2me 2 2 J(J+1)

(1)

1B

wobei g, = 1 und gg ~ 2 die Landé-Faktoren fiir den Bahndrehimpuls und den Spin des
Elektrons bezeichnen.

Der Hamilton-Operator zur Beschreibung der Wechselwirkung eines Elektrons in einem &u-
Beren Magnetfeld B ist gegeben durch:

ﬁZee = _“J'B :gJ%(JB)

Wird die z-Achse in Richtung des Magnetfeldes gewéhlt, so ergeben fiir verschiedene Magnet-
quantenzahlen m; die Energiekorrekturen

EZee =myjgJjHB B (2)



der jeweiligen Zustiande. Da die Energien der atomaren Uberginge den Differenzen der Ener-
gien der beiden jew. beteiligen Zustdnde entsprechen, ergibt sich daraus eine Aufspaltung der
Spektrallinien.
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Abbildung 1: Energietermschema der Zeeman-Aufspaltung der beiden D-Linien

Abbildung 1 zeigt die Zeeman-Aufspaltung der Na-D-Linien. Bei der D;-Linie findet der
Ubergang vom Py /p-Niveau ins Sy j9-Niveau, bei der Da-Linie vom P3 /5-Niveau ins Sy jp-Niveau
statt. Dabei spalten das Pj/,-Niveau vierfach, das Py /,- und das S;/p-Niveau zweifach auf.
Fiir optische Dipol-Ubergéinge muss auflerdem Amj; = 0,+1 gelten, sodass sich fir die Dq-
Linie 4 und fiir die Do-Linie 6 Ubergiinge ergeben. Nach Konvention werden die Uberginge
mit Amy = £1 o-Linien (Polarisation senkrecht zur Magnetfeldrichtung) und die Ubergénge
mit Amj = 0 m-Linien (Polarisation parallel zur Magnetfeldrichtung) genannt.

2.2 Starke von Dipoliibergingen (Clebsch-Gordan-Koeffizienten)

Ein Dipoliibergang kann als Kopplung zwischen zwei Atomniveaus mit unterschiedlichem Dre-
himpuls und einem Photon angesehen werden. Im Folgenden soll daher kurz die Addition von
Drehimpulsen und die damit verbundenen Clebsch-Gordan-Koeffizienten wiederholt werden.
Fiir eine genauere Betrachtung sei auf [6, 7] verwiesen.

Wir betrachten im Folgenden ein aus zwei Untersystem gebildetes System (z.B. Zweiteilchen-
System), wobei sich die Indizes 1 und 2 auf die entsprechenden Untersysteme beziehen. Wir
nehmen weiter an, dass uns eine Basis |k1,j1, m1) aus gemeinsamen Eigenvektoren von J 12
und Ji, des Untersystems 1 bekannt ist.

J12 k1, 51, m1) = j1(g1 + VB2 |y, 51, ma) (3)
Jiz k1, j1, m1) = mih|ky, j1,ma) (4)

Gleiches gilt fiir das Untersystem 2.



Die Basis des Gesamtsystems lésst sich aus dem Tensorprodukt der Basen der Untersysteme
schreiben als:

k1, k2s g1, J2; ma, me) = |k, i1, m1) ® |k, j2, ma). (5)
Der Gesamtdrehimpuls des Systems lésst sich als Summe der Einzeldrehimpulse
J=J1+J2 (6)

schreiben. Es ldsst sich leicht zeigen, dass es sich hierbei ebenfalls um einen Drehimpuls han-
delt. Es lasst sich zeigen, dass die Produktzustdnde (5) Eigenzustdnde zur z-Komponente des
Drehimpulses sind. Allerdings sind sie keine Eigenzustinde zu J2, da Ji, und Jo, nicht mit
J1 - J2 kommutieren.

Die Eigenvektoren zu J? und J, wollen wir mit |.J, M) bezeichnen, hierbei sind J und M
die Eigenwerte von J? und J,. Aufierdem sind die Vektoren |J, M) auch Eigenvektoren der
Operatoren J12 und Jo2.

Die Produktzusténde (5) bilden eine orthonomierte Basis des Gesamtsystems, entsprechend
miissen sich die Zusténde |J, M) des Gesamtsystems auch als Linearkombination dieser ur-
spriinglichen Basis darstellen lassen

J1 J2
(M) = > > kykasusgaima, ma) (ky ks g, jas my, mol J, M) (7)

mi1=—j1 ma=—j2

Die Koeffizienten (k1, k2; j1, j2; m1, ma|J, M) werden als Clebsch-Gordan-Koeflizienten bezeich-
net.

Die Bedeutung fiir Dipoliibergéinge lisst sich am Beispiel der Uberginge der Di-Linie zei-
gen. Wir wollen dazu den Zerfall des Py jp-Niveaus |J, M;) = ’%,%
te Niveau zerfillt unter der Aussendung eine Photons in den Grundzustand. Die Basis der
Einzelsysteme ist entsprechend der Grundzustand des Atoms und der Drehimpulszustand des
Photons. Ein Photon hat einen Drehimpuls von 1 und somit die Richtungsquantenzahlen 0, +1.
Der Grundzustand hat einen Gesamtdrehimpuls von % und somit die Drehimpulsprojektionen

:t%. Aus den entsprechenden Regeln fiir die Addition der Drehimpulse ergibt sich nun

> betrachten. Das angereg-
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Mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten ¢;_g. Hierbei sind nur die beiden Koeffizienten ¢; und
¢4 von Null verschieden:

11 \/5 1 1 \/T 1 1
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’2’2> 3’ A 2> 3 ’2’0’2> (8)
Wir sehen also, dass die Stirke der beiden Ubergiinge gleich ist.
Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten lassen sich entweder iiber die sogenannten 3j-Symbole

c=<—1>ﬂ‘1—j2+mm<ﬁ jz j) )

mi1 Mo —MmM




berechnen oder in Tabellen nachschlagen.

Vorbereitung 1: Geben sie die Auswahlregeln fiir Dipoliibergénge an.

Vorbereitung 2: Geben sie die Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir alle erlaubten Dipoliiber-
gange der D1- und Do-Linie an.

2.3 Winkelabhangigkeit von Dipolstrahlung

Zur Veranschaulichung der Winkelabhingigkeit betrachten wir einen Ubergang |jomg) <
|76mp). Mit der Drehimpulsquantenzahl j und der dazugehorigen Richtungsquantenzahl m.
Fiir die Ubergangsamplitude ergibt sich mit dem Ortsvektor r in der atomaren Basis die Uber-
gangsamplitude

Tpq = <jbmb|r|jama> (10)

Fiir eine genauere, quantenmechanische Betrachtung sei auf [5] verwiesen.

Die Ubergangsamplitude lisst sich in einem semiklassischen Bild als quantenmechanisches
Analogon zum klassischen Oszillator betrachten. Durch Multiplikation mit exp(iwyt) von links
bzw. exp(—iwgt) von rechts erhélt man

E(t) o exp(iwpt)Tpq exp(—iwat) = (mp|r_1|ma) (e_1 exp(—iwpat))” (11)
+ {mp|ro|ma) (eo exp(—iwpt))” (12)
+ (mplri1lma) (€41 exp(—iwpat))” (13)

mit den Basisvektoren e, der sphérischen Basis.

Vorbereitung 3: In welcher Ebene bzw. Richtung schwingt das Elektron fiir die drei obigen
Félle?

Die Intensitdt der Strahlung I(¢) in Abhéngigkeit des Winkel (6 zwischen der Quantisie-
rungsachse z(%) und der Ausbreitungsrichtung des Photons z®") | erhilt man durch Projektion
der Oszillatorkomponenten auf die Schwingungsebene des Photons.

Fiir den Oszillator mit Polarisationsvektor ey ergibt sich die Intensitéit zu

I(0) o (mp|ro|ma)? sin®(0y) o sin®(6;,) (14)

Diese Verteilung ist in Abb. 2a) dargestellt.
Fiir die beiden anderen Félle ergibt sich

2
1(6) W;‘m (1+ cos?(6))) o Hcoj(e’“) (15)

Die entsprechende Winkelverteilung ist in Abb. 2b),c) dargestellt.
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Abbildung 2: Intensititsprofil fiir Dipolstrahlung fiir m-Ubergéinge (a)), o-Ubergéinge (b))
und o~ -Uberginge (c)). Der Farbbalken zeigt die verschiedenen Polarisationen
fiir unterschiedliche Emissionswinkel. Die z%-Achse zeigt in Richtung des Ma-
gnetfeldes und definiert die Quantisierungsachse. R bzw. L stehen fiir rechts
bzw. linkszirkular polarisiertes Licht. S bzw. P stehen fiir die linearen Polari-
sationen. S ist hier die lineare Polarisation zwischen R und L in (b) bzw. c)).
Quelle: Dissertation Michael Schug.

» Vorbereitung 4: Welche Polarisationen mit welcher Intensitét erwarten man bei Beobachtung
des Atoms senkrecht zur Quantisierungsachse?

» Vorbereitung 5: Wie viele und welche Arten des Zeeman-Effekts gibt es?

» Vorbereitung 6: Welche Art des Zeeman-Effekts ist bei Natrium zu erwarten?
» Vorbereitung 7: Wie erhélt man Gleichung 1 7
>

Vorbereitung 8: Uberlegen Sie, wie sich die Energien der Uberginge in Abhingigkeit des
Magnetfeldes verschieben und bestimmen Sie die Frequenzverschiebung bzw. die Wellenlén-
genverschiebung der Di-Linie wenn ein Magnetfeld von 0,5 Tesla angelegt wird:

Si/2 = Pijo
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» Vorbereitung 9: Bei welchem Magnetfeld ist die Aufspaltung gleich dem energetischen Ab-
stand der Energieniveaus Py /5—P3/, unter der Annahme der Giiltigkeit von Gleichung 27



Versuchsaufbau

Abbildung 3 zeigt den Versuchsaufbau. Als Lichtquelle wird eine Na-Dampflampe verwendet.
Das Licht wird durch die Linse 1 parallelisiert und durchlauft anschlieend ein Lyot-Filter. Mit
dem Lyot-Filter konnen wahlweise die D1- oder die Do-Linie des Na-Lichts selektiert werden,
auflerdem ldsst sich ein definierter Polarisationszustand des von der Na-Lampe emittierten
Lichts auswéahlen. Das Licht durchlduft anschlieffend zur Analyse der Zeeman-Aufspaltung das
FPI. Durch die Linse 2 wird das Licht mit Hilfe einer CCD-Kamera abgebildet.

Na-Spektrallampe

Magnet Linse 1 Lyot-Filter Fabry-Perot Linse 2
Interferometer

CCD Kamera

Wy

Abbildung 3: Schematischer Versuchsaufbau

3.1 Das Lyot-Filter (LF)

Das Prinzip des Lyot-Filters beruht auf der Interferenz von polarisiertem Licht, das durch dop-
pelbrechende Kristalle lduft [2, 3]. Ein Lyot-Filter besteht aus zwei linearen Polarisationsfiltern
und einem doppelbrechenden Kristall dazwischen. Der Polarisationsfilter am Eingang ist dabei
um 45° gegeniiber der optischen Hauptachsen des doppelbrechenden Kristalls gedreht. Mit dem
Eingangs-Polarisator kann selektiv eine Polarisation senkrecht zum Magnetfeld (o-Linie) oder
parallel (7-Linie) dazu ausgesucht werden. Die Dicke des doppelbrechenden Kristalls ist so be-
messen, dass nach dem Durchlaufen die Polarisationsebenen der D1- und Ds-Linien senkrecht
aufeinander stehen. Dadurch lassen sich je nach Stellung des Ausgangs-Polarisators die Dj-
oder Do-Linie auswéhlen. Durch Drehung des Eingangs-Polarisators (zusammen mit dem dop-
pelbrechenden Kristall) lassen sich 7- und o-Linien selektieren, da deren Polarisationsebenen
senkrecht (o) und parallel (7) zum angelegten dufleren Magnetfeld liegen.

Vorbereitung 10: Nehmen sie an, dass der doppelbrechende Kristall aus Kalkspat (Differenz
der Brechungsindizes -0,172) besteht. Wie lange miusste der Kristall sein, um beide Linien
voneinander zu trennen?

Vorbereitung 11: Berechnen sie jeweils ausgehend von zwei senkrechten, linearen Polarisatio-
nen (H oder V) in Abhéngigkeit des Ein- bzw. Ausgangspolarisator und unter Zuhilfenahme der
Jones-Vektoren fiir die Polarisation und den dazugehérigen Jones-Matrizen die Transmission
durch einen Lyot-Filter.



3.2 Das Fabry-Pérot-Interferometer (FPI)

Fiir den Nachweis der Zeeman-Aufspaltung ist ein hochauflésendes Spektrometer erforderlich.
Die Trennung der Zeeman-Komponenten wird mit einem Fabry-Perot-Interferometer erreicht,
wie es schematisch in Abbildung 4 dargestellt ist.

FPI-Spiegel Ebene E
um 90° gedreht

<> Fabry-Perot
Abstandd  Linse Interferenz-Ringe

Abbildung 4: Schematische Darstellung der Funktionsweise eines FPI’s

Ein FPI besteht aus zwei verspiegelten Glasplatten (mit hohem Reflexionsvermogen, ty-
pischerweise R = 0,9...0,99), deren verspiegelte Seiten planparallel zueinander ausgerichtet
sind. Dadurch wird einfallendes Licht zwischen den verspiegelten Platten mehrfach reflektiert
und tiberlagert sich kohédrent. Eine detailliertere mathematische Beschreibung eines FPI ist in
[4] auf S.329f. und S. 283 zu finden.

Das FPI wird (idealerweise) mit einem parallelem Lichtstrahl (entspricht einer ebenen Welle)
senkrecht zur Spiegelebene bestrahlt. Nach dem Huygens’schen Prinzip ist jeder Punkt einer
Wellenfront Ausgangspunkt einer Elementarwelle (Kugelwelle). Ausgehend von einem beliebi-
gen Punkt der ersten Spiegelebene breitet sich diese Kugelwelle auch unter einem Winkel 6
beziiglich der Strahlachse aus. Trifft diese Welle auf die zweite Spiegelebene, so wird die Wel-
le dort teilweise reflektiert, und teilweise transmittiert (siche Abb.4). Der reflektierte Anteil
wird an der ersten Spiegelebene wiederum zum Teil reflektiert. Nach dem erneuten Eintreffen
an der zweiten Spiegelebene besteht nun ein Wegunterschied. Wird dieser Strahl nun trans-
mittiert erhdlt man fiir den gesamten Wegunterschied bis zum Zusammentreffen der beiden
Wellenfronten

Al =2dcosf (16)

dabei ist d der Abstand der verspiegelten Platten (Brechungsindex von Luft ~ 1 ). Konstruktive
Interferenz tritt ein, wenn der Wegunterschied ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlinge A
betréagt

Al=mA=(n—-FkX . (17)

Hierbei wird n so gewéhlt, dass nA < 2d < (n+ 1)A bzw. 2d = (n 4+ )\ mit 0 < e < 1 gilt,
sodass k als Zéhlindex fiir die Interferenzordnung verwendet werden kann. Damit erhélt man

A A
cost:(n—k)ﬁzl—(kz%—a)ﬁ . (18)



Nach dem Durchtritt des Strahls durch das FPI wird das Licht mit einer Linse der Brennweite f
auf eine Ebene abgebildet, auf der die Interferenzringe mit den Radien Rj beobachtet werden.
Hierbei gilt die Bedingung

tanf, = & . (19)
f
Fiir kleine Winkel erhdlt man aus Gleichung 18:
f2
Rz:A-g(k—ks) (20)

Damit lédsst sich bei bekanntem Abstand d und Brennweite f die Wellenlénge bestimmen.

Beobachtet man nun exemplarisch die Aufspaltung der m-Ubergiéinge der Di-Linie mit Hil-
fe des FPI, sieht man, dass bei steigendem Magnetfeld die Ringe zunéchst verbreitern und
schliefflich aufspalten. Die Wellenldngendifferenz ist so gering, dass bei beiden Wellenldngen
die Anzahl an Wellenziigen m; o (vgl. Gl. (17)) je Umlauf gleich ist. Damit erhélt man fiir die
Wellenlédngendifferenz

AN ~ 2;2 (R% - Rg) (21)

mit der mittleren Wellenldnge .

Vorbereitung 12: Leiten Sie Gleichung 20 her.

Vorbereitung 13: Leiten Sie aus der Bedingung gleicher longitudinaler Ordnung m; = ms
Gleichung 21 her.

Nach Gl. (17) treten Maxima auf, wenn der Plattenabstand ein vielfaches m der Wellenldnge
A ist. Auch das Licht, welches ein vielfaches m+1 der Wellenlédnge ist wird wieder transmittiert.
Gleiches gilt bei Verdinderung des Plattenabstandes. Das heifit, die Transmissionskurve des
Interferometers ist periodisch mit der Periode

An
AN=Xp — Apg1 = 22
= (22)
bzw. in Frequenzen ausgedriickt
c
ov=—. 2
V=g (23)

Dieser Frequenzabstand wird als freier Spektralbereich (FSR) bezeichnet. Da sich das Signal
nach einem freien Spektralbereich wiederholt ist es nicht moglich mit dem FPI absolute Fre-
quenzen zu messen. Eine beliebige Frequenzaufspaltung Av lasst sich aber als

Av =ndv+ Az neN (24)

schreiben. Hierbei bezeichnet Azxr < dx die mit einem FPI messbare Frequenzaufspaltung.
Uberlagern sich die beiden Ringsysteme (ohne Lyot-Filter) auf dem Kamerabild, wissen wir
also, dass Ax = 0 gilt.
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Abbildung 5: Kalibrierung zur Umrechnung der Integerwerte in einen Spannung. Die Stei-
gung des Fits betragt m = 0,000737(2) V und der Ordinatenabschnitt betragt
yo = 0.02755(2) V

Dies kann zur Verbesserung der Genauigkeit bei der Bestimmung des Plattenabstand des
FPIs verwendet werden. Dabei gehen wir davon aus, dass wir den Frequenzabstand der beiden
D-Linien kennen.

Vorbereitung 14: Geben sie den Frequenzunterschied der beiden D-Linien an.
Vorbereitung 15: Berechnen Sie den Plattenabstand fiir den Fall Az = 0.

Vorbereitung 16: Berechnen sie einen geeigneten Plattenabstand fir das FPI, sodass die
Aufspaltung der D;- bzw. Dg- Linien beobachtet werden kann (vgl. Vorbereitungsfrage 8).

3.2.1 Scanning-FPI

Neben dem Auslesen der Wellenldngendifferenz iiber die Vermessung der Ringe ist es auch
moglich die Frequenzdifferenz zu messen. Dazu wird der Plattenabstand des FPI mit Hilfe
von Piezo-Kristallen um bis zu 2 um verfahren. Zur Ansteuerung der Piezo-Kristalle steht ein
Mikrocontroller mit entsprechender Verstérkerschaltung zur Verfiigung. Dieser nimmt Befeh-
le zum Setzen einer entsprechenden Spannung iiber eine serielle Schnittstelle entgegen. Die
Spannungsauflosung betragt 16 Bit. Die entsprechende Kalibrierkurve zum Umrechnen einen
Integerwerts in eine Spannung ist in Abb. 5 dargestellt.

Eine Bemerkung hierzu: Trotz der Tatsache, dass der FSR vom Abstand der beiden Spiegel
abhingt, wird der FSR nur wenig von den Anderungen wihrend eines Scans beeinflusst.

Vorbereitung 17: Berechnen sie die relative Anderung des FSR beim Verfahren des Spiegels
um 2 pm.

Zur spateren Auswertung und Vermessung der Landé-Faktoren wird zu jedem Plattenab-
stand bzw. jeder Piezospannung ein Bild mit der Kamera aufgenommen. Aus dem Bild wird
nun ein kleiner kreisrunder Bereich im Zentrum der Ringe ausgeschnitten und es wird iiber
diesen summiert. Durch Auftragung dieser Intensitéit gegen die Piezospannung erhélt man die
Frequenzabhéngigkeit des eingestrahlten Lichts.



Aufgabenstellung

» Aufgabe 1 — Eichung des Elektromagneten mit Hilfe eines Hall-Sensors

a) Uberpriifen Sie bei konstanter Stromstéiirke I die Homogenitiit des Elektromagneten.

b) Bestimmen Sie die magnetische Induktion B in Abhéngigkeit von I.
(Messwiderstand: 50,58(4) m€2)

» Aufgabe 2 — Justage der Optik

Stellen Sie den berechneten Plattenabstand des FPI ein und justieren sie dieses zunéchst grob
mit dem Auge. Bauen Sie die restliche Optik auf und justieren Sie das FPI und die Abbildung
auf die Kamera. (Pixelgrofie: 4,65 um x 4,65 um)

Wéhlen sie einen Plattenabstand, bei dem die beiden Linien voneinander getrennt sind.
Identifizieren sie anschlieflend die Dj- und Ds- Linie (Filtereinstellung notieren.).

» Aufgabe 3 — Kalibrierung des FPI

a) Entfernen sie den Lyot-Filter und gehen zum néchsten Plattenabstand, bei dem die bei-
den Linien tiberlappen. Lesen sie den Plattenabstand Anhand der Mikrometerschraube
ab. (Bei der Nullstellung der Mikrometerschraube betrégt der Plattenabstand 3, 5(1) mm.)
Bestimmen Sie anschlieBend mit Hilfe von Gl. (24) den genauen Plattenabstand.

b) Die Ausdehnung des Piezos als Funktion der Spannung weicht leicht von einem linearen
Zusammenhang ab. Daher muss eine entsprechende Korrekturfunktion bestimmt werden.
Nehmen sie dazu jeweils einen Scan der Dq- bzw. Ds-Linie ohne angelegtes Magnetfeld
auf. Ermitteln sie aus der Bedingung, dass alle Peaks den gleichen Abstand besitzen
sollen, eine geeignete Korrekturfunktion.

» Aufgabe 4 — Beobachtung der Zeeman-Aufspaltung

Bestimmen Sie die Energieaufspaltung der m- und o-Komponenten der D;- und Ds-Linie fiir
jeweils vier geeignete Magnetfeldstarken. Bestimmen Sie daraus zunéchst die Verhéltnisse der
Landé-Faktoren der beteiligten Energieniveaus. Bestimmen sie anschlieffend die Absolutwerte
der Landé-Faktoren.

» Aufgabe 5 — Bestimmung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Bestimmen Sie bei einem geeigneten Magnetfeld das Verhéltnis der Amplituden der jeweiligen
Ubergiinge der Dy-Linie. Nehmen dazu mehrere Scans der 7- sowie der o-Komponente fiir eine
Lampenspannungen im Bereich 50V — 55V auf. Berechnen Sie daraus die Verhéltnisse der
Clebsch-Gordan-Koeflizienten des P3/5-5; /Q—Ubergangs.
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