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Ubungsblatt 1

Die wohl bekanntesten orthogonale Basissysteme krummliniger Koordinaten bilden Zylinder- und
Kugelkoordinaten. Sie haben diese bereits in der Vorlesung klassische Mechanik (Experimental-
physik 1) kennengelernt. Mit Hilfe dieses Ubungsblattes sollen Sie sich nochmals diese Basissysteme
verstdndlich machen, da auch in der Quantenmechanik Gebrauch von ihnen gemacht wird.

Das Ubungsblatt stellt eine Zusammenfassung des Kapitels 8 ,Basissysteme krummliniger Koor-
dinaten“aus dem Lehrbuch , Mathematische Methoden in der Physik*von C.B. Lang und N. Pu-
cker dar. Uber einen VPN-Zugang in das universitire Netzwerk und den Opac-Katalog der SULB
http://swb2.bsz-bw.de/DB=2.340/ haben Sie Zugriff auf die digitale Version dieses Buches. Fiir ein
tieferes Verstdndnis kénnen Sie dort Details nachlesen.

Im Allgemeinen schreiben wir die kartesischen Koordinaten (z,y, z) mit ihren Basisvektoren

als Funktionen anderer Koordinaten u; und erhalten folgendes Gleichungssystem:

T = .’L’(Ul,UQ,U:&), y= y('Uq,UQ,Ug), z = z(u1>u27u3)' (2)
Dieses Gleichungssystem ist nach den w; auflésbar, wenn die Jacobi-Determinante ungleich null ist:
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Die neuen Basisvektoren sind gegeben durch die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien:
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Fiir orthogonale Koordinaten mit auf Lange 1 normierten Basisvektoren gilt:

e;'i . e{jj == 52] (5)

Das heifit, die Einheitsvektoren e;;, bilden eine orthonormale Basis im R3. Fiir eine rechtshindige
Basis gilt auerdem:

€y X Cuy = Cugy Cuy X Cuy = Cuyy Cug X €y = €y (6)
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Man nennt diese drei Basisvektoren auch lokales Dreibein, da es an unterschiedlichen Punkten einer
Kurve unterschiedliche Orientierungen besitzen kann. Die kartesischen Koordinaten sind ein Sonder-
fall, in dem das lokale Dreibein in jedem Raumpunkt die gleiche Orientierung hat.

Auf diesem Ubungsblatt méchten wir uns auf die beiden bekanntesten Beispiele orthogonaler Koordi-
naten beschranken:

a) Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2):

x = pcos(p), y=psin(p), 2=z (7)

p=/2% + 2, gpzarctan(%), 2=z (8)
cos(yp) — sin(yp) 0

€, = |sin(¢) |, €= cos(p) [, e=1{0 9)
0 0 1

b) Kugelkoordinaten (p, ¢, ):

Az
1

x = psin(V) cos(p), y = psin(d)sin(yp), z = pcos(d), (10)

p= \/m, tan(p) =

, U= arccos(i) (11)
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Aufgabe 1:
Konstruieren Sie das lokale Dreibein e, der Kugelkoordinaten und zeigen Sie explizit, dass Gleichung

(5) und (6) erfiillt sind.

Nach der Definition eines neuen Basissystems, konnen wir Vektoren darin darstellen. Dazu wird der
Vektor V' als Summe von den neuen Basisvektoren mit Komponenten V,,,dargestellt:

3
V=3V, éu. (12)
i=1
Die Komponenten V,,; sind die Projektionen des Vektors auf die jeweilige Richtung €,,:
Vi, =V - @y, (13)
Damit gilt:
V= (V'gu1)5u1+(V'€u2)gu2+(v'€u3)€u3' (14)

Wie bereits erwahnt, besitzt das lokale Dreibein im allgemeinen Fall eine ortsabhingige Richtung,
da die Koordinatenlinien keine festen Geraden sind. Das bedeutet, beim Differenzieren von Vektoren
miissen die Basisvektoren ebenfalls differenziert werden.

Beispiel: Wir wollen nun aus dem Ortsvektor 7(¢) in Zylinderkoordinaten den Geschwindigkeitsvektor
¥(t) bestimmen. Dabei gibt es zwei mogliche Vorgehensweisen:



a) Als Erstes driickt man 7(¢) im kartesischen System durch Zylinderkoordinaten aus:

pcos(ip)
7(t) = | psin(y) | - (15)

Als Zweites berechnet man die zeitliche Ableitung:

 (heos(e) — psin(p)
3(t) = () = | psin(p) + peos() | (16)

Im letzten Schritt projiziert man den Vektor (t) geméf Gleichung (14) in das Basissystem der
Zylinderkoordinaten:

U(t) = (0(t) - €,)e, + (U(t) - ep)eq, + (U(t) - €2)ex (17)
U(t) =pe, +ppey+ e (18)

b) Als Erstes wird 7(t) in das Basissystem der Zylinderkoordinaten projiziert:

7(t) = (7(t) - €p)ep, + (7(t) - €)e, + (7(t) - €2)ex (19)
T(t) = pe, + z €. (20)

Anschlieflend wird die zeitliche Ableitung berechnet
T(t)=7(t) = pé,+pe,+ 26+ zes, (21)
wobei die Einheitsvektoren ebenfalls differenziert werden miissen. Die Ableitungen ergeben sich
Zu:
o [—esin(p) '
e, = | ¢cos(e) | =¢e,und e; =0. (22)
0

Einsetzen in Gleichung (21) ergibt das selbe Ergebnis wie bei der ersten Variante.

Aufgabe 2:

Zeigen Sie, dass in Kugelkoordinaten der Geschwindigkeitsvektor v = Z—’; , die kinetische Energie T' =

$mv? und der Drehimpulsvektor L = m(F x ) wie folgt lauten:
a) U = pe; + pdey + rosin(9)e)
b) T = ym(p? + pi? + p@? sin(v))
L=

c) mp(dey, — psin(v)ép)

Nun méchten wir den Gradienten ﬁqb(a:l, x9,x3) eines skalaren Feldes ¢ in einem allgemeinen ortho-
gonalen Basissystem krummliniger Koordinaten (u1, u2, u3) bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst
eine Komponente von V¢ in ey, -Richtung (s. Gl (13)):

(Vo)u, = Vo(a(u1,ua, us), w2(u1, ug, uz), x3(u1, ua, uz)) - €, (23)



Unter Verwendung von Gleichung (4) ergibt sich die Komponente zu:

- - 1 oFr 1< :
(VO)u, = Vo(x1(ur, uz, uz), v2(ur, uz, uz), v3(u1, uz, us)) - hny 88; = ijzl g;i gzz (24)
Mit Hilfe der Kettenregel
d¢ 0
8ui¢($1(u1,u2,u3),$2(U1,U27u3)7$3(ul,u2»u3 Z 8:2 83 (25)
kann Gleichung (24) zu
1 0¢
26
(P = 1w (26)
umgeformt werden, womit der Nabla-Operator in jedem Basissystem folgende Form annimmt:
3
€ui T 2
z:: ‘ hul aul (27)
Aufgabe 3:
Bestimmen Sie mit Hilfe der Gleichung (27) den Gradienten V¢ in
a) Zylinderkoordinaten
b) Kugelkoordinaten.
Als Néchstes bestimmen wir die allgemeine Formel fiir die Divergenz:
V- A(ug,ug,u3) =V - (Ay e, + Ayl + Aus€as) (28)
=V - Ayeim +V - Apem +V - Ayyems (29)

Zur Vereinfachung betrachten wir nur den ersten zur Divergenz beitragenden Term V- Ay, €q,. Die
beiden anderen Terme konnen analog dazu bestimmt werden.
Unter Vewendung eines Rechtssystem folgt:

V- Ay en =V (A, (eq, X €,)). (30)

Insbesondere gilt mit (27) Vu, = 335, ern. — gﬁ’“ = ;L e,,. Daraus folgt:
'IL 1 1Lk

V- (A, (emy X €25)) = V - (Auy huyhus (Vg X Vug)). (31)

Im néichsten Schritt verwenden wir die Produktregel V - (¢F) = V¢ - F + ¢V - F:

—

6 . (Aul hth% (61@ X 6’11,3)) = 6(14”1 huQ u3) . (ﬁ’l@ X VU3) + Aul hth%ﬁ . (61@ X ﬁu:;) (32)

>

—

Mit Hilfe einer weiteren Formel V- (F x G) = G- (V x F) — F- (V x G) verschwindet der zweite Term,
da VxVu; = 0 ist.

Jetzt setzen wir wieder (Vug x Vug) = he h €u1 gleich und erhalten schliefllich

1 O(huyhus Auy)

ﬁ(]”““]”““‘3‘4“1):h B Oy
w1 Nug Nug

V - (eq, Ay, (U1, ug, uz)) = (33)

—— eul .
Py Pus



wobei wir beim Herausprojizieren der e, -Komponente Gleichung (26) verwendet haben. Die beiden
anderen Terme kénnen analog bestimmt werden. Damit erhalten wir als Endergebnis fiir die Divergenz:

o o 1 0 0 0
A — | ——(hyy hu. Ay —— Py hys Au = (hyy huy Ay, 34
\Y (ul,UQ,U3) T, Py g aul( 2 lug 1) + 8u2( 1lug 2) + aus( 1 g 3) ( )

Aufgabe 4:
Bestimmen Sie nun mit Hilfe der Gleichung (34) die Divergenz V - A in

a) Zylinderkoordinaten

b) Kugelkoordinaten.

Aufgabe 5:
Vergleichen Sie nun Ihre Rechnungen mit den Ergebnissen, die sie in Kapitel 8 des Buches ,, Mathe-
matische Methoden in der Physik® finden.




