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1 Mengen und Abbildungen

Definition 1.1. Eine Menge M ist eine Ansammlung wohlbestimmter Ob-
jekte.

Beispiel 1.2.
(1) Die Menge aller Buchstaben im englischen Alphabet:
A:={A,a,B,b,...,Z z}.
(Hier sprechen wir ,;=" aus als ,jist definiert durch®.)
(2) Die Menge aller Horer dieser Vorlesung:

B := {alle Horer dieser Vorlesung}.

(3) Alle Primzahlen, die kleiner als zehn sind:

C = {2,3,5,7}.
Bemerkung 1.3.
(1) Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle:

C ={3,2,7,5} = {2,7,5,3}.

(2) Die Objekte einer Menge M nennt man Elemente von M.
Beispiel 1.4. Wir haben die folgenden speziellen Mengen:
(1) Die leere Menge {} = 0.

(2) Die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...}.

(3) Die ganzen Zahlen Z = {0,£1,4+2,£3,...}.

(4) Die reellen Zahlen R = {unendliche Dezimalzahlen}.

(5) Die komplexen Zahlen C = {a + bi | a,b € R}.
Bemerkung 1.5.

(1) Wenn ein Element a zu einer Menge A gehort, dann schreiben wir

a€A oder A>a.



(2) Wenn a nicht zu einer Menge A gehort, dann schreiben wir

a¢ A oder AZFa.

(3) Seien M und N zwei Mengen. Wenn jedes Element von N auch ein Ele-
ment von M ist, dann sagen wir, dass N eine Untermenge oder Teilmenge
von M ist und schreiben

NCM oder N CM.

(4) Eine Teilmenge N C M heifst echte Teilmenge, wenn N # () und N # M.
Dann schreiben wir auch
N C M.

(5) Wenn N keine Teilmenge von M ist, so schreiben wir

N ¢ M.

Definition 1.6. Sei M eine Menge. Die Anzahl von Elementen von M be-
zeichnen wir mit

|M| oder #M.
Diese Zahl heift Kardinalitdt oder Mdchtigkeit von M.
Beispiel 1.7.
(1) 10] =
(2) |{Buchstaben des englischen Alphabets}| = 26
(3) {0}/ =1
(4) Hat M unendlich viele Elemente, so schreiben wir |M| =

Definition 1.8. Seien A und B Mengen. Dann ist die Vereinigung von A
und B die Menge
AUB :={z € A oder x € B}.

Fiir Mathematiker bedeutet ,oder* nicht ,exklusiv oder”, d.h. es gilt:

AU B = {z gehort zu A, zu B oder zu den beiden Mengen}.



Der Durchschnitt von A und B ist die Menge

ANB:={x € Aund z € B}.

Gilt AN B = (), dann sind A und B disjunkt. Dann schreiben wir fiir AU B
auch
AU B,

und nennen diese Vereinigung disjunkt. Fiir eine disjunkte Vereinigung gilt

|AUB| = |A| + |B].

Die Differenz von A und B ist die Menge
A\B:={z |z € Aund z ¢ B}.

Wir sprechen dies aus als ,,A minus B* und schreiben manchmal auch A— B.




Damit lasst sich die Vereinigung ausdriicken als

AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).

Beispiel 1.9. Betrachte die folgenden Mengen:
(1) o ={(z,y) eR?*|a? +y> < 1},

(2) 02 ={(z,y) €R?*|2? + 9> =1},

(3) 05 ={(z,y) eR? [ 2? +¢° <1} .

Dann gilt §; = d5 U J3.

Lemma 1.10. Seien A, B und C Mengen. Dann gelten die Distributivge-
setze:

(1) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC),
(2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Definition 1.11. Betrachte eine Menge A, die Teilmenge einer bestimmten
Menge M ist. Dann schreiben wir

A

fiir die Menge M \ A. Dies sprechen wir aus als ,, A Komplement* und schrei-
ben auch A€.



Lemma 1.12. Seien A und B Teilmengen einer Menge M. Dann gelten die
Gesetze von De Morgan:

AUB=ANB, ANB=AUB, A=A.
Definition 1.13. Seien A und B Mengen. Dann bezeichnet

AxB:={(a,b)|ac A be B}
= {alle geordneten Paare (a,b) mit a € A, b € B}

das (kartesische) Produkt von A und B.

Bemerkung 1.14. Wenn A = B in der obigen Definition, dann schreiben
wir auch

A2 .= Ax A,

und in dhnlicher Weise:

A" = AXxAXx - - xA.

n mal
Beispiel 1.15. R? =R x R = {(a,b) | a,b € R}.
Bemerkung 1.16. Probleme mit der Definition einer Menge:

(1) Sei L die Liste aller Sachen, die ich in meiner Tasche habe, zum Beispiel
L = {Kulis, Papier, Taschentiicher}.

Wenn ich nun L in meine Tasche stecke, dann enthélt die Tasche die
Liste L, das heifst

L = {Kulis, Papier, Taschentiicher, L}.

Das heifit, nach unserer Definition kénnen Mengen sich selbst enthalten.



(2) Russelsche Antimonie
Sei M die Menge aller Mengen, die sich selbst nicht enthalten. Frage: Ist
M e M?
Wenn M € M, dann gilt M ¢ M nach Definition von M. Wenn M ¢ M,
dann gilt M € M nach Definition von M. Fazit: M ist keine Menge.
In der Mengenlehre 16st man dieses Problem, indem man den Begriff
Familie einfiihrt.

Definition 1.17. Die Menge aller Teilmengen einer Menge M nennt man
die Potenzmenge von M, und schreibt

P(M).
Satz 1.18. Sei M eine endliche Menge. Dann gilt
[P(M)| = 2.

Beweis. Ubung! O

Funktionen

Definition 1.19. Seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder eine
Funktion zwischen M und N ordnet jedem Element in M genau ein Element
aus N zu. Wenn wir eine Zuordnung durch f bezeichnen, dann schreiben wir

f:M— N, x— f(x).

Hier heifst M die Urmenge und N die Zielmenge von f. Die Menge aller
Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit Abb(M, N).

Beispiel 1.20. Seien M = {a,b,c,d} und N = {1,3}. Eine Funktion von
M nach N konnen wir beispielsweise durch Zuordnung von Elementen defi-
nieren:

(a—3,b—3, c— 1, d—3).

Eine Funktion kann auch durch eine Formel gegeben werden:
fiR-R, zw22+1.
Notation 1.21. Sei M eine Menge. Die Abbildung
idy: M — M, m-—m

heifst die Identitdt auf M.



Bemerkung 1.22. Eine Funktion f: M — N heifst wohldefiniert, falls fiir
jedes m € M gilt f(m) € N und fiir jedes M € M genau ein n € N existiert,
sodass n = f(m).

Beispiel 1.23. Es gibt keine Funktion f: R — N mit f(z) = 22 + 1, da
f(3) ¢N.

Definition 1.24. Sei f: M — N eine Funktion und A C M eine Teilmenge
von M. Dann heifst die Menge

f(A)={zeN|IyecAmitz=f(y)} ={f(z) |z € A}
das Bild von A.! Fiir eine Teilmenge B C N heifit die Menge
fH(B):={z e M| f(z) € B}

das Urbild von B. Fir eine einelementige Teilmenge {y} C N schreiben wir
auch f~1(y) statt f~'({y}), und nennen wir die Menge f~!(y) die Faser von
f dber y.

Beispiel 1.25. Im Beispiel 1.20 gilt:
F={13}, ) =A{c, 3 ={abd}.

Definition 1.26. Sei f: M — N eine Abbildung und sei A C M eine
Teilmenge von M. Wir bezeichnen mit

flatA—= N
(und lesen ,,f eingeschréankt auf A“) die Abbildung
A>zw— f(x) € N.
Definition 1.27. Sei f: M — N eine Abbildung. Die Menge
'yCMxN
gegeben durch
D= {(z,y) € Mx N |y = f(2)} = {(z, f(z)) | = € M}

ist der Graph von f.

"'Wir benutzen zwei Quantoren: ¥ = fiir alle* und 3 = ,es existiert”.



Beispiel 1.28. Der Graph von f: R = R, x> 22 4 1 ist

)

Definition 1.29. Sei f: M — N eine Abbildung. Dann heifst f:

(1) injektiv, falls fir alle z,y € M mit x # y gilt f(x) # f(y);

(2) surjektiv, falls fiir jedes n € N ein m € M existiert, sodass f(m) = n;
(3) bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Eine unendliche Menge M heiftt abzdhlbar, falls es eine bijektive Abbildung
f: N — M gibt; ansonsten heifst M dberabzdhlbar.

Beispiel 1.30. Im Beispiel 1.20 ist die Abbildung f weder injektiv noch
surjektiv, da f~1(3) = {a,b,d} und f(M) = {1,3}.

Lemma 1.31. Die Menge R ist uberabzdahlbar.

Beweis. Angenommen, es existiert eine bijektive Abbildung f: N — R. Wir
werden einen Widerspruch herleiten. Die Abbildung f lédsst sich darstellen
als

f(0) =no,do,1do2do3 - ..
f(1) =n1,diidiadiz. ..
f(2) =na,dodoodas . ..
f(3) =n3,ds1d32d3 3. ..

wobei fiir alle ¢, 7 € N wir haben n; € Z und d;; € {0,1,2,...,9}. Fiir jedes
i € N setze
r; = 5, falls dm‘ = 4,
T =
4, sonst,



und definiere
r:=0,r17273 . ..

Dann ist r eine reelle Zahl, die nicht in der obigen Liste steht, denn r unter-
scheidet sich von f(i) an der i-ten Stelle nach dem Komma, fiir jedes i € N.
Das ist ein Widerspruch. ]

Bemerkung 1.32. Ein mogliches Problem im obigen Beweis: Eine reelle
Zahl kann zwei unterschiedliche Darstellungen haben, zum Beispiel 0, 9459 =
0,946. Aber dies ist auch die einzige Moglichkeit, also wenn fast alle Ziffern
gleich 9 sind. Im obigen Beweis tritt dieses Problem nicht auf, da r per
Konstruktion nur aus 4 und 5 besteht.

Notation 1.33. Sei I eine Indexmenge, und fiir jedes i € I sei A; eine
Menge. Setze:

UAi ={x|JielmitzecA}

el

(A= {z | Vielgiltxe A}

el
Satz 1.34. Sei f: M — N eine Abbildung zwischen endlichen Mengen M
und N mit |M| = |N|. Dann sind dquivalent:

(a) f ist injektiv,
(b) f ist surjektiv,
(c) f ist bijektiv.

Beweis. Die Implikationen (¢) = (a) und (¢) = (b) folgen aus der Definition.
(a) = (b): Sei f injektiv. Fiir alle n1,ne € N mit n; # ng, die Mengen

f~Y(n1) und f~1(no) sind disjunkte Teilmengen von M (per Definition einer

Funktion); und in &hnlicher Weise gilt |,y /™" (n) = M. Daraus folgt:

M=|]f'mn.
neN
Damit gilt
(M= 1 (),
neN
und deswegen:
f inj.
M| = )| < 1=|N|.
(M= 1) < Y 1=|N]|

neN <1 neN



Aber wir wissen, dass |M| = |N|, und damit Z If )| = Z 1. Die
neN neN
impliziert |f~!(n)| = 1 fiir alle n € N, und damit ist f surjektiv.
(a) <= (b): Sei f surjektiv. Ahnlich wie oben haben wir:

M =S ) 2 S = Ny

neN >0 neN

Aber wir wissen, dass |M| = |N|, und damit Z If~t(n)| = Z 1. Dies
nenN nenN
impliziert |f~!(n)| = 1 fiir alle n € N, und damit ist f injektiv.
Dies zeigt (a) < (b), und somit sind die fehlenden Implikationen bewie-
sen. O

Korollar 1.35. Seien M und N endliche Mengen. Ist f: M — N eine
injektive Abbildung, so gilt
M| < |NJ.

Ist f eine surjektive Abbildung, so gilt
M| > |N].
Ist f eine bijektive Abbildung, so gilt
[M| = |NJ.
Beweis. Folgt aus dem Beweis von Satz 1.34. O

Korollar 1.36 (Schubfachprinzip). Eine Abbildung f: M — N mit |M| >
|N| ist nicht injektiv.

Beweis. Das ist die Kontraposition zum obigen Korollar. O
Beispiel 1.37. Gegeben seien n? + 1 Punkte im folgenden n x n Quadrat:
Q= {(z,y) eR*[0 < z,y <n}.

Dann existieren zwei Punkte a,b € @, sodass der Abstand zwischen a und b
kleiner oder gleich V2 ist.

Beweis. Wir unterteilen Q in n? Einheitsquadrate. Diese bezeichnen wir mit
Q;,j, wobei 1 < 4,5 < n. Die n? + 1 Punkte bezeichnen wir mit P;, wobei
1 < i < n?+ 1. Wir definieren eine Abbildung

f: {1,2,,712—1—1}—){@1’] ‘ 1§Z,]§7’L}
wie folgt: Sei k € {1,2,...,n? + 1}. Dann:

10



(a) falls es nur ein Quadrat @; ; gibt, zu welchem der Punkt Py, gehort, dann
setzen wir f(k) := Q;j,

(b) falls es mehrere Quadrate gibt, zu welchem der Punkt Pj gehort, dann
wihlen wir das Quadrat f(k) so, dass es am linkesten und am untersten
liegt.

Da
{12, + 1} =n*+1 und [{Qi;[1<i,j <n}|=n’

so gibt es nach dem Schubfachprinzip zwei Werte p,q € {1,2,...,n% + 1},
sodass f(p) = f(¢). In anderen Worten, die Punkte P, und P, liegen im
selben Einheitsquadrat. Das impliziert, dass der Abstand zwischen P, und F,
kleiner oder gleich der Lénge der Diagonalen des Quadrats ist, also < v/2. [

Definition 1.38. Sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Die Funktion
fFY"N—>M, ne—m,

wobei m das eindeutige Element in M ist, fir welches f(m) = n gilt, heifst
die Umkehrfunktion zu der Funktion f.

Definition 1.39. Seien f: A — B und ¢g: B — C zwei Abbildungen. Die
Funktion

gof:A—C,a— g(f(a))

(ausgesprochen ,,g nach f“) heift die Komposition oder die Verkniipfung von
fund g.

Proposition 1.40. Seien f: A — B und g: B — C zwei Abbildungen.
Dann gilt:

(1) go f injektiv = f injektiv,
(2) go f surjektiv = g surjektiv.

Beweis.
(1) Seien aj,as € A mit f(a1) = f(a2). Dann gilt

(90 f)a1) = g(f(a1)) = g(f(az)) = (g f)(az).
Da g o f injektiv ist, so folgt a1 = ao, und daher ist f injektiv.

(2) Sei ¢ € C. Da go f surjektiv ist, so existiert ein @ € A mit (go f)(a) = ¢,
und damit g(f(a)) = c. Definiere b := f(a). Dann gilt g(b) = ¢, und deswegen
ist g surjektiv. O

11



Relationen

Definition 1.41. Seien A und B Mengen. Eine Relation R zwischen A und
B ist eine Teilmenge von A x B. Wenn (a,b) € R, dann schreiben wir

aRb

(ausgesprochen: ,,a ist in der Relation R zu b“). Die Menge A ist die Quell-
menge oder der Vorbereich von R. Die Menge B ist die Zielmenge oder der
Nachbereich von R.

Beispiel 1.42. Sei A = {Barack, Michelle} = B. Betrachten wir die folgende
Relation R in A X B:

V(a,b) € Ax B: aRb<= a und b sind verheiratet.

Dann gilt: Barack R Michelle, aber Barack & Barack.

Definition 1.43. Wenn in der obigen Definition A = B (also die Ziel-
und die Quellmenge sind gleich), dann heifst die Relation R homogen, und
wir sprechen iiber eine Relation auf der Menge A. Homogene Relationen
bezeichnen wir normalerweise mit ~.

Eine homogene Relation ~ ist:

(1) reflexiv, wenn a ~ a fiir alle a € A,

(2) symmetrisch, wenn aus a ~ b folgt b ~ a fiir alle a,b € A,

(3) transitiv, wenn aus a ~ b und b ~ ¢ folgt, dass a ~ ¢ fur alle a,b,c € A,
(4)

antisymmetrisch, wenn aus a ~ b und b ~ a folgt, dass a = b fiir alle
a,be A,

(5) eine Aquivalenzrelation, wenn ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1.44. Betrachte die folgenden Relationen ~ auf N:

T~y reflexiv | symmetrisch | antisymmetrisch | transitiv
<y ja nein ja ja

x teilt y ja nein ja ja
r4+y=7]| nein ja nein nein

Definition 1.45.

12



(1) Seien a,b € Z. Wir sagen, dass die Zahl a die Zahl b teilt und schreiben
alb,
falls es ein k € Z gibt, sodass a = nk.

(2) Sei n € N. Zwei Zahlen a,b € Z heifen kongruent modulo n, und wir
schreiben
a=b (mod n),

falls n | a — b.

Proposition 1.46. Sein € N. Dann definiert
a~b <= a=b (modn)
eine Aquivalenzrelation ~ auf 7.

Beweis.
Reflexivitit: Es gilt a ~ a fiir alle a € Z, weil n | a — a.

=
Symmetrie: Sei a ~ b fiir a,b € Z. Dann gilt n | a — b, und damit n | b — a,
also b ~ a.
Transitivitdt: Seien a ~ b und b ~ ¢ fiir a, b, ¢ € Z. Dann existieren k,/ € 7Z,
sodass a — b =nk und b — ¢ = nf, und damit:

a—c=(a—b)+(b—c)=nk+nl=n(k+1).
Es gilt also n | a — ¢, und damit a ~ c. O

Definition 1.47. Sei M eine Menge, sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M
und sei m € M. Die Teilmenge

m)={xeM|z~m} M

heikt die Aquivalenzklasse von m unter der Relation ~ auf M. Manchmal
bezeichnen wir diese Aquivalenzklasse auch mit 7. Wir bezeichnen mit

M/ ~

die Menge aller Aquivalenzklassen von ~ auf M (ausgesprochen: ,, M modulo
N“).

Satz 1.48. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann bilden
die Aquivalenzklassen eine Partition von M, das heifit

13



(1) fiir alle x,y € M gilt entweder [x] = [y] oder [x] N [y] =0, und

2 |l =M.

zeM

Beweis.

(1) Angenommen, [z] N [y] # 0. Dann missen wir zeigen, dass [z] = [y].
Fixiere ein z aus [z] N [y]. Sei a € [z] ein beliebiges Element. Dann gilt

a~ x und x ~ z, und damit folgt aus der Transitivitit, dass

a~ z.

Aufserdem folgt aus z € [y], dass z ~ y. Damit folgt wieder aus der Transi-
tivitéat, dass a ~ y; also a € [y]. Dies zeigt, dass

[z] C [y].

In dhnlicher Weise zeigen wir, dass [y] C [z], und damit [x] = [y].

(2) Fiir alle x € M gilt = € [z] (Reflexivitét), und somit

M2 |Jll2 [ {z} =M.

zeM xeM
Dies zeigt die gewiinschte Gleichheit. O
Beispiel 1.49.

(1) Eine Uhr ist ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf Z, und zwar,
die Relation ist = (mod 12).

(2) Sei n € N. Die Aquivalenzklassen der Relation = (mod n) auf Z sind
[0],[1],[2],...,[n—1].

Und zwar, die Division mit Rest besagt, dass fiir jedes a € Z eindeutige
Zahlen ¢ € Z und 0 < r < n < n — 1 existieren, sodass a = nqg + r.
Damit ist [a] = [r], also

n—1
Z=JIrl.
r=0
In dhnlicher Weise zeigt man, dass fiir alle 0 < 71,79 < n—1 mit ry # ry

gilt [r1] # [r2] (Ubung!). Damit bilden die Klassen [0], [1],[2], ..., [n —1]
eine Partition von Z beziiglich der Relation = (mod n).

14



2 Gruppen und Symmetrie

Definition 2.1. Ein Paar (G, -), bestehend aus einer Menge G zusammen
mit einer Verkniipfung

2 GExG—=G, (a,b)—a-b,

heifst eine Gruppe mit der Gruppenoperation -, wenn die folgenden Axiome
erfiillt sind:

(G1) (Assoziativgesetz) Fiir alle a,b,c € G gilt:

(a-b)-c=a-(b-c).

(G2) (Existenz eines neutralen Elements) Es existiert ein e € GG, sodass fiir
alle a € G gilt:
a-e=a.

Das Element e heifit ein neutrales Element oder ein Neutral.

(G3) (Existenz von Inversen) Fiir jedes a € G gibt es ein a’ € G, sodass:

a-a —e.

Angenommen, es gilt dariiber hinaus noch:

(G4) (Kommutativgesetz) Fir alle a,b € G gilt:

a-b=>b-a.

Dann ist G eine kommutative Gruppe oder eine abelsche Gruppe.
Beispiel 2.2.

(1) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe, mit dem Neutral 0, und die Inverse von
m ist —m fiir jedes m € Z.

(2) (Q\ {0}, ") ist eine abelsche Gruppe, mit dem Neutral 1, und die Inverse
von m ist L fiir jedes m € Q \ {0}.

(3) (N, +) ist keine Gruppe, da es keine Inversen gibt.

(4) (Z\{0},") ist keine Gruppe, da es keine Inversen gibt.
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Definition 2.3. Sein € Nyg und M = {1,2,...,n}. Betrachte die Menge
Sp ={0: M — M | o ist eine Bijektion}

mit der Operation o (also die Verkniipfung von Abbildungen). Dann ist
(Sp,©) eine Gruppe: und zwar, es gilt:

(G1) o ist assoziativ;
(G2) die Abbildung idys: M — M, m +— m ist das Neutral,
(G3) Fiir jedes o € S, ist die Abbildung o' die Inverse von o.

Die Elemente von S,, heilen Permutationen von M, und S, heiflt die Per-
mutationsgruppe auf einer Menge von n Elementen. Die Elemente o € S,
konnen wir auch durch Wertetabellen schreiben:

7 (o) o) - o)

Notation 2.4. Das Neutral idy; wie in der Definition wird oft einfach mit
id bezeichnet und heifst die Identitdt in .S,,.

Beispiel 2.5. Betrachte die folgenden Elemente in Sy:
(1 2 3 4 (1 2 3 4
7" \2 31 4) T \2 14 3)
4 [1 3 4 (12 3 4
7 \3 2 4)> 7T “\2 14 3)
(1234 (1234
79°7:\3 2 4 1) 7°9°\1 4 2 3)°

und insbesondere o o 7 # 7 0 ¢. Damit ist Sy nicht kommutativ. Im Allge-
meinen ist S, fir jedes n > 3 keine abelsche Gruppe.

Dann gilt:

N

Ferner gilt:

Satz 2.6. Fir jedes n € N gilt |S,,| = n!.

Beweis. Man kann dies mithilfe von Induktion beweisen; ein anderer Beweis
lautet:

Fiir 0(1) haben wir n Moglichkeiten. Nachdem wir (1) ausgewéhlt ha-
ben, haben wir fiir 0(2) noch n—1 Moglichkeiten. Im Allgemeinen: Nachdem
wir die ersten k—1 Werte ausgewéhlt haben, haben wir fiir (k) noch n—k+1
Moglichkeiten. Damit ist |S,| =n-(n—1)-...-1=nl O
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Bemerkung 2.7. Sei M eine Menge. Die Menge Abb(M, M) aller Abbil-
dungen zwischen M und M hat die Méchtigkeit |M|/MI.

Satz 2.8. Sei (G,-) eine Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) FEin neutrales Element e erfillt auch e -a = a.

(b) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt.

(¢) Ein inverses Element o' € G von a € G erfillt auch o’ - a = e.

(d) Das inverse Element eines Elements a € G ist eindeutig bestimmt. Wir
schreiben a™' statt o’ .

(e) Fiir Elemente aq,...,a, € G ist das Element a1-as-...-a, € G eindeutig
bestimmt, egal wie man die Klammern in diesem Produkt setzt.

Beweis.
(c) Da a’ ein inverses Element zu a ist, so gilt a - ' = e. Ferner, nach (G3)
gibt es ein a” € G, sodass

d-d = e. (1)
Es folgt:
a-a (GZQ)(CL' -a)-e g (a'-a)-(a"a")
Ea o @) D (@) a) Dl (e
(Gzl)(a’ -e)-a” (@ o Yo,

(a) Sei @’ ein inverses Element zu a. Dann:

(b) Sei € ein weiteres neutrales Element. Dann gilt:

(G2) fire  (a) ~
= e-e = e.

e
(d) Sei @’ ein inverses Element zu a, und sei @ ein weiteres inverses Element
zu a. Nach (c) gilt

a- a=e. (2)

2Wenn die Operation auf G mit + bezeichnet wird, dann schreiben wir —a fiir die
Inverse von a.
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Dann folgt:

6(2)6.6@)’)6-@&') =@ a)yadZedCa

(e) Ubung!

Beispiel 2.9. Mit D4 bezeichnen wir die folgende Symmetriegruppe des

Quadrats:

Die Menge Dy enthélt vier Spiegelungen und vier Drehungen (0°, 90°, 180°,

270°). Das neutrale Element ist die Drehung um 0°.
Sei o die Drehung um 90°:

(12 3 4
72 \2 34 1)

und sei 7 die Spiegelung an der y-Achse:

(12 3 4
T \2 1 4 3/

Too: <1 i g 3) = Spiegelung an der Diagonale (1, 3)

Dann gilt

und

ocoT: (; g i’ i) = Spiegelung an der Diagonale (2,4).

Insbesondere ist D4 nicht abelsch. Die Gruppe Dy ist eine Untergruppe von

S4. (Siehe Definition 2.15.)
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Beispiel 2.10. Sei T ein Tetraeder:

4

Ubung: Finde alle Elemente der Symmetriegruppe von T' geometrisch, und
zeige, dass diese Gruppe Sy ist.

Beispiel 2.11. Gruppen lassen sich auch durch Verknipfungstafeln darstel-
len. Als Beispiel: Sei Vy = {e, a, b, ¢} die folgende Kleinsche Vierergruppe mit
der Verkniipfungstafel:

elal|ble
elelald]c
alale|c|bd
blblclela
clcl|lblale

Aus der Tafel kann man folgendes sehen:
o 22 = e fiir jedes x € Vj;
e ¢ ist das neutrale Element;

e V ist abelsch.

Gruppenhomomorphismen

Definition 2.12. Seien (G, ¢) und (H,-p) zwei Gruppen. Ein Gruppenho-
momorphismus von G nach H ist eine Abbildung ¢: G — H, sodass gilt:

Va,b € G p(a-ad) = p(a) u o).

In anderen Worten: ¢ ist vertréaglich mit den Gruppenoperationen -¢ und - g7
auf G und H.
Zusatzlich ist ¢ ein:

19



(a) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist;
(b) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist;

(¢) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. In diesem Falle schreiben wir auch
G = H oder G ~ H. (Ausgesprochen: ,,G ist isomorph zu H*.)

Satz 2.13. Seien (G,-¢) und (H,-g) zwei Gruppen und ¢: G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Seien eq bzw. ey die neutralen Elemente in G
bzw. H. Dann gilt:

(a) plec) = en,
(b) p(a™') = p(a)™! fiir jedes a € G.

Beweis.
(a) Es gilt

pleq) = pleg - eq) = plea) - plea), (3)
und damit

err = plec) - wlec) ™ 2 (ple) - plea)) - plec)™
= ¢(eq) - (plea) - plea) ™) = wlea) - en = p(eq).
—_——————
(b) Es gilt
pla) - pla™) = pla-a™) = plea) L en,

und damit ¢(a~t) = p(a)~!, wie gewiinscht. O

Beispiel 2.14. Sei
€XPy * (Z7 +) — (R>07 ')7 n— an’

wobei Ryg = {z € R | z > 0} und a € Ry \ {1}. Dann ist exp, ein
Gruppenhomomorphismus, da

nitng2 — on1 N2 —

a™? = exp,(n1) - exp,(n2).

exp,(n1 +mn2) =a

(In der mathematischen Analysis wird dieser Homomorphismus zu einem
Homomorphismus exp, : (R, +) = (R, -) fortgesetzt.)

Definition 2.15. Sei (G, -) eine Gruppe und H eine Teilmenge von G. Dann
heifst H eine Untergruppe von G, wenn:
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(1)
(2)

fiir alle a,b € H gilt a-b € H, und

(H,-) bildet eine Gruppe.

Wir schreiben dann auch H < G.

Beispiel 2.16.

(a)

Die Menge aller geraden Zahlen (héufig auch bezeichnet mit 27Z) ist eine
Untergruppe von (Z, +).

(Z,+) ist eine Untergruppe von (R, +).

Seien H; und Hy zwei Untergruppen einer Gruppe G. Dann ist auch
Hy N Hy eine Untergruppe von G. (Ubung!)

Sei G eine Gruppe und A C G eine Teilmenge. Dann ist

eine Untergruppe von G (Ubung!). Dies ist auch die kleinste Untergrup-
pe, die A enthilt. Sie nennen wir auch die von A erzeugte Untergruppe,

und schreiben
H :=(A).

Wenn A = {¢1,...,9n}, dann schreiben wir fir diese Gruppe auch
<gl7 .. 7gn>'

Beispiel 2.17. Seien (G,-g) und (H,-g) zwei Gruppen. Dann ist G x H
eine Gruppe mit der wie folgend definierten Operation - auf G x H:

(a,b) - (c,d) :=(a-ge,b-gd) firallea,ce G,b,de H.

Das neutrale Element in G x H ist (eg, ey ), und es gilt (a,b)~! = (a7, b7 1)
fir alle (a,b) € G x H.

Satz 2.18. Sei (G,-) eine Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge H C G st
eine Untergruppe von G genau dann, wenn

Va,bc H: a-b'cH. (4)
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Bewets.
=: Sei H eine Untergruppe von G. Dann ist die Abbildung

0:H G, hh

ein Homomorphismus. Deswegen stimmen, nach Satz 2.13, die neutralen so-
wie die inversen Elemente in diesen Gruppen iiberein. Es gilt also:

a,be H= a,b"! € H,

und damit ist a - b~! € H nach der Definition einer Untergruppe.

<=: Die Menge H ist nicht leer, und fixiere ein h € H. Damit ist nach (4)
(fiir a = b= h):
e¢=h-h'ecH (5)

Fiir jedes g € H gilt nach (4) und (5):
g '=eq-g ' €H. (6)
Seien nun ¢,d € H. Nach (6) gilt dann ¢,d~! € H, und dann folgt aus (4):
c-(dHteH
Es gilt also ¢-d € H, welches zeigt, dass H eine Untergruppe von G ist. [J

Satz/Definition 2.19. Sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der
Kern von ¢ ist die Menge

kerp:={z € G| p(x) =en} =9 '(en),
und das Bild von ¢ ist die Menge Im ¢ := ¢(G) C H. Es gilt:
(a) der Kern ker ¢ ist eine Untergruppe von G
(b) das Bild Im ¢ ist eine Untergruppe von H.

Beweis.
(a) Sei b € ker p; dquivalent: ¢(b) = ey. Dann folgt:

Satz 2.13

(0™ o) = e = en,

und damit
b=t € ker . (7)
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Seien nun a,b € kerp. Nach (7) gilt dann a,b™! € kery, also ¢(a) =
o(b~1) = ey. Es folgt:

pla-b") =p(a) - o(b") =ey-en = en,

also a - b~ € ker . Nach Satz 2.18 zeigt dies, dass ker ¢ eine Untergruppe
von G ist.

(b) Seien a,b € Im . Dann existieren z,y € G mit p(z) = a und ¢(y) = b,

und damit Satn 915
ab~' = p(@)e(y) " TTET play ™).

In anderen Worten, ab~! € Im ¢, welches nach Satz 2.18 zeigt, dass Im ¢
eine Untergruppe von H ist. O

Definition 2.20. Sei (G, -) eine Gruppe und sei H eine Untergruppe von
G. Sei a € G. Die Menge

aH:={a-z |z € H}
heiftt die linke Nebenklasse von H beziiglich a. Die Menge
Ha:={x-a|z € H}

heifit rechte Nebenklasse von H beziiglich a. Die Menge aller linken Neben-
klassen von H wird mit

G/H

bezeichnet; die Menge aller rechten Nebenklassen wird mit
H\G

bezeichnet. (Ausgesprochen: ,,G modulo H*.)

Lemma 2.21. Sei (G,-) eine Gruppe und sei H eine Untergruppe von G.
Seien a,b € G. Dann gilt:

aH =bH < b !.aecH
Beweis.

—: Es gilt:
a=aeg €aH =bH = {bx |z € H}.

Damit existiert x € H mit a = bzx. Es folgt:

b la=b"Ybx) = (b"'b)z =2 € H.
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<—: Es reicht zu zeige, dass aH C bH und bH C aH.
Sei  := b~'a € H. In anderen Worten, a = bz. Es folgt:

aH={ay|ye H} ={(bz)y |y € H} = {b(xy) | v,y € H}
o
C{bz|ze H} =bH,

also aH C bH. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, bemerken wir, dass
(b=ta)~! € H, da H eine Gruppe ist. Aus (b~ta)™! = a~!b folgt also, dass

a ‘b e H.

Dann zeigen wir, dass bH C aH, indem wir im obigen Beweis a und b
vertauschen. O

Lemma 2.22. Sei (G,-) eine Gruppe und sei H eine Untergruppe von G.
Seien a,b € G. Dann gilt:

aH = bH <= aH NbH # ().

Beweis.
=—: Trivial.

<=: Sei y € aH NbH. Dann existieren x € H und z € H, sodass
y=ax und y=>bz.

Es folgt also
axr = bz,

und damit
b la=b"Yax)z ' =b" (b2)a ' =22 € H.
Es folgt aus Satz 2.21, dass aH = bH. O

Lemma 2.23. Sei (G,-) eine endliche Gruppe und sei H eine Untergruppe
von G. Dann gilt fiir alle a,b € G:

laH| = |bH]|.
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Beweis. Betrachte die Abbildung
w:aH — bH, y— ba ly.

Zuerst zweigen wir, dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist. Und zwar, da
y € aH, so existiert z € H mit y = azx, und damit ba~'y = bx € bH.
Ferner ist ¢ bijektiv, da die Abbildung

v:bH — aH, z+ab 'z
die inverse Abbildung zu ¢ ist. Daraus folgt, dass |aH| = |bH|. O

Definition 2.24. Sei (G, -) eine Gruppe und sei H eine Untergruppe von
G. Die Méachtigkeit der Menge G/H heift der Index von H und wird mit

G : H]
bezeichnet.

Satz 2.25 (Satz von Lagrange). Sei (G, -) eine endliche Gruppe und sei H
eine Untergruppe von G. Dann gilt

Gl = |H]|-[G: H].

Beweis. Nach Satz 2.22 bilden die Elemente von G/H eine Partition von G,

d.h.
G = |_| aH.
aHeG/H
Damit gilt
Gl= > l|aH]|.
aHeG/H

Diese Summe hat |G/H| Summanden und jeder Summand hat |H| Elemente
nach Satz 2.23. Es folgt:

G| = |G/H|- |H| =[G : H] - |H],
wie gewiinscht. O

Korollar 2.26. Sei (G, ) eine endliche Gruppe und sei H eine Untergruppe
von G. Dann teilt die Zahl |H| die Zahl |G)|.
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Definition 2.27. Sei (G,-) eine Gruppe. Die Zahl |G| heifst die Ordnung
von G. Sei zudem g € G und sei e das neutrale Element von G. Die Zahl

inf{k € N5 | ¢* = ¢}*
heifst die Ordnung von g in G, und wird mit ord(g) bezeichnet. Es gilt also

ord(g) € N5 U {o0}.

Kanonische Projektion

Seien (G, -) und (H,-) Gruppen und sei #: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann ist ker 6 eine Untergruppe von G nach Satz 2.19, also ist die
Menge G/ ker § wohldefiniert. Wir werden zeigen, dass diese Menge tatséch-
lich eine Gruppe ist.
Wenn g € G, dann schreiben wir [¢] fiir das Element g - ker§ € G/ ker 6.
Zuerst brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.28. Seien (G, -) und (H,-) Gruppen und sei 0: G — H ein Grup-
penhomomorphismus. Fiir jedes g € G gilt

g-kerf =kerf -g.
Beweis. Betrachte die Menge
M:=g -kerf- g1 :={gcg™! | c € ker#}.

Es reicht zu zeigen (Ubung!), dass M = ker 6.

1

C: Sei z € M. Dann gibt es ein ¢ € ker 6 mit z = gcg™", und es gilt:

0(z) = 0(gcg™ 1) = 0(9) 0(c) B(g™") = 6(9)8(9™") = 0(9)0(9) " = en,
~—~
—eqy
damit z € ker 6. Es gilt also M C ker 6.

D: Sei ¢ € kerf. Setze z := g 'cg, und bemerke, dass z € ker (wie im
ersten Teil des Beweises). Aber dann ¢ = gzg~! € M, welches zeigt, dass
ker C M. O

3Hierist g* =¢g-...- ¢
——

k Mal
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Wir definieren nun auf G/ ker § eine Gruppenoperation. Und zwar, seien
[x], [y] € G/ kerf, und setze

auf G/ ker 6 auf G

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert, d.h. sie ist unabhéngig von der Wahl

der Elemente z und y in G. Und zwar, seien z,2’,y,y € G mit [z] = [2/]
und [y] = [¢']. Dann miissen wir zeigen, dass [z] - [y] = [¢] - [¢/], d.h., dass
[zy) = [2"y/].

Wir zeigen dies nun. Aus [z] = [2/] und [y] = [¢/] folgt, dass es a,b € ker 6
gibt mit 2’ = xa und 3’ = yb (dies folgt aus Lemma 2.21). Damit gilt

o'y’ = (va)(yd) = z(ay)b. (8)

Da ay € ker6 -y, und da y - kerf = ker 6 - y nach Lemma 2.28, so gibt es
a’ € ker f mit

ay = ya'.
Es folgt dann aus (8):

1.7 _

(zy) 'y = (xy)rz(ay)b = (zy) " z(ya’)b = (xy) tzya’b = a'b € ker 6.
Nach Lemma 2.21 zeigt dies, dass [xy| = [2'y/], wie gewiinscht.

Wir haben also gezeigt, dass G/ ker # mit der oben definierten Operation
eine Gruppe ist. Es gibt den kanonischen oder natiirlichen Gruppenhomo-
morphismus

7 G— G/kerf, g ][g]

Diese Abbildung 7 heifst auch die Projektion von G auf G/ ker 6.

Satz 2.29 (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Sei 6: G — H ein Gruppen-
homomorphismus. Dann ist G/ ker 0 eine Gruppe mit der kanonischen Pro-
jektion m: G — G/ ker. Es gibt einen wohl-definierten Gruppenhomomor-
phismus

£:G/ker® — H, [g]— 0(g),

und das Diagramm




kommutiert, d.h. 0 = £ omw. Die Abbildung £ induziert den Isomorphismus
p: G/ker® —Im0, [g] = &([g]) = 0(g)-

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass G/ ker 6 eine Gruppe ist.

Wir zeigen als Néchstes, dass die Abbildung & wohldefiniert ist: in an-
deren Worten, wenn [g] = [¢] fiir g,¢' € G, dann £([g]) = £([¢']), oder
dquivalent: 0(g) = 6(¢’). Und zwar, nach Lemma 2.21 gilt g~ 1¢’ € ker®,
oder dquivalent,

en =0(g7"g") = 0(9)0(9).
Es gilt also 6(g) = 6(g’), wie gewiinscht.

Per Definition von & folgt 6 = £ o 7.

Zuletzt miissen wir zeigen, dass p ein Isomorphismus ist. Injektivitéat:
Angenommen, p([g]) = p([¢']) fir g, € G. Dann gilt 6(g) = 6(¢’) per
Definition von p, und damit wie oben:

e =0(g"g").

Dies ist dquivalent zu g~ ¢’ € ker§, und dann [g] = [¢/] nach Lemma 2.21.
Surjektivitéit: Sei € Im @. Dann existiert z € G mit #(z) = z, und damit

2= () = (o m)(2) = £(n(2)) = £([2]).
Der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 2.30.

(a) Die Menge Z/ ~, wobei ~ die Relation = (mod n) ist, ist eine Gruppe
mit der Operation

[a] + [b] :=[a+b] fiir alle a,b € Z

(Ubung!). Diese Gruppe wird mit Z, oder mit Z/nZ bezeichnet (siche
auch (b) unten). Die Elemente von Z,, sind die Klassen [0], [1],.. ., [n—1].

(b) Betrachte die Abbildung
0: L — Ly, avlal.
Dann ist ¢ ein Gruppenepimorphismus und
ker o = nZ = {nx | x € Z}.
Nach dem Homomorphiesatz folgt, dass

Z/nZL = L.
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Wenn wir den Beweis von Satz 2.29 noch einmal lesen, dann sehen wir,
dass die (fast) einzige Eigenschaft von ker 6, die wir benutzt haben, ist

g-kerf =kerf.-g fiirallegeG.
Dies fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 2.31. Sei (G, ) eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.
Dann ist H ein Normalteiler oder eine normale Untergruppe, falls fiir alle
g € G gilt

gH = Hy,

oder aquivalent
gHg ' =H.

Man zeigt (Ubung!), dass G/H eine Gruppe ist, mit der Operation

(1 H) - (g2H) := (q192)H fiir alle g1, 92 € G.
Diese Gruppe heifst die Quotientengruppe von G und H.
Beispiel 2.32.

(a) Der Kern eines beliebigen Gruppenhomomorphismus ist ein Normaltei-
ler.

(b) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist normal.

Beispiel 2.33. Sei G eine Gruppe und sei g € G. Welche Gruppe ist (g)
(bis auf Isomorphie)? Wir unterscheiden zwei Félle:

(a) ord(g) = oo.
Betrachte die Abbildung

p: (Z,4+) = ((9).), ke ght

Die Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus (Ubung!), und sie ist
offensichtlich surjektiv. Auferdem ist sie injektiv: fiir k # £ gilt g% # g*.
Und zwar, ansonsten wére

P = gtk = g7l = eq,

und damit k£ = ¢, da ord(g) = co. Die Abbildung ¢ ist daher ein Isomor-
phismus.

“Hier bedeutet ¢° := eg und g~ % := (¢")7! = g tegTh



(b) n :=ord(g) € Nso.
Betrachte wieder die Abbildung

P (Za +) — (<g>> ')a k — gk~

Dann #hnlich wie oben kann man zeigen, dass ker ¢ = nZ (Ubung!). Es
folgt nach dem Homomorphiesatz, dass

<g> = Z/RZ

Lemma 2.34. Sei G eine endliche Gruppe und sei g € G. Dann gilt
ord(g) ‘ |G|
Beweis. Sei n := ord(g). Nach Beispiel 2.32 gilt
()| = |Z/nZ] = n,
und nach dem Satz von Lagrange haben wir |(g)| ‘ |G|. Das Lemma folgt. [

Permutationsgruppen

Definition 2.35. Sei n € Ny und seien i1, 9, ..., € {1,...,n} paarweise
verschieden. Dann bezeichnet

= (i1 d2 - ig)
die Permutation 7 € .S,, gegeben durch

ij+1, wennm =i firein1 <j<k-—1,
T(m) = < iy, wenn m = i,
m, sonst.

Dann ist 7 ein k-Zyklus oder Zyklus der Léange k.

Beispiel 2.36.

(a) 5596 ; ‘I’ j g>:(1 2 3).
(b) 559@ i ;’ j §>:(1 3 2).
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12345
(c) 559,):(2 3 1 5 4):(1 2 3)o(4 5)=(4 5)o(1 2 3)
= p ist kein Zyklus.

Im Allgemeinen gilt: Fiir disjunkte Teilmengen {i1,..., it} und {j1,...,75}
von {1,...,n} gilt

(h - a)o(in  a)=01 - d)olin -+ ix),
d.h. zwei disjunkte Zyklen kommutieren. (Ubung!)

Definition 2.37. Eine Transposition in S, ist ein 2-Zyklus. In anderen
Worten, 7 € 5, ist eine Transposition genau dann, wenn es zwei verschiedene
i,j € {1,...,n} gibt, sodass

7(i) =7, 7(j)=17¢ und 7(k)=Fkfurk #1,j.

Lemma 2.38. Ist n > 2, so ist jede Permutation in Sy, das Produkt von
Transpositionen. In anderen Worten, fiir jedes o € S, existieren Transposi-
tionen T1,...Tg € Sy, sodass

O =T10 0Tj.

Beweis. Seio € S,. Angenommen, o = id. Sei 7 eine beliebige Transposition.
Dann gilt ¢ = 7 o 7. Wir diirfen also annehmen, dass ¢ # id.
Dann gibt es 47 € {1,...,n} mit der Eigenschaft, dass

o(i) =i fur allei <4y und o(i1) # 1.
Insbesondere gilt o(i1) > 1. Definiere die Transposition
T = (il U(il)) S Sn,

und bezeichne
01 :=T100.

Dann gilt fiir jedes i < 41:
o1(i) = (r00)(i) = 1(o(i)) = n(i) =1,

und es gilt
Jl(il) = (7‘1 OU)(il) = 7'1(0'(i1)) = il.

Damit fixiert die Permutation o1 € S, mindestens die Werte 1,2, ..., 4.
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Angenommen, o1 = id. Dann gilt

7-1_1:Tl_loid:Tl_loo'l:T1_107'100':0'.

Da 1 = 7, eine Transposition ist, so folgt, dass dann o auch eine Trans-
position ist.

Wir diirfen also annehmen, dass o1 # id. Nach der Diskussion oben gibt
es iy > 11, sodass

Ul(i) = ¢ fiir alle 7 < 19 und O’1(i2) 7& 9.
Insbesondere gilt o (i2) > 2. Definiere die Transposition
T = (ig Ul(ig)) € Sy,

und bezeichne
09 ‘= T2 0071.

Wie oben zeigt man, dass o9(i) = ¢ fiir alle i < is.
Angenommen, oo = id. Da 09 = 19001 = 7071 00, s0 zeigt man dhnlich
wie oben, dass dann

o= (o) t=mtonl=10m.

Wir diirfen also annehmen, dass o9 # id. Wir setzen diesen Prozess fort.
Der Prozess muss aufhéren, da i1 < iy < --- < n. O

Signatur

Definition 2.39. Sei ¢ € S,,. Die Signatur oder das Signum von o ist
definiert durch die Formel

sign(o) = H 70(‘7.) — U(i).

—i
1<i<j<n

Satz 2.40. Sein € Nsg. Dann gilt sign(o) € {—1,1} fir jede Permutation
o € Sy,. Ferner ist die Abbildung

sign: (Sp,0) — ({—1,1},-)
ein Gruppenhomomorphismus. In anderen Worten, fir alle o,7 € Sy, gilt

sign(o o 1) = sign(o) - sign(7).
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Beweis. Es gilt
(0(4) —o(i))
j—i [ G-

1<i<j<n

Lo I
[[ el-ol) s

sign(o) =
1<i<j<n

Da o eine Permutation ist, kommen im Nenner und im Zahler die glei-
chen Zahlen vor, nur eventuell mit anderem Vorzeichen. Damit ist sign(o) €

{~1,1}.

Nun beweisen wir die zweite Aussage. Fir alle 0,7 € 5, gilt

sign(oor) =[] a(7(4)) = o(r(4))

1<i<j<n J—e
M 6@ o) T 6 -6)
_ 1<i<y<n S 1<i<g<n
- TG0 RGOER0)
1<i<j<n 1<i<j<n

(@(r(7) —o(r(@)) 11 () —7(2))

_ 1<i<j<n 1<i<j<n
[I (r(G) —7()) [T G-1
1<i<j<n 1<i<j<n
=:C =:D

Per Definition ist D = sign(7). Es bleibt zu zeigen, dass C' = sign(o).
Und zwar, es gilt

[[ (o(r(5)) = o(r(2)))

_1<i<j<n
NN CHEE0)
o(r(j) —o(r(9) o(r(j)) —a(7 (7))
a 1<g<n 7(j) — 7(i 1<g<n 7(j) — 7(i
(i) <r(5) T(j)<7 (i)
_ o(r(j) —o(r(9) o(r(j)) —a(7 (7))
— 1<g<n 7(j) —7(i 1<j1;[i<n 7(j) — 7(i
(1) <7(j) (§)<7(5)
Da 7: {1,...,n} — {1,...,n} eine Bijektion ist, so ist es einfach zu sehen,

dass das letzte Produkt gleich

9

o () — o(k)
I ——

1<k<t<n
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und das ist genau die Signatur von o, welches es zu beweisen gab. O

Bemerkung 2.41. In dieser Bemerkung zeigen wir, wie man die Signatur
effektiv berechnen kann.

Sei o € S, eine Permutation. Ein Paar (,j) € {1,...,n} x {1,...,n}
heifst ein Fehlstand von o, falls

i1<j und o(i) > o(j).
Sei k die Anzahl der Fehlstdnde von o. Dann behaupten wir, dass
sign(o) = (—1)~. 9)
In anderen Worten:

ian(o) 1, falls o eine gerade Anzahl der Fehlsténde hat,
sign(o) =
& 1, falls o eine ungerade Anzahl der Fehlsténde hat.

Um (9) zu zeigen, berechnen wir:

[I o) -oin= I @G -0t@)- I (@G o),

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
a(j)>o (i) a(j)<o(i)

:;A =:B

und bemerken, dass

A= I ) -etn= T[] loG) o)

1<i<j<n >0 1<i<j<n
und
B= 1] () —-e@)= [ (=1)-lo@)—0o()
1<i<j<n <0 1<i<j<n
=(-0F I leG)—o()
1<i<j<n
Damit gilt:
I[I e -on=A4-B==0" [ loG)—0o()
1<i<j<n 1<i<j<n
= I G-a,
1<i<j<n
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wobei die letzte Gleichung folgt, da o eine Permutation ist. Deswegen:

() - o)
sign(o) = _K]_ﬁ =7 = (-1)F,

1<i<j<n

wie gewiinscht.
4
Beispiel 2.42. Die Permutation Sy 3 0 = 9 hat 4 Fehlstande,

1 2 3
3 41
(1,3),(1,4),(2,3),(2,4).)

und damit ist sign(c) = 1. (Die Fehlstdnde sind

Korollar 2.43. Sein > 2.

(a) Fiir jedes o € S, gilt sign(c~1) = sign(o).

(b) Fiir jede Transposition T € Sy, gilt sign(r) = —1.

(c) Seio:=T10- 01 €S, das Produkt von k Transpositionen T, ...T; €
Sy. Dann gilt sign(o) = (—1)k.

Beweis.

Der Teil (c) folgt aus (b) nach Lemma 2.38 und Satz 2.40.

(a) Nach Satz 2.40 gilt

1 = sign(id) = sign(c 0 0~ 1) = sign(o) sign(o 1),

-1

und damit sign(o)~" = sign(o), da beide zur Menge {£1} gehoren.

(b) Setze 19 := (1 2). Dann hat 79 nur einen Fehlstand, und damit ist
sign(m) = —1.

Sei 7 = (k l) € S, nun eine beliebige Transposition, wobei k,f €
{1,...,n} mit k < £. Sei 0 € S, eine beliebige Permutation mit o(1) = k
and 0(2) = ¢ und setze

T ::aomoa_l.

Wir behaupten, dass
=1 (10)

Angenommen, (10) ist bewiesen. Dann gilt nach Satz 2.40 und nach (a):

sign(7) = sign(o o 19 0 0 1) = sign (o) sign(rp) sign(o 1)

= sign(o) sign(o 1) sign(rp) = 1 - sign(mp) = —1,
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wie gewiinscht.
Es bleibt also zu zeigen (10). Zuerst haben wir:

Sei nun m € {1,...,n} \ {k,£}. Dann ist o0~ (m) ¢ {1,2}, denn ansonsten
wire m = o(1 oder m = o(2), was ein Widerspruch wére. Es gilt also

)
7'(m) = o(no(07!(m))) = o (0" (m)) = m = (m),
und dies zeigt (10). Das Korollar ist bewiesen. O

Definition 2.44. Der Kern A,, := ker(sign) der Abbildung sign: S,, — {£1}
heifst alternierende Gruppe vom Grad n. In anderen Worten,

Ay :={o €S, |sign(o) =1}.
Lemma 2.45. Sei 7 € S, eine beliebige Transposition. Dann gilt:
S, = A, UTA,.

Beweis. Die Vereinigung A, U 7 A, ist disjunkt, da alle Permutationen aus
A, die Signatur 1 und alle Permutationen aus 7A4,, die Signatur —1 haben,
nach Satz 2.40 und Korollar 2.43.

Sei nun o € S,. Dann sign(o) = +£1. Wenn sign(c) = 1, dann o € A,, per

Definition. Wenn sign(o) = —1, dann o = 70 (77 10), und es gilt 7o € A,

nach Satz 2.40 und Korollar 2.43. O
Korollar 2.46. Sein > 2. Dann gilt |A,| = n!/2.

Beweis. Nach Lemma 2.23 gilt |A,| = |[TA,|. Lemma 2.45 ergibt:
S| = [An| + [T An| = 2|An|,

und das Korollar folgt, da |S,,| = n!. O

36



3 Ringe und Korper

Definition 3.1. Ein Kérper ist ein Tripel (K, +, ) aus einer Menge K und
zwei Verkniipfungen

+: KxK—K, (a,b)—a+b,
K xK—=K, (a,b)—a-b,

sodass die folgenden Axiome erfiillt sind:
(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0, d.h.:

(K1.1) (a+b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € K,

(K1.2) a+b=>b+a fiir alle a,b € K,

(K1.3) 0+a=a+0=afiraleac K,

(K1.4) fiir jedes a € K gibt es —a € K, sodass a+ (—a) = (—a) +a = 0.

(K2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1, und es
gilt ferner:

a-b)-c=a-(b-c) fir alle a,b,c € K,

b=1"b-q fur alle a,b € K,

a=a-1=afiralleaeK,

iir jedes a € K \ {0} gibt es a=! € K \ {0}, sodass a-a~! =
al-a=1.

(
1

(K3) Es gelten die folgenden Distributivgesetze: fiir alle a,b, c € K gilt
(a+b)-c=a-c+b-¢c und a-(b+c)=a-b+a-c.

Beispiel 3.2. Bekannte Korper sind (Q,+,-), (R,+,-) und (C,+,-). Die

Struktur (Z, +, -) ist kein Korper, da es keine multiplikativen Inversen gibt.

Definition 3.3. Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-) aus einer Menge R und
zwei Verkniipfungen + und -, fiir welches die Axiome

(K1.1) — (K1.4),  (K21) und  (K3)

erfiillt sind.

Falls zusétzlich das Axiom (K2.2) erfiillt ist, so ist R ein kommutativer Ring.
Falls zusétzlich das Axiom (K2.3) erfiillt ist, so ist R ein kommutativer Ring
mit Eins.
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Beispiel 3.4.

(a) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1.

(b) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit 1.
(¢) (2Z,+,-) ist ein kommutativer Ring ohne 1.

Lemma 3.5. Jeder Kérper hat mindestens zwei Elemente: 0 und 1. Der
kleinste Korper hat zwei Elemente: das ist (Fa, +-) mit Fy :={0,1} und den
Verkniipfungstafeln:

+]0]1 - 1011
001 und 00
11110 1101

Insbesondere gilt: Die Gruppe (Fa,+) ist (Za,+). Die zwei Operationen oben
sind + und - modulo 2.

Beispiel 3.6. Fiir jede positive ganze Zahl n ist (Z,, +, -) ein Ring (Ubung!),
wobei

[a] + [b] := [a + b] und [a] - [b] := [ab].

Ab jetzt schreiben wir in einem Koérper:
a—b:=a+ (-b) und —=ab L

Lemma 3.7. Sei (K,+,-) ein Korper. Dann gilt:

(1) 0 und 1 sind eindeutig bestimmdt,

L 2u a sind eindeutig bestimmit,

(2) das Negative —a zu a und das Inverse a™

(3) (a) 0-a=0 fir alle a € K,

(b) (=1)(=1) =1,
(¢) aus ab =0 und a # 0 folgt, dass b = 0.

(4) In endlichen Summen und Produkten kommt es nicht auf die Reihenfolge
an. Das heifit: Seien ay,...,a, € K und sei 0 € S,. Dann gilt

Z a; = Z aa(i) und H a; = H ag(i).
i=1 i=1 i=1 i=1
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Bewets.
) und (2) folgen aus der Tatsache, dass (K,+) und (K, -) Gruppen sind.

(1
(4) folgt aus den Assoziativ- und Kommutativgesetzen.
(3)(a) Es gilt

(K1.3)

0-a"EY 0400

0-a+0-a,
und damit

0=0-a—0-a=0-a+0-a—0-a=0-a.

(3)(b) Es gilt

und damit
1+ (=1))- (=1) =0-(=1).
Dann folgt aus (K3) und aus (3)(a):
—1+(=1)(-1) =0,
und damit
(=1)(-1)=1.
(3)(c) Aus ab = 0 folgt, nach (3)(a):

b=gtab=a"Yab)=a"1-0=0,
=1

wie gewiinscht. O

Definition 3.8. Sei (K, +,-) ein Korper. Ein Unterkéorper oder Teilkérper
(L,+,-) von (K,+,-) besteht aus einer Teilmenge L C K, die beziiglich der
bestehenden Verkniipfungen + und - zu einem Koérper wird.

Analog dazu ist ein Unterring oder Teilring definiert.

Definition 3.9. Seien (Ry,+,-) und (Rz,+,-)° zwei Ringe mit Eins. Eine
Abbildung ¢: Ry — Rs ist ein Ringhomomorphismus, falls:

(1) 90(11%1) = 1Ry,
(2) pla+b) =¢(a)+ (b) fir alle a,b € Ry,
(3) @(ab) = p(a)p(b) fir alle a,b € R;.

SWir bezeichnen die Operationen in R; und in R> mit denselben Symbolen.
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Falls R; und R Korper sind, so ist ¢ ein Kérperhomomorphismus.

Bemerkung 3.10. Sei ¢: Ry — Rz ein Ringhomomorphismus. Dann gilt

(p(ORl) = 0R27
denn ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus zwischen (Rj,+) und (Rg,+).

Lemma 3.11. Sei (K, +,-) ein Kéorper und L eine nichtleere Teilmenge von
K. Dann ist (L,+,-) ein Teilkérper von K genau dann, wenn:

(a) 0,1 € L,

(b) fir alle a,b € L gilt a+b € L und ab € L,

(c) fiir alle a € L gilt —a € L und a™* € L.

Beweis. Ubung! (Ahnlich wie fiir Gruppen und Untergruppen.) O
Beispiel 3.12.

(1) Die Abbildung
P (Z7 =+, ) - (]F27 =+, ')7 n— [n]

ist ein Ringhomomorphismus. (Ubung!)
(2) (Q,+,") ist ein Teilkérper von (R, +, ).
(3) (R,+,") ist ein Teilkérper von (C,+,-).

Notation 3.13. Sei R ein Ring mit 1, Seien n € Z und a € R. Dann
bezeichnen wir

a+---+a, wenn n > 0,
~—_——

n Mal
n-a:= <0, wenn n = 0,

—a—---—a, wennn <0.

(=n) Mal
Beispiel 3.14.
(1) Fir 1 € Z gilt n-1 # 0 fur alle n € Z \ {0}.

(2) Fiir jedes n € Nyg gilt im Ring Z,,: n - [1] = [n] = [0].
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Definition 3.15. Sei R ein Ring mit 1. Die Charakteristik von R, geschrie-
ben char(R), ist definiert durch

char(R) = {0, falls n - 1 # 0 fiir alle n € Z\ {0},

min{n € Nyo | n-1=0}, sonst.
Lemma 3.16. Sei K ein Korper. Dann ist char(K) eine Primzahl oder 0.

Beweis. Sei n := char(K). Angenommen, n # 0. Wir miissen zeigen, dass n
eine Primzahl ist.
Angenommen, n ist keine Primzahl. Dann gibt es ganze Zahlen 1 < k, ¢ <
n mit n = k£, und es folgt:
(K3)
k-)-(-)=1+---+)Q+---+1) ="1-14+---4+1-1
k Mal ¢ Mal k~€‘g/lal
=14+ - +1l=n-1=0.
———
n Mal

Dann folgt aus Lemma 3.7, dass k-1 = 0 oder £ -1 = 0. Insbesondere ist
n = char(K) < k oder n = char(K) < ¢, welches ein Widerspruch ist. O
Komplexe Zahlen

Das Problem mit dem Koérper R ist, dass die Gleichung

2 +1=0

keine Losung in R hat. Betrachte nun das Tripel (R2,+,-), wobei fiir alle
a,b,c € R gilt:

(a,b) + (C7d) = (a —i—C,b—f—d),
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).

Dann checkt man einfach, dass (R?,+,-) ein Kérper ist. Diesen Kérper be-
zeichnen wir mit (C, +, -). Die neutralen Elemente sind (0,0) (beztiglich der
Operation +) und (1,0) (beziiglich der Operation -).

Sei nun (a, b) # (0,0). Dann sind die zu (a, b) inversen Elemente:

1 a —b
(@)= (~a,—b) uwd (a.b) :(a2+b2,a2+b2).
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Lemma 3.17.

(a) Die Teilmenge K := {(a,0) | a € R} C C ist ein Teilkérper von C.

(b) Die Abbildung ¢: R — K, a > (a,0) ist ein Korperisomorphismus.
Beweis. Ubung! O

Wegen dieses Lemmas identifizieren wir R mit K, und wir nennen K den
Korper der reellen Zahlen. Fiir (a,0) schreiben wir wie tiblich einfach a.

Bemerkung 3.18. Definiere
i:=(0,1) e C.

Dann gilt i2 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1, und damit ist i eine Losung der
Gleichung 22 + 1 = 0 in C. (Die andere Losung ist —i.) Des Weiteren gilt:

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi.
Definition 3.19. Betrachte eine komplexe Zahl z = = + iy, wobei x,y € R.
(a) Die reelle Zahl x ist der Realteil von z, und wir schreiben

Re(z) := .
(b) Die reelle Zahl y ist der Imagindrteil von z, und wir schreiben
Im(z) :=y.

(c) Die komplexe Zahl Z := z — iy ist die zu z konjugierte komplexe Zahl.

(d) Die reelle Zahl /22 + y? ist der Absolutbetrag von z, und wir schreiben
12| := V2?2 + 2.

(e) Die komplexe Zahl z heifst reell, falls Im(z) = 0. Sie heifit imagindr, falls
Re(z) = 0.

Proposition 3.20. Fir jede komplexe Zahl z € C gilt:
(a) z+Z =2Re(z),
(b) z—z=2Im(z),
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(c) z-Z =z

Beweis. Einfach (Ubung!). O
Proposition 3.21. Fir komplexe Zahlen z1,z9 € C gilt:

(a) z1 + 20 =71 + 72,

(b) zi- 7 =71 %,

@ (5)==

(d) Z:1 = Z1,
(¢) [zl = |zl
Beweis. Einfach (Ubung!). O

Bemerkung 3.22. Sei z # 0 eine komplexe Zahl. Dann gilt

und damit

Re (%) = |21|2Re(z) und Im <%> = |Zl|21m(z).

Bemerkung 3.23 (Geometrische Darstellung komplexer Zahlen).
Sei z = a + bi eine komplexe Zahl. Dann kénnen wir z in der Zahlenebene
R? geometrisch darstellen:

Im(z)
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Auf dem Bild ist der Punkt A := (a,b) und die Lénge r des Segments
zwischen 0 und A ist der Betrag |z|. Der Winkel 6 nennen wir das Argument
von z. Dann gilt:

b
a=rcosf, b=rsinf, — =tanf.
a

Insbesondere gilt
z = |z|(cos O + isin6).

Wir schreiben auch
z:=e" ;= cos 0 + isin.
Lemma 3.24. Betrachte zwei komplexen Zahlen:
z1 =ri(cosy +isinf;) wund zo = ro(cosby + isinbs).
Dann gilt das Gesetz von De Moivre:
2129 = T1T9 ( cos(01 + 62) + isin(6; + 02)).
Insbesondere gilt

2 =17 (cos(nby) +isin(ndy)) fir alle n € Nxg.

In anderen Worten: Bei der Multiplikation komplexer Zahlen multiplizieren
sich die Betrige und addieren sich die Argumente.

2125

|z, 11z,

25
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Beweis. Es gilt:

2122 =T (COS 01 + isin 91)T2(COS 02 + isin 92)
= r172(cos 01 cos By + i cos 01 sin Oo + i sin 01 cos O — sin Oy sin 0)
= r1ra(cos(6y + b2) + isin(6; + 62)),
welches die erste Formel beweist. Die zweite Formel folgt aus dieser per

Induktion nach n. O

Polynome

Es gibt zwei mogliche naive Definitionen von Polynomen.

(1) Ein Polynom (iiber einem Koérper K) ist eine Formel
f(z) = ag + a1z + agx® + - - - + apa™,

wobei n € N und a; sind Elemente aus K. Hier ist x eine Unbekannte
oder eine Variable. Problem: Wie definiert man, was eine Unbekannte
ist?

(2) Ein Polynom (iiber einem Korper K) ist eine Abbildung
f: K=K, x~ao+az+az?+-- +apz",

wobei n € N und a; sind Elemente aus K. Problem: Dies Funktioniert
nicht {iber endlichen Korpern. Betrachte zum Beispiel K := Fo mit zwei
Abbildungen:

f:Fy —Fy, x> x,

g:Fo —>Fy, x— 22
Diese zwei Funktionen sind gleich.

Die echte Definition eines Polynoms ist wie folgt.

Definition 3.25. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Bezeichne

R™ .= {f:N—= R alle bis auf endlich viele f(i) sind 0}
—{f:N=>R|IneN: f(i)=0Vi>n}.

Ein Element f € R®™ kénnen wir f tabellarisch schreiben als

f = (ap,a1,a2,as,...), wobei a; = f(i) fiir jedes i.
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Auf der Menge RN definieren wir zwei Verkniipfungen + und - wie folgt.
Seien f = (ag,a1,...) und g = (bg,b1,...) zwei Elemente aus R™). Dann
definieren wir

f+g:= (a0+bo,a1+b1,...),

und

f-g:=1(co,c1,...), wobeicg := Z ab;.
i+j=k

Man priift einfach, dass (R(N),+, -) ein kommutativer Ring mit Eins ist.
Diesen Ring nennen wir den Polynomring in einer Variable iiber R oder den
Polynomring in einer Variable mit Koeffizienten in R.

Die Null in diesem Ring ist das Element (0,0,0,...). Die Eins in die-
sem Ring ist das Element (1,0,0,...). Die Unbekannte oder die Variable in
diesem Ring ist das Element x := (0,1,0,0,...). Daraus folgt

a=( 0 ,...,0, _1_ ,0,...).
0-te Stelle n-te Stelle

Diesen Ring bezeichnen wir iiblicherweise mit

Rizx].
Der Ring R ist isomorph zum Unterring

{(a,0,0,...) | a € R} C R[x].
Aus den Definitionen von + und - folgt sofort, dass ein Element
f = (ao,a1,a2,...)
geschrieben werden kann als
f:a0+ala:+a2x2+....

Die Elemente ag, a1, ... € R nennen wir Koeffizienten von f. Aus der Defini-
tion von R[z] folgt, dass fiir nur endlich viele i € N gilt a; # 0. Wenn f # 0,
dann koénnen wir f also schreiben als

f=ao+arx+ -+ apx" fir ein n € N mit a,, # 0.
Diese Zahl n nennen wir den Grad von f und wir schreiben

deg(f) :=n.
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Der Koeffizient a,, heifst der Leitkoeffizient. Wenn f = 0 ist, dann setzen wir

deg(f) := —o0.

In anderen Worten,

—00, wenn f =0,

deg(f) = {max{k: € N |ag #0}, sonst.

Ein Polynom f # 0 heiftt normiert oder monisch, falls sein Leitkoeffizient
gleich 1 ist.

Bemerkung 3.26. Sei K ein Korper. Fiir alle f,g € K|x] gilt

deg(fg) = deg f + degg.

(Hier gelten die Regeln (—o0) +n = n 4 (—o0) = —o0.) Dies ist einfach
zu zeigen: Wir diirfen annehmen, dass f # 0 und g # 0. Wir kénnen dann
schreiben

frao+aix+ -+ apz™ mit a, # 0,

und
g:bo+brx+ -+ bypa™ mit b, # 0.

Dann ist deg f = n und degg = m, und man checkt einfach, dass der Leit-
koeffizient von fg gleich apb,, (bemerke, dass a,b,, # 0, da a, # 0 und
by, # 0: hier benutzen wir die Voraussetung, dass K ein Korper ist). Es gilt
also deg(fg) =n + m.

Insbesondere zeigt dasselbe Argument:
Lemma 3.27. Sei K ein Korper. Fir alle f,g € Klz] gilt:
fg=0 = f=0 oderg=0.

Division mit Rest

In einem Polynomring gilt Division mit Rest, dhnlich wie im Ring Z.

Satz 3.28. Sei K ein Korper und seien g, f € K[x] mit g # 0. Dann gibt
es eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[x] mit

f=gq+r, wobei degr < degg.
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Beweis. Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit. Angenommen, es gibt Poly-
nome qi, g2, 71,72 € K|[x| mit

f=gq+mr und f=gqg +ry, wobei degry,degrs < degg.
Dann gilt:

0=f—f=(gn+m)— (92 +72) =9(q1 — q2) + (r1 — 72),
und damit
rg—T1 = Q(Q1 - Q2)-
Also gilt:

deg g > deg(rz — 1) = deg(9(q1 — ¢2)) = deg g + deg(q1 — g2).-
Das ist moglich nur, wenn deg(q; — q2) = —o0, also ¢ = g2. Dann folgt
einfach, dass 1 = ro.
Nun zeigen wir die Existenz per Induktion nach deg f. Die Aussage ist
einfach, wenn f = 0; wir nehmen daher an, dass f # 0. Seien n := deg f und
m := deg g. Dann kénnen wir schreiben

f=apx"+---+ay und g =byux™+ -+ by, wobei ay, by, # 0.

Angenommen zuerst, dass n < m. Dann ist ¢ = 0 und r = f, da f =

g-0+f.
Nun nehmen wir an, dass n = m. Setze q := ‘g—z € Kund r := f — qg.
Dann checkt man einfach, dass

n—1

r= Z(ai - qbl-):vi,

i=0
und daher ist r ein Polynom des Grades < n — 1.

Zuletzt nehmen wir an, dass n > m. Setze ¢ := ;22" ™ € K[z] und
r1 := f — gq1. Dann berechnet man einfach, dass

n—1
a .
T = Z ((li — b:bblm> .
=0
Daher ist 1 ein Polynom des Grades < n—1 < deg f. Damit konnen wir die

Induktion anwenden auf die Polynome 71 und g¢: Es gibt g2, r2 € K[z] mit
r1 = gq2 + 12, wobei degry < degg. Damit gilt:

f=g9a+7m =90+ (992 +72) = g(q1 + q2) + 2.

Setze nun g := g1 + g2 und r := r5. Das sind die gewiinschten Polynome. [J
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Beispiel 3.29. Sei K = R und seien f, g € R[z] die Polynome

f=33+22+1 und g =4z® — 4.

Dann gilt:"
3
(323 420+ 1) : (42® —4) = 150
— (322 — 32)
or + 1

Setze q := %ZL' und 7 := bx + 1. Man priift, dass f = gq + 7.

Nullstellen

Definition 3.30. Sei K ein Korper und seien ao, ..., a, € K. Dann ist die
Abbildung
p: K=K, x—a+az+- -+ a,z"

eine Polynomfunktion auf K. Es gibt dann die Abbildung
~: K[X] — Abb(K, K),

die zu einem Polynom f = ag + a1 X + -+ + a, X" € K[X] die folgende
Funktion assoziiert:

f:K—>K, f(z)i=ap+arz+ -+ apz".

Bemerkung 3.31. Im Allgemeinen ist die Abbildung ~ in der Definition
nicht injektiv: Ein Gegenbeispiel fiir K = Fy ist gegeben oben in (2).
Definition 3.32. Sei K ein Korper und sei f € K[x] mit f = ap2™+---+ag.
Ein Element A € K ist eine Nullstelle von f, falls

ap A"+ -+ a9 =0.

In anderen Worten:

A ist eine Nullstelle von f <= f(\) =0.

Wenn A eine Nullstelle von f ist, dann schreiben wir auch f(\) = 0.

032 — 3z = 32 - (4a® — 4)
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Satz 3.33. Sei K ein Korper und sei f € Klz]. Ist A € K eine Nullstelle von
f, so gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom g € K[x] mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) f=(z—N)g,
(b) degg = deg f — 1.
Beweis.

(a) Wir wenden die Division mit Rest auf f und = — A an: Es gibt Polynome
q,r € K[z] mit

f=(x—=Xg+r, wobei degr < deg(z—\)=1.
Damit ist r ein Element in K. Wir ersetzen nun z durch A:

F) = A =X -qA) +r),
~ = ~—~
0 0 rekK

und damit » = 0.

(b) Es gilt:

deg f @ deg ((:c — /\)g) =deg(z — \) + degg =1+ degg,
woraus die Aussage folgt. O

Korollar 3.34. Sei K ein Korper, sei f € K[z] und sei k die Anzahl an
verschiedenen Nullstellen von f. Ist f # 0, so gilt

k <degf.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach deg f.

Wenn deg f = 0, dann ist f € K \ {0}, und damit hat f keine Nullstelle.
Es folgt: £ =0 < deg f.

Wir diirfen also annehmen, dass n := deg f > 1, und dass die Aussage des
Satzes gilt fiir alle Polynome des Grades < n. Wir diirfen auch annehmen,
dass f eine Nullstelle A € K hat (ansonsten ist das Korollar trivial). Nach
Satz 3.33 gibt es g € K|x], sodass f = (x — \)g und degg =n — 1.

Wenn f hat keine weitere Nullstelle hat, dann gilt £k = 1 < deg f.

Wir nehmen also an, dass f weitere Nullstelle hat. Sei A\’ eine weitere
Nullstelle von f mit A’ # \. Dann gilt

F) = (V=) g(X),
—— N——
=0 #0
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und damit g(\') = 0. Also, ) ist eine Nullstelle von g. Per Induktion folgt,
dass g nur £ verschiedene Nullstellen hat, wobei ¢ < degg. Es folgt:

k=0+1<degg+1=degf,
wie gewiinscht. O

Korollar 3.35. Ist ein Korper K unendlich, so ist die Funktion™~: K[z] —
Abb(K, K) aus Definition 3.50 injektiv.

Beweis. Angenommen, es gibt zwei Polynome f,¢g € K[z] mit f=73. Wir
miissen zeigen, dass f = g.
Betrachte h := f — g € K[z]. Dann gilt

h=f-g=f-g=07

Insbesondere ist jedes Element in K eine Nullstelle von h. Damit hat h
unendlich viele Nullstellen, da K unendlich ist. Nach Korollar 3.34 ist dann
h =0, also f =g. O

Bemerkung 3.36. Korollar 3.35 besagt, dass, wenn K unendlich ist, es
keinen Unterschied zwischen den Polynomen in K[z] und den Polynomfunk-
tionen iiber K gibt.

Satz 3.37 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom f € Clx] mit
deg f > 1 hat in C mindestens eine Nullstelle.

Bemerkung 3.38. Der Satz wurde zundchst 1799 von Gauf bewiesen. Es
gibt keinen rein algebraischen Beweis. Ein Beweis wird in der Vorlesung
Algebra gegeben.

Korollar 3.39. Jedes Polynom f € Clx] zerfallt in Linearfaktoren. In an-
deren Worten, wenn n = deg f, dann gibt es Ai,...,A\n € C und a € C,
sodass

f=alx—=X) - (z—A\p).

Hier sind A1, ..., A\, nicht notwendigerweise verschieden.

Beweis. Wenn n = 1 ist die Aussage klar. Wir nehmen also an, dass n > 1.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es eine Nullstelle A\, € C
von f. Nach Satz 3.33 gilt

f=(x—A)g mit degg=mn—1.

"Hier bezeichnet 0 die Nullfunktion, d.h. die Abbuldung, die alle Elemente aus K nach
0 schickt.
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Per Induktion nach n gibt es Ay,..., A\p—1 € C und a € C, sodass
g=a(@ =) (= A1),

und damit
f=alz—=X1) (= A1) — Ap),

wie gewlinscht. O

Definition 3.40. Sei K ein Korper, sei f € K[z] und sei A € K. Dann heifst
p(f,A) :=max{r e N| f=(z—\)'g fir ein g € K[x]}
die Vielfachheit oder die Multiplizitdt von X in f.

Bemerkung 3.41. Es gilt u(f,A) > 0 genau dann, wenn \ eine Nullstelle
von f ist.

Lemma 3.42. Sei K ein Korper, seien f,g € K[x] und sei A\ € K. Dann
gilt
1(fg, A) = p(f, A) + plg, A)-

Beweis. Setze k := u(f,A), £ = (g, A) und n := p(fg, \).
Per Definition der Multiplizitit gibt es Polynome f’ und ¢’, sodass

f=@=NF g=(x-N',
und damit
fg=(z=N"fg.
Daraus folgt sofort, dass k+¢ < n. Angenommen, k+¢ # n, oder dquivalent,
n—(k+1¢)>0.

Wir werden einen Widerspruch herleiten.
Nun, per Definition der Multiplizitdt gibt es ein Polynom h, sodass

f=(x—X\)"h.
Dann gilt:

O=f—f=(@—-N"h—(z- Ny
= (= N (2 = )R — g,
#0
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und es folgt dann aus Lemma 3.27, dass
(2 — A" FF0h — fg' =0, (11)
Wenn wir nun x = X einsetzen, bekommen wir:
(A =N R = f(Ng'(N) = 0.

Es folgt wieder aus Lemma 3.27, dass f'(\)¢’(A) = 0, und daher f'(\) =0
oder ¢’(\) = 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen,
dass f'(\) = 0. Aus Satz 3.33 folgt, dass dann f’ = (x—\) f” fiir ein Polynom
" € Klx]. Aber dann ist

F=@=N == N = Nf" = (=2

welches bedeuten wiirde, dass u(f, A) > k + 1. Widerspruch. O
Lemma 3.43. Sei K ein Korper, sei f € K|x| und seien A\i,...,\x € K
verschiedene Nullstellen von f mit jeweiligen Multiplizitdten ry,...,r,. Dann
gilt:

(a) 11+ -+ 1 < degf,

(b) es existiert ein Polynom h € K|z], sodass
f=@=A)" (@ = Ap) ™.
Beweis. Setze n := deg f und
gi= (2= M) (= M)

(a) Wir zeigen (a) per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.

Sei nun n > 2. Wir argumentieren per Widerspruch und nehmen an, dass
r1+- -+ 71 > n. Wie wenden die Division mit Rest auf die Polynome g und
f: Es gibt Polynome ¢, r € K|[z]| mit

g= fq+r, wobei degr < degf =n. (12)
Per Definition der Multiplizitdt gibt es ein Polynom h1, sodass

f = (.%' — Al)rlhl. (13)
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Aus (12) und (13) folgt:

r=g—fg=(@—A)"(x = )" — (= A1) hig
= (2= 2)"™ (& = A2)"™ - (& = Ap)"™ — Iag).

Insbesondere, per Definition der Multiplizitat folgt:
w(ryAy) > ry.
Analog zeigt man, dass
w(ryA;) >r; fir jedesi=1,...,k,

und insbesondere: i i}
S () =D ri>n. (14)
i=1 i=1

Andererseits folgt per Induktionsschritt, dass

k

Zu(r, Ai) < degr < n,
i=1

ein Widerspruch zu (14). Dies zeigt (a).

(b) Wir zeigen (b) per Induktion nach n. Fir n = 1 ist die Aussage
trivial.

Sei nun n > 2. Wie wenden die Division mit Rest auf die Polynome f
und g: Es gibt Polynome ¢,7 € K[x] mit

f=9gq+7, wobel degT <degg=1r11+---+71r<m, (15)
wobei die letzte Ungleichung aus (a) folgt. Ahnlich wie in (a) zeigt man, dass
w(r,N;) >r; firjedesi=1,... k.

Insbesondere, per Induktionsschritt existiert ein Polynom /f;, sodass
F=(x—A)" - (z— \p)"™h,

oder umgeschrieben, R

r = gh.
Da deg? < degg, so ist dies nur moglich, wenn h = 0, und damit 7 = 0,
welches, nach (15), zeigt (b). O
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Um zu untersuchen, wie eine dhnliche Aussage zum Korollar 3.39 fiir
reelle Polynome aussehen koénnte, brauchen wir zuerst ein Lemma.

Lemma 3.44. Sei f ein Polynom in R[z] und A € C eine nicht-reelle Null-
stelle. Sei

g:=(x—A)(z—\) € Clz].
Dann gilt:
(a) g € Rlz],
(b) X ist auch eine Nullstelle von f,
(c) es gibt g € Rlx] mit f = gq,
(d) fiir k= u(f,\) gibt es h € R[z] mit f = g~h.

Das Lemma besagt also: Wenn A eine Nullstelle von f ist, dann ist es
auch .

Beweis. (a) Sei A = a + bi. Dann ist A = a — bi, und damit

g=(—=N(z—-X) = (z—(a+bi))(z— (a—bi))
= 2% —x(a—bi+a+bi)+ (a+bi)(a— bi)
= 2?2 — 2az + (a® + b?) € Rz].

(b) Wir schreiben
f= Zaixi € R[z],
=0

wobei a; = a; fiir alle ¢ > 0, da alle a; reell sind. Damit gilt:

fFN) Ziaiy ZiGTVZiWZiGMi =f(A)=0=0
i—0 =0 i—0 =0

(c) Division mit Rest ergibt, dass es ¢, € R[z] gibt, sodass
f=gq+r und degr < degg = 2.
Daraus folgt:
0=f(A\) =g\)gA) +r(A) =r(N)

~~
=0
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und
02 £(X) = g g) +r(N) = (V).
~—~—~

=0

Das Polynom r hat also den Grad < 1 und mindestens zwei Nullstellen (A
und ). Es folgt aus Korollar 3.34, dass r = 0.

(d) Wir fithren den Beweis per Induktion nach k. Die Aussage ist trivial fiir
k=0.

Sei jetzt die Aussage wahr fiir alle Zahlen, die kleiner als k sind. Wir
miissen zeigen, dass die Aussage gilt auch fir k. B

Nach (c) gibt es ¢ € R[z] mit f = g¢ = (z — A)(z — A)¢. Nach Lemma
3.42 gilt:

k=pu(f,A) = pwlgq,N) = pu(g, A) + (g, A) = 1+ plg, A).
Also, p(q,\) = k — 1, sodass, per Induktion, ein Polynom w € R|x] existiert
mit

Dabher:

wie gewiinscht. O

Satz 3.45. Sei f € R[z] und A € C eine Nullstelle von f. Dann ist X auch
eine Nullstelle von f und es gilt

Beweis. Die erste Aussage wurde in Lemma 3.44 gezeigt.

Wir zeigen nun die zweite Aussage. Wenn A € R ist, dann ist die Aussage
trivial. Wir diirfen also annehmen, dass A ¢ R. Sei k := u(f, ). Dann gibt
es, nach Lemma 3.44(d), ein h € R[x] mit

f=(x—=Nka—-XNFn
Per Definition der Multiplizitédt folgt daraus, dass

Analog zeigen wir, dass u(f, A) > u(f,A), und damit u(f,\) = p(f,\). O
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Korollar 3.46. Jedes Polynom f € Rlx] mit n := degf > 1 lasst sich
schreiben als

f=alx—X)(x—A2) - (x— A\ )g1g2 - G,

wobei a € R\ {0}, A\i,...., A € R, und g1,...,9m € Rx] sind monische
Polynome vom Grad 2, die keine reellen Nullstellen haben. Insbesondere gilt

n=r+42m.

Beweis. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass existieren a € R\
{0}und Ay,..., A\, € Cmit f =a(z—X\1)...(z—A\,). Ohne Beschréankung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass A1,..., A\, € Rund Ayq1,...,\, ¢
R.

Ubung: Vervollstéindigen Sie den Beweis mithilfe vom Satz 3.45. O

Bemerkung 3.47. Jedes Polynom f € R[z] von ungeradem Grad hat min-
destens eine reelle Nullstelle. Und zwar, in der Notation von Korollar 3.46
gilt n = r + 2m. Also folgt, wenn n ungerade ist, dass r # 0.

Bemerkung 3.48. Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra funktio-
niert aber andersrum: man beweist zuerst die Bemerkung und nutzt dies,
um den Fundamentalsatz der Algebra zu zeigen. Die Bemerkung folgt aus
dem Zwischenwertsatz der mathematischen Analysis.

Satz 3.49. Sei f = az® + bx + ¢ € Clz]. Dann sind

—b+ Vb2 —4ac und \ —b—+vb? —4ac

A
L 2a 2a

Nullstellen von f. Hier ist v/b? — 4ac eine komplexe Zahl z mit der Eigen-
schaft, dass
22 = b? — 4dac.

Definition 3.50. Sei a € C. Eine n-te Wurzel von a ist eine Losung z € C
der Gleichung

2" = a.
Beispiel 3.51. Sei n € Nyg. Wir wollen die Gleichung 2™ = 1 16sen in C.
Und zwar, sei z = r(cos € + isinf) eine Losung. Dann gilt

De Moivre
n Vi Tn(

1-(cos0+isin0)=1=z cos nf + isinnd),
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und damit
=1 und n# = 2kw, wobei k € Z.

Daraus folgt, dass

r=1 und 0:2]{%, wobei k € Z.

Die Losungen der Gleichung sind also die Eckpunkte der reguléren n-
gons. Ubung: Was sind dann die Losungen der Gleichung 2" = a, wobei
ae€C?
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Losungen der Gleichung 2% =1

Losungen der Gleichung 2% = 1
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4 Vektorraume

Definition 4.1. Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und (A, +. ) ein Korper.

Wir nennen V einen Vektorraum diber K oder einen K -Vektorraum, falls es
eine Abbildung

KxV =V, (av)—av (16)
gibt mit den folgenden Eigenschaften.
(V1) (a+ B)v =av+ Po fir alle o, § € K und v € V,
(V2) (a-B)v = a(po) fiir alle , € K und v € V,

)
)

(V3) lv=w furallev eV,
)

Die Elemente von V heifsen Vektoren und die Elemente von K Skalare. Die
Verkniipfung + heift Vektoraddition und die Abbildung (16) heifst Skalar-
multiplikation. Ist K = R bzw. K = C, so heifst V ein reeller bzw. komplexer
Vektorraum.

Beispiel 4.2.

(1) Die ,klassischen* Vektoren sind die n-Tupel aus R™. Dann ist R" ein
R-Vektorraum, indem wir definieren

(T, . .., xy) = (Qx1,...,0x,)
fiir alle o € R und (1, ...,z,) € R". (Ubung!)
(2) Ahnlich wie in (1): Sei K ein Korper. Dann ist K™ ein K-Vektorraum.
(3) Sei K ein Korper. Die Menge {0} ist immer ein K-Vektorraum.

(4) Sei K ein Korper. Die Menge Abb(K, K) ist ein K-Vektorraum auf fol-
gende Weise: Wir definieren die Addition von zweier Elementen f,g €
Abb(K, K) durch

(f+9)(z) = f(z)+g(z) furallexe K,

und die Skalarmultiplikation von Elementen «« € K und f € Abb(K, K)
durch
(af)(z) = af(x) Vo e K.

Ubung: Diese Operationen machen Abb(K, K) zu einem K-Vektorraum.
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Bemerkung 4.3. Seien K ein Korper und L C K ein Unterkorper.

K-Vektorraum ist immer auch ein L-Vektorraum.

Proposition 4.4. Sei V ein K-Vektorraum.® Dann gilt:

(a) 0 «v=_0  firalleveV,
~ —~—
mn K mnV

(b) (=1)-v=—v fir aleveV.

Beweis.
(a) Es gilt
00 = (0+0)w "2 0v + 00,
und damit Ov = 0.
(b) Es gilt
v+ (—=1)v ¥ 10 + (—1)v N (1+(=1))v=>0v @ 0,

und damit (—1)v = —wv.

Ein

O

Definition 4.5. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifst
Unterraum von V, falls W zusammen mit der Vektoraddition von V und der

Skalarmultiplikation von K ein K-Vektorraum wird.

Bemerkung 4.6. Implizit in der Definition ist es, dass (W, +) eine abelsche

Gruppe ist. Ferner gilt: W ist genau dann ein Unterraum, wenn:

(1) W ist abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition, d.h.:

fiir alle v,w € W gilt v+ w € W, und

(2) W ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation, d.h.:

fiir alle v € W und a € K gilt av € W.

Beispiel 4.7 (Hyperebene).

(a) Sei K ein Korper, sei n € N5 und seien Aq, ..., A, feste Elemente in K,

die nicht alle verschwinden. Die Menge

H:={(z1,...,2,) € K" | \iz1 + -+ + Az, = 0}

ist eine Hyperebene in K™. Eine Hyperebene ist ein Unterraum von K",

denn es gilt:

8Dieser Satz impliziert immer implizit, dass K ein Korper ist.
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(1) H ist abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition: Und zwar, seien
(1, y2n), (Y1,---,Yn) € H. Dann gilt

zn: )\11:1 =0 und Zn: Azyz == 07
i=1 =1

und damit

0= Nmi+ Y Ayi=Y Nilzi+u),
i=1 i=1 i=1

also (x1 +y1,...,Zn +yn) € H.

(2) H ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation: Sei o € K
und sei (z1,...,2,) € H. Dann gilt

Z )\lmz = 0,
i=1
und damit . .
0= O[Z )\Zl‘l == Z )\Z'(Oél‘i),
=1 i=1
also (axy,...,az,) € H.

(b) H={(z,y,2) €R3| 2+ 2y + 32 =0} CR:

-+ 2 *

.
,.\
——,—— =
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(c) H={(z,y) €eR? |z +y =0} CR2:

Proposition 4.8. Sei V' ein K-Vektorraum und sei {W;}icr eine Familie
von Unterrdumen von V. Dann ist

(Wi
el
auch ein Unterraum von V.

Beweis. Abgeschlossenheit der Vektoraddition: Seien v, w € (;c; W;i. Dann
gilt v,w € W; fiir jedes ¢ € I, und da jedes W; ein Unterraum ist, so gilt
v+ w € W; fiir jedes i € I, und damit v +w € (,c; Wi.

Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation: Sei o« € K und sei v €
Nicr Wi. Dann gilt v € W fiir jedes i € I, und da jedes W; ein Unterraum
ist, so gilt aw € W; fiir jedes i € I, und damit av € ();c; Wi. O

Warnung. Die Vereinigung von Unterrdumen ist nicht zwingend ein Un-
terraum! Gegenbeispiel: Sei

V=R* W;={(0)cR|zecR}, Wy={(0y) cR?|ycR}.

Dann ist W7 U W5 nicht abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition, da
(1,0) € Wq und (0,1) € Wy, aber (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ W1 U Wha.
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Notation 4.9. Ein n-Tupel (z1,...,2,) € K™ schreiben wir iiblicherweise
als Spaltenvektor:
T

Tn

Definition 4.10. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V Vekto-
ren. Eine lineare Kombination von vy, ..., v, ist ein Vektor der Form

k1vl+"‘+k5nvm wobel kl,...,knEK'

1
Beispiel 4.11. Sei V = R?. Dann ist 1) eine lineare Kombination von

()= ()
(- )

Definition 4.12. Sei V ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V. Das Erzeug-
nis oder die lineare Hille oder der (lineare) Spann dieser Vektoren ist die

Menge
(V1. 0p) = {Zkﬂh k; € K}
i=1

Notation 4.13. In der Regel schreiben wir ((}) := {0}.

Beispiel 4.14. Seien V = R3 und seien vq, vy zwei nicht parallele Vektoren
(d.h. es gibt keinen Skalar o € K, sodass v; = awvy oder vg = aw;). Dann ist

<’U1,’U2> = {kl’Ul + kovg ‘ ki,ko € R}
eine Ebene durch den Nullpunkt.

Proposition 4.15. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V.
Dann ist (v, ...,v,) ein Unterraum von V.

Beweis. Seien
n n
E kivi) E livi € <U17"')v71>'
=1 =1

Dann gilt

n

Z kﬁi’Ui + Zlﬂ}l = Z(kz + lz)vz S <’U1, - ,Un>,
i=1 i=1

i=1
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und fiir o € K gilt

n

azn: kiv; = Z(aki)vi € (V1,...,0p).
i=1

=1
Die Proposition ist bewiesen. ]

Definition 4.16. Ein K-Vektorraum V ist endlich-dimensional, falls es end-
lich viele vy,...,v, € V gibt, sodass

V= <v1,...,vn).
Ansonsten ist V' unendlich-dimensional.
Beispiel 4.17.

(a) Der K-Vektorraum K™ ist immer endlich-dimensional, weil K™ das Er-

zeugnis der Vektoren
0

1| < i-te Stelle

ist, fir 1 <i <n.
(b) Der Vektorraum {0} ist endlich-dimensional, da {0} = (0).

(c) Der R-Vektorraum R[z] ist unendlich-dimensionaler. Und zwar, nehmen
wir an, dass es endlich viele Vektoren vy,...,v, € Rlz| gibt, sodass
R[z] = (v1,...,v,). Dann ist jedes Element w € R[z| der Form w =
Yo, a;v;, wobel ay € R. Sei n; := degv;. Dann gilt

degw < max{n; | 1 <i<n}.
Im Allgemeinen aber kann w einen beliebigen Grad haben. Widerspruch.

Definition 4.18. Sei V ein K-Vektorraum. Vektoren v1,...,v, € V heifen
linear unabhdngig, bzw. eine Menge {v1, ..., v, } heilt linear unabhdngig, falls
fiir a; € K gilt

CJK1U1+"'+an'Un:0 — ogl:()fur alle 1.

Ansonsten heifsen sie linear abhdngig.
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Beispiel 4.19.

0
(1) In R3 sind die Vektoren (1 und (0 linear unabhéngig, weil
0
aus
1 0 0 0
aq 0 +a 1] 4+a3[0] =10
0 1 0

folgt, dass a1 = ag = az3 = 0.

1
(2) In R? sind die Vektoren und | —1 | linear unabhéngig: Sei
0
1 1 0
aq 1]+ a9 —1]1=10
0 0 0

Daraus folgt
a1 +a=0 und a3 —as=0,

und die einzige Losung dieses Gleichungssystems ist a; = ag = 0.

(3) In R? sind <(1)> , (?) und (i) linear abhangig, denn es gilt

)

(4) In R[z] sind die Vektoren 2% + 2% + 2,24 + $22,2% + 1 und 1 linear
abhéngig, denn es gilt

—1(3:4+x2+2)+1<x4+;x2>—l—;(xQ—i—l)—l—;-l:O.
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(5) In einem beliebigen K-Vektorraum V ist {0} linear abhéngig, da fiir alle
ae€e Kgilta-0=0.

Proposition 4.20. Sie V' ein K-Vektorraum. Vektoren vy,...,v, € V sind
genau dann linear unabhdngig, wenn sich kein Vektor v; als lineare Kombi-

nation von den Vektoren vy,...,v;_1 schreiben ldsst.

Beweis.

=: Seien v1, ..., v, linear unabhéngig. Angenommen, ein Vektor v; ist eine
lineare Kombination der Vektoren vy, ...,v;—1. Dann gibt es aq,..., ;-1 €
K, sodass

Vi = U1+ Qo1
und damit
0=a1v; + -+ ai—1vi-1 + (i) + 0vi41 + -+ + Ovy.

Die Vektoren vy, ..., v, sind also linear abhéngig. Widerspruch.

<=: Wir zeigen die Aussage durch die Kontraposition.
Seien vy, ..., v, linear abhdngig. Dann gibt es a1, ..., a, € K, die nicht
alle verschwinden, sodass

a1vy + -+ apv, = 0.
Sei £ :=max{l < j <n|a; # 0}. Dann folgt:

a1vy + -+ ap_1ve—1 + apve + O0vppg + - 4+ 0vy, =0,

und damit )
vg=——(a1v1 + -+ ap1ve-1).
Qy
Dies zeigt, dass vy eine lineare Kombination von vy, ..., vp_q ist. O
Proposition 4.21. Sei V' ein K-Vektorraum, seien vi,...,v, € V line-
ar unabhdngige Vektoren und sei v € (vi,...,v,). Dann sind die Skalare
ai,...,oan € K in der Formel

V=@V + -+ apvn

eindeutig bestimmd.
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Beweis. Seien k1,...,k, € K und f4,...,¢, € K mit
v=Fkvi+---+kw, und v=~0v+- -+,
Daraus folgt:

0=v—v= (kv + -+ kpvn) — ((rv1 + - + Lyvy,)
= (k‘l —51)U1+"‘+(k’n—€n)vn.

Da wvy,...,v, linear unabhéngig sind, so folgt k; —¢; = 0 fiir alle ¢, und damit

k; = ¥; fir alle 1. O

Definition 4.22. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien
v1,...,0, € V. Die Menge {v1,...,v,} ist ein Erzeugendensystem von V,
falls V' = (v1,...,v,). Wenn zusétzlich die Vektoren vy, ..., v, linear unab-
héngig sind, dann ist die Menge {v1,...,v,} eine Basis von V.

Definition 4.23. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei
B = {v1,...,v,} eine Basis von V. Nach Proposition 4.21 sind fiir jedes
v € V die Skalare ay,...,a, € K in der Formel

V=1V + -+ Uy
eindeutig bestimmt. Der Vektor

g
e K"

Qp

heifst der Koordinatenspaltenvektor von v beziiglich der Basis B, oder die
Koordinaten von v in der Basis B.

Beispiel 4.24.
(a) Die Menge {e; | 1 <i < n}, wobei

0
ei:= | 1| < i-te Stelle
0
heiftt die kanonische Basis von K™.
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(b) Sei R[z]<" die Menge aller Polynome in R[x] vom Grad < n. Dies ist ein
R-Vektorraum und eine Basis von R[z]<" ist die Menge

2 n
{1z, ..., 2"}
Diese Menge nennen wir kanonische Basis von R[z]<".

Lemma 4.25. Sei V' ein endlich dimensionaler K - Vektorraum und sei M =
{v1,...,vn} eine nichtleere Teilmenge von V.

(i) Die Menge M ist genau dann eine Basis von V', wenn sie eine mazimale
linear unabhdingige Teilmenge von V ist. (In anderen Worten: Keine
echte Obermenge von M ist linear unabhdngig.)

(ii) Die Menge M ist genau dann eine Basis von V', wenn sie eine minima-
le erzeugende Teilmenge von V ist. (In anderen Worten: Keine echte
Teilmenge von M erzeugt V'.)

Bewets.

(i)

=: Sei M eine Basis von V. Angenommen, M ist nicht eine maximal linear
unabhéngige Teilmenge von V. Dann gibt es v € V' \ M, sodass die
Menge M U {v} = {v1,...,vy,v} linear unabhéngig ist. Da M eine
Basis ist, so gibt es £1,..., 8, € K mit

Broi 4 -+ 4 fnvn = v.
Damit sind v, vy, ..., v, sind nicht linear unabhéngig. Widerspruch.

<=: Angenommen, M ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von
V. Dann ist die Menge M U {v} linear abhéngig fiir alle v € V'\ M. In
anderen Worten, es gibt o, ay, ..., a, € K, die nicht alle verschwinden,
sodass
av] + -+ apvy +av = 0.

Nun: Wenn o = 0, daraus folgt
aivy + -+ apv, =0,

welches besagt, dass vy, ..., v, linear abhéngig sind, ein Widerspruch.
Wenn « # 0, dann haben wir

1
v = _a(alvl + o+ apvn),
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und damit v € (v1,...,vy) fir alle v € V. In anderen Worten, M ist
ein Erzeugendensystem von V. Da M auch linear unabhéngig ist, so
ist M eine Basis.

Sei M eine Basis von V. Angenommen, es existiert eine echte Teil-
menge von M, die V erzeugt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit:
{vi,..., v} erzeugt V, wobei ¢ < n. Dann gibt es a1,...,q; € K,
sodass

Up = Q1U1 + -+ Uy,

oder dquivalent,
a1vy + -+ agvg — v, = 0.

Also, die Menge {v1,...,vs,v,} ist nicht linear unabhéngig, ein Wi-
derspruch.

Sei M eine minimale erzeugende Teilmenge von V. Wir miissen zeigen,
dass M linear unabhéngig ist. Angenommen, M ist linear abhéngig.
Dann gibt es 71, ...,7v, € K, die nicht alle verschwinden, sodass

U1 + -+ Ypvp = 0.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass -, #
0, und damit

Nun: Da M ein Erzeugendensystem ist, flir jedes v € V existieren
ai, ..., € K, sodass

V=1V + -+ QpUp.

Es folgt:
n—1 i
V=101 O 11 Y (—Z> v;
v
n—1 i
N
i=1 Tn
und damit ist jedes v € V eine lineare Kombination von wvy,...,v,_1.
Also, V = (v1,...,v,-1), welches der Minimalitiat von M widerspricht.
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O]

Satz 4.26. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann hat V
eine Basis.

Beweis. Sei Ey eine endliche erzeugende Teilmenge von V. Falls Ej eine mi-
nimale erzeugende Teilmenge ist, dann ist sie eine Basis von V nach Lemma
4.25. Wir diirfen also annehmen, dass Fy nicht eine minimale erzeugende
Teilmenge von V ist. Es gibt also E ; FEy, sodass F; erzeugende Teilmenge
ist. Nun ist F; entweder eine minimale erzeugende Teilmenge von V' oder
nicht. Wir fithren diesen Prozess iterativ weiter; der Prozess muss aufhoren,
da Ej endlich ist. ]

Austauschsatze von Steinitz

Lemma 4.27 (Austauschlemma). Sei V' ein K- Vektorraum mit einer Basis
B={vi,...,u,}, sei

w=Av1+ -+ AUy (17)
eine lineare Kombination von vy, ..., v, mit Ay # 0 fir ein k € {1,...,n}.
Dann ist die Menge
B/ = {Ulv sy Uk—1, W, V41,5 - - - 7UTL}

eine Basis von V. (Wir kénnen also vy, gegen w austauschen.)

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass
k = 1. Wir miissen zeigen, dass B’ ein Erzeugendensystem von V und linear
unabhéngig ist.

Sei v € V. Dann gibt es uq, ..., un, € K, sodass

V= vy + - F i Un. (18)
Aus (17) folgt
A2 An 1
Dy D . 19
Cil A1U2 )\1U —1—)\1w (19)
Aus (18) und (19) folgt
v = —&v— —&v —i—iw + povg + -+ Unv
= A\ 2 A\ n M\ 202 HnUn

_ M 1A 1A
= )\1w+ <,u2 M >U2 + + (Mn M )Un-
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Also, v ist eine lineare Kombination von w,ve, ..., v,, sodass B’ ein Erzeu-
gendensystem von V ist.

Jetzt zeigen wir, dass B’ linear unabhéngig ist. Angenommen, das ist
nicht der Fall: dann gibt es 61,...,60, € K, die nicht alle verschwunden,
sodass

91w+6’2v2+---+9nvn:0.

Aus (17) folgt

O1( Ao + -+ Aqop) + bovg + - + v, = 0,

und damit
O1 101 + (0122 + 62)va + - -+ + (01N, + Op) v, = 0.
Da vy, ..., v, linear unabhéngig sind, so folgt:
Oia =0 22 g =0
1o +62=0 = 06,=0
01>\n+0n:0. = 6,=0
Das ist ein Widerspruch und damit ist B’ linear unabhéngig. O

Satz 4.28 (Austauschsatz). Sei V' ein K-Vektorraum, sei B = {vi,...,vn}
eine Basis von V und sei {w1,...,wy} eine linear unabhingige Teilmenge
von V. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) m <n.

(ii) Es gibt Indizes iy, ... iy, € {1,...,n} derart, dass man nach dem Aus-
tausch (in B) von v;, gegen wi, vi, gegen wa, usw. wieder eine Basis
von V' gewinnt.

Bewets.
Der Beweis ist per Induktion nach m, gleichzeitig fiir (i) und (ii).

Fiir m = 0 ist nichts zu beweisen.

Sei nun m > 1 und sei die Aussage bewiesen fiir alle Zahlen < m. Be-
merke, dass die Menge {w1, ..., wn—1} linear unabhéngig ist, weil die Menge
{wy, ..., wy} linear unabhéngig ist. Nach dem Induktionsschritt fir (i) gilt
m—1<mn,alsom<n+1.
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Angenommen, m £ n. Dann gilt m = n 4+ 1, also n = m — 1. Nun,
nach dem Induktionsschritt fiir (ii) konnen wir alle Elemente von B gegen
Wi, ..., Wn—1 austauschen, sodass dann die Menge {wy,...,wy,—1} wieder
eine Basis von V ist. Aber das widerspricht Lemma 4.25(i), da die Obermenge
{wy, ..., wy} linear unabhéngig ist. Dies zeigt (i).

Es gilt also m < n. Wieder nach dem Induktionsschritt fiir (ii) konnen wir
m — 1 Elemente von B gegen wy, ..., ws,—1 austauschen; ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass

B = {wi, ..., Wn—1,Vm, - 0n}
eine Basis von V ist. Dann gibt es A1, ..., A, € K, sodass
Wy, = AMW1 + -+ + A 1Wim—1 + ApUm + + -+ + Anvp.
Ware A, = --- = A, = 0, dann hétten wir
Wm = AMw1 + -+ Ap—1Wm—1.

Das ist ein Widerspruch, da w;,...,w,, linear unabhéngig sind. Es gibt
also i > m mit \; # 0; ohne Beschrénkung der Allgemeinheit diirfen wir
annehmen, dass ¢ = m. Nach Lemma 4.27 kénnen wir dann in der Basis B’
das Element vy, gegen w,, austauschen. Also, {w1, ..., Wy, Vi1, ..., 0n} it
eine Basis von V. Dies zeigt (ii). O

Korollar 4.29. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Dann ha-
ben jede zwei Basen von V dieselbe Mdchtigkeit.

Beweis. Seien B und B’ zwei Basen von V. Sei n := |B| und m := |B’|. Nach
Satz 4 gilt dann m < n und m > n, also m = n. O

Definition 4.30. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Die Di-
mension von V ist die Anzahl der Elemente in einer beliebigen Basis von
V.9 Diese Zahl bezeichnen wir mit

dim V.

Beispiel 4.31.
(a) Per Definition ist dim V' = 0 genau dann, wenn V = {0}.

(b) dim K™ = n nach Beispiel 4.24.

9Dies ist unabhingig von der Wahl des Basis von V nach Korollar 4.29.
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(c) dimR[x]S" = n + 1 nach Beispiel 4.24.

Korollar 4.32. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit n =
dimV.

(1) Jede linear unabhingige endliche Teilmenge von V' hat héchstens n Ele-
mente. Hat sie genau n FElemente, so ist diese Menge eine Basis von

V.

(2) Jede erzeugende endliche Teilmenge von V' hat mindestens n Elemente.
Hat sie genau n Elemente, so ist diese Menge eine Basis von V.

Beweis. Folgt aus Lemma 4.25 und Korollar 4.29. O

Lemma 4.33 (Dimension von Unterrdumen). Sei V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum. Dann ist jeder Unterraum U C V auch endlich-
dimensional und es gilt

dimU < dimV.

Es gilt dimU = dim V' genau dann, wenn U = V.

Beweis. Seien n := dimV und seien v1,...,v,; € U linear unabhingige
Elemente in U. Dann sind vi,...,v,, auch linear unabhéngig in V, und
damit gilt m < n nach Satz 4.28. Also, jede linear unabhéngige Menge in
U hat maximal n Elemente, und damit ist U auch endlich-dimensional. Sei
{w1,...,w,y} eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von U. Nach
Lemma 4.25 ist dann {wq,...,w,,} ist eine Basis von U, und es folgt:

dimU =m' <n=dimV.

Wenn dim U = dim V', also m’ = n, und {wy, ..., w,y} linear unabhéngig in
V. Nach Satz 4.28 und Lemma 4.25 ist dann {wy, ..., w,,} eine Basis von
V. Folglich gilt: U = (w1, ...,wyy) =V, wie gewlinscht. O

Beispiel 4.34. Da dimR? = 3, so haben alle echten Unterrdume von R3
entweder Dimension 1 oder Dimension 2. Die Unterrdume der Dimension 1
sind Geraden durch den Nullpunkt; die Unterrdume der Dimension 2 sind
Ebenen durch den Nullpunkt.

Lemma 4.35 (Basiserginzung). Sei V' ein endlich-dimensionaler K - Vektor-

raum mit dimV = n, sei W ein Unterraum von V und sei {vi,...,vm}
eine Basis von W. Dann gibt es Elemente vpi1,...,v, € V \ W, sodass
{v1,...,vn} eine Basis von V ist.
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Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn W = V. Wir diirfen also annehmen,
dass W # V. Wihle v, 11 € V\ W.

Wir behaupten, dass die Menge {v1,...,Um+1} linear unabhéngig ist.
Und zwar, seien Aq,..., Ap+1 € K mit

)\11)1 + -+ )\m+1vm+1 =0.

Falls A\j,41 # 0, dann

Um+1:_)\ ()\1U1+"‘+)\mvm)e<U17--'7Um>7

m+1

Widerspruch. Es ist also A1 = 0. Aber dann gilt

A1v1 + - AU = 0,

und daraus folgt, dass auch \y = --- = \,;, = 0, da vq,..., vy, linear unab-
héangig sind. Die Behauptung ist bewiesen.
Setze Wi41 = (v1,...,Umy1). Falls Wy,11 = V, dann sind wir fertig.

Ansonsten wéhlen wir ein vp,42 € V \ W41 und setzen diesen Prozess
iterativ fort. Der Prozess muss aufhoren, da V' endlich-dimensional ist. [
Schnitt und Summe von Unterrdumen

Definition 4.36. Seien W7 und W5 zwei Unterrdume eines K-Vektorraumes
V. Die Summe von W7 und Wy ist definiert durch

Wi+ Wy = {wl—{—wQ ’ w1 € Wi, wo € WQ}.

Proposition 4.37. Seien Wy und Wy zwei Unterraume eines K -Vektorra-
umes V. Dann ist W1 + Ws auch ein Unterraum von V.

Beweis. Seien wi,w] € Wi und way, wh € Wo. Dann gilt:

(w1 + wa) + (w) + wy) = (w1 +wy) + (w2 + wy) € Wy + W,

eWwq eWs

und damit ist W7 + W5 abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition. Analog
zeigen wir, dass W1+Ws abgeschlossen ist beziiglich der Skalarmultiplikation.
O

Beispiel 4.38. Sei W; eine Gerade in R? und sei W5 eine Ebene in R?. Es
gibt dann zwei Falle.

Fall 1: W7 C Ws. Dann ist dim Wi N Wy = dim Wy = 1. Ferner ist W1+W5 =
Wy, und damit dim Wy + Wy = dim Wy = 2. Bemerke, dass 1 + 2 = 3.
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Fall 2: W; € Ws. Dann ist Wi N Wy = {0}, und damit dim Wy N W, = 0.
Ferner ist W; + Ws = R?, und damit dim W; + W5 = dimR3 = 3. Bemerke,
dass 0+ 3 = 3.

Im Allgemeinen gilt:
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Satz 4.39 (Dimensionssatz/Dimensionsformel fiir Unterrdume). Seien W)
und Wo zwei Unterrdume eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes V.
Dann gilt

dim W7 + dim Wy = dim (W1 N WQ) + dim (W1 + Wg).

Beweis. Seien r := dimW; N Wy, s := dim W7 und ¢t := dim W5, und sei
{v1,...,v,} eine Basis von W1 N Wj.

Da W7 N Wy ein Unterraum von Wi ist, so existieren nach Satz 4.35
Elemente wy41,...,ws € W1 \ (W1 N Wa), sodass {v1,...,0p, Wrg1,...,Ws}
eine Basis von W7 ist.

In dhnlicher Weise gibt es Elemente 2,11, ..., 2 € W\ (W1NW3), sodass
{v1,...,Up, 2Zr41,..., 2t} eine Basis von Wy ist.

Wir miissen zeigen, dass

dim(Wq +Wa) =t +s—r. (20)

Wir zeigen dies in zwei Schritten.

Schritt 1. Setze
U := (U1, Opy Wrgly e ey Wey Zpgly e vy 2t
Dann behaupten wir, dass
Wi+ Wy =U.
Und zwar, seien wi € W1 und we € Ws. Dann koénnen wir schreiben
W] = QU1 + -+ QU + Q1 Weg 1 + 00+ Wy

und
wy = o1 + -+ Brvy + Brg1Zrs1 + 0+ Brat,

und folglich:

r s t
w1 + wy = Z(Ozz + ﬂz)’Uz + Z o;w; + Z Biz; € U.

=1 i=r+1 i=r+1

Also,
Wi+ Wy CU.
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Sei umgekehrt w € U. Dann kénnen wir schreiben

W—Zazvz+ Z ﬁzwz+ Z ’YZZZGW1+W27

i=r+1 i=r+1
—_———
€W1 eWs
und damit
UC W+ Ws.

Dies zeigt die Behauptung.
Schritt 2. Um (20) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass die Menge

B:= {/Ula'”77}7‘7wr+17"‘7w87'zr+17“'7Zt}

eine Basis von W7+ W ist. Schritt 1 zeigt, dass B ein Erzeugnis von Wy + W
ist, und es bleibt zu beweisen, dass die Menge B linear unabhéngig ist.
Seien «y, B,V € K mit

Zalv,—i- Z Bjw; + Z Y2k = 0. (21)

j=r+1 k=r+1

Daraus folgt

S
Z Vkak = — Za'ﬂ)z_ > Biwj,

k=r+1 j=r+1

eWs eW
und insbesondere:

t
Z Yoz € Wi N Wy = (v1,...,0,).

k=r+1
Es existieren dann Skalare 61, ...,d, € K, sodass
Z Ve2k = Z 0ivs,
k=r+1
oder aquivalent:
T t
> dwi— > =0
=1 k=r+1



Da die Menge {v1,...,0r, Zp41,..., 2} linear unabhéngig ist, so folgt, dass
0; =y =0 fiir alle ¢ und k.
Wenn wir dies einsetzen in (21), bekommen wir:
T S
Zaivi + Z ijj =0.
i=1 j=r+1
Da die Menge {v1,...,Up, Wyrt1,...,ws} linear unabhéngig ist, so folgt, dass
a; = fj =0 fiir alle ¢ und j.
Es gilt also a; = 8 =y, = 0 fiir alle 7, j und k, und damit ist die Menge B
linear unabhéngig, wie gewiinscht. O

Direkte Summe

Definition 4.40. Seien Wi und W5 zwei Unterraume eines K-Vektorraums
V. Die Summe W7 4+ Wy heiltt direkt, falls jedes w € W7 + Wy eindeutig
geschrieben werden kann als

w = wy +wy, wobelw; € Wi und wy € Wh.
Dann bezeichnen wir die Summe Wy + Wy mit
Wi & Wa.

Beispiel 4.41. Sei V = R?, sei W, die 2-Achse und sei Wy die y-Achse. Dann
ist Wi + Wo direkt. Und zwar, sei w € Wy + Wa. Dann ist w = (a,b) € R?
und die Summe w = w; + wy = (a,0) + (0,b) ist eindeutig bestimmt.

Lemma 4.42. Seien Wi und Wo zwei Unterrdaume eines K -Vektorraums V.
Dann ist die Summe Wy + Ws genau dann direkt, wenn

W N Wy ={0}.

Beweis.
=—: Sei w € W1 N Ws. Dann ist

w= 0 + w = w + 0 .
~ e |
eWws eWs eWy eWa

Aus der Eindeutigkeit folgt, dass w = 0.
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<=: Angenommen, die Summe Wj; + W5 ist nicht direkt. Dann gibt es
w € Wy 4+ Ws, welches nicht eindeutig geschrieben werden kann als Sum-
me von Elementen aus W; und Ws. D.h. es gibt verschiedene y;,y2 € Wi
und verschiedene z1, zo € Wo mit

w =Y+ 21 = Y2 + 29.

Dann gilt:
Y1 — Y2 = 22 — 21,
—— N\
eW eWa
und damit
Y1 —y2 € Wi NWa = {0},
welches ein Widerspruch ist. O

Bemerkung 4.43. Nach Satz 4.39 gilt:

dim(W1 (&) Wg) = dim W7 + dim Wy — dim(W1 N WQ) = dim W7 + dim Ws.
—_——

=0

Definition 4.44. Sei V ein K-Vektorraum. Zwei Unterrdume Wi und Wy
von V heiften komplementdr, falls

V =W; & Ws.
Wir nennen dann Wi das Komplement von Wy, und umgekehrt.

Lemma 4.45. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei W
ein Unterraum von V. Dann existiert ein Komplement von W in V.

Beweis. Sei {vy,...,v,} eine Basis von W. Nach Satz 4.35 existieren Vekto-
ren Upyi,...,0, € V, sodass {v1,...,v,} eine Basis von V ist. Setze
Z = (Upg1y. -, Up).

Wir behaupten, dass Z ein Komplement von W ist. Wir zeigen zuerst, dass
V =W + Z. Die Inklusion W + Z C V ist trivial. Sei umgekehrt v € V.
Dann gibt es ay,...,a, € K mit

n ' n
v = Z%‘Uz‘ = Zaivi—i— Z a;v; €W + Z,
i=1 i=1

i=r+1
— ——
ew cZ
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und damit V C W + Z.

Wir zeigen nun, dass die Summe W + Z direkt ist. Nach Lemma 4.42
reicht es zu zeigen, dass W N Z = {0}. Und zwar, sei w € W N Z. Dann
existieren Ay, ..., A\, € K und pyy1, ..., by € K mit

w=MAvi+--+Xv, und W= pUr41Vr41+ -+ UnUn,

und folglich

T n
Ozw—w:Z)\ivi— Z L V;
=1

i=r+1
Da die Menge {vy,...,v,} eine Basis von V ist, so folgt \; = p; = 0 fiir alle
1, und damit w = 0, wie gewiinscht. ]
Quotientenraume

Definition 4.46. Sei V ein K-Vektorraum, sei U ein Unterraum von V und
sei v € V. Die Menge

v+U:={v+u|uecU}

heifst die Nebenklasse von U durch v. Der Vektor v heifst ein Reprdsentant
der Klasse v + U.

Beispiel 4.47. Sei V = R?, sei U eine Gerade durch den Nullpunkt und sei
v € V. Dann ist v + U die Gerade, die v enthélt und parallel zu U verlauft.

|

v+l
e

-2
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Proposition 4.48. Sei V ein K-Vektorraum, sei U ein Unterraum von V
und seien v,w € V. Dann ist v+ U = w+ U genau dann, wenn v —w € U.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 2.21, da (V,+) eine Gruppe und U eine
Untergruppe von V ist. ]

Lemma /Definition 4.49. Sei V' ein K-Vektorraum und sei U ein Unter-
raum von V. Die Menge

VU ={v+U|veV}

aller Nebenklassen von U heifit der Quotientenraum wund ist ein K -Vektor-
raum beziiglich der folgenden Operationen:

(w+U)+(w+U):=@w+w)+U firalev,weV,
av+U):=av+U firaleacK, velV.

Beweis. Die Struktur (V/U,+) ist eine Gruppe (Ubung! Siehe Definition

2.31). Es bleibt zu zeigen, dass die Skalarmultiplikation wohldefiniert ist.
Seien v,w € V, sodass v + U = w + U. Dann ist v — w € U nach

Proposition 4.48. Damit ist a(v — w) € U, somit nach Proposition 4.48:

ov+U=aw+U.
Aber dies zeigt genau, dass a(v + U) = a(w + U), wie gewiinscht. O

Lemma 4.50. Sei V ein K-Vektorraum und sei U ein Unterraum von V.
Wenn V' endlich-dimensional ist, dann gilt

dimV/U = dimV — dim U.

Beweis. Sei {v1,...,v,} eine Basis von U. Nach Satz 4.35 existieren Vektoren
Vrgly--.,Un €V, sodass {v1,...,v,} eine Basis von V ist. Wir behaupten,
dass die Menge

B:={v,41+U,...,v,+U}

eine Basis von V/U ist. Das Lemma folgt sofort aus dieser Behauptung.
Zuerst zeigen wir, dass die Menge B den Vektorraum V/U erzeugt. Sei
v € V, und wir m6chten zeigen, dass

v+U € (g1 +U,...,v, +U).
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n
Und zwar, es gibt Aq,..., A\, € K, sodass v = ) A\;v;, und damit

=1

v+U = (ZAZ-UZ) +U.
=1
Nun: es gilt

Zn:Aﬂ)i — zn: ANiU; = ZT:)\Z%, eU,
=1 =1

i=r+1

und damit, nach Proposition 4.48:
n n
(Z /\ivi> +U = ( Z )\ivi> + U.
i=1 i=r+1

Zusammen mit (22) ergibt dies:

U+U:<Z )\wi>+U: Z Ai(vi+U) € (vpp1+U,...,u+U),

i=r+1 i=r+1

wie gewiinscht.

Es bleibt zu zeigen, dass die Menge B linear unabhéngig ist. Und zwar,

seien Vp41,...,V, € K mit

n

> vilvi+U)=0+U=T.
i=r+1

Das ist dquivalent zu
n
(Z ym-) +U=0+T0,
i=r+1

und nach Proposition 4.48, dies ist aquivalent zu

n
Z vv; € U.

i=r+1
Dann existieren 64, ...,60, € K, sodass
n T
E viv; = E 0;vi,
i=r+1 =1
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also

r n
Z (91"1)@' — Z Viv; = 0.
i=1

i=r+1
Da v1,...,v, linear unabhéngig sind, so folgt #; = v; = 0 fiir alle 7. Das
zeigt, dass die Menge B linear unabhéngig ist. O

Ausblick auf unendlich-dimensionale Vektorraume

Viele Dinge kann man auch fiir unendlich dimensionale Vektorrdume definie-
ren und beweisen. Man benutzt dafiir das Auswahlaziom oder das Zornsche
Lemma der mathematischen Logik.

Definition 4.51. Sei V' ein K-Vektorraum.
(1) Das Erzeugnis einer Teilmenge S C V ist die Menge
n
(S) := {ka |neNk e K, v e S} .
=1

In anderen Worten, (5) ist die Menge aller endlichen linearen Kombina-
tionen von Vektoren in S.

(2) Eine Teilmenge S C V' heilt linear unabhdingig, falls fur vy,...,v, € S
und k1, ..., k, € K gilt:
> kivi=0 = k; = Ofiir alle i.

=1

(3) Eine Teilmenge S C V heifst eine Basis von V, falls S linear unabhéngig
ist und V' = (S).

Beispiel 4.52. {1,z,2% 23,...} ist eine Basis von R[z].
Dann kann man beweisen:

Satz 4.53. Jeder K-Vektorraum hat eine Basis.
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5 Lineare Abbildungen und Matrizen
Definition 5.1. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
T:V->W

ist ein Vektorraumhomomorphismus oder K -lineare Abbildung, falls:
(a) T(v1 +v2) =T (v1) 4+ T(ve) fiir alle v1,vy € V,
(b) T(av) = aT'(v) fir allev € V,a € K.

Ferner ist T ein Vektorraummonomorphismus, -epimorphismus bzw. -iso-
morphismus, falls 7" injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Falls T" ein Isomor-

phismus ist, dann sagen wir, dass V und W isomorph sind und schreiben

V=W oder VW.

Bemerkung 5.2. Bemerke, dass, in der Notation wie oben, T" ein Gruppen-

homomorphismus zwischen den Gruppen (V,+) und (W, +) ist.

Beispiel 5.3.

(1) Seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei 7': V' — W ein Homomor-

phismus. Dann ist T' die Nullabbildung, falls T'(v) = 0 fiir alle v € V.

(2) Sei W ein K-Vektorraum und sei V' C W ein Unterraum. Dann ist die

Abbildung
T:V—-W, wv—w

linear und heifst Identititsabbildung auf V.

(3) Betrachte zwei Abbildungen 77: R? — R und Th: R? — R definiert

durch

()-r n)-s

Diese Abbildungen sind linear und heifsen Projektionen auf die x- bzw.

y-Achse.

(4) Seiw # 0 eine feste komplexe Zahl. Eine Drehstreckung ist die Abbildung

T:C—C, zw zw.

(5) Die Abbildung T': R[z] — Rz], p +— p’ (wobei p’ die Ableitung von p

ist) ist eine lineare Abbildung.
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Definition 5.4. Seien V und W zweil K-Vektorrdume und sei T: V — W
eine lineare Abbildung.

(1) Der Kern oder Nullraum von T ist die Teilmenge

ker T := T71(0).

(2) Die Bildmenge oder das Bild von T ist die Menge
ImT :=T(V).

Proposition 5.5. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und setT:V — W
eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) ker T ist ein Unterraum von V,

(b) Im T ist ein Unterraum von W.

Beweis. Die Mengen ker T' und Im T sind Untergruppen von V' bzw. W, nach
Satz 2.19. Es bleibt, die Abgeschlossenheit beziiglich Skalarmultiplikation zu
zeigen.

Und zwar, seien v € ker T' und a € K. Dann gilt:

T(av) =aT(v) =0,

und damit av € ker T'. Dies zeigt (a).
Ferner, seien w € Im 7T und § € K. Dann existiert v € V mit T'(v) = w,
und damit:
aw = T(av),
also aw € Im T Dies zeigt (b). O
Satz 5.6 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Seien V und W zwei K-
Vektorrdume und sei T: V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist die Abbil-

dung
0:V/kerT — ImT, [v]— T(v)

ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Die Abbildung 6 ist ein Gruppenisomorphismus ist nach dem Ho-
momorphiesatz fiir Gruppen, Satz 2.29. Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir
alle a € K gilt

O(cv]) = ab([v]).

Und zwar:

0(afv]) = O([aw]) = T(av) = aT(v) = ab([v]),

wie gewlinscht. O
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Definition 5.7. Seien V und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume
und sei T: V' — W eine lineare Abbildung. Der Rang von T ist

rang T :=dimIm 7T,
und der Defekt von T ist
def T := dim ker T'.

Satz 5.8. Seien V und W zwei K-Vektorraume und sei T:V — W eine
lineare Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Wenn Vektoren vy,...,v, € V linear abhdngig sind, so sind die Vektoren
T(v1),...,T(vy,) € W linear abhingig.

(b) Wenn Vektoren T(vi),...,T(v,) € W linear unabhingig sind, so sind

Vektoren vy, ...,v, € V linear unabhdngig.
Beweis.
Seien vq,...,v, € V linear abhéngig. Dann existieren A; € K, die nicht alle

verschwinden, sodass
Z )\ivi = 0.
i=1
Daraus folgt:
0=T(0)=T (Z )\Z-vi) => AT(w),
i=1 i=1

und damit sind T'(v1),...,T(v,) linear abhéngig. Dies zeigt (a), und (b) ist
die logische Kontraposition von (a). O

Korollar 5.9. Sei T: V. — W ein Isomorphismus zwischen zwei endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen V und W. Dann

dimV =dim W.

Beweis. Sei n := dimV und sei {vi,...,v,} eine Basis von V. Wir be-
haupten, dass die Vektoren T'(vi),...,T(v,) linear unabhéngig sind. Wir
argumentieren per Widerspruch und nehmen an, dass sie linear abhéingig
sind. Nun koénnen wir Satz 5.8(a) auf den Isomorphismus 7-': W — V an-
wenden und schliefen, dass die Vektoren vy, ..., v, linear abhéngig sind (da
T (T(v;)) = v; fiir alle 4), ein Widerspruch.

Also, die Vektoren T'(v1),...,T(vy,) sind linear unabhéngig, und damit,
nach Satz 4.28, dimV = n < dim W. Die umgekehrte Ungleichung folgt,
wenn wir die Abbildung T—!: W — V betrachten. O
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Satz 5.10 (Dimensionssatz). Sei T: V — W eine lineare Abbildung zwi-
schen zwei endlich-dimensionalen K-Vektorrdaumen V und W. Dann gilt

dimV = def T'+ rang T

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz gilt Im T 2 V/ ker T', und damit, nach
Korollar 5.9,
dimIm 7T = dim(V/ker T').

Es folgt:

rang ] = dimIm 7 = dim (V/ ker T')

S22 250 §im V — dimker T = dim V — def T,

wie gewiinscht. O

Korollar 5.11. Sei T: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei end-
lich-dimensionalen K -Vektorraumen V und W. Wenn dimV = dim W, dann
qilt:

T ist surjektiv <= T ist injektiv.

Beweis. Es gilt:

T surjektiv — T(V)=W <= rangT =dimW

DImegsiepssat? - Qim V — def T = dim W
Y et T =0

<— kerT ={0} <= T injektiv,
wie gewlinscht. O

Proposition 5.12. Sei T: V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
endlich-dimensionalen K -Vektorraumen V und W. Sei {ei,...,e,} eine Ba-
sis von V. Dann gilt

ImT = (T(e1),...,T(en)).

In anderen Worten, die Abbildung T ist eindeutig definiert durch Vektoren
T(e1),...,T(en).
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Beweis. Sei v € (T'(e1),...,T(epn)). Dann gibt es \; € K, sodass v =
n
> AiT(e;), und damit

=1
=1 =1

Es gilt also (T'(e1),...,T(e,)) CImT.
Umgekehrt, sei w € ImT'. Dann gibt es v € V mit T'(v) = w, und dann

n
gibt es u; € K, sodass v = ) p;e;. Daraus folgt:
i=1

w=TwW) =T (Z me,) = pT(e;) € (T(er), ..., Tlen)),
=1 =1

welches die Inklusion ImT" C (T'(e1),...,T(ey)) zeigt. O

Matrizen und Matrixdarstellungen von linearen Abbildungen

Definition 5.13. Sei K ein Korper. Eine Matriz der Dimension m x n ist
eine Abbildung

{L,....om} x{1,....,n} = K, (4,j) = ajj € K.
Eine Matrix schreiben wir als Tabelle:

ai a2 A1n

aml Am2 " Omn

oder kiirzer:

(@ij)i=1,..m oder (a;j).
Jj=1,...,n

Eine Matrix hat Werte oder Fintrdge in K und heifft auch Matrix dber K.
Die Menge aller Matrizen tiber K bezeichnet man in der Literatur mit

K K™ My (K), Mg (K

wir verwenden hier die Schreibweise M, ,(K). Wenn m = n, dann schreiben
wir M, (K) statt My, ,(K).
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Lemma/Definition 5.14. Sei K ein Korper. Wir definieren die Addition
und die Skalarmultiplikation auf M, ,(K) wie folgt:

(aij) + (bij) := (aij + bij)  (komponentenweise Addition)
und, fira € K,
a(aij) = (aaij)  (komponentenweise Skalarmultiplikation).

Dann wird My, ,(K) zu einem K-Vektorraum beziiglich dieser Operationen.
Beweis. Ubung! O

Definition 5.15. Sei T: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen V und W. Sei {ey,...,e,} eine Ba-
sis von V und sei {fi,...,fm} als Basis von W. Dann léasst sich jedes
T(e;) € W eindeutig schreiben als lineare Kombination von fi,..., fi,: In
anderen Worten, es eindeutige gibt a;; € K, sodass

T(e1) =ainfi+ -+ amifm,

T(en) = alnfl +---+ amnfm-

Die Matrix
ai a1n
A= :
Ami Qmn
heifst die Darstellungsmatriz von T beziiglich der Basen {eq,...,e,} von V

und {f1,..., fm} von W.

Bemerkung 5.16. Nach Proposition 5.12 ist die Abbildung T' eindeutig
bestimmt durch die Wahl der Skalare a;; € K, also durch die Matrix A.

Beispiel 5.17.

(a) Sei T: R® — R? die lineare Abbildung
v r+y—=z
r Z - ( 20 + 2 ) '
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Wir finden nun die Darstellungsmatrix A von T' beziiglich der kanoni-
schen Basen von R? und R2. Und zwar, es gilt:

(5)-6)=16) ().
(1)) =16) ().
r{1)-()= 0 0)

1 1 -1
2 0 1

(b) Sei T wie in (a). Wir finden nun die Darstellungsmatrix B von T' beziig-
1 1 0

lich der Basen 01],111],10 von R3, und {(1> , <1>} von
-1 1 1 1 0

R2. Und zwar, es gilt:

und damit A = <

r(o)-()-1()+ ()
()= 6)-0) )
(1) - (D)= () ()

) 1 3 1
und damit B = (1 9 _2>.

(c) Sei n € N und T: R[z]S" — R[z]=" die Ableitung. Wir finden nun die
Darstellungsmatrix C' von T beziiglich der Standardbasis von R[z]<".
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Und zwar, es gilt:

T(1)
T(z) =

0=0-140-2+---+0-2",
1=1-14+0-2+---+0-2",

01 0 0

0 2 0 0
unddamit C' =g o ... 0 i 0

o0 --- 0 0

Definition 5.18. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Definiere
Hompg (V,W) :={f: V — W | f ist eine k-lineare Abbildung}.

Wenn es aus dem Kontext klar ist, um welchen Koérper K es sich hier handelt,
dann schreiben wir einfach

Hom(V, W).
Bemerkung 5.19.
(1) Homg (V, W) C Abb(V, W).
(2) Wir definieren die Addition von f,¢g € Homg (V, W) durch
(f+9)(x) := f() + g(x) fiir alle z € K,
und die Skalarmultiplikation von o € K und f € Homg (V, W) durch
(af)(z) == af(z) fiurallez e K.
Ubung: Diese Operationen machen Homy (V, W) zu einem K-Vektor-

raum.
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(3)

Wir definieren

Isog (V,W) :={f: V — W | f ist ein Vektorraumisomorphismus}.

(4) Wenn V = W, dann schreiben wir

(5)

End(V) := Homg (V, V)

und nennen deren Elemente Endomorphismen. Sind F,G € End(V), so
ist oG € End(V) (Ubung!).

(Iso(V7 V), o) ist eine Gruppe.

Lemma 5.20.

(1)

(2)

(3)

Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Dann

V=K"

Seien V. und W zwei K -Vektorraume mit n = dimV und m = dim W.

Sei By eine Basis von V und sei By von W . Dann ist die Abbildung
0: Homg (V,W) — M, »(K),

die zu jedem F € Hompg (V, W) seine Darstellungsmatriz beziglich By
und By zuordnet, ein Vektorraumisomorphismus.

Mit der Notation aus (2), so ordnet die inverse Abbildung 0~ jeder
aiy - Qin
Matriz A = : : € My, n(K) die lineare Abbildung

am1 - OGmn

F: V=W v—=w,

A
auf folgende Weise: Seien : die Koordinaten von v in der Basis

An
By . Dann sind
a1 + -+ aindy

AmiA1 + -+ AmnAn

die Koordinaten von w in der Basis By .
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Bewets.
(1) Sei {e1,...,en} eine Basis von V und sei {f1,..., fmm} die kanonische
Basis von K. Definiere die lineare Abbildung

T:V—>Kn, 61'—)‘}02
Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv, da T'(V)) = (f1,..., fn) = K™.
Nach Korollar 5.11 ist 7" dann auch ist injektiv, und damit bijektiv.

(2) Fixiere Basen By von V und By von W, und setze
0: Hom(V, W) — M, n(K), T — A(T),

wobei A(T) die Darstellungsmatrix von T' beziiglich B; und Bs ist. Es ist
einfach zu zeigen, dass

Es ist auch einfach zu zeigen, dass 6 ein Isomorphismus ist (Ubung!).

(3) folgt einfach aus der Definition der Darstellungsmatrix (Ubung!). O

Korollar 5.21.

(1) Zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume V. und W mit derselben Di-
mension sind isomorph.

(2) Fiir zwei endlich dimensionale K -Vektorraume V und W mit n = dim V'
und m = dim W ist die Menge Homg (V, W) auch ein endlich dimensio-
naler K-Vektorraum der Dimension n - m.

Beweis.
(a) Nach Lemma 5.20 gibt es Isomorphismen 77 : V — K™ und To: W — K™.
Dann ist

TyloTi: VoW

ein Isomorphismus.
(b) Aus Lemma 5.20 folgt, dass Homg (V, W) = M,, ,,(K), und damit
dim Homg (V, W) = dim M, ,(K)

nach Korollar 5.9. Die Matrizen

0 -« 0 --- 0
Ej=|(0 --- 1 - 0] < die 1 ist an der Stelle (¢, j),
0 0 0
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bilden eine Basis von M, ,(K) (fir ¢ = 1,...,n und j = 1,...,m), und
damit dim M, ,,(K) = mn. O
Matrixalgebra

Seien X, Y und Z drei K-Vektorrdume mit

n := dim X, m :=dimY, {:=dim Z.
Seien

BX:{ifl,.-.,an}, BY:{yh'")ym}v BZ:{Zh'")ZZ}

fixierte Basen von X bzw. Y bzw. Z.

Sei S: X — Y eine lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix M (S)
beziiglich Bx und By. Sei T: Y — Z eine lineare Abbildung mit der Dar-
stellungsmatrix M (T') beziiglich By und By.

In anderen Worten, wenn

S11 "t Sin
M(S)=| : © | € Myn(K), und
Sml " Smn
ti S1m
M(T)=| : s € My (K),
ter -+ Sem
dann gilt
m
S(xj) = Zskjyk fir alle j =1,...,n, und (23)
k=1
¢
T(y;) = trjer  fiirallej=1,...,m. (24)
k=1

Lemma 5.22. In der Notation wie oben, sei M (T o S) der Darstellungs-
matriz von T o S beziglich Bx und Bz. Dann lautet der Eintrag (i,j) der

Matriz M(T o S):
Ztikskj'
k=1
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Beweis. Sel R:=T o5 und

i1 Tim
M(R) = | : b € My (K).
Ter ot Tem
Es gilt
R(zj) = (T o S)(x;) = T(S(x;))
m
(23)
=T <Z Sk;?ﬂ:) Zsk] (Yr)
k=1
(24) m V4
=D ki )tz = ZZ%SW
k=1 =1 k=1 i=1
{ m
DD SUNEE of  yritm
=1 k=1 =1 \k=1
.,
Damit gilt rj; = > tirskj, wie gewiinscht. O
k=1

Definition 5.23. Sei K ein Koérper, und seien

A= (aij) i=1,...,0 € Mé,m(K)

und

=1,..0 € My n(K),
-1,

)

die durch die folgenden Formel definiert ist:

m
Cij = Z aikbkj.
k=1

Wir bekommen also den Eintrag c;;, indem wir die jeweiligen Eintrdge der
i-ten Zeile von A mit den jeweiligen Eintrdge der j-ten Spalte von B aus-
multiplizieren und dann summieren.
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Bemerkung 5.24. Mit der Notation wie am Anfang des Abschnitts: Die
Matrixmultiplikation ist so definiert, dass die Matrix M (T") - M (S) die Dar-
stellungsmatrix der Abbildung 7" o S ist. In anderen Worten, es gilt

M(T)- M(S) = M(T o S).

M(S) M(T)

X Y Z

~_

M(ToS)=M(T)-M(S)

Beispiel 5.25. Es gilt:
5 .<6 5 4 3)
5 6 21 0 -1

S—— 2x4
3x2

16422 1:542-1 1-442.0 1-3+2-(=1)
=(36+4-2 3.5+4-1 3-444-0 3-3+4-(—1)
5.6+6-2 5-54+6-1 5-446-0 5-3+6-(—1)

3x4

Lemma 5.26.
(a) Seien A, B € My, (K) und C € My, ,(K). Dann gilt
(A+ B)C = AC + BC.

(b) Seien A € My,,(K) und B,C € Mp, ,(K). Dann gilt
A(B+C)= AB + BC.

(c) Seien A € My, (K), B € My, n(K) und C € M, ,(K). Dann gilt
A(BC) = (AB)C.

Beweis. Wir zeigen nur (a); (b) und (c) folgen auf dhnliche Weise.

Man priift entweder direkt aus den Formeln, dass (a) stimmt, oder man
geht folgendermafen vor. Sei F: K™ — K* die lineare Abbildung, wessen
Darstellungsmatrix beziiglich der kanonischen Basen von K™ und K* genau
A ist; shnlich fiir Abbildungen G: K™ — K*, die zu B korrespondiert, und
H: K™ — K™, die zu C korrespondiert. Dann korrespondiert die Abbildung

(F+G)oH: K" — K*
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zur Matrix (A + B)C. Andererseits korrespondiert die Abbildung

FoH+GoH
zur Matrix AC'+ BC. Aber diese zwei Abbildungen sind gleich, die korre-
spondierende Matrizen sind also auch gleich. O

Bemerkung 5.27. Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ. Zum

Beispiel gilt:
1 2\ (56 2 5 6\ (1 2
3 4 78 7 8 3 4)°

Notation 5.28. Sei K ein Kérper und A = (ai;) € My, »n(K). Wir bezeich-
nen die Spalten von A mit

c‘f‘, - ,cﬁ (,,¢¢ fiir ,column®),
und die Zeilen mit
i ,r;;‘l (,r fiir ,row®).
Also gilt
ai;
cf‘ = : und rZ»A = (ail am)
Ami

Dann konnen wir A schreiben als

A
™

A= : oder A:(cfl4 c,ﬁ‘).
a

Bemerkung 5.29. Seien A = (ai;) € My, (K) und B = (b;;) € My, p, und

sei C' = (¢i;) := AB € My,,. Dann folgt aus der Definition der Matrixmulti-

plikation, dass

cj= ri cf € M (K) =K.
~ ~~

EM1,m(K) eMpy1(K)

Man checkt dann einfach, dass
m
CJC:Zbkjcf fliralle j =1,...,¢,
k=1

und

m
C B . .
ry = E kT firalle j =1,...,n.
k=1
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Definition 5.30. Sei A = (aij)i=1,..,m € Mpyn(K). Dann ist die zu A
7j=1,....n
transponierte Matriz definiert als

AT = (ag;')izl,“ n € Mn,m(K)
=1y
durch die Formel
g 1= i
Bildlich wird dies dargestellt als:
%
A= : ~ AT=( )
%
Bemerkung 5.31. Es gilt
(ATT = A.

Proposition 5.32. Seien A € My, ,(K) und B € My, o(K). Dann gilt
(AB)T = BT AT,
Beweis. Schreibe C = (¢;j) :== AB und D = (d;;) := BT AT. Dann gilt

A B

Cij =17 ¢5
und daher
T _ A B_ BT AT _
Cj=r5c =1 ¢ =dij
Das zeigt die Proposition. O

Rang einer Matrix

Definition 5.33. Sie K ein Kérper und sei A € My, ,(K).

(1) Der Spaltenraum von A ist der Unterraum (c{,...,c2) von K™, und

e n
seine Dimension ist der Spaltenrang von A.
(2) Der Zeilenraum von A ist der Unterraum (ri!, ... r7}) von K", und seine

rtm
Dimension ist der Zeilenrang von A.

Bemerkung 5.34. Der Spalten- bzw. Zeilenrang ist die maximale Anzahl
an linear unabhangigen Spalten bzw. Zeilen.
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Beispiel 5.35. Sei

1 -2 0 4

3 1 1 0
A= -1 -5 -1 8

3 8 2 12

Der Zeilenrang von A ist 2, da rf‘ und r§4 linear abhéngig sind, und es gilt
r? = 27"14 — rf‘, rf = —37’14 + 27’2A.

Der Spaltenrang von A ist 2, da cf,f‘ und cf linear unabhéngig sind, und es
gilt
A_ 14 A A_L a4
Cl = —Cy +303, Cy = =Cy +Cg.
4 2
Satz 5.36. Sei A € My, ,,(K). Dann ist der Spaltenrang von A gleich dem

Zeilenrang von A.

Beweis. Sei s der Spaltenrang von A, und sei {f1,..., fs} eine Basis vom
Spaltenraum von A. Dann gibt es fiir jede Spalte cf von A Skalare A,
sodass .
¢t = Mijfe

k=1

Definiere
L:= ()\kj)kzl, .8 € Ms,n(K)
Jj=1,...,n
und
F= (fik)ik:ll,...,m = (fi o fs) € Mps(K).
=1,...,s

Dann priift man einfach (siehe Bemerkung 5.29), dass
A=F- L,

und daher, wieder nach Bemerkung 5.29,

S
A L
ri = Z fikTy -
=1

Also, jede Zeile von A kann geschrieben werden als Summe von s Vektoren
rf, ... rE und daher gilt:

’y' 8

Zeilenrang von A < s = Spaltenrang von A. (25)
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Analog zeigt man, dass

Zeilenrang von AT < Spaltenrang von A”. (26)
Aber es gilt offensichtlich, dass

Zeilenrang von AT = Spaltenrang von A

und
Spaltenrang von AT = Zeilenenrang von A.

Es folgt dann aus (26), dass
Spaltenrang von A < Zeilenrang von A.

Dies, zusammen mit (25), zeigt den Satz. O

Definition 5.37. Der Rang einer Matriz A ist der Zeilenrang von A (nach
Satz 5.36 dquivalent zu: der Spaltenrang von A). Wir schreiben

rang A.
Bemerkung 5.38. Da Zeilenrang von A7 = Spaltenrang von A, so gilt
_ T
rang A =rang A" .

Proposition 5.39. Sei A eine Matrix mit m Zeilen, bei der die ersten r
Hauptdiagonaleneintrige von 0 verschieden, die letzten m —r Zeilen und alle
Eintrige unter der Hauptdiagonalen identisch 0 sind. Dann ist rang A = r.

ail
0 *
A= VA O _amw_ ____|
0 0
0 0
Beweis. Ubung! O

Definition 5.40. Unter einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix
versteht man eine der folgenden Operationen:
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(a) Vertauschen zweier Zeilen,

(b) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0,

(c) Addition eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Die elementaren Spaltenumformungen definiert man ahnlich.

Proposition 5.41. Die elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen dn-
dern den Rang einer Matrixz nicht.

Beweis. Ubung! O
Beispiel 5.42. Sei
2 -1 3
1 0 1
A= 0o 2 -1
1 1 4

Wir werden Propositionen 5.39 und 5.41 benutzen, um den Rang von A zu
berechnen:

2 —1 3 1 0 1 1 0 1
1 0 1 2 =1 3 |mon |0 -1 1
0 2 1|1 o o2 —1frzuenle 2 -1
11 4 1 1 4 0 1 3
1 0 1 1 0 1
f 0 -1 1 0 -1 1
e I e Pk | PP
0 0 4 0 0 0

Es gilt also rang A = 3.

Lemma 5.43. Seien My und My zwei Matrizen tiber einem Kérper K. Dann
gilt

rang (Agl ]\22) = rang M + rang Mo,

rang (]\gl ]\ZQ> > rang Mj + rang Ms.

Beweis. Ubung! O
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Notation 5.44. Sei n € Nyg. Die Matrix

1 0
I, = € M, (K)
0 1

ist die Identitdtsmatriz der Dimension n x n. Es gilt
I,-A=A-1,=A
fir alle A € M, (K).

Satz 5.45 (Rangungleichung von Sylvester). Sei K ein Korper, und seien
A€ Myy(K) und B € My, ,(K). Dann gilt

rang A 4+ rang B < rang AB + m.

Beweis. Seien A = (a;;) und B = (b;;). Die elementaren Zeilen- und Spalten-
umformungen ergeben:

Iy, 0\ rmti=rmitanrs (I 0\ emyi=emy1=bpe; (I, —B
O AB TW+ZA>T7VL+Z+QZZ'T2' A AB Cm+2—>cm+2_bjéc_( A O

-B In\ (B In
Spaltentausch < 0 A> cj — o (O A> . (27)
Es gilt also
m + rang AB = rang I,,, + rang AB 2% ran Lm0
g =rang lm g = &\ o0 4B
5.43
27 rang (? {’I) > rang B +rang A,
welches zu zeigen war. O

Definition 5.46. Eine m x n Matrix A hat Zeilenstufenform, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(1) Die letzten m — r Zeilen sind identisch 0 (0 < r < m).

(2) Ist ayj,, der erste Eintrag in der i-ten Zeile, der nicht 0 ist, so gilt

0<n<jp<---<jgr<n
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Also A hat dann die folgende Gestalt:

0 - 0]ay

0 a2j2 *
0 L

: 0 | arj,
0 . 0

Proposition 5.47. Der Rang einer Matriz in Zeilenstufenform ist die An-
zahl der Zeilen, die von 0 verschieden sind; also in der Notation aus Defini-
tion 5.40:

rang A =r.
Beweis. Ubung! O

Lemma 5.48 (Gauf-Algorithmus). Jede Matriz kann durch elementare Zei-
lenumformungen in Zeilenstufenform gebracht werden.

Beweis. Sei A € My, ,(K). Falls die Zeilen von A alle 0 sind, dann sind wir
fertig.

Wir diirfen also annehmen, dass es eine Zeile von A gibt, die von 0
verschieden ist. Sei j; der kleinste Index, sodass cﬁ #0:

0
A= : cd *
0

Durch Vertauschen der Zeilen konnen wir erreichen, dass der erste Eintrag

in 63-4 ungleich null ist:
1

0 - 0 ay
A=]: : ¢ x|, wobeiay #0.
o --. 0

Dann erreicht man durch die folgenden elementaren Zeilenumformungen:

0 0 a0k

. 0 0 '

T — Tk — Ak 1 (Vk > 1) . . !
a1j; : : : : Ay

0 0 0 !
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Der Rang von A; ist kleiner als der Rang von A. Per Induktion nach dem
Rang kann dann A; durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufen-
form gebracht werden. Deswegen gilt dies auch fiir A. O

Beispiel 5.49.

1 3 2 4 1 3 2 4
0 2 2 2 re—T2 0 2 2 2
A: 7‘3—)7‘3—47‘1
4 2 3 1 r4%7“476rg 0 —-10 -5 -—15
6 8 0 1 0 —-10 —-12 -23
1 3 2 4
r3—r3+5ro 0 2 2 2
7"4—>7“4+57‘§ 0 0 5 -5
0 0 —2 -13
1 3 2 4
T4 —T +27, 02 2 2
fTTHTEB o0 5 5
_—
0 0 0 —15

Bemerkung 5.50. Sei K ein Korper. Wir betrachten im Folgenden die
Vektorraume K™ und K™ mit jeweils kanonischen Basen. Wir wissen aus
Lemma 5.20, dass die Abbildung

6: Hom(K",K™) — My, ,(K), T — Darstellungsmatrix von T
ein Isomorphismus ist, wessen inverse Abbildung ist:
01 (A) = Abbildung T' € Hom(K™, K™) mit T'(z) = Az fiir alle 2 € K™.

In anderen Worten, zu jeder Abbildung 7: K™ — K" kann man eine Ma-
trix A € M, ,(K) assoziieren und umgekehrt. Wir sagen, dass A injektiv
bzw. surjektiv bzw. bijektiv ist, wenn dies entsprechend fiir die assoziierte
Abbildung gilt. Wenn A eine quadratische Matrix ist, dann gilt

A injektiv. <= A surjektiv.
Sei {ey, ..., ey} die kanonische Basis von K. Dann gilt
ImT = (T(e1),...,T(en)) = (Aeq, ..., Aey)
= (¢, ..., ¢t) = Spaltenraum von A.

Damit gilt

rang I’ = dim Im 7" = dim(Spaltenraum von A) = rang A;
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in anderen Worten, unsere zwei Definitionen vom Rang sind dquivalent. Ana-
log zu diesem, schreiben wir

ker A, ITmA, rangA, defA,
wenn wir eigentlich

kerT, ImT, rangT, defT
meinen. Bemerke, dass nach dem Dimensionssatz gilt

def A= _n —rangA.
—~—
=rang K™

Invertierbare Matrizen

Definition 5.51. Sei K ein Korper. Eine Matrix A € M, (K) heikt inver-
tierbar oder reguldr, falls es eine Matrix B € M, (K) gibt mit

B-A=A-B=1,.

In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt (Ubung!) und heift die Inverse von
A. Sie wird mit A~! bezeichnet.

Proposition/Definition 5.52. Sei K ein Korper. Die Menge aller inver-
tierbaren Matrizen in M, (K) bildet eine Gruppe beziglich der Matrizmul-
tiplikation mit dem neutralen Element I,. Diese Gruppe heifit allgemeine
lineare Gruppe vom Grad n iiber K und wird mit

GL(n, K)
bezeichnet.
Beweis. Ubung! O

Bemerkung 5.53. (1) Das neutrale Element in GL(n, K) ist eindeutig be-
stimmt.

(2) Das inverse Element eines Elements aus GL(n, K) ist eindeutig be-
stimmt.

(3) Es gilt (AB)™! = B~'A~! fiir alle A, B € GL(n, K).
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Beispiel 5.54. Es gilt (Ubung!):

GL(2,K) = {(i Z) € My(K) ‘ ad—bc;«éo},

d

a B\ ' 1 d b
c d ad—be\—c a )’

Proposition 5.55. Sei K ein Kérper. Fiir jede lineare Abbildung T: K™ —
K™ sei A(T) die Darstellungsmatriz von T beziiglich der Standardbasis von
K™. Dann ist die Abbildung T — A(T) ein Gruppenisomorphismus zwischen

und fiir jede Matrix (‘C‘ b) € GL(2, K) gilt

(Iso(K™,K™),0) wund (GL(n,K),-).

Insbesondere ist die Matriz A € M, (K) invertierbar genau dann, wenn die
assoziierte lineare Abbildung x +— Ax bijektiv ist. In diesem Fall ist die
Darstellungsmatriz der inversen Abbildung die Matriz A",

Beweis. Ubung! O

Proposition 5.56. Sei A € M, (K). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) A ist invertierbar.
(2) A ist injektiv.

(8) A ist surjektiv.

(4) A ist bijektiv.

(5) rang A = n.

(6) AT ist invertierbar.

Beweis. Sei T: K™ — K" die zu A assoziierte Abbildung. Dann gilt

A ist invertierbar <2 T ist bijektiv e A ist bijektiv
{4511
A ist injektiv. <= T ist injektiv
{5.11

A ist surjektiv <= T ist surjektiv
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Dies zeigt (1) & (2) & (3) & (4).

Ferner ist rang A = n Adquivalent zu rangT = n, und dies ist dquivalent
zu ImT = K", also dquivalent zur Aussage, dass T surjektiv ist. Dies zeigt
(5) < (3).

Auferdem ist rang A = n Aquivalent zu rang A” = n, nach Bemerkung
5.38. Da wir bereits gezeigt haben, dass (1) < (5), so ist dies dquivalent zur
Aussage, dass AT invertierbar ist. Dies zeigt (6) < (5). O

Lemma 5.57. Eine Matrizx A € M, (K) ist genau dann invertierbar, wenn
sie durch elementare Zeilenumformungen zur Identitdtsmatriz I, gebracht
werden kann.

Beweis. Nach Proposition 5.56 ist A genau dann invertierbar, wenn rang A =
n. Damit folgt die Implikation ,,<=" aus Proposition 5.41.

Die Implikation ,,—*: Nach dem Gaufs-Algorithmus kann die Matrix A
durch elementare Zeilenumformungen zu einer Matrix

ail *
A = mit a11 #0,...,ann # 0,

0 Ann

gebracht werden. Nun formen wir diese folgendermafien um:

a * a1 ¥
11
1
I Tp —> —Tn
0 Gnn o 0 fn-ln-1
0 --- . 1
aill * ; 0
|
ri =i —ajpr, (Vj=1,...,n—1) |
g n-1,n-1, 0
0 e 1
Wenn wir diesen Prozess iterativ wiederholen, so bekommen wir die Identi-
1 0
tatsmatrix . ) ]
0 1

Definition 5.58. Eine elementare Matriz ist das Ergebnis einer elementaren
Umformung von I,,. In anderen Worten, eine elementare Matrix ist eine der
folgenden Matrizen.
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(1) Die elementaren Umformungen

(ci <> ¢j) oder (r; > 1)

ergeben die Matrizen

1 0 0
0 - $1 0o 0o -
0 -0 o 0 - 0O 1. 0 - +— i-te Zeile
0 1 0
Vij
.0 1 0
7777777 0 1 0 ~-"70°0 0 -7« jg-teZeile
e D (R
0 1
(2) Fir A € K\ {0}, die elementaren Umformungen
(ci = A¢;) oder  (r; — Ary)
ergeben die Matrizen
1 0
0 e L0 ]
M= "0 A0 |« ite Zeile
0o 1 0
0 1

(3) Fir A € K, die elementaren Umformungen

(¢i = ci+Acj) oder  (ry — 1+ Ary)
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ergeben die Matrizen

1 0
0 o L e A e |« icte Zeile
1 0
AY =
o - 1 - <+ j-te Zeile

Lemma 5.59. Die elementaren Matrizen sind invertierbar und es gilt:

(1) (Vig)~' =V,

(2) (M) = M},

(3) (A4 = A7

Beweis. Ubung! O
Proposition 5.60.

(1) Das Ergebnis einer elementaren Zeilenumformung einer m x n-Matriz
A erhdlt man durch Linksmultiplikation von A mit der entsprechenden
elementaren m x m-Matrix.

(2) Das Ergebnis einer elementaren Spaltenumformung einer m x n-Matriz
A erhdlt man durch Rechtsmultiplikation von A mit der entsprechenden
elementaren n X n-Matrix.

Beweis. Ubung! O

Korollar 5.61. Sei A € M, (K) eine invertierbare Matriz. Nach Lemma
5.57 kann A durch elementare Zeilenumformungen zu I, gebracht werden,
die den elementaren Matrizen E, ..., E, entsprechen. Dann gilt

A'=E, B,y ... -E. (28)

In anderen Worten: Die elementaren Umformungen, die die Matriz A zu I,
iiberfiihren, tberfihren die Matriz I, zu A1,
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Beweis. Nach Proposition 5.60 gilt
E,-Epq1-...-E1-A=1,.

Wenn wir diese Gleichung von rechts mit A~! multiplizieren, bekommen wir

(28). O

Beispiel 5.62. Wir werden Korollar 5.61 anwenden, und die inverse Matrix
der Matrix

2
A=[1 0 1 |eMR)
0

zu berechnen. Und zwar:

2 -1 3,100 1 0 1,010
1 0 1!0 10 rer| 2 -1 3'100
0 0 1 0 1

0

0

1

r3—>r3—|—2r% 0 -1 1,1 -2 0

—_
@)
e

|
\)
(@)

|
—_

ro—T2—T3

r1—T1 —7”;

o O
|
O.—l
)
o |
—_
[ o
S
—_
—_

o

<
(V)
L
3
o O
(==
—_ O

Damit ist

Lineare Gleichungssysteme

Definition 5.63. Ein lineares Gleichungssystem tber einem Kérper K ist
eine Kollektion von m linearen Gleichungen mit n Unbestimmten, die man
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16sen muss:

a1121 + -+ apTy = by

(29)
Am1T1 + -+ CmnTn = bny.
Die Matrix
ailr -+ Qin
A= € Mpn(K)
Ami - Qmn

ist die Koeffizientenmatriz des Systems und

X1
xTr =
Tn
ist der Vektor der Unbekannten. Setze
b1
b=\ | e K™
b

Dann lésst sich das Gleichungssystem (29) kiirzer schreiben als Matrizenglei-
chung
Ax =b.

Das System heifit homogen, wenn b = 0, ansonsten heifst es inhomogen. Die
Matrix
(A|b) € Mpn(K)

ist die erweiterte Koeffizientenmatriz des Systems.

Bemerkung 5.64. In der Notation aus der Definition gilt offensichtlich
rang A < rang( A ‘ b )

Proposition 5.65. FEin lineares Gleichungssystem Ax = b hat mindestens
eine Ldsung genau dann, wenn rang A = rang( A ‘ b )

Beweis. Wir kénnen das System Ax = b umschreiben als

:clcf—k-”—l—:cnc,‘f:b.
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Damit hat das System mindestens eine Losung genau dann, wenn b zum
Spaltenraum von A gehort, oder dquivalent, wenn

Spaltenrang von ( A ‘ b ) = Spaltenrang von A.

Die linke Seite dieser Gleichung ist rang( A ‘ b ) und die rechte Seite ist
rang A. Damit ist die Proposition bewiesen. O

Definition 5.66. Hat ein lineares Gleichungssystem Az = b keine Losung,
also ist
rang( A ‘ b ) > rang A,

so heifst das System inkonsistent.
Proposition 5.67.

(1) Die Lésungsmenge eines homogenen Gleichungssystems Ax = 0, wobei
A e M, (K), ist der Unterraum

ker A C K"
und hat die Dimension n — rang A.

(2) Sei A € M,(K) undb € K™. Angenommen, das inhomogene Gleichungs-
system Ax = b hat eine Lisung vo € K™. Dann ist die Lésungsmenge
des Systems die Nebenklasse xg + ker A.

Bewets.
(1) Sei T die zu A assoziierte Abbildung

T:K"— K, xw Az.

Dann ist
Ar =0 <= T(z)=0.

Deswegen ist die Losungsmenge kerT' = ker A. Nach dem Dimensionssatz
gilt dim(ker A) = n — rang A.

(2) Da zp € K™ eine Losung des Systems Ax = b ist, so gilt Axg = b. Sei y
eine weitere Losung. Dann gilt

0= Ay — Azg = A(y — x0),

und somit ist y — xg eine Losung des homogenen Gleichungssystems Az = 0.
Nach (1) ist also y — 29 € ker A, oder dquivalent: y € xy + ker A.
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Umgekehrt: Sei y € xg + ker A. Dann gibt es ¢ € ker A mit y = xg + ¢,
und damit

Ay = Axg + At = Axg = 0.
Also, y ist eine Losung des Systems Az = b. O

Proposition 5.68. Sei A € M, (K) und b € K". Angenommen, die Ma-
triz ( A ‘ b ) kann durch elementare Zeilenumformungen zu einer Matrix
( A Y ) gebracht werden. Dann haben die linearen Gleichungssysteme

Ar=b und Az=1
dieselbe Lésungsmenge.

Beweis. Nach Proposition 5.60 gibt es elementare Matrizen Eq,..., Ep, so-
dass

Ep-... B -(A]|b)=(AV).
In anderen Worten gilt:
E, ... .E1-A=A" und E,-...-E;-b=1.
Das heif$t, das System A’z = b ist dquivalent zum System
E, ... Ey-Av=E,- ... E b

Da die Matrizen E4,..., E, invertierbar sind, ist dieses System &quivalent
zum System Ax = b. O

Bemerkung 5.69. Sei A € M, (K) und b € K". Wir konnen das System
Az = b umschreiben als

A A
z1c] + -+ ape, =0

Die elementare Spaltenumformung c¢; <+ ¢; (wobei 1 < 4,5 < n) der Matrix
A transformiert dieses System zum System

und entspricht der Umbenennung der Variablen x; und x;.
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Beispiel 5.70. Sei A € M,(K) und b € K™. Angenommen, die Matrix
( A ‘ b ) € My, pnt1(K) ist in Zeilenstufenform:

(alp)=| =%

Angenommen,
ri= rang( A ‘ b ) = rang A.

Durch Umbenennung der Variablen (dies erreichen wir durch Spaltenvertau-
schungen) kénnen wir annehmen, dass ( A ‘ b ) die folgende Form hat:

Jain b1
‘L * |
(Alb)= 197@,,,51
0 0
Bezeichne
ail *
Ay = GMT(K)
0 Qpy

Dann ist rang A1 = r und damit ist Ay invertierbar. Dann gilt

I bl

fir eine Matrix Ay € M, ,—,(K). Dann ist unser System #dquivalent zu

1 Try1 by
Al 1 |+ A4 : =
Ty T, b
Wenn wir diese Gleichung von links mit A~! multiplizieren und umorgani-
sieren, so bekommen wir
71 by Try1
_ 721 . -1
= A] S - A7 A

Ty br T



Die ersten r Unbekannten sind also von den anderen n — r Unbekannten
abhéngig.
Beispiel 5.71 (Das Losen eines linearen Gleichungssystems). Sei das fol-
gende lineare Gleichungssystem iiber R gegeben:

r 3y +2z =k

2¢ +ky +4z =12

kx +2y —4z =20
Wir werden es nun durch Gaufs-Algorithmus 16sen:

13 2|k 13 2 k
2 k 4 [12|23 | 0 k-6 0 12 -2k | = M.
k2 420/ =\ 0 2-3k —4-2k|20- &2

Wir missen nun zwischen verschiedenen Fallen unterscheiden.

(a) Angenommen, k = 6, sodass

1 3 2] 6 13 2|6
M= 0 0 0|0 |725ee( 01 11
0 —16 —16{-16/ — >\ 0 0 0|0

Das System wird also zu
r+3y+22=06
y+z=1.
Die Losungsmenge ist also
{(z,y,2) ER¥ |y=1—2,2=3+2} ={(8+21—2,2)| 2 € R}.
Diese Menge konnen wir auch schreiben wie folgt:

(3,1,0) +{z-(1,—-1,1) | z € R}.

(b) Wir nehmen nun an, dass k # 6. Dann

1 3 2 k
M= 0 k-6 0 12 — 2k
0 2—3k —4—2k|20—k?
. 1 3 2 k
T2*>k 61"2 0 1 0 -2
— 0 2—3k —4—2k|20—k?
1 3 2 k
rg = (2—3k)ra| 0 1 0 -2 =: .
0 0 —4—2k|24—6k—Kk?
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Hier miissen wir wieder zwischen verschiedenen Fallen unterscheiden.

(i) Angenommen, k = —2. Dann
1 3 2|-2
N=|o010|-2],
0 0 0] 32

und damit ist das System inkonsistent.

(ii) Wir nehmen nun an, dass k& # —2. Dann hat das System genau
eine Losung

36 +2k 24 — 6k — k2
24k T —4-—2k
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6 Determinanten

In diesem Kapitel méchten wir wollen eine Abbildung det: M, (K) — K
finden und untersuchen, die die folgende Bedingung erfiillt:

det A#0 <= A ist invertierbar.

Notation 6.1. In diesem Kapitel werden wir die Zeilen einer Matrix A =
(aij) S Mn(K) mit
al,...,0an

bezeichnen. In anderen Worten, wir schreiben

ai
A=

Gnp

Definition 6.2 (Axiome von Weierstrak). Sei K ein Korper und sei n € Ns.
Eine Abbildung
det: M,(K) - K, AwrsdetA

heifst Determinante, falls die folgenden Axiome erfiillt sind.
(D1) (Multilinearitit) Seien a’,a? € K™. Dann gilt fiir alle A\, u € K:

[ ERet)

al ai ai
det | Aa +pa [ =X det | a] | +p det | af

an Gnp an

In anderen Worten, die Determinante ist eine lineare Abbildung in
jeder Zeile.

(D2) Die Funktion det ist alternierend, d.h. wenn A zwei gleiche Zeilen hat,
so ist
det A =0.

(D3) Die Funktion det ist normiert, d.h.

det I, = 1.
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Der néchste wichtige Satz zeigt welche andere Eigenschaften eine Deter-
minante erfiillt, falls sie existiert. Diese Eigenschaften sind in Praxis unver-
zichtbar, um die Determinante einer Matrix konkret zu berechnen.

Satz 6.3. Sei det: M, (K) — K eine Determinante. Dann hat sie die fol-
genden weiteren Eigenschaften.

(D4) Fiir alle A € K gilt
det \A = \" det A.

(D5) Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det A = 0.

(D6) Seien
ai a1
@ | < 1i-te Zeile aj | + i-te Zeile
A= | : ., B=|: :
a; | < J-te Zeile a; | < J-te Zeile
Qn Qn
Dann gilt
det B = —det A.

(D7) Sei A € K und seien

ai ai
a; a; + /\aj
A == s B = .
a; a;
Qnp Gnp
Dann gilt
det B = det A.

119



(D8) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, d.h.

A1 *
A= ,
0 Ann
Dann gilt
det A= A1+ A
(D9) Sein > 2 und sei A € M,(K) eine Matriz, die die folgende Gestalt

hat: N
_ 1| C
A= (s

wobei A1, A und C Matrizen sind, sodass A1 und As quadratisch sind.
Dann gilt
det A = det A; - det As.

(D10) Sei A € M, (K). Dann gilt

det A=0 <= rangA<n <= A ist nicht invertierbar.

(D11) Fir alle A, B € M, (K) gilt
det (AB) = det A - det B.
Insbesondere gilt

1
-1 _
det A = A

Beweis. Bemerke zuerst, dass die folgende Formel ein Spezialfall von (D1)
ist:

al aj
det | Aa; | = Adet | a; |. (30)
429 Qp

(D4) folgt nun, wenn wir die Formel (30) n-mal anwenden.

(D5) folgt aus (30) mit A = 0.
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(D6) Wir berechnen:

det A + det B = det

= det

(Dzl) det

ai ai
a; aj
o +det ]
Qg a;
G Qp
ai ai ai
a; a; 7
s +det | ¢ | +det | :
7 a; a;
Qn Qn Qn
~———
D2
(D2 )0
al al
a; 7
: + det '
a; + a; a; + a;
Qn Qn

und damit det B = — det A.
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(D7) Wir berechnen:

ai ai ai
a; + Aa; a; a;
) (P1) . )
det B = det ="det | : | +Adet| : | =detA.
aj aj aj
(n an an
=det A (D2)

(D8) Wir unterscheiden zwei Félle. Wir nehmen zuerst an, dass fiir alle

i=1,...,ngilt Ay # 0. Durch elementare Zeilenumformungen der Form Afj
kénnen wir die Matrix A zu der Form
A1 0
Al pu— .
0 Ann

bringen (siehe den Beweis von Lemma 5.57). Dann gilt:

(D3)

@7 A Andet T, 2 a0 A

(D1)

det A det A’

Wir nehmen nun an, dass es ein 1 < ¢ < n gibt, sodass \;; = 0. Wir
diirfen annehmen, dass A;; # 0 fiir j > 4. Dann:

A11 *
A= 0
0 A’rm
A11 *
rosr i [0 0 0 ) o
Vj=it1,.n Nig1,i+1
0 )\nn

122



Dann gilt:

det A 7 det A’ (D5) 0.

(D9) Durch wiederholte Anwendung von Zeilenoperationen des Typs V;; oder
Ag\j kénnen wir die Matrizen A; und As in die Zeilenstufenform bringen
(mithilfe des Gaufs-Algorithmus). Damit umformen wir:

AIMBD A2vB27

wobei B1 und Bs in der Zeilenstufenform sind. Seien k& bzw. ¢ die Anzahl an
Vertauschungen von Zeilen in diesen Operationen. Dann gilt nach (D6) und
(D7):

det Ay = (—1)*det By, det Ay = (—1)"det By. (31)

Dieselben Operationen transformieren die Matrix

A | C By | C’
>
0 | Ay 0 |B)’

und es gilt wieder nach (D6) und (D7):

!
detA:(—l)W( %1 g .

!

Da die Matrix < 01 B eine obere Dreiecksmatrix ist, so gilt nach DS,
2

dass

Bi|C"\
det( 0 5, = det By det Bo,

also

det A = (—1)*** det B, det Bs.
Dies zusammen mit (31) zeigt (D9).

(D10) Durch elementare Zeilenumformungen des Typs V;; oder Af‘j kénnen
wir die Matrix A in Zeilenstufenform bringen (mithilfe des Gauf-Algorith-
mus). Dann ist B eine obere Dreiecksmatrix:
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und es gilt
rang A =rang B und detA = £detB.

Damit gilt:
rangB=n <= MN;#O0flirallei=1,...,n

L9 det B= Ay Aun £ 0.

Aus diesen Aquivalenzen folgt die Aussage.

(D11) Wir nehmen zuerst an, dass rang A < n. Nach (D10) ist dies dquivalent
zu det A = 0, und wir miissen zeigen, dass det AB = 0.

Bezeichne mit T4 bzw. Tg die zu A bzw. B assoziierten linearen Abbil-
dungen. Dann gilt:

rangA <n <= dim (Ta(K")) <n,
und damit

rang AB = dim (T4 o Tg)(K")) =dim Ty (Tp(K")) < dim Ty (K™) < n.
CK™

Dann ist det AB = 0 nach (D10), wie gewiinscht.

Es bleibt (D11) zu zeigen, wenn rang A = n. Nach (D10) ist dann A ist
invertierbar, und nach Lemma 5.57 und Proposition 5.60 gibt es elementare
Matrizen E1, ..., E,, sodass

A=E,-...-Ey.

Folglich ist
AB=E,-...-E-B.

Aus diesen zwei Formeln folgt, dass es ausreicht, die Formel
det AB =det A -det B

zu zeigen, wenn A eine elementare Matrix ist. (Ubung!)

Wir haben drei Falle. Sei A := V;;. Da die Matrix V;; bzw. V;;B der
Vertauschung der ¢-ten und j-ten Zeile von I, bzw. B korrespondiert, so
gilt:

D6)

det(V;;B) ‘& (22

(D6)

—det B —det I, -det B det Vj; - det B,
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wie gewiinscht.
Sei nun A := Al’-\j fiir ein A € K. Ahnlich wie oben gilt:

det (A% B) ‘2 det B2 det I, - det B "2 det A - det B,

wie gewiinscht.
Sei letztlich A := MZ?‘. Ahnlich wie oben gilt:

30) (D3)

det (M*B) Y Adet B 2

Adet I,, - det B "= det M7,
und der Beweis ist komplett. O

Beispiel 6.4. Wir werden die obigen Regeln benutzen, um die Determinante
der folgenden Matrix zu berechnen (falls sie existiert):

01 2 110 1 1 0
det [3 2 1] ™2™ —det (3 2 1| ™72 _det [0 -1 1
110 01 2 0 2 1
1 1 0
TULT et |0 —1 1| =-1-(=1)-3=3.
0 0 3

Bemerkung 6.5 (Anwendungen in Gleichungssystemen). Sei K ein Korper
und sei A € M,,(K). Dann gilt:

das lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat genau eine Losung

2% kerA={0} <= Aistinjektiv <22 A ist bijektiv
5. . . . D10
228 A st invertierbar (<:>) det A # 0.

Notation 6.6. Seien i,j € {1,...,n}. Dann ist das Kronecker-Symbol oder
Kronecker-Delta zum Paar (i,7) definiert als

i = .
1, wenn ¢ =j.

5. {0, wenn ¢ # j,

Also lasst sich die Identitatsmatrix I,, schreiben als

Ly = (0ij)ij=1,..n-
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Satz 6.7 (Satz von Leibnitz). Sei K ein Korper und n € Nsg. Dann gibt es
genau eine Determinante

det: M,(K) = K.

Fiir eine Matriz A = (a;5) € M, (K) ist die Determinante gegeben durch die
Formel

det A = Z sign(o) - A1,5(1) "+ -+ On,o(n)- (32)
O’GSn

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Dazu miissen wir zeigen, dass
es maximal eine Funktion gibt, die die Axiome (D1)-(D3) erfiillt. Fiir eine
Matrix A = (a;;) € M, (K) schreiben wir jede Zeile a; in der Form

a; = aj1€1 + -+ + Qipnen,

wobei {ey,...,e,} die kanonische Basis von K™ ist. Dann gilt:
a ajiei + -+ aipeén
det A=det | @ | =det :
Qn an
€1 €En
D2 a2 az
(:)an det| . | +:--+ay, det
an Qn
€;
n as
= Z ay; det .
i=1
an

Wenn wir diesen Prozess weiterfiithren fiir jede weitere Zeile, dann bekommen
wir am Ende die Formel:

detA:Zn:zn:---iaul-...-anvindet

i1=114=1 in=1 €;

eil

Dann ist die Eindeutigkeit aus dieser Formel offensichtlich.

Nun zeigen wir die Existenz. Dazu miissen wir zeigen, dass die in (32)
gegebene Formel eine Determinante definiert, d.h. dass diese Abbildung die
Axiome (D1)—(D3) erfiillt.
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(D1) Seien A\, p € K. Dann gilt:
ai
det | Aa} + pal | = Z sign(o)ay g(1) - (Aafi,a(i) + Ma;/,a'(i)> ©tlp o(n)

an

!/

= Z sign(o)ay g1y - - @} 5y Onso(n)

O’GSn
+ Z sign(0)a16(1) 4 o(5) "+ On,o(n)
oc€ESK
al ay

= Adet | a} | + pdet | af

an an

(D2) Sei A eine n x n-Matrix, in der die k-te und die ¢-te Zeile gleich sind
(mit k < ¢). Setze
T = (k E) € Sp.

Nach Lemma 2.45 gilt
Sn, = A, UA,T,

und fiir jedes o € A,, gilt sign(o) = 1 und sign(o o 7) = —1. Es folgt:

det A = Z Sigﬂ(()’) Haiyg(i) = Z Hai,a(i) - Z Hai,U(T(i))’

oESy =1 og€eA, i=1 og€eA, i=1
wobei
n
H Qiyo(r(i)) = Mo(r(1)) """ Cho(r(k) " Yo (r(0) * " An,o(r(n))
i=1
=010(1) " Qko(r(k) Q.o (7(0)) ©Qpoo(n)
~—— ——
=0k o) =%, 0(¢) =A¢,5(k)=%%,0 (k)

= A105(1) " Qo) Ak,ok) " An,o(n)s

da die k-te und die ¢-te Zeile gleich sind. Damit tauchen alle Summanden in
der zweiten Summe auch in der ersten Summe auf, und damit ist det A = 0.
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(D3) Da I, = (8j)i j=1,..n, und da

L 1, wenn o =id,
H O o(i) = 0
i=1 ’

wenn o # id,
so gilt

det I,, = Z sign(o) H5i,a(i) =011 Opn = 1,
i=1

gESy

wie gewiinscht. O

Beispiel 6.8.

ail a2
(1) det = a11a92 — a12a921.
a1 a2

ailp a2 aig
(2) det ag1 a2 asg

azr asz2 as3
= (11022033 + A12023031 + 13021032 — 431022013 — 32023011 — 412021 G33-

Satz 6.9. Fir A € M,(K) gilt
det AT = det A.

Beweis. Sei A = (a;;), sodass AT = (a;;). Dann gilt:

n

oii = > sten(c ™) [[as010) = det 4,

=1 o€Sy i=1

det AT = Z sign(o)
———

wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.10. Dieser Satz zeigt, dass wir die Axiome (D1)—(D3) auch
beziiglich der Spalten formulieren kénnen.
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Definition 6.11. Sei K ein Korper und sei A = (age) € M,(K). Seien
1,7 €{1,...,n} und setze

Lan arj—1 0, ayjq ln |
| [ . |
[ [ [
| . . | 0 | |
iz o Gimlg-1 Y Gislitl e @i-1n
Aij = 0 0 1 0 0 y
| Qg1 it15-11 0 Gig1 541 it1n |
| [ |
[ i [
‘L Gnl an,j—1 "0 an,j+1 app

in anderen Worten, wir bekommen die Matrix A;; aus der Matrix A, indem
wir in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte alle Eintrage aufser (7, ) durch 0
ersetzen, und den (7, j)-Eintrag durch 1 ersetzen. Setze

af; = det Aj;.

(Achtung: die Indizes sind vertauscht!) Die zu A komplementdre Matriz ist
definiert durch

A* = (af;)
Notation 6.12. Sei K ein Korper und sei A = (axs) € M,(K). Seien
i,j € {1,...,n} und setze

a1 A1n

T

A= m >< 9)(4 >< B | € Mo1(K).
anl e % . ann

Also die Matrix A’ij entsteht aus A durch das Streichen der i-ten Zeile und

j-ten Spalte. Wir werden die Spalten von A von nun an mit al,...,a" be-
zeichnen; es gilt also

A:(a1 a”).
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Wir bezeichnen den i-ten Einheitsspaltenvektor mit e, also

0

e := | 1| « i-te Stelle

0
Lemma 6.13. Mit der Notation wie oben gilt:
(1) det Aij = (*1)i+j det A’

177
(2) det Ajj =det (@' -+ /7! € @ITE . a).
Beweis.

(1) Durch i — 1 Vertauschungen von Zeilen und j — 1 Vertauschungen von
Spalten kénnen wir die Matrix A;; in die Form

bringen. Dann gilt nach (D6):
det B = (—1)""1(=1)7 "t det A;; = (—1)""7 det A;;.
Andererseits gilt

det B2 det (1) - det AL, = det A!

(R
und (1) folgt.

(2) Es gilt
(al e a]_l ei a]"’_l N an)
ajp -+ arj-1 0 aijr - aim
= : : 1 : : — i-te Zeile
ap1 -+ Gpj—1 0 apjt1 0 app
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Wir kénnen Spaltenumformungen der Form Af‘j benutzen, um alle Eintrége
der i-ten Zeile dieser Matrix zu null zu machen aufer den Eintrag (i, j).
Daher wird die Matrix oben durch diese Operationen zur Matrix A;;, und
damit sind ihre Determinanten gleich. O

Satz 6.14. Sei K ein Korper. Ist A € M, (K), dann gilt
A- A% = A% . A=det A I,.
Insbesondere, wenn A € GL(n, K), dann

1
Al = A#.
det A

Beweis. Wir werden alle Eintrige der Matrix A# - A berechnen; der Beweis
fiir A- A7 ist ahnlich. Der (i, k)-ter Eintrag von A% - A lautet:

n n
# _ E
E a5 A = Gk det Aji
Jj=1 Jj=1

n
6'12(2)Zajkdet(al N e T A xS an)
j=1
(D1) <1 -1 - Jo it n>
=’det|a' -+ a > axel a eea
i=1
-
—ak
=det (a' -+ ot dF 4T .. a")
(D2) | det A, wenn k =1,
B 0, sonst
=0, det A.
Daher gilt A#A =det A-I,. O

Das folgende Korollar ist eine Umformulierung der letzten Aussage von
Satz 6.14.

Korollar 6.15. Sei K ein Kérper und sei A € GL(n, K). Definiere die
Matriz C = (¢ij) € My (K) durch
Cij 1= (—1)i+j det A;]

Dann gilt
1
-1 T
= c.
det A
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Satz 6.16 (Entwicklungssatz von Laplace). Sei K ein Korper, sein > 2
und sei A = (ai;) € M, (K). Fir jedes i € {1,...,n} gilt

det A = Z(—l)iJrjaij det A;j
(Entwicklung nach der i-ten Zeile). Fir jedes j € {1,...,n} gilt
det A = Z(— ) a;; det Aj;

(Entwicklung nach der j-ten Spalte).

Beweis. Nach Satz 6.14 ist det A der Eintrag auf der Hauptdiagonale der
Matrix A - A#. Also fiir jedes fixierte i € {1,...,n} gilt:

n

det A = Zal]a]Z ZawdetA# ()Z( )ZﬂawdetA'

j=1 j=1

Dies zeigt die erste Formel. Die zweite beweist man &hnlich, indem man
stattdessen das Produkt A% - A betrachtet. O

Beispiel 6.17. In diesem Beispiel berechnen wir die Determinante der Ma-
01 2

trix 3 2 1 auf zwei verschiedene Weise. Zuerst entwickeln wir nach
1 10

der ersten Zeile:

91 3 ' 3 9\
det| 3 2 1 =0-det (' —1-det ') +2-det
L 1o 1 0 1'0 11

Nun entwickeln wir nach der ersten Spalte:

0ol1 2 P - ‘ ‘
det [ 312 1 =0-det 2 1-4y®tl{? +1-det 12
1o 10 10 1 1)

=0-3-(=2)+1-(-3)=3.
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Bemerkung 6.18. Den Faktor (—1)"™/ kénnen wir uns nach dem ,Schach-
brettmuster* merken:

Beispiel 6.19. Aus Satz 6.14 konnen wir berechnen:

a B\ 11 d —b
c d ad—be\—c a )’

Cramersche Regel

Sei Az = b ein lineares Gleichungssystem, wobei A € GL(n, k) und b € K™.
Dann gilt
x=A"1p,

und dies ist die einzige Losung des Systems.
Man kann die Losung aber auch finden, ohne die Matrix A~! berechnen

Zu miissen.
Satz 6.20 (Cramersche Regel). Sei A = (a' --- a") € GL(n,K), wo-
bei a',...,a" die Spalten der Matriz A sind. Sei b € K" und sei y =
(y1 yn)T € K" die eindeutige Losung des Systems Ax = b. Fiir je-
desi € {l,...,n} gilt:
_det(at oo @t b QT - a?)
vi= det A
Beweis. Sei A™! = (cij) und b = (b1 bn)T. Nach Satz 6.14 gilt, fiir
alle 7,5 € {1,...,n}:
af; det Aj; 6.13(2) det (al oAttt el it ”) (33)

Ci;q = = = .

Y det A det A det A
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Da y = A~'b, so folgt:

" 33) e~ . det (ab - @l el @ttt o g?
vi= ;C“bj = ;bj ( det A )
(D1) det (al vt Z;-lzl bjed attt ... a”)
det A
det (a* -+ a7t b @™ .o @)
- det A ’
welches zu beweisen war. O

Beispiel 6.21. Betrachte das folgende Gleichungssystem iiber R:

T+ x2 =1
To + x3 =1
3rz1 + 220 + xz3 =0.

Dann ist die Koeffizientenmatrix
1 1 0
A=10 1 1},
3 21

und da det A =2 # 0, so ist A € GL(3,R). Nun folgt aus der Cramerschen
Regel, dass die eindeutige Losung des Systems ist:

. 110
po=gdet |1 1 1)=-1,
021
110
1
yp=gdet [0 1 1) =2
3 01
111
1
ys=det [0 1 1) =1
3 20

Basiswechsel

Definition 6.22. Sei K ein Korper, sei V' ein n-dimensionaler K-Vektor-
raum und seien

A:={v,...,;vp} und B:={w,...,wy}

zwei Basen von V. Die Darstellungsmatrix der Abbildung
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idy : V — V bezliglich der Basen A und B
nennt man die Basiswechselmatriz von A zu B, und bezeichnet mit
T3
In anderen Worten: Es gibt Skalare a;; € K, sodass

idy(v1) = v1 = anwy + agrwa + -+ - + ap1wy,

idV(Un) = Up = A1pW1 + A2pW2 + -+ + AppWny,.
Dann ist

ailr - Qln

Gpl  ***  Qpp

Es ist klar, dass Tg‘ € GL(n, K), und es gilt

(18) " =14,

Satz 6.23. Seien V und W zwei K-Vektorrdaume mit n = dimV und m =
dim W, und sei F: V. — W eine lineare Abbildung. Seien A und A’ zwei
Basen von V', und seien B und B' zwei Basen von W. Sei weiterhin

A := Darstellungsmatriz von F beziiglich A und B,
und set
B := Darstellungsmatriz von F beziiglich A" und B’.

Dann gilt
B=Tg A (T3)™

(Bemerke, dass T4 € GL(n, K) und T§ € GL(m, K).)

Beweis. Sei R die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Basen A und B'.
Betrachte das folgende kommutative Diagramm:

Iy
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Aus dem oberen Dreieck haben wir F = F o idy, und damit gilt, nach
Bemerkung 5.24:
R=B-T%.

Aus dem unteren Dreieck haben wir F' = idy oF', und damit gilt, wieder
nach Bemerkung 5.24:
R=TE - A

Aus diesen zwei Gleichungen folgt
B-T4 =T§ - A,
und der Satz ist bewiesen. O

Korollar 6.24. Secien V ein K-Vektorraum mitn =dimV, und sei F': V —
V' ein Endomorphismus. Seien A und B zwei Basen von V. Sei weiterhin

A := Darstellungsmatriz von F beziiglich A und A,
und sei
B := Darstellungsmatriz von F beziiglich B und B.

Dann gilt
B=Tg A-(TgH L

Insbesondere gilt
det B = det A.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 6.23. Dann folgt:
det B = det (Tg' - A- (T) ") = det Tg' - det A - det (T5)™")

= det T4 - det A - = det A,

A
et TB

wie gewiinscht. O

Definition 6.25. Sei K ein Korper. Zwei Matrizen A, B € M, (K) sind
dhnlich, falls es eine Matrix P € GL(n, K) gibt mit

B=PAP L.

Bemerkung 6.26. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).
(Ubung!)
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Definition 6.27 (Determinante eines Endomorphismus). Sei V' ein n-di-
mensionaler K-Vektorraum und sei F': V' — V ein Endomorphismus. Seien
A eine Basis von V' und sei

A := Darstellungsmatrix von F' beziiglich A und A.

Nach Korollar 6.24 ist det A unabhéngig von der Wahl der Basis .A. Definiere

det F' := det A.
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7 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 7.1. Sei V ein K-Vektorraum und sei 7: V — V ein Endo-
morphismus. Gibt es einen Skalar A € K und einen Vektor v € V' \ {0}
mit

T(v) = v,

so heifkt A Figenwert von T, und v heifst Eigenvektor von T zu A. Wenn A
ein Eigenwert von 7' ist, dann heifft die Menge

Eig(T\\) :={v eV |T(v) = \v}
Eigenraum von T zum FEigenwert \. Es gilt
Eig(T, \) = ker (T'— X - idy)

(siehe Bemerkung 7.2 unten), und damit ist Eig(7", \) ein Unterraum von V.
Seine Dimension heifit geometrische Vielfachheit von A.

Bemerkung 7.2. Sei A ein Eigenwert von 7. Dann gilt:

veEig(T,\) <= Tw)=l <<= T)—Iv=0
— Tw) —Xidywv)=0 <= (T—=X-idy)(v)=0
< wveker(T— A\ idy).

Beispiel 7.3.

(1) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist 1 der einzige Eigenwert von idy und
es gilt
Eig(idy, 1) = V.

(2) SeiV ein K-Vektorraum. Jede nicht-injektive lineare Abbildung 7': V' —
V hat den Eigenwert 0 und es gilt

Eig(T,0) = ker T.

(3) Sei S: R? — R? eine Spiegelung an einer Geraden L in R. Die Eigenwerte
von S sind 1 und —1, und es gilt

Eig(S,1) = L,
Eig(S, —1) = L' := die senkrechte Gerade zu L durch den Punkt (0,0).
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(4) Sei Ry: R? — R? die Drehung um einen Winkel §. Dann hat Ry minde-
stens einen Eigenwert genau dann, wenn 6 = 7k fiir ein k € Z.

Proposition 7.4. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei
T:V — V ein Endomorphismus. Dann ist A\ € K ein Eigenwert von T
genau dann, wenn det (T — A -idy) = 0.

Beweis. Ein A € K ist ein Eigenwert von T’ genau dann, wenn
Eig(T, A) # {0}.
Nach Bemerkung 7.2 ist dies dquivalent zu
ker(T' — A -idy) # {0},

oder dquivalent:

def(T — X\ -idy) > 0.
Nach dem Dimensionssatz ist dies genau dann der Fall, wenn
rang(7 — A\ -idy) < dim'V,
und dies ist dquivalent zu det (I" — A - idy) = 0 nach (D10). O

Definition 7.5. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei T: V —
V ein Endomorphismus. Die Abbildung

xr: K= K, X det (T —\-idy)

heilst charakteristische Funktion von T .
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Bemerkung 7.6. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei 7: V' —
V' ein Endomorphismus. Sei A eine beliebige Basis von V', und sei A = (a;;)
die Darstellungsmatrix von 7' beziiglich der Basen A und 4. Dann ist

a1 — A a2 e a1n
ao ax — A - aonp
x7(A) = det
anl an2 s Qpp — A

Wir kénnen diese Determinante berechnen nach dem Entwicklungssatz von
Laplace, und daraus folgt, dass es bg,...,b,_1,b, € K gibt, sodass

xT(A) = bp A" + by AL by
Man sieht sofort, dass
by, =(—1)" und by = x7(0) =detT.

Damit ist x7 ein Polynom vom Grad n in A mit Koeffizienten in K. Deswegen
nennen wir 7 auch das charakteristische Polynom von T.

Korollar 7.7. In der Notation aus Definition 7.5 hat die Abbildung T hdoch-
stens n verschiedene Figenwerte.

Beweis. Nach Proposition 7.4 sind die Eigenwerte von T' Nullstellen des Po-
lynoms 7, und dieses Polynom hat maximal n verschiedene Nullstellen. [J

Beispiel 7.8. Wir berechnen nun alle Eigenwerte und Eigenrdume der Ma-
trix

A:

=N W

2 4
0 2] € M3(Q)
2 3

Es gilt

3-X 2 4
xa(\) =det (A= Az)=det[ 2 X 2 |=—-A\+1>3*N-238),
4 2 3-2)
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und damit sind —1 und 8 die Eigenwerte von A. Die Eigenrdume sind:

T 4 2 4 T
Eig(A,-1) =< |y | €Q®| (2 1 2] |y] =0
z 4 2 4 z
=A—(-DI3
—Tu—A —3 -1
e M /’1/7 )\ c Q = 1 5 0 5
A 0 1
T -5 2 4 x
Eig(A,8)={ |y | € Q? 2 -3 2 y| =0
z 4 2 =5 z
—_—
=A—8I
A 1
= [iIN] | XeQp = < : > :
A 1

Bemerkung 7.9. Es kann passieren, dass eine lineare Abbildung keine Ei-
genwerte hat. (Siehe auch Beispiel 7.3(4).)

(1) Die Matrix
B=(Y %) cmm)
1o 2

hat die Eigenwerte +v/2 € R. Aber die Matrix
B = <1 O) € M>(Q)

hat keine Eigenwerte in Q, da £v/2 ¢ Q.
(2) Die Matrix
c= (" 1) e
“\-1 0 2

hat die Eigenwerte £2i. Aber die Matrix

O:G1®em@)

hat keine Eigenwerte in R.
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Lemma 7.10. Se: V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und
set T:'V — V ein Endomorphismus. Dann hat T mindestens einen Eigen-
wert.

Beweis. Folgt aus Proposition 7.4 und dem Fundamentalsatz der Algebra.
O

Lemma 7.11. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei
T:V — V eine lineare Abbildung. Seien A1,...,\, verschiedene FEigen-
werte von T und seien vy, ...,v, entsprechende Eigenvektoren. Dann sind
V1, ...,V linear unabhdngig.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage
offensichtlich. Sei nun n > 2.
Seien aq,...,a, € K Skalare mit

a1v1 + - + apv, = 0. (34)
Wenn wir diese Gleichung mit Ay multiplizieren, bekommen wir
Ao1vy + -+ Arapv, = 0. (35)

Andererseits, wenn wir auf die Gleichung (34) die Abbildung 7' anwenden,
bekommen wir

0=T(0) =T(a1v1 + - - - + apvy)
=a1T(v1) + -+ a,T(vy) = a1 \v1 + -+ + Ay,

Wenn wir jetzt von der letzten Gleichung die Gleichung (35) subtrahieren,
bekommen wir

n

0= Z()\zaz - Alai)vi = ial()\z - )\1)1)1‘.
=2

=2

Per Induktion folgt nun, dass fiir alle 2 <17 < n gilt

al()\l - )\1) =0.
Da A\ # \; fiir alle ¢ > 2, so folgt, dass a; = 0 fiir alle ¢ > 2. Nun folgt
aus (34), dass ajv; = 0, und damit oy = 0. Also, vy,...,v, sind linear
unabhéngig. O
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Korollar 7.12. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und seien
A1, -, An verschiedene Eigenwerte einer linearen Abbildung T:V — V. Sei
weiterhin E; := Eig(T, \;) fiir jedes i. Dann ist die Summe

Ei+---+E,
direkt.
Beweis. Folgt direkt aus Lemma 7.11. (Ubung!) O
Diagonalisierung

Definition 7.13. Sei K ein Koérper und sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum.

(1) Eine Matrix M € M, (K) heift diagonal oder Diagonalmatriz, falls es
mil,. .., My, € K gibt, sodass

mi1 0
M =

0 Mnn
Eine solche Matrix bezeichnen wir auch mit
diag(mii, ..., mpp)-
(2) Eine Matrix A € M,,(K) heikt diagonalisierbar, wenn es eine Diagonal-
matrix in M, (K) gibt, die zu A dhnlich ist.

(3) Eine lineare Abbildung T': V' — V heift diagonalisierbar, falls es eine
Basis von V' gibt, sodass die Darstellungsmatrix von T' beziiglich dieser
Basis eine Diagonalmatrix ist.

Proposition 7.14. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein
Endomorphismus T: V — V ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine
Basis von V' gibt, die aus Eigenvektoren von T besteht.

Beweis. Die Abbildung T ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine Basis
B ={v1,...,v,} von V gibt, sodass die Darstellungsmatrix von T beziiglich
B eine Diagonalmatrix

diag(A11,- -+, A\nn)
ist. In anderen Worten, es gilt
T(v;) = \jv; firallei=1,...,n.

Aber das bedeutet genau, dass B aus Eigenvektoren von 7' besteht. O
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Bemerkung 7.15. Eine Matrix A € M, (K) ist diagonalisierbar genau
dann, wenn die assoziierte lineare Abbildung

T: K" — K", x+— Ax

diagonalisierbar ist. (Ubung: Basiswechsel!). Folglich ist nach Proposition
7.14 eine Matrix A € M,(K) genau dann diagonalisierbar, wenn es eine
Basis von K" aus Eigenvektoren von A gibt.

3 2
Beispiel 7.16. Aus Beispiel 7.8: die Matrix A= |2 0 € M3(Q) hat
4 2

W N =~

die Eigenwerte —1 und 8, und

S =
D=
= O I
—_
\/
=
—
o
—~
=
co
N—

I
T
e
\/

Eig(A,—1) = <

1
—5 -1 1
2
Man sieht einfach, dass die Vektoren| 1 |, | 0 | und % linear unab-
0 1
héngig sind, also
—1 -1 1
B:= Ll,{o]. 3
0 1 1

ist eine Basis von Q3. Damit ist die Matrix A nach Proposition 7.14 diago-
nalisierbar. Sei

1\ [0\ /0
A={1o],[1],[o0
o/ \o/ \1

die kanonische Basis von Q3. Die assoziierte Abbildung
T:Q*—> Q% 2z+— Az

hat die Darstellungsmatrix A beziiglich der Basis A. Die Darstellungsmatrix
von T beziiglich der Basis B ist die Matrix

diag(—1, —1,8).
Nach Korollar 6.24 gilt:

TH - A (TgH) ™' = diag(—1,-1,8).
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Korollar 7.17. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und seien
A1, -, An alle verschiedenen Eigenwerte einer linearen Abbildung T:V —
V. Dann gilt

n
> dimEig(T, \;) < dimV,
=1

mit Gleichheit genau dann, wenn T diagonalisierbar ist.

Beweis. Setze E; := Eig(T, \;). Dann ist, nach Korollar 7.12, der Vektorraum
;. E; ein Unterraum von V. Damit ist nach Bemerkung 4.43:

z”: dim F; = dim (é EZ> < dimV.
i=1 i=1

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn @;" ; E; = V, oder dquivalent, wenn
die Vereinigung von Basen von E; eine Basis von V bildet. (Ubung!) Nach
Proposition 7.14 ist das genau dann der Fall, wenn 7" diagonalisierbar ist. [J

Beispiel 7.18.

(1) Beispiel 7.16 und Korollar 7.17 zeigen erneut, dass die Matrix

3 2 4

A=12 0 2] € M3(Q)
4 2 3

diagonalisierbar ist.
(2) Die reelle Matrix

1 10

A=|0 1 0] € M3(R)
0 0 2

hat die Eigenwerte 1 und 2, und die Eigenrdume

1
Eig(A,1) = < 0 >, Eig(A,2) = <
0

Da dim Eig(A, 1) = dim Eig(A4, 2) = 1 und somit

= o O
~—

dim Eig(4, 1) + dim Eig(4,2) = 2 < 3 = dim R?,

so ist A nach Korollar 7.17 nicht diagonalisierbar.
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Definition 7.19. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei
A € K ein Eigenwert eines Endomorphismus 7: V' — V. Die algebraische
Vielfachheit von X ist

p(xT, A);

also die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms .

Proposition 7.20. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, sei A €
K ein Eigenwert eines Endomorphismus T:V — V, seten a bzw. g die
algebraische bzw. geometrische Vielfachheit von \. Dann gilt

g < a.
Beweis. Per Definition ist
g = dim Eig(T, \).

Seinun {vy,...,v,} eine Basis vom Eigenraum Eig(T, ). Wir ergénzen diese
Basis zu
einer Basis B := {v1,...,v,} von V.

Die Darstellungsmatrix von T beziiglich B hat dann die folgende Form:

A 0,

A—t 0
. ‘ B

t) =det (A —tl,) = det B ‘
XA( ) ( ) 79 77777 % jfi 777777
0 ' C —tl—y

A—t 0
= det ~det (C —tlp—g) = (—1)(t — X\)xc(t).
0 A—t
Aus dieser Formel folgt sofort, dass a = u(xr,A) > g. O

Korollar 7.21. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und seien
A1, -, A verschiedene Figenwerte einer linearen Abbildung T:V — V.
Dann ist T genau dann diagonalisierbar, wenn:
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(a) das charakteristische Polynom xr zerfdllt in lineare Faktoren, und
(b) fiir jedes i gilt u(xr, i) = dim Eig(T, A;).

Beweis. Setze E; := Eig(T, \;) fiir jedes i. Nach Korollar 7.17 ist 7' diago-
nalisierbar genau dann, wenn

Y dimE; = dimV. (36)
=1

Andererseits: Proposition 7.20 und Lemma 3.43(a) ergeben
n n
Zdim E; < ZM(XT, Ai) < degxr =dimV.
i=1 i=1

Dann ist (36) dquivalent zur Aussage, dass diese beide Ungleichungen tat-
séchlich Gleichungen sind. Die Gleichung

Z dim Ei = Z ,LL(XT, )\z)
i=1 i=1

ist dquivalent zu (b), und die Gleichung
> plxr, Ai) = deg xr
i=1

ist Aquivalent zu (a) nach Lemma 3.43(b). O

Beispiel 7.22. Wir betrachten wieder die folgende Matrix aus Beispielen
7.8 und 7.16:

A:

=N W

2
0
2

W N

Dort haben wir berechnet, dass
xa(x) = —(z +1)%(x - 8),
und damit ist
p(xa,—1) =2 und p(xa,8) =1
Wir haben auch berechnet, dass
dimEig(A4,—-1) =2 und dimEig(A4,8)=1.

Es folgt aus Korollar 7.21, dass A diagonalisierbar ist, da das Polynom x4 in
lineare Faktoren zerfallt, und die geometrische und algebraische Vielfachheit
aller Eigenwerte tibereinstimmen.
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8 Skalarprodukte

Definition 8.1. Sei V ein reeller bzw. komplexer Vektorraum. Ein Skalar-
produkt ist eine Abbildung

(,): VxV =R, (z,y)— (x,y)

bzw.

<'a'>:VXV_>C7 (x,y)b—>(x,y>
mit den folgenden Eigenschaften:

(S1) (-,-) ist linear im ersten Argument, d.h.
(a1 + aawa, y) = on (a1, y) + a(z2,y);

(S2) fur alle z,y € V gilt

<x,y) = <y>$>;

insbesondere ist im reellen Fall:
(z,y) = (y,2);
(S3) fiir alle z € V gilt (z,z) € R und
(z,2) > 0;

ferner gilt:
(r,z) =0 <= z=0.

Ein Vektorraum, der mit einem solchen reellen oder komplexen Skalarpro-
dukt versehen ist, heifst Skalarproduktraum und wird oft mit

(V7 < ) >)

bezeichnet. Ist V reell, so ist V' ein euklidischer Raum; ist V' komplex, so ist
V' ein unitdrer Raum.

Bemerkung 8.2. Sei (V, (-, >) ein Skalarproduktraum.

(1) Ist V ein R-Vektorraum, so ist (-,-) linear auch im zweiten Argument:

52
(y, o121 + ax2) (22 (1) + asza, y)
S1 52
(2 ar{z1,y) + az(x2,y) (2 ai(y, z1) + a2y, x2).

In diesem Fall sagen wir, dass das Skalarprodukt bilinear ist.
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(2) Ist V ein C-Vektorraum, so gilt

52
(y, 11 + aawa) ‘2 (aqz1 4+ awa,y)

S1
) @ y) + azlzn y)

S2
- 0471<:U17y> +@<$2, y> (:) c71<y,x1> +®<y7$2>

In diesem Fall sagen wir, dass das Skalarprodukt sesquilinear ist.
(3) Fiir jedes z € V gilt:
(0,2) = (04 0,2) = (0,z) + (0, z),
und damit (0,z) = 0.

(4) Jeder Unterraum eines Skalarproduktraums ist auch ein Skalarproduk-
traum.

Beispiel 8.3.

(1) Betrachten wir den R-Vektorraum R™ und seien =z = (z1,...,z,) € R"
und y = (y1,...,Yyn) € R™. Die Formel

n
<[L‘, y> = Z TiYi
=1

definiert das kanonische Skalarprodukt auf R™.

(2) Betrachten wir den C-Vektorraum C" und seien = = (z1,...,z,) € C"
und y = (y1,...,yn) € C". Die Formel

n
<':L‘a y> = Z TiY;
=1

definiert das kanonische Skalarprodukt auf C".

Definition 8.4. Sei V ein R- oder C-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Abbildung
-: V=R, x|z

mit den folgenden Eigenschaften:

(N1) fiir alle z € V gilt ||| > 0 und

|z]| =0 <= z=0;
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(N2) ||azx| = || - ||z| fir jeden Skalar o und jedes = € V;
(N3) es gilt die Dreiecksungleichung:

[l +yll < ll=fl + llyll  fir alle z,y € V.

Ein mit einer Norm versehener Vektorraum V heifit normiert und wird oft

mit
V1)
bezeichnet.

Beispiel 8.5. Die Abbildung

HHR”—)R, J;:(l‘lv"'v:ﬂn)'—) $%++‘/E72’L: <IL‘,3)>

ist die kanonische Norm auf R™. Die Norm ||-|| misst die Lénge eines Vektors.

)
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Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Wir werden zeigen, dass die Formel
]| == v/ {z, )

eine Norm auf einem Skalarproduktraum (V, (-, >) definiert. Das Einzige,
was hierbei schwierig zu zeigen ist, ist die Dreiecksungleichung. Das folgt
aus dem néchsten wichtigen Satz.

Satz 8.6 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduk-
traum. Fir jedes x € V setze

]l = v/ (2, ).

Dann gilt fir alle x,y € V:

(@, )] < [l

mit der Gleichung genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind. (Wir
sagen auch, dass x und y proportional sind).

Beweis. Wenn y = 0, dann ist die Aussage trivial. Wir diirfen also annehmen,
dass y # 0. Setze
(z,y)

A= )
[[y]?

Dann gilt:
0 < (x—Ay,z—A\y) = (z,2) — (2, \y) — (\y, z) + (\y, \y)
= (z,2) — Mz, y) — Mz, y) + ANy, y)

= ||z 2 (x,y> T _ <x7y> T <:r,y><x,y> 2
= 2™ = g @ =y @9 e Y
— lzl? = <w,y>m_ 2 — (=, 9)[?
=l == = 1= = e

und damit
[z, ) > < [l [lylI*.

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn
<‘T - )‘y7x - )‘y> = 0’

oder aquivalent:

x— Ay =0.
Also, die Gleichung impliziert, dass x und y linear abhéngig sind. Die Um-
gekehrte Richtung ist einfach zu zeigen. O
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Korollar 8.7. Sei (V, (-, )) ein Skalarproduktraum. Fiir jedes x € V setze

]l = v/ (2, ).
Dann definiert || - ||: V — R eine Norm auf V.

Beweis. Die Eigenschaften (N1) und (N2) der Definition der Norm folgen
sofort. Wir miissen (N3) zeigen: also, dass

[z +yll < flzll + llyll  fiir alle 2,y € V.
Diese Ungleichung ist dquivalent zu
lz +ylI* < ([l + lly])?,

und wenn wir die beiden Seiten entwickeln, bekommen wir, dass die letzte
Ungleichung dquivalent ist zu:

1 + {2, ) + (v, 2) + lyl® < al® + 202l 1yl + lly)1?,

oder aquivalent:
(@,y) + (y,z) < 2[|=|[]y[|.

Aber dies folgt aus der folgender Rechnung;:

(,y) + (y,2) = (x,9) + (z,y) = 2Re(z,y) < 2[(z,y)| < 2||z([lyl,
wobei die letzte Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist. 0

Bemerkung 8.8. Falls die Norm ||-|| eines normierten Vektorraums (V, ||-|)
von einem Skalarprodukt (-, -) induziert wird, d.h.

lz|| = /{(x,z) firallexz €V,
dann erfiillt || - || die Parallelogrammidentitit
lz +yl* + llz = ylI* = 2 (ll* + 1l*) ,
denn die folgenden Gleichungen gelten:

lz +yl* = (z +y,2 +y) = 2> + (&, 9) + (y,2) + [ly]*,
lz —ylI* = (& — g2 —y) = |l2l* — (2, 9) — (y,2) + |ly]|*.
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Beispiel 8.9. Die Maximumsnorm auf R™ ist wie folgt definiert:

fir alle x = (z1,...,2,) € R" setze |[2|oc = m?if{]x,\}
1=
Sei nun n > 2, und seien e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Dann gilt:

leille =1, llenllo =1,
||61 +en”oo = H(1707 o0, 1)”00 =1,
Hel - en”oo = H(l,O, e 707 _1)HOO =1

Damit ist die Parallelogrammidentitdt nicht erfiillt, und deswegen ist, nach
vorigem Beispiel, diese Norm nicht von einem Skalarprodukt induziert.

Lemma 8.10. Eine Norm auf einem normierten Raum (V.| - ||) ist von
einem Skalarprodukt (-, -) genau dann induziert, wenn die Parallelogrammi-
dentitat erfillt ist.

Bewets.
=—: Folgt aus Bemerkung 8.8.

<=: Falls V ein reeller Vektorraum ist, setze
1 2 2
(w,y) =7 (le+yl” = e —yl*);

falls V' ein komplexer Vektorraum ist, setze

1 i . .
(o) = (le+l* = llz = wl?) + 5 (= +yl* = o = ayll?)
Die Behauptung folgt durch Nachrechnen. O

Orthogonalitat und Orthonormalitat

Bemerkung 8.11. Sei (V, (,>) ein Skalarproduktraum. Fiir alle z,y €
V'\ {0} folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

N (z,y)
= Nl

<1

Wir definieren den Winkel 6 zwischen x und y als

(z,y)

0 = arccos )
[yl
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Die Begriindung: Angenommen, V' = R2. Nach Rotation und Spiegelung
konnen wir annehmen, dass

x=ae; und y= fe, wobeil|e]|=1und «, 5 € R.

-

X=ae,

Dann sehen wir, dass

(z,y) _  aplere) _ (e1,€) = {(1,0), (cos 8, sin B)) = cosb.

lllllyll o flex] B Jle]
N~ =~~~
=1 =1

Definition 8.12. Sei (V, (-, )) ein Skalarproduktraum.

(1) Zwei Vektoren x,y € V heifen orthogonal, und wir schreiben x L y, falls
(x,y) = 0.
(2) Eine Teilmenge U C V heifst orthogonal, falls
(u,v) =0 fir alle u,v € U, u # v.
(3) Eine orthogonale Teilmenge U C V heift orthonormal, falls

|lul| =1 fiir alle w € U.
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Bemerkung 8.13. Sei (V, (-, >) ein Skalarproduktraum.
(1) Der Vektor 0 € V ist orthogonal zu jedem anderen Vektor in V.

(2) Seien z,y € V \ {0}, und sei 6 der Winkel zwischen z und y. Aus der

Formel
6 = arccos (z.4)
[l 1y
folgt, dass & und y genau dann orthogonal sind, wenn
T
0=—.
2

(3) Ist U eine orthogonale Teilmenge von V mit 0 ¢ U, so ist die Menge
{i | wev]
[l

(4) In einer orthonormalen Teilmenge U = {u; | ¢ € I} von V gilt

orthonormal.

(ui,uj) = 0;; fiir alle u;, u; € U.
Proposition 8.14. Sei (V, (-, >) ein Skalarproduktraum und sei U eine or-
thogonale Teilmenge von V- mit 0 ¢ U. Dann ist U linear unabhdngig.

Beweis. Seien uq,...,u, € U und Skalare aq, ..., a, mit

n
E ;U = 0.
=1

Daraus folgt fiir jedes j:

n n
w; Lu,;
0=1(0,u;) = <Zo‘i“i’“j> =Y ailusug) =" agug,ug) = agllugl?,
=1 =1

wenn i#£j

und damit o; = 0 fiir alle j. Deswegen sind u1, . .., u, linear unabhéngig. [J

Definition 8.15. Sei B eine Basis eines endlich-dimensionalen Skalarpro-
duktraums (V, (-, )) Ist B eine orthonormale Menge, so heiltt B Orthonor-
malbasis von V.

Beispiel 8.16. Die kanonische Basis {ey, ..., e,} von R" ist eine Orthonor-
malbasis beziiglich des kanonischen Skalarprodukts.
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Proposition 8.17. Sei {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis eines endlich-
dimensionalen Skalarproduktraums (V, (-, >) Dann sind die Koeffizienten
wn der Darstellung

V=01U1 + -+ apUy

eines Vektors v € V' durch die Formel
a; = (v,v;)  fiir jedes i
gegeben.
Beweis. Wie der Beweis von Proposition 8.14. ]

Satz 8.18 (Gram-Schmidt-Verfahren). Jeder endlich-dimensionale Skalar-
produktraum (V, (-, >) hat eine Orthonormalbasis.

Beweis. Fixiere eine beliebige Basis {v1,...,v,} von V. Setze
fi
fii=v1 und e = ——,
1 f1l
und definiere induktiv fiir alle ¢ > 2:
fir=vi —(vi,er)er — (vi,ez)ea — - — (v, €i-1)ei—1,
L
A
Wir behaupten, dass {ej,...,e,} eine Orthonormalbasis von V ist.
Wir zeigen dies, indem wir per Induktion nach k = 1,...,n die folgenden
drei Aussagen beweisen:
(i) fx #0,
(i) (e1,...,ex) = (vi,..., k),

(111) <ei7€j> = 57§j fir alle 1 S Z,j S k.
Fiir £ = n bekommen wie die Behauptung oben.
Der Fall k =1 ist trivial, und damit diirfen wir annehmen, dass k > 2.

Wir zeigen zuerst (i). Offensichtlich ist fiy; eine lineare Kombination
von eq, ..., €ek_1, Uk, und vy ist eine lineare Kombination von ey, ..., ex_1, f-
Damit ist

<61,...,6k_1,fk>:<€1,...,ek_1,’l)k>. (37)
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Da
<617 s 7ek‘—1> = <U1a s Uk‘—1>

per Induktionsschritt fiir (ii), so gilt

(€1, s ek—1, fk) = (U1, -+, Vk—1, fi)
und

(1, er—1,0%) = (V1,...,Vp_1, Vk). (38)
Zusammen mit (37) ergibt sich:

(U1, Vk—1, k) = (V15 -0y Vk—1, Vk).

Aber {v1,...,v} ist eine minimale erzeugende Menge von (v, ..., vx), und
damit fj # 0, welches (i) zeigt.

Fiir (ii): Per Definition von ey gilt
<€1; <oy €1, ek’> = <€1, sy €1, fk)?
und dies ist gleich (v1,...,v;) nach (37) und (38).

Fiir (iii): Da (e;, e;) = 6;; fiir alle 1 < 4,5 < k — 1 per Induktionsschritt
fiir (iii), so missen wir zeigen, dass

(ej,ep) =0furi<k—1, und (ex,ex) =1.

Die zweite Gleichung gilt nach der Definition von eg. Fiir die erste Gleichung:
Es gilt

Tk 1 1 —
(eirex) = <€i, ka’> = KA (ei, fx) = W <€iyvk - Z<Uk7€j>ej>

=1
1 k-1 !
Al <<€i,’0k> - > (vk, €;5) <ei’e].>>

J 3,

1
= m(<€i7vk> — (v, e;)) =0,
und der Beweis ist komplett. O
Bemerkung 8.19. Ist im obigen Beweis {vy, ..., v,} bereits eine Orthonor-

malbasis von V| dann ergibt das Gram-Schmidt-Verfahren, dass

e; =v; firallei=1,... n.
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Korollar 8.20 (Basisergéinzung). Sei (V,(-,-)) ein n-dimensionaler Skalar-
produktraum. Sei U ein Unterraum von V und {ui,...,un} eine Orthonor-
malbasis von U. Dann gibt €s Umi1,...,u, € V, sodass {u,...,u,} eine
Orthonormalbasis von V' ist.

Beweis. Wir ergénzen {uy,...,uny} zu einer beliebigen Basis
{u1, .« s Umy Vmt1,- .-, 0p} von V.

Dann wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren auf diese Basis an und nut-
zen Bemerkung 8.19. O

Beispiel 8.21. Sei U = (v1,v9,v3) C R*, wobei

1 3 2
1 1 -2
1 3 0

Wir werden eine Orthonormalbasis fiir U finden und diese zu einer Ortho-
normalbasis von R?* erginzen.

Man priift zuerst, dass vy, ve,vs linear unabhéngig sind. Dann wenden
wir das Gram-Schmidt-Verfahren an: es gilt

1 1
1 fi 111
fi=v1 = und e = —— = —
1 AL
1 1
Es folgt:
fo=v2 — (v2,e1)e1
3 3 1 1 3 1 1
YA RS FR AR N N 0 B BN N
B 11’211 2111 |1 1 -1
3 3 1 1 3 1 1
und damit
1
. p) 1]1-1
9 = — = —
[foll 2| —1
1
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Es ist weiterhin:

fz =wv3 — (v3,e1)er — (v3, e2)er

2 2 1 1
-2 -2 1 1 1 1
| 4 4 1’211 211
0 0 1 1
2 1 1 2 1
B -2 11 -1 . Lr-1] [-2 B 1
4 1’21-1 21 —1 4 1
0 1 1 0 1
und somit
1
. f3 1 -3
3 =T = —=
Ifsll 2v5 | 3
-1

Also lautet unsere gefundene Orthonormalbasis fiir U:

1 1 1
111 11 -1 1 -3
11’21 -1]"2v/51| 3
1 1 -1

BU: 5

Wahle nun zum Beispiel

S O =

¢ U
0

Damit ist (v1, v, v3,v4) = R*, und Gram-Schmidt ergibt:

fa =v4— (va,e1)er — (va, e2)ea — (v4, €3)€3

1 1 1 1 1
1o o]l 1|1 11 ol 1[-1
o] \|lo|'2]1 211 \lof'2]-1

0 0 1 1 0

1 1 9

0 1 | -3 1 (=3 13

o253/ 25| 3] 20/|-3

0 —1 —1 -9



und

9
1
Ifal 6v5 | =3
-9

Also lautet unsere gefundene Orthonormalbasis fiir R*

1 1 1 9
5 11 1 =1 1 [=3] 1 (3
B=Y2 )2 -1] 25| 3 ]76v5 | -3
1 1 1 -9

Definition 8.22. Sei U eine Teilmenge eines Skalarproduktraums (V (-, ).
Das orthogonale Komplement von U ist die Menge

Ut :={veV|{wu =0firalleuc U} ={veV|v Lufir alle u € U}.

Beispiel 8.23. Das orthogonale Komplement einer Gerade in R?:

Bemerkung 8.24. Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum und sei U eine
Teilmenge von V. Dann gilt (Ubung!):

(1) U* ist ein Unterraum von V,
(2) wenn U ein Unterraum von V ist, dann (U+)+ = U,
(3) V+ ={0} und {0}*+ =V.

Bemerkung 8.25. Sei (V, (-,-)) ein Skalarproduktraum und sei U ein end-

lich-dimensionaler Unterraum von V. Sei {uy, ..., u, } eine Orthonormalbasis
von U. Dann gehért ein Vektor v € V' dem orthogonalen Komplement U+
genau dann, wenn v 1 w; fiir alle ¢ = 1,...,n. Die Implikation = ist
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trivial; wir zeigen nun die Implikation <=. Und zwar, sei u € U. Dann gibt
es Skalare o, ..., ay,, sodass

n
u=Y_ o,
i=1
und damit:
n n
<'U,’LL> = <U> Zaivi> — Zm<v7vi> = 07
i=1 i=1
also v € U+,

Proposition 8.26. Sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum eines Ska-
larproduktraums (V, (-, )) Dann gilt

V=UsU"
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass
V=U+U- (39)
Sei {uq,...,uy,} eine Orthonormalbasis von U. Fiir jedes v € V definiere
Uy = (v, ur)uy + -+ + (v, up)uy € U, wy := v — uy.

Um (39) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass w, € U+. Nach Bemerkung 8.25
reicht es dann zu zeigen, dass w, L u; fiir alle j. Und zwar:

(wy, uj) = (v — (v ur)ur — -+ = (v, Un)tn, ;)

= (v,uj) — Z(v,uﬁ (ui,uj) = (v,uj) — (v,u;) = 0.

i=1
=54

Dies zeigt (39).

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe direkt ist. Nach Lemma 4.42 reicht
es zu zeigen, dass U N U+ = {0}. Und zwar, sei v € UNU*. Dann ist v L u
fiir alle u € U. Insbesondere, v L v. Aquivalent:

<U7 U> =0,

und damit v = 0, welches zu zeigen war. O
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Definition 8.27. Sei U ein Unterraum eines Skalarproduktraums (V, (-, >)
mit der Eigenschaft, dass
V=UoU"*.

Die eindeutige Abbildung
P:V =V mit ke P=U+und ImP=U

heifst orthogonale Projektion auf U. Diese Abbildung ist mit der obigen No-
tation
P(v) = uy.

=
LY
A
\\5
—y
7

1

A

Abbildung 1: orthogonale Projektion auf eine Geraden in R?

Isometrien
In diesem Abschnitt schreiben wir alle Vektoren als Spaltenvektoren.

Bemerkung 8.28.

(i) Betrachte den Skalarproduktraum (R™,(-,-)) bzw. (C™, (-,)) mit dem
kanonischen Skalarprodukt. Dann gilt, fiir alle z, y € R" bzw. z,y € C™:

<JJ, y> = mTy bzw. <x7 y> - mTy'
(ii) Seien A, B € M,,(C) zwei Matrizen mit der Eigenschaft, dass
2T Ay = 2" By fiir alle 2,y € C".

Dann gilt A = B. (Ersetze x = ¢; und y = ¢; fiir alle 1 < 4,5 < n.)
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(iii) Seien A, B € M, (R) zwei Matrizen mit der Eigenschaft, dass
zT Ay = 2T By fiir alle z,y € R™.
Dann gilt A = B, dhnlich wie in (ii).

Definition 8.29. Seien (V,(-,-)) und (W, (-,-)) zwei Skalarproduktréiume.
Ein Isomorphismus F': V — W heifst Isometrie, falls

(F(v),F(w)) = (v,w).
—— ——
Skalaprodukt in W Skalaprodukt in V'

Wenn V und W euklidisch sind, man nennt F' auch orthogonale Abbildung;
und wenn V und W unitdr sind, man nennt F auch eine unitdre Abbildung.

Bemerkung 8.30. Sei F': V — W eine Isometrie. Dann gilt:
(i) [|F ()| = ||v|| fir alle v € V,
(ii) fur alle v,w € V gilt:

vlw <<= F(v) Ll F(w),

(iii) F~1! ist auch eine Isometrie.

Satz 8.31. Sei (V, (-, )) ein n-dimensionaler R- bzw. C-Skalarproduktraum.
Dann ist V isometrisch zu (R, (-,-)) bzw. (C",(-,-)), wobei (-,-) das kano-
nische Skalarprodukt ist.

Beweis. Wir wéhlen eine orthonormale Basis {vi,...,v,} von V, und sei
{e1,..., ey} die kanonische Basis von R™ bzw. C" ist. Definiere F(v;) := ¢;
fiir jedes ¢. Dies ist die gewiinschte Isometrie. O

Definition 8.32.

(1) Eine Matrix A € M, (R) heift orthogonal, falls die assoziierte Abbildung
T:R" - R", z+ Ax eine Isometrie ist.

(2) Eine Matrix A € M,(C) heift unitdr, falls die assoziierte Abbildung
T:C" — C", z+ Ax eine Isometrie ist.
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Sei A € GL(n,C) unitdr. Dann gilt
(Az, Aw) = (z,w) fiir alle z,w € C". (40)

Da
(Az, Aw) = (A2)T (Aw) = T AT Aw

und
T

(zyw) = 2Tw = 2TI,w,
so folgt aus (40):
T(ATA)yw = 2TIw  fiir alle z,w € C™.
Daraus folgt, nach Bemerkung 8.28:
ATA =1,
Wenn wir diese Gleichung konjugieren, bekommen wir

ATA=1,

und damit
A=A

Wir haben also gezeigt:

Lemma 8.33.

(1) Eine Matriz A € M, (R) ist orthogonal genau dann, wenn A~! = AT.
—T

(2) Eine Matriz A € M, (C) ist unitir genau dann, wenn A=t = A" .
Lemma/Definition 8.34. Die Menge

O(n) == {A € GL(n,R) | A~} = AT}

ist eine Gruppe und heiffit orthogonale Gruppe (Ubung!).
Die Menge
U(n) == {A € GL(n,C) | A =4"}
ist eine Gruppe und heift unitire Gruppe (Ubung!).
Proposition 8.35.
(1) Sei A € GL(n,C) bzw. A € GL(n,R). Die folgenden Aussagen sind

Ggquivalent.
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(a) A ist unitdr bzw. orthogonal.

(b) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von C bzw.

R.

(¢) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von C bzw.

R.

(2) Sei B eine Orthonormalbasis von C bzw. R. Sei T € End(C) bzw. T €
End(R). Dann ist T unitdr bzw. orthogonal genau dann, wenn die Dar-
stellungsmatrixz von T beziiglich B unitdr bzw. orthogonal ist.

(3) Sei A € GL(n,C) unitir bzw. sei A € GL(n,R) orthogonal. Sei \ ein
Eigenwert von A. Dann gilt

A =1.

Beweis. (1) Sei A= (a' --- a"). Aus der Gleichung A"A=1, folgt

at o =6;; fiir alle i, 7.

Aquivalent: o
(a?,a") = 6;; fiir alle 4, j,

und das bedeutet genau, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis bil-
den. Auf dhnliche Weise zeigt man die Aussage fiir Zeilen.

(2) Ubung!
(3) Sei v ein Eigenvektor zu A. Dann gilt
0 # flvll = [Av]l = [[Xvll = [A] - [|v]],
und damit ist |A| = 1. O

Satz 8.36 (QR-Zerlegung). Sei A € GL(n,R). Dann ezistiert eine Matriz
Q € O(n) und eine obere Dreiecksmatriz R, sodass

A=QR.

Beweis. Sei A = (a' --- a™). Sei {v',...,v"} die Orthonormalbasis von
R", die aus der Basis {a!,...,a"} durch das Gram-Schmidt-Verfahren ge-
wonnen wird. Dann wissen wir (siehe den Beweis vom Gram-Schmidt-Ver-
fahren), dass fiir jedes i = 1,...,n gilt



1 ..., a% insbesondere gilt

Insbesondere ist v*! orthogonal zu jedem a
(v/,a"y =0 fiiralle1 <i<j<n. (41)

Definiere
Q=" -+ v)eO(m) und R:= QT A.

Dann folgt aus (41):

0 ... 0

Andererseits, da @) nach Proposition 8.35 eine orthogonale Matrix ist, so gilt
R=Q"A=Q'4,

und damit A = QR. O

Spektralsitze

Notation 8.37. Sei V ein K-Vektorraum und sei F' € End(V'). Ein Unter-
raum U C V ist F-invariant, falls

FU)CU.
Insbesondere ist dann F|y € End(U).

Satz 8.38 (Spektralsatz fiir unitére Isomorphismen). Sei (V,(-,-)) ein n-
dimensionaler unitirer Vektorraum. Sei F' € Iso(V') ein unitdrer Isomorphis-
mus. Dann existiert eine Orthonormalbasis von V aus Figenvektoren von F.
Insbesondere ist F diagonalisierbar.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n. Die Aussage ist einfach, wenn
n = 1. Wir nehmen also an, dass n > 2.

Sei A € C ein Eigenwert von F'. Nach Proposition 8.35 gilt |A\| = 1, und
insbesondere A # 0. Sei v # 0 ein Eigenvektor zu A. Nach Proposition 8.26
gilt

V={(v)® (v)*.
Wir behaupten, dass der Unterraum <v>l F-invariant ist. Und zwar, sei
w € (v)*, oder dquivalent: (v, w) = 0. Da F unitér ist, so folgt, dass

0= (E(v), F(w)) = Ao, F(w))

=\v
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Es folgt, dass F'(w) € (v)*, welches die Behauptung zeigt.

Es gilt also F[(,). € End ((v)1), und man sieht sofort, dass auch Fliye
unitir ist. Per Induktion gibt es eine Orthonormalbasis {es, . .. , e, } von (v)+,
die aus Eigenvektoren von F \<U> 1 besteht; diese sind dann auch Eigenvekto-

ren von F'. Die gewiinschte Basis von V ist nun

v
€2, ...y Ep o
{Hv! }

Letztlich ist F' diagonalisierbar nach Proposition 7.14. O
Man kann auch zeigen:

Satz 8.39 (Spektralsatz fiir orthogonale Isomorphismen). Sei (V,(-,-)) ein
n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Sei F' € Iso(V') ein orthogonaler
Isomorphismus. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B von R™, sodass die
Darstellungsmatriz von F beziiglich B die Gestalt

1
0
1
-1
A=
—1
Aq
0
Am
hat, wobet
_ [cosq —sin oy Lo
A = <Sin 0 cosan > fir a; € (0,2m)\{m}.

Insbesondere ist F' ist damit eine Komposition aus den Spiegelungen an Hy-
perebenen und Drehungen in einer Ebene.

Definition 8.40. Eine Matrix A € M,,(C) ist symmetrisch, falls
A= AT,

und sie ist hermitesch, falls



Beispiel 8.41. Eine hermitesche Matrix A € M3(C) hat die Form

<a1 +ib1  ao + ibo

ia;,b; €R.
a4y — ibs a3+ibg)’ wobei a;, b; €

Satz 8.42. Sei (-,-) das kanonische Skalarprodukt auf C" bzw. auf R™ und
sei A € M,(C) bzw. A € M,(R). Dann ist A hermitesch bzw. symmetrisch
genau dann, wenn

(Az,w) = (z, Aw)  fiir alle Vektoren w, z. (42)

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir hermitesche Matrizen; die Aussage fiir
symmetrische Matrizen zeigt man analog. Da

(Az,w) = (A2)Tw = 2T ATw

und
(z, Aw) = 2T (Aw) = T Aw.

Damit ist (42) dquivalent zu

TAT

z w=z'Aw fir alle w,z € C".

Dies ist dquivalent, nach Bemerkung 8.28, zu AT = A, welches zu Al =4
dquivalent ist. 0

Satz 8.43. Sei A € M, (R) eine symmetrische bzw. sei A € M,(C) eine
hermitesche Matrixz. Dann sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir hermitesche Matrizen; derselbe Beweis
funktioniert fiir symmetrische Matrizen. Sei A € C ein Eigenwert von A und
sei v € Eig(A, A)\{0}. Dann gilt

(v, Av) = (v, ) = Av,v) = \||v||?

und
(Av,0) = (o, 0) = Mo, v) = Alo]2

Da A hermitesch ist, so folgt
Allol|* = Aol

und damit A = . Also, A € R. O
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Satz 8.44 (Hauptachsentransformation). Sei A € M,,(C) eine hermitesche
Matriz. Dann ezistiert eine Orthonormalbasis {v1,...,v,} C C" aus Eigen-
vektoren von A, und A ist diagonalisierbar.

Prdziser: Es gibt eine unitire Matriz QQ € U(n) such that

Q'AQ = Q" AQ = diag(M1,. .., An),
wobei \; € R die Eigenwerte von A sind.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n. Die Aussage ist einfach, wenn
n = 1. Wir nehmen also an, dass n > 2. Sei

F:C"—>C", x~— Ax

die assoziierte lineare Abbildung.
Sei A1 ein Eigenwert von A. Nach Satz 8.43 gilt \y € R. Sei v; ein
Eigenvektor von A; mit ||v1|| = 1. Nach Proposition 8.26 gilt

V= (v1) ® (v1)".

Wir behaupten, dass der Unterraum (v1)* F-invariant ist. Und zwar, sei
w € (v1)*, oder dquivalent: (w,v1) = 0. Damit ist nach Satz 8.42:

(F(w),v1) = (Aw, v1) = (w, Avy) = (w, \yv1) = A (w,v1) = 0.

Es folgt, dass F'(w) € (v1)*, welches die Behauptung zeigt.

Es gilt also F|.,y. € End ({v1)*), und man sicht sofort, dass die Dar-
stellungsmatrix B von F|., y1 auch hermitesch ist. Per Induktion gibt es
eine Orthonormalbasis {va, ..., v,} von (v1)*, die aus Eigenvektoren von B
besteht; diese sind dann auch Eigenvektoren von A. Die gewiinschte Basis
von V ist nun

{vi,v9,...,00}.
Letztlich ist A diagonalisierbar nach Proposition 7.14.

Nun zeigen wir die zweite Aussage. Betrachte die Vektoren v; als Spalten

und setze

8.35 —T
Q= (vl vn) € U(n) und A;:=Q; AQ:.
Man berechnet einfach, dass
A0
A =Q1 AQ, = ‘
1= 1= 0 A, )
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wobei Ay € M,,_1(C). Es ist einfach zu sehen, dass A; hermitesch ist, und
daraus folgt, dass Ay hermitesch ist. Per Induktionsschritt gibt es dann Qs €
U(n — 1), sodass

@TA2Q2 = dia'g()‘Qv R An)u

wobei \; € R die Eigenwerte von As sind, damit auch die Eigenwerte von
Aj sind, und damit auch von A. Definiere

L0
|
= . eU
Q Ql O: QQ (n)
|
Nun gilt:
T ‘
Ly 0 Ly 0
T | |
AQ = A .
CAQ=1Qi| o1 g, @l o g
| |
I T | I
1\ 0 1\ O
e QTAQ e
= | |
0, @2 ! ! 0, @2
| |
1. 0 A0 1, 0
,,‘T ,,,,,,,, R oL
o @ 0, A 0, Qo
| | |
)\1; 0 7)7\17\7779777
[ L \)\2
= ! T — ‘
0, Q2 A2Q2 0,
| | )\n
Das beweist den Satz. O

Im reellen Fall gilt:

Satz 8.45 (Hauptachsentransformation tiber R). Sei A € M, (R) eine sym-
metrische Matriz. Dann ezistiert eine Orthonormalbasis {v1,...,v,} C R"
aus Figenvektoren von A, und A ist diagonalisierbar.
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Priziser: Es gibt eine unitire Matriz Q@ € O(n) such that

Q1 AQ = QTAQ = diag(\, ..., \),
wobei \; € R die Eigenwerte von A sind.

Korollar 8.46. Sei A € M, (R) eine symmetrische bzw. sei A € M, (C)
eine hermitesche Matrixz. Dann hat das charakteristische Polynom von A die
Zerlegung

n

xa(t) = T[T =),

i=1
wobei \; € R die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerte von A
sind.

Beweis. Folgt aus der Hauptachsentransformation und Korollar 7.21. O

Beispiel 8.47. Sei
210
A={1 2 1| e My(R).
01 2

Wir werden dem vorigen Beweis folgen, um eine Matrix @ € O(3) und eine
Diagonalmatrix D € M3(R) zu finden, sodass QT AQ = D.
Man sieht zuerst sofort, dass A symmetrisch ist und

2—t 1 0
xat)y=det| 1 2-t 1 |=@2-t)(2-1t)?*-2).
0 12—t

Damit sind die Eigenwerte von A:

Al =2, /\2:24-\@, )\3:2—\/5.

Ferner ist
010 1
Eig(A,A\1) =ker |1 0 1] = < 0 >,
010 -1
1 1
und v1 := — | 0 | ist ein Vektor in Eig(A4, A1) der Norm 1.
V2o
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Setze

1
1
H:=(v)T={zcR® <a:, 0 >:0
V2

Wir benutzen nun Gram-Schmidt-Verfahren, um eine orthonormale Basis
von H zu finden. Und zwar, man berechnet, dass H = (vq, v3), wobei

0 1 1
vo =11 und v3=—10],
0 V2 4
und {vy,vs,v3} ist eine Orthonormalbasis von R3. Setze
V2o V2
2 2
Or=| 0 1 0
2 2
-Z 0
und
2 0 0
A =Q{AQi= [0 2 V2|;
0 vV2 2

Damit ist wq :=

(i) ein Vektor in Eig(Asg, A2) der Norm 1. Es gilt

et =((2)

(_11) ein Vektor in H' der Norm 1. Definiere

1
V2

und letztlich ist wq :=

1
V2



Dann berechnen wir einfach, dass

T _(2+V2 0
Q2A2Q2—( 0 2_\/§>7

und endlich ist die gesuchte Matrix ), die A zu der Diagonalmatrix

D :=diag(2,2 4+ V2,2 — V2)

transformiert:
2 1
35 35 2ol
Q=Qi-[0 ¥ P |=|0 ¥ ¥
0 V2 V2 V2 1 1
2 2 2 2 2
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