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1 Adjungierte Abbildungen und der Dualraum

Adjungierte Abbildungen

Wir fangen an mit einem einfachen, aber sehr hilfreichen Lemma.

Lemma 1.1. Se: V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und seien
u,w € V mit der Eigenschaft, dass

(u,v)y = (w,v) fir allev € V.
Dann ¢ilt u = w.
Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt, dass
(u—w,v) =0 firalleveV.
Dies bedeutet, dass u —w € V+ = {0}, und damit folgt das Lemma. O

Lemma 1.2. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und sei
T:V =V ein Endomorphismus. Dann gibt es einen eindeutigen Endomor-
phismus T*: V' — V mit der Eigenschaft, dass

(T(v),w) = (v, T*(w)) fiir alle v,w € V. (1)

Beweis. Sei {vi,...,v,} eine Orthonormalbasis von V und definiere

T (w) := Z (T (vi),w)v; fiir jedes w € V.
i=1

Dann gilt, fir j=1,...,n

(0, T"(w)) = <v3,§n:<T o), > ; (5, (T(w), w)vy)

= > (T(w), w) (v, v1) = (T(v;), w).

—1
7 =5,

n
Es folgt, dass fiir jedes v = Z ajvj €V gilt:
j=1
n

<U T* <Z ajvjaT* > N Zaj<vj’T*(w)> - Zaj<T(vj)’w>

=1 j=1

(B {r(§om)) -0



Dies zeigt (1).
Als Néchstes zeigen wir, dass die Abbildung T™* linear ist. Und zwar,
fixiere wy,ws € V und Skalare a; und asq. Fiir v € V gilt

<U,T*(a1w1 + a2w2)> = <T(v), ajwy + a2w2>
(T(v),wr) +aa(T(v), ws)
(v, T"(w1)) + (v, T" (wg))
= (v, T"(wy1) + agT*(w2)>,

| 2]

Il
Q

und folglich
T (aqwy + agws) = an T (wy) + aT™ (we)

nach Lemma 1.1.
Letztlich zeigen wir die Eindeutigkeit. Angenommen, es gibt lineare Ab-
bildungen 77,75 : V — V mit den Eigenschaften, dass

(T(v),w) = (v, TT(w)) und (T(v),w) = (v,T5(w))
fiir alle v, w € V. Daraus folgt, dass
(v, T} (w)) = (v, T5(w)) fiir alle v,w €V,
und damit 77 (w) = T3 (w) fiir alle w € V nach Lemma 1.1. O

Definition 1.3. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und sei
T:V — V eine lineare Abbildung. Die in Lemma 1.2 konstruierte Abbildung
T*:V — V heifst die zu T adjungierte Abbildung.

Bemerkung 1.4. Es ist einfach zu sehen, dass auch
(v,T(w)) = (T*(v),w) fiir alle v,w € V.

Proposition 1.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und
sei B eine Orthonormalbasis von' V. SeiT: V. — V ein Endomorphismus und
sei A die Darstellungsmatriz von T bzgl. B. Dann ist die Darstellungsmatriz

der adjungierten Abbildung T*:V — V bzgl. B die Matrix a’,
Beweis. Sei B = {u1,...,up} und sei A = (a;;j). Sei C' = (¢;;) die Darstel-
lungsmatrix von T* bzgl. B. Fiir jeden Vektor v € V' gilt nach LA1:

n

v = Z(v,uJuZ

i=1



Insbesondere gilt
n n
T(uj) = Z <T(uj),ul->ui and T"(u;) = Z <T*(Uj),ui>ui-
i=1 i=1
Aus diesen zwei Gleichungen sehen wir sofort, dass

aij = (T(uj),u;) und ey = (T"(u;), ui).

Aber
cij = (T (uj), ui) = (uy T(w)) = (T(wi), uj) = g,
und die Proposition ist bewiesen. ]

Die folgende Proposition ist einfach zu beweisen.

Proposition 1.6. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum, sei-
en S,T:V — V lineare Abbildungen und sei A ein Skalar. Dann gilt:

SoT) =T%oS*.
Beweis. Ubungsblatt. O

Proposition 1.7. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und
set T:V =V eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(i) ImT)* = ker T*,
(ii) (ker T)* = Im T,
(iii) (ImT*)* = ker T,
(iv) (kerT*)+ =ImT.
Beweis. Wir zeigen zuerst (i). Sei w € V. Nach Lemma 1.1 gilt
uekerT* <= (v,T*(u))=0firalleveV
und

vwe (ImT)t «— (T(v),u) =0 fiir alle v € V.
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<v T*(u > = <T > fiir alle v € V, aus diesen Aquivalenzen folgt (i).
Aus (i) und Proposmon 1.6 folgt (ImT*)* = ker ((T*)*) = ker T, und
damit
Im7* = (ImT*)** = (ker T)*.

Man beweist (iii) und (iv) dhnlich. O
Nun werden wir wichtige Endomorphismen einfiihren.

Definition 1.8. Sei V ein n-dimensionaler Skalarproduktraum, sei
T:V — V ein Endomorphismus und sei A die assoziierte Darstellungsmatrix
von T beziiglich einer Orthonormalbasis von V. Dann:

(i) T (bzw. A) heikt normal, falls T o T* =T* o T (bzw. A4 = ZTA),

(ii) T (bzw. A) heifst selbstadjungiert (bzw. hermitesch), falls T* = T (bzw.
—T
A=A,

(iii) T (bzw. A) heikt orthogonal, falls T o T* = Idy und V reell ist (bzw.
AAT = I, und V ist reell),

(iv) T (bzw. A) heit unitdr, falls T o T* = Idy und V' komplex ist (bzw.
AAT = I,, und V ist komplex).

Proposition 1.9. Sei V' ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und
sei T:V = V ein Endomorphismus. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:

(i) T ist normal,

(it) (T(v),T(w)) = (T*(v), T*(w)) fir alle v,w €V,
(iii) HT(U)H = HT*(U)H fiir alle v € V.
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (i) < (ii). Und zwar, es gilt

(T(v),T(w)) = (v, T*(T(w))) und (T*(v),T"(w)) = (v, T(T*(w)))
nach der Definition der adjungierten Abbildung. Deswegen ist die Gleichung

(T(v),T(w)) = (T*(v), T"(w)) fiir alle v,w € V

dquivalent zur Gleichung

(v, T*(T(w))) = (v, T(T*(w))) fiir alle v,w € V.
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Diese Gleichung ist, nach Lemma 1.1, wiederum &quivalent zu
(T*oT)(w) = (T oT*)(w) fiir alle w €V,

und dies ist schliefslich dquivalent zu T™ o T = T o T,

Die Implikation (ii) = (iii) ist offensichtlich. Fiir die umgekehrte Impli-
kation nutzt man die Parallelogrammidentitédt aus LA1. O

Korollar 1.10. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und sei
T:V —V eine normale Abbildung. Dann gilt:

(1) kerT' = ker T*,

(2) ein Skalar X ist ein Eigenwert vonT genau dann, wenn X ein Eigenwert
von T™ ist,

(8) v € V ist genau dann ein Eigenvektor von T zu einem Eigenwert X,
wenn v ein Eigenvektor von T* zum Figenwert X\ ist.

Beweis. Nach dem vorigen Satz gilt HT(U)H = HT*(’U)H fiir alle v € V, und
deswegen ist die Bedingung 7'(v) = 0 fiir einen Vektor v € V dquivalent zu
T*(v) = 0. Dies zeigt (1).

Ferner, mit Hilfe der Proposition 1.6 gilt

(Mdy —T)* = (AIdy)* — T* = A1dy —T*,
und aus (1) folgt
ker(AIdy —T') = ker (A Idy —T™).
Dies zeigt (2) und (3). O

Proposition 1.11. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und
set T:V — V ein Endomorphismus. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:

(i) T ist orthogonal bzw. unitdr,
(ii) T ist eine Isometrie, d.h. (T'(v),T(w)) = (v,w) fiir alle v,w €V,
(iii) T ist ein Isomorphismus mit T~ = T*,

(iv) HT(U)H = ||v|| fiir allev € V.



Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (ii) < (iii). Und zwar, nach der Definition
der adjungierten Abbildung gilt

(T(v), T(w)) = (T (T(v)),w) fiir alle v,w €V,
und damit gilt (T'(v),T(w)) = (v, w) fiir alle v,w € V genau dann, wenn
(v,wy = (T*(T(v)),w) fiir alle v,w € V.

Dies gilt genau dann, wenn T*(T'(v)) = v fiir alle v € V, und dies ist
dquivalent zu
T oT = Idv .

Dies zeigt (iii) = (ii) sofort. Andererseits, diese letzte Gleichung zeigt insbe-
sondere, dass T injektiv ist und deswegen ein Isomorphismus ist (nach LA,
da V endlich-dimensional ist). Es folgt, dass T~ = T*, und die Implikation
(ii) = (iii) ist bewiesen. Dieser Beweis zeigt auch, dass (i) < (ii).

Man zeigt die Aquivalenz (iii) < (iv) wie im Beweis von Proposition
1.9. O

Bemerkung 1.12. Die Proposition zeigt, dass orthogonale/unitdre Abbil-
dungen normal sind, und dass die Definition von orthogonale/unitiare Abbil-
dungen iibereinstimmt mit der Definition aus LA 1. Es ist auch offensichtlich,
dass selbstadjungierte Abbildungen normal sind. Orthogonale, unitire und
hermitesche Matrizen haben wir bereits in LA1 kennengelernt. Eine Abbil-
dung T ist normal bzw. selbstadjungiert bzw. orthogonal bzw. unitér genau
dann, wenn ihre Darstellungsmatrix A beziiglich einer Orthonormalbasis fiir
V normal bzw. hermitesch bzw. orthogonal bzw. unitéar ist.

Korollar 1.13. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und sei
T:V — V ein orthogonaler/unitirer Endomorphismus. Dann gilt:

(1) T=1:V — V ist ebenfalls orthogonal/unitir,
(2) ist A ein Figenwert von T, so gilt |\| = 1.
Beweis. Da T orthogonal /unitér ist, so ist 7~! = T* nach der vorigen Pro-
position. Mit Hilfe der Proposition 1.6 gilt
T lo(T™ Y =T o (T =T 'oT =1dy,

und damit folgt (1).
Nun, sei A ein Eigenwert von T und sei v der zu A zugehériger Eigenvek-
tor. Dann gilt:
loll = | T()]| = Xl = I\l - [lvll,

und (2) folgt, da v # 0. O



Satz 1.14 (Spektralsatz fiir normale Abbildungen). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler Skalarproduktraum und sei T: V — V' eine normale Abbildung.
Wir setzen voraus, dass das charakteristische Polynom von T in Linearfak-
toren (iber R bzw. C) zerfdllt (dies ist automatisch, wenn V unitédr ist).

Dann hat V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T und insbe-
sondere ist T diagonalisierbar.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach der Dimension n von V. (Er ist
ahnlich zum Beweis vom Spektralsatz fiir unitdre Abbildungen in LA1.)

Der Fall n =1 ist trivial.

Sei nun die Aussage fiir n — 1 richtig. Da das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren zerfillt, so hat T einen Eigenwert \. Sei v; ein zu \ zuge-
horiger Eigenvektor mit ||v1]| = 1 und sei U := (v;). Dann gilt V =U @ U+
mit dim U+ =n — 1.

Wir zeigen nun, dass U+ ein T-invarianter Unterraum von V ist. Und
zwar, mit Hilfe vom Korollar 1.10, fiir u € U~ gilt:

(T(u),v1) = (u,T*(v1)) = (u, v1) = Mu,v1) =0,

und damit gilt T'(u) € U+,

Damit gilt T|;;. € End(U+), und man sieht sofort, dass T'|;;. ein nor-
maler Endomorphismus von U+ ist und dass sein charakterisches Polynim
in Linearfaktoren zerféllt. Per Induktionsvoraussetzung existiert eine Ortho-

normalbasis {vs, ..., v, } von Ut aus Eigenvektoren von T .. Es folgt, dass
die Menge {v;,v9,...,v,} eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren
von T ist. O

Wir erinnern uns an die folgende Proposition aus LA1 (die dort als Teil
von Hauptachsentransformation fiir hermitesche Matrizen bewiesen wurde;
wenn V euklidisch ist reduziert sich der Beweis mit ein bisschen Arbeit auf
den komplexen Fall).

Proposition 1.15. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und
sei T:V — V eine selbstadjungierte Abbildung. Dann zerfdllt das charakte-
ristische Polynom xp von T in lineare Faktoren.

Korollar 1.16. Sei V' ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und sei
T:V =V eine selbstadjungierte Abbildung. Dann hat V' eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren von T und insbesondere ist T diagonalisierbar.

Beweis. Folgt aus Satz 1.14 und Proposition 1.15. O



Proposition 1.17. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum, sei
T:V — V eine normale Abbildung und seien v1 und vo Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten A1 und Ao von T'. Dann gilt v1 1 vs.

Beweis. Mit Hilfe von Korollar 1.10 gilt:
A (v1,v2) = (M1, v2) = (T(v1),v2) = (w1, T (v2))
= (v1, Agv2) = Ag(v1,v2),

und damit (vi,ve) =0, da A; # Ag. O

Projektionen
Nun definieren wir eine wichtige Unterklasse der linearen Abbildungen.

Definition 1.18. Sei V ein Vektorraum. Ein Endomorphismus P: V — V
ist eine Projektion, falls P o P = P. (Kiirzer geschrieben: P? = P.)

Lemma 1.19. Ist P: V — V eine Projektion, dann gilt V = ker P & Im P.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass V' = ker P 4+ Im P. Und zwar, sei v € V.
Dann gilt v = (v — P(v)) + P(v), und da

P(v—P(v)) = P(v) — P*(v) =0,

so folgt v — P(v) € ker P.

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe ker P+Im P direkt ist. Und zwar, sei
v € ker PN Im P. Dann gibt es ein w € V mit v = P(w), und aus P(v) =0
folgt v = P(w) = P(P(w)) = P(v) = 0. O

Beispiel 1.20. Sei V ein Skalarproduktraum und sei U C V ein endlich-
dimensionaler Unterraum. Eine Projektion P: V' — V heifst orthogonale
Projektion auf U, falls

kerP=U+ und ImP ="U.

Sei {uq, ..., un} eine Orthonormalbasis von U ist. Wir behaupten, dass dann
P(v) = Z(v, u;)u; fur alle v e V. (2)
=1

Insbesondere: Es gibt genau eine orthogonale Projektion auf U.



Wir zeigen nun die Behauptung. Wir wissen aus Lemma 1.19, dass
v=u+w, wobeiu€eImP =Uundw€kerP =U".
Dann gilt P(w) = 0 und es existiert z € V mit u = P(z), und damit
P(v) = P(u) + P(w) = P(u) = P(P(z)) = P(z) = u. (3)
Da u € U, gibt es Skalare «;, sodass

m
u = E ;U5
=1

Dann gilt, fiir jedes j = 1,.
(v,5) <Za,ul,uj

und damit

~_—
_I._
&
mﬁ
’M :
S
=
<
s
|
Q
<

m

Z (v, ui)u

i=1
Dies, zusammen mit (3), zeigt (2).

Proposition 1.21. Sei V ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und
sei P € End(V) eine Projektion. Dann ist P orthogonal genau dann, wenn
pP*=P.

Beweis.
<=: Sei P* = P. Da P eine Projektion ist, so gilt
V=kerP®&ImP
nach Lemma 1.19. Aber nach Proposition 1.7 gilt
ker P = (Im P*)* = (Im P)*,
und somit ist P die orthogonale Projektion auf den Unterraum Im P.
=—: Sei P eine orthogonale Projektion. Dann gilt
V=kerP®ImP und kerP = (ImP)*.

Aus P? = P folgt (P*)? = P* (nach Proposition 1.6) und nach Proposition
1.7 gilt
Im P* = (ker P)* = (Im P)** = Im P.
sowie
ker P* = (Im P)* = ker P.
Dies zeigt, dass P* auch eine orthogonale Projektion auf Im P ist. Somit ist
P* = P (nach Beispiel 1.20). O



Der Dualraum

Definition 1.22. Sei V ein K-Vektorraum. Der Vektorraum Hom(V, K)
aller linearen Abbildungen V' — K heikt (algebraischer) Dualraum zu V und
wird mit V* bezeichnet. Die Elemente von V* heifsen lineare Funktionale auf

V.
Bemerkung 1.23. Sei T' € V*\ {0}. Dann gilt:

(1) T ist surjektiv, denn aus
0 <dim(Im7) <dimK =1
folgt dim(Im7') = dim K und daher Im7T = K,

(2) ist V endlich-dimensional, so ist dem Dimensionssatz zufolge:

dim(kerT) = dimV — dim(Im7") = dimV — 1.

Satz 1.24. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei die Men-
ge {e1,...,en} eine Basis fir V. Fir jedes j = 1,...,n sei fj € V* das
eindeutige lineare Funktional ist mit der Eigenschaft, dass f;j(e;) = 6;; fiir
jedes i. Dann ist die Menge {f1,..., fn} eine Basis von V*. Insbesondere
gilt dmV* =dim V.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass fi,..., f, linear unabhéngig sind. Ange-
nommen, a,...,a, € K sind Skalare, sodass ayf1 + -+ + ayfr, = 0. Dann
gilt

0= (a1f1+ -+ anfn)(e) = arfie) + -+ anfule) = oy

firi=1,...,n.
Nun zeigen wir, dass (f1,..., fn) = V*. Und zwar, sei f € V* und setze
Bi == f(e;) fir i = 1,...,n. Dann gilt

(Bufr+ -+ Bufu)(e:) = Bi = f(es)

fir i = 1,...,n. Es folgt, dass die linearen Abbildungen f und aqf1 +---+
o frn auf einer Basis von V' iibereinstimmen und sind somit gleich. Also,

fe{fiy..o, fn) O

Definition 1.25. In der Notation des Satzes 1.24 ist {fi,..., fn} die Dual-
basis zu {e1,...,en}.
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Bemerkung 1.26. Sei n € N und sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.
Die Darstellungsmatrizen der Abbildungen im Dualraum V* = Hom(V, K)
sind (1 x n)-Matrizen, also Zeilenvektoren. D.h. wenn

0

—_

e; = < i-te Stelle,

so gilt

fi=(0© -+ 0 1 0 -~ 0) (wobeil aufder i-ten Stelle steht).

Darstellungssatz von Riesz
Sei V' ein Skalarproduktraum. Es ist einfach zu sehen, dass die Formel
Ty(w) := (w,v) firweV

ein lineares Funktional definiert, d.h. T,, € V*. Der folgende wichtige Satz
zeigt, dass in endlich-dimensionalen Raumen die Umkehrung auch gilt.

Satz 1.27 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei V' ein endlich-dimensionaler
Skalarproduktraum. Zu jedem T € V* gibt es einen eindeutigen Vektor vy €
V' derart, dass

T(v) = (v,vr) fir allev e V.

Beweis. Sei {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis fiir V' und definiere

n
v = Z T (v)v;.
i=1

Dann gilt, fir j =1,...,n:

(vj, vr) = <Uj7 ZT(%‘)%> = ;T(Ui) (vj, vi) = T(v;j),

=1 =5,
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und deswegen, fiir v = 2?21 ajvj €V gilt:

n
= ZajT(vj ZQZ (vj,vr) <Z OéjUJ,UT> (v,vr).
Jj=1

Dies zeigt die Existenz des Vektors vp.
Zur Eindeutigkeit: Wir nehmen an, dass es zwei Vektoren vkh,vZ € V
gibt mit der Eigenschaft, dass

T(v) = (v,vk) = (v,v3) fiir alle v € V.

Aber dann v% = v% nach Lemma 1.1. O

Beispiel 1.28. Sei V := R[X]=". Fiir p,q € V definiert die Formel

1
(p,q) = / p(x)q(z)dx

-1

ein Skalarprodukt auf V (Ubung). Sei nun ¢ € (—1,1) fest. Definiere das
lineare Funktional 7" € V* durch die Formel

T(p) :=p(xo) firpeV.

Der Rieszsche Satz, angewendet auf 7" und das Skalarprodukt oben, besagt,
dass es dann ein Polynom ¢,, € V' gibt derart, dass

1
[ ple)tuy (@) = p(ao) fix ale p e V.
1

Proposition 1.29. Sei V' ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum. Zu
jedem T € V* sei vp € V der nach dem Rieszschen Darstellungssatz eindeu-
tig bestimmter Vektor. Dann ist die Abbildung

vV =V, Tw—ovr
eine Bijektion mit den Eigenschaften:
Y(T +12) = ¢(Th) +9(T2)  und P(aT) =ay(T)

fiir alle T, Ty, T € V* und alle Skalare «.

12



Beweis. Die Abbildung ¢: V* — V ist bijektiv nach Satz 1.27 und dem
Paragraphen vor diesem Satz. Ferner, fiir alle v € V gilt

<U, I,ZJ(Tl + T2)> = <U, UT1+T2> = (Tl + Tz)(v) =T (U) + TQ(U)
= <U’UT1> + <va UT2> = <U’ Ty + UT2> = <Ua '(/)(Tl) + ¢(T2)>’

und damit ¢(71 +712) = ¥ (T1) +1(T2) nach Lemma 1.1. Auf dhnliche Weise,
fiir alle v € V' gilt

(v, 9(aT)) = (v,var) = (aT)(v) = T (v)
= a(v,vr) = (v,avy) = <v,azp(T)>,

und damit ¥ (aT") = ap(T) nach Lemma 1.1. O

Bemerkung 1.30. Mit der Notation wie in der Proposition: Ist V' ein eu-
klidischer Raum, dann ist ¢: V* — V ein Isomorphismus, ansonsten ein
Anti-Isomorphismus (d.h. es gilt ¥(aT) = ap(T) fir alle T € V* und alle
Skalare o). Wir nennen diese Abbildung den Rieszschen (Anti-)Isomorphis-
mus.

Proposition/Definition 1.31. Sei V' ein endlich-dimensionaler Skalarpro-
duktraum, sei T:V — V eine lineare Abbildung, und sei T': V* — V* die
duale Abbildung zu T, d.h.

T'(f):=foT firfeV*" (4)
Diagrammatisch:
v I v
T'(f) lf
K
Dann gilt

T*:'lpOTlowil,

wobei : V* — V der Rieszsche (Anti-)Isomorphismus ist. In anderen Wor-

ten, das Diagramm

| v
il &
|4 — %4

1st kommutativ.
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Beweis. Fiir jeden Vektor u € V bezeichne mit f,, := 1 ~!(u) € V* das nach
dem Rieszschen Darstellungssatz assoziierte lineare Funktional. (In anderen
Worten, f,(z) = (z,u) fir alle z € V).

Nun, fir alle v,w € V gilt

T'(fo)(w) = (fo o T)(w) = fo(T(w))
= (T(w),v) = (w, T"(v)) = fr=()(w),

und deswegen T"'(f,) = fp«(y) fiir alle v € V. In anderen Worten,
T' (Y~ (v)) =y~ H(T*(v)) fiirallev e V.

Folglich, 7" o9~ =4y~ o T*, und die Aussage folgt. O
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2 Bilineare und quadratische Formen

Bilineare Formen

Definition 2.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung b: V x V — K, die in beiden Argumenten linear ist, d.h. fiir alle
T, 21,72,Y,Y1,Y2 € V und oy, 0 € K gilt

b(alﬂfl + 2T, y) = alb(xh y) + a2b($27 y))
sowie
b(z, cny1 + asy2) = arb(z, y1) + azb(, y2).
Diese Bilinearform ist symmetrisch, falls
b(xz,y) =b(y,x) fir alle z,y € V.
Beispiel 2.2.

(1) Sei V ein euklidischer Vektorraum. Das Skalarprodukt auf V' definiert
eine symmetrische Bilinearform:

b(z,y) = (z,y).
(2) Nicht jede Bilinearform ist symmetrisch. Und zwar, definiere

b(z,y) := det(z | y),

wobei x,7 € R2. Dann ist b eine Bilinearform auf R2, aber b(z,y) =

—b(y,l’).
(Eine Bilinearform b: V x V. — K mit b(z,y) = —b(y,z) fiir alle
x,y € V nennen wir schiefsymmetrisch.)

Definition 2.3. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sei b eine

Bilinearform auf V' und sei B = {ey,...,e,} eine Basis von V. Die Matrix
bler,e1) bler,ea) -+ bler,en)
b(es, € b(es, € -+ blea, ep

M, (K) 5 M(p) = | W00 Heme) e bemed | e o)
blen,e1) blen,ea) -+ blen,en)

heifst Gram-Matriz von b beziiglich der Basis B.

Beispiel 2.4. Die Gram-Matrix des kanonischen Skalarprodukts auf R"™ be-
ziiglich der kanonischen Basis auf R™ ist I,, (denn (e;, e;) = 6;5).
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Proposition 2.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei
B ={ei,...,e,} eine Basis von V.

(i) Seib eine Bilinearform auf V. mit der Gram-Matriz Mp(b) = (mij)i ;-
Dann gilt

1

b(w,y) = (w1 -+ w0) Mp(b) | 1 | = ) mya;

—aT Yn) W=

fiir alle Vektoren x = x1e1 + -+ + xpen und y = yre1 + - -+ + ypen in
V.

(i) Sei M = (m;j)i; € Mp(K). Dann definiert die Formel

b(w,y) = Y miziy;

ij=1
eine Bilinearform b(x,y) auf V. Ferner ist Mp(b) = M.
Beweis. Ubungsblatt. O

Korollar 2.6. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei B =
{e1,...,en} eine Basis von V. Dann ist die Abbildung

b— MB(b)

eine Bijektion von der Menge aller Bilinearformen auf V nach der Menge
M, (K). Ferner ist b genau dann symmetrisch, wenn Mg(b) eine symmetri-
sche Matriz ist.

Beweis. Die Injektivitat und Surjektivitdt der Abbildung folgen aus (i) und
(ii) der Proposition 2.5.
Zur Symmetrie: Fiir alle Vektoren x = x1e1 + - - - + xpe, und y = yre1 +
<o yYpen in Vogilt
by, x) = y" Mp(b)z = (y" Mp(b)x)" = =" Mp(b)"y

da yT Mg (b)x ein Skalar ist

und
b(z,y) = JJTMB(b)y
sodass
b(z,y) = bly,x) <= Mg(b) = Mg(b)",
und das Korollar ist bewiesen. O
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Bemerkung 2.7. Wir haben im Beweis des Korollars benutzt, dass (in der
Notation wie im Beweis) fiir zwei Matrizen A, B € M, (K) gilt:

2T Ay =2"By firallez,yecV <= A=B.

Man zeigt dies einfach, indem man x und y durch verschiedene Elemente der
Basis B ersetzt.

Proposition 2.8. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sei b
eine Bilinearform auf V. und seien B und B' zwei Basen von V. Dann gilt

Mg (b) = (T§ )" Mp(b)TF -
Hier ist Tg/ die Basiswechselmatriz von B' zu B, die in LA1 definiert wurde.

Beweis. Seien B = {e1,...,ep} und B = {€},...,e),}. Zu jedem Vektor

x € V schreiben wir = z1e1 + -+ - + zpe, und z = zhe} + -+ + 2l und

definiere Vektoren x,x’ € M,, 1 (K) als Koordinatenvektoren von z beziiglich
dieser zwei Basen, also

Ahnlich fiir den Vektor y € V und Koordinatenvektoren y und y’. Nach der
Definition der Basiswechselmatrix gilt

x=TFx wd y=TFy. (5)

Nun: Aus
b(z,y) = x" Mp(b)y und b(z,y) = (x')" Mg (b)y’
und aus (5) folgt
(x)(TE )" Me(b)TE y' = x"Mg(b)y = ()" M (b)y’
fiir alle x,y € V. Bemerkung 2.7 impliziert dann
(TE)" Mp(b)TE = M (b).

Der Beweis ist nun komplett. O

Aus der Proposition folgt sofort:
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Korollar 2.9. Es sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Dann definie-
ren zwei Matrizen My, My € M, (K) dieselbe Bilinearform aufV genau dann,
wenn es eine Matrix B € GL(n, K) gibt, mit

M, = BT M;B.
Ferner definiert die Formel
My ~M, <= 3BeGL(n,K): M;=B"MB

eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

Sesquilineare Formen

Definition 2.10. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Sesquilinearform auf V ist
eine Abbildung s: V xV — C, die im ersten Argument linear und im zweiten
Argument anti-linear ist. D.h. fiir alle z, x1, x2,y,y1,y2 € V und aq,as € C
gilt

s(anzy + aat2,y) = a1s(z1,y) + a2s(x2,y),
sowie

s(z, a1y1 + agyz) = ars(z,y1) + azs(z, y2).

Eine Sesquilinearform s heifit hermitesch, falls

s(z,y) = s(y,x) fiir alle x,y € V.
Bemerkung 2.11. Fiir eine hermitesche Form s wie in der Definition gilt
s(z,z) € R fiir alle x €'V,
da s(z,z) = s(z, ).

Beispiel 2.12. Das Skalarprodukt auf einem unitdren Raum V ist ein Bei-
spiel einer hermiteschen Form.

Definition 2.13. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum. Sei s eine
Sesquilinearform auf V und sei B = {e, ..., ey} eine Basis von V. Die Matrix

Mp(s) = (s(ei, ej))

heifst Gram-Matriz von s beziiglich B.

ij=1,..n

Die Beweise der folgenden vier Resultate sind super-dhnlich zu den Be-
weisen der analogen Resultaten fiir Bilinearformen. Damit werden wir sie
iiberspringen.
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Proposition 2.14. Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und
B={ei,...,en} eine Basis von V.

(i) Sei s eine Sesquilinearform auf V. mit Gram-Matriz
Mp(s) = (mij)ij=1,..n-

Dann gilt

n
s(a,y) = 2" Mp®)g = Y myaij,
ij=1
wobei x =371 | wie; und y = YU, yje;.

(i) Sei M = (myj)ij=1,..n € Mp(C). Dann definiert die Formel

n
s(z,y) = Z MijTily s

ij=1
eine Sesquilinearform auf V. Ferner ist M = Mpg(s).

Korollar 2.15. Sei V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum und set B =
{e1,...,en} eine Basis von V. Dann ist die Abbildung

s+ Mp(s)

eine Bijektion von der Menge aller Sesquilinearformen aufV nach der Menge
M, (C). Ferner ist s genau dann hermitesch, wenn Mp(s) eine hermitesche
Matriz ist.

Proposition 2.16. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum, sei s
eine Sesquilinearform auf V' und seien B und B’ zwei Basen von V. Dann
gilt: L

Mg (s) = (T§ )" Mp(s)TE .

Korollar 2.17. Sei V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum. Dann definieren
My, My € M, (C) dieselbe Sesquilinearform auf V' genau dann, wenn es ei-
ne Matriz B € GL(n,C) gibt, sodass My = BT MyB. Ferner definiert die
Formel

My~ My, <= 3BecGL(n,C): My =B'MB

eine Aquivalenzrelation auf M, (C).
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Bilinearformen und der Dualraum

Sei V ein K-Vektorraum und sei b eine Bilinearform auf V.

(a)

Fiir jedes feste v € V ist die Abbildung
b(v,): V=K, wr blv,w)
ein Element im Dualraum V*. (Hier bedeutet b(v, -), dass v fest ist und

das Argument - durch V' lauft).
Folglich haben wir eine Abbildung

Ly: V—=>V* v=bv,-).

Diese Abbildung ist linear: Und zwar, fir alle v, w, z € V und fiir alle
a, B € K gilt:
Ly(av + pw)(z) = blav + fw, z) = ab(v, z) + fb(w, z)
= aLy(v)(z) + BLy(w)(2) = (aLy(v) + BLy(w))(2),

und somit Ly(av + fw) = aLy(v) + fLy(w) fir alle v,w € V.

Umgekehrt, sei T: V' — V* eine lineare Abbildung. So definiert die
Formel

b(v, w) = T(v)(w)
eine Bilinearform auf V', mit der Eigenschaft, dass Ly = T'. Der Beweis
ist eine Ubung.

Fazit: Die Abbildung b — L; ist eine Bijektion zwischen der Menge
aller Bilinearformen auf V' und der Menge aller linearen Abbildungen
V=V

Fiir jedes feste v € V ist die Abbildung
b(-,v): V=K, w— bw,v)

ein Element im Dualraum V*. Ahnlich wie oben definiert man eine
Abbildung
Ry: V= V* v b(-,v).

Die Abbildung b — R; ist eine Bijektion zwischen der Menge aller
Bilinearformen auf V und der Menge aller linearen Abbildungen V —
V.
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Definition 2.18. Eine Bilinearform b auf einem K-Vektorraum V heiftt
nicht ausgeartet, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Wenn b(v,w) = 0 fir alle v € V|, so ist w = 0.
(ii) Wenn b(v,w) = 0 fiir alle w € V, so ist v = 0.

Beispiel 2.19. Ein Skalarprodukt ist eine nicht ausgeartete symmetrische
Bilinearform.

Proposition 2.20. Se: V' ein K-Vektorraum und sei b eine Bilinearform
auf V. Dann ist b nicht ausgeartet genau dann, wenn die Abbildungen Ly
und Ry injektiv sind. Insbesondere, wenn V endlich-dimensional ist, dann
sind Ly und Ry bijektiv.

Beweis. Ubung. O

Lemma 2.21. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei b
eine Bilinearform auf V. Sei B = {e1,...,e,} eine Basis von V und sei
B ' ={fi,..., fa} die Dualbasis zu B von V*. Sei M die Darstellungsmatriz
der Abbildung Ry beziiglich der Basen B und B'. Dann gilt

Mp(b) = M.
Beweis. Ubung. O

Korollar 2.22. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei b ei-
ne Bilinearform auf V.. Dann ist b genau dann nicht ausgeartet, wenn Mp(b)
invertierbar ist.

Beweis. Ubung. 0

Quadratische Formen

Definition 2.23. Sei V' ein K-Vektorraum und sei b eine symmetrische
Bilinearform auf V. Die Abbildung

q¢:V =K, v~ bv,v)
ist die zu b zugehorige quadratische Form.

Proposition 2.24. Sei V' ein K-Vektorraum, wobei char(K) # 2. Eine
Abbildung q: V — K ist genau dann eine quadratische Form, wenn

(i) q(\v) = XN2q(v) fiir alle N € K, v € V; und wenn
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(i) die Formel
bo,w) i= 5 (a(v + w) — afv) — g(w))

eine symmetrische Bilinearform auf V definiert. In diesem Fall ist q
die zu b zugehérige quadratische Form.

Bewets.
= Sei ¢ eine zu einer symmetrischen Bilinearform b zugehdrige quadrati-
sche Form. Aus ¢(v) = b(v, v) folgt (i) sofort. Ferner:

%(q(v +w) — q(v) — q(w)) = %(g(v +w,v +w) — b(v,v) — blw, w))

= —(b(v,v) + b(v, w) + b(w,v) 4 b(w, w) — b(v,v) —E(w,w))

— N =

=—( g(v,w)) = b(v, w),

\)

und (ii) folgt.
<=: Angenommen, (i) und (ii) gelten. Dann gilt:

i) 1 i1
b(v,0) S (a(20) - a(v) - a(v) 2 S (4a(v) - 20(v)) = a(v).
Dies zeigt auch die letzte Aussage. O

Bemerkung 2.25. Mit der Notation aus Proposition 2.24 heifst die Identitét

bo,w) = 3 (alo +w) - g(e) - g(w))

Polarisierungsidentitdt. Sie definiert eine Bijektion zwischen der Menge der
symmetrischen Bilinearformen und der Menge der Funktionen ¢: V — K
mit den Eigenschaften (i) und (ii) der Proposition 2.24.

Definition 2.26. Sei K ein Korper. Ein homogene quadratische Polynom-
funktion auf K™ ist die Abbildung

K" K, zw— 2’ Mz,
wobei M eine symmetrische (n x n)-Matrix auf K ist.

Bemerkung 2.27. Wir benutzen die Notation aus der vorigen Definition.

(i) Es folgt nach Korollar 2.6, dass die Abbildung b(z,y) := 27 My eine
symmetrische Bilinearform ist. Damit ist die homogene quadratische
Polynomfunktion aus der vorigen Definition die zu b zugehérige qua-
dratische Form. Wir sagen, dass sie zu M zugehdrige quadratische Form
ist.
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(ii) Sei M = (m;;);; und sei x = (x1 -+ z,)T. Dann gilt
n
2T Mz = Zm“x? + Z 2mi;ri ;.
i=1 1<i<j<n
Die reelle quadratische Polynomfunktion
3ZE% + 3x§ + 4x129 + 8x123 + 4013

lasst sich beispielsweise schreiben als

3 2 4 X1
(:L‘l T2 ajg) 2 0 2 T
4 2 3 I3

(iii) Die Abbildung M + z”Mzx ist eine Bijektion von der Menge der
symmetrischen Matrizen in M, (K) nach der Menge der homogenen
quadratischen Polynomfunktionen auf K™.

Die folgende Proposition, die sofort aus Proposition 2.5 folgt, ist eine
Umkehrung von (i) der vorigen Bemerkung.

Proposition 2.28. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, sei B =
{e1,...,en} eine Basis von V und sei b eine symmetrische Bilinearform auf
V. Dann ist die zu b zugehérige quadratische Form definiert durch die Formel

q(z) = 2" Mp(b)x
fiir x =30 xie;.

Definitheit
Nun kommen wir zu den wichtigen Begriffen der Definitheit.

Definition 2.29. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine quadratische Form ¢ auf V'
heifst

(1) positiv definit, falls g(v) > 0 fur alle v € V'\ {0},
(ii) positiv semidefinit, falls g(v) > 0 fiir alle v € V|

(iii) negativ definit, falls g(v) < 0 fir alle v € V'\ {0},
)

(iv) negativ semidefinit, falls g(v) < 0 fiir alle v € V.
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Sonst heif’t ¢ indefinit.
Bemerkung 2.30.

(i) In der Notation aus der vorigen Definition sagen wir auch, dass die zu
q zugehorige Bilinearform jeweils positiv/negativ (semi)definit ist.

(ii) Das Skalarprodukt ist eine positiv definite Bilinearform.
Man kann in natiirlicher Weise auch Definitheit von Matrizen definieren:

Definition 2.31. Sei M € M,,(R) eine symmetrische Matrix. Betrachte die
quadratische Form g(x) := 27 Mz fiir x € R™. Dann ist M positiv/negativ
(semi)definit genau dann, wenn ¢ positiv/negativ (semi)definit ist.

Dann folgt sofort aus Korollar 2.9:

Korollar 2.32. Seien My, My € M,(R) zwei symmetrische Matrizen. Sei
B € GL(n,R), sodass My = BTM;B. Dann ist My positiv/negativ (se-

mi)definit genau dann, wenn My positiv/negativ (semi)definit ist.

Wir machen nun eine Verbindung zwischen Definitheit einer quadrati-
schen Form und deren Eigenwerten.

Satz 2.33. Sei M € M, (R) eine symmetrische Matriz und sei q die zu M
zugehdrige quadratische Form. Dann gibt es eine Basis B = {f1,..., fn} von
R” und Eigenwerte Ay, ..., A, € R von M, sodass

q(z) = i A}
=1

fir allex = x1f1 + -+ + xpnfn € R™. Insbesondere gilt:

(a) M ist genau dann positiv (semi)definit, wenn alle Eigenwerte von M
positiv (nicht negativ) sind.

(b) M ist genau dann negativ (semi)definit, wenn alle Eigenwerte von M
negativ (nicht positiv) sind.

Beweis. Nach der Hauptachsentransformation (LA1) gibt es eine Matrix B €
O(n), sodass
A1 0

BTMB = - (6)
0 An
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fiir Skalare A1,..., A\, € R, die natiirlich alle Eigenwerte von M sind. Wir
machen einen Basiswechsel mithilfe der Matrix B~ von der kanonischen
Basis von R" zu einer neuen Basis B = {fi,..., fn}. Wenn die Koordina~
ten eines Vektors x in der kanonischen Basis (z} --- z],) sind, so sind die
Koordinaten von x in der neuen Basis B durch die Formel

I xl
=B (7)
T, x,
gegeben.
Nun, ¢ ist durch die Formel
@) T x
q(r) = M

gegeben. Mit Hilfe von (6) und (7) gilt:

T T

X1 x €1 T
qiz)=|B] : MB| : |=|:]| B"™MB
Tn Tn L, Ln
T r A1 0 T n
=1 : L = Z iz
T 0 An T, =1
Dies zeigt die erste Behauptung, und (a) und (b) folgen sofort. O

Beispiel 2.34. Betrachte die reelle quadratische Form

3 2 4 T
q(m):(azl 9 :Ug) 2 0 2 T9
4 2 3 T3

Aus der Hauptachsentransformation bekommt man BT M B = D, wobei

1 4 2
3 2 4 V5 T 3/5 3 -1 0 0
M:202,B:%—%§,D:0—10
4 2 3 0 N 0 0 8

3 3
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Somit ist ¢ in den neuen Koordinaten (2} a5 %):

q(2') = —ai? — 2 + 822
Diese quadratische Form ist also indefinit.

Wir werden nun ein Kriterium lernen, das uns hilft relativ einfach zu
checken, ob eine Matrix positiv definit ist. Zuerst brauchen wir die folgende
Definition.

Notation/Definition 2.35. Sei K ein Kérper und sei

ail -0 Qin
A= € M, (K).
Gpl1 -+ Qpp
Fiir jedes k =1, ...,n, bezeichne
aix - Al
Ap = GMk(K)
ag1 - Qg

Die Skalare det A € K heiten Hauptminoren von A.

Satz 2.36 (Hurwitz-Kriterium). Eine symmetrische Matriz M € M, (R) ist
genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von M positiv sind.

Bewets.

=: Der Beweis ist per Induktion nach n. Die Aussage ist offensichtlich fiir

n = 1. Sei nun n > 2 und wir nehmen an, dass die Aussage fiir n — 1 gilt.
Nach der Hauptachsentransformation gibt es eine Matrix B € O(n),

sodass
A 0

BT'MB = (8)
0 An
fiir Skalare A1,..., A, € R, die natiirlich alle Eigenwerte von M sind. Nach
Satz 2.33 gilt A\; > 0 fiir alle 7. Aus (8) folgt:
A1 0
0<Ap--- A, = det = det(BTMB)
0 An
=det BT - det M - det B = det M,

26



wobei wir die Identitit B~' = BT benutzt haben. Es folgt det M > 0, d.h.
det M,, > 0 in der Notation der vorigen Definition.

Es bleibt zu zeigen, dass alle Hauptminoren det M; positiv sind fiir 1 <
i < n—1. Betrachte einen beliebigen Vektor der Form z = (z1,...,2,-1,0) €
R™ und setze 2/ = (z1,...,2n-1) € R”~!. Eine einfache Rechnung ergibt

z'TMn,lz' = zTMz,
und es gilt 27 Mz > 0, da M positiv definit ist. Dies impliziert, dass
ZTM,_ 12" >0 fiir jeden Vektor 2/ € R"™ 1,

und deswegen ist die Matrix M,,_; positiv definit (per Definition). Per Induk-
tion sind alle Hauptminoren vom M,,_1 positiv. Aber diese Hauptminoren
sind genau die Zahlen det My, ..., det M,,_1.

<=: Der Beweis ist per Induktion nach n. Die Aussage ist offensichtlich
fiir n = 1. Sei nun n > 2 und wir nehmen an, dass die Aussage fiir n — 1 gilt.

Alle Hauptminoren der Matrix M € M, (R) sind positiv. Insbesondere
sind alle Hauptminoren der Matrix M,,_1 € M,_1(R) positiv, und somit ist
M,,_1 positiv definit per Induktion.

Nach der Hauptachsentransformation gibt es eine Matrix C' € O(n — 1),
sodass

aq 0
C"M, C =
0 Qn—1
fir Skalare aq,...,a,—1 € R, die natiirlich alle Eigenwerte von M,, 1 sind.
Nach Satz 2.33 gilt
a; >0 firallei=1,...,n—1. (9)
Definiere
C 0
, Pyp—
C = (0 1) € M,(R).
Es ist einfach zu sehen, dass C' € O(n). Betrachte die Matrix
N:=cTMmC'.
Eine einfache Rechnung zeigt, dass es Skalare any, 81, - .., Bn—1 gibt, sodass
(05 0 51
N = ' :
0 ... ap-1 Pna
Br oo Bl Gun
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Andererseits gilt:
det N = det(C"TMC') = det M > 0, (10)

wobei wir die Identitit (C’)~! = C"T benutzt haben. Nun, setze:

B
1 ... 0 _071
S = - : € GL(n,R).
0 ... 1 —Bn
Qnp—1
o ... 0 1

Eine einfache Rechnung zeigt, dass es einen Skalar «,, gibt, sodass

[0 0 0
STNS = o
0 N 7o | 0
0 0 o,
und somit gilt:
a1 0
aq -y = det = det(STNS)

0 fo7

= det N - (det §)? = det N > 0,

wobei die letzte Ungleichung aus (10) folgt und wir benutzt haben, dass
det ST = det S = 1. Zusammen mit (9) ergibt dies:

a, > 0.
Sei nun z ein beliebiger Vektor aus R™ \ {0}, und setze
(z1,...,@p) =2 :=S1C" "z
Dann gilt z = C’Sz, und folglich:
Mz = (C'Sz)' M(C'Sz) = 2T (STC" MC'S)x
oq 0

:xT(STNS)x:xT x:Zaix12>O,
i=1

0 ay,

da alle Skalare a; positiv sind. Somit ist M positiv definit, per Definition. [
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Bemerkung 2.37. Wenn M eine negativ definite Matrix ist, dann ist —M
positiv definit. Dann gilt nach Satz 2.36, dass alle Hauptminoren von —M
positiv sind (dies sind Hauptminoren von M mit alternierend positiven und
negativen Vorzeichen).

2 10
Beispiel 2.38. Die Matrix |1 2 1] € M3(R) ist positiv definit, da
01 2

5 1 2 10
det (2) =2 >0, det( >:3>0, det{1 2 1] =4>0.
01 2

Index und Signatur

Definition 2.39. Sei M eine symmetrische Matrix in M, (R). Bezeichne mit
k;\r/[ bzw. k;,; bzw. k9, die Anzahl der positiven bzw. negativen Eigenwerte
von M bzw. die Anzahl der Eigenwerte von M, die gleich Null sind (alle drei
Zahlen mit algebraischer Vielfachheit). Man nennt &k, den Indez von M,
und k]'\t[ — k;, die Signatur von M. Die Matrix

I+ 0 0
M
0 —Ik& 0
0 0 0- Ik(z)w
heiftt die sylvestersche Normalform von M.
Bemerkung 2.40.
(a) In der obigen Notation gilt ky; + ky, + kS, = n und &9, = def(M).

(b) Die einfachste Methode, die sylvestersche Normalform einer symmetri-
schen Matrix zu berechnen, ist, das charakteristische Polynom von M
zu berechnen. Zum Beispiel ist die Normalform der Matrix

3 2 4
2 0 2
4 2 3
die Matrix
1 0 0
-1 0
0O 0 -1



Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Korollars 2.32 und mo-
tiviert Definition 2.43.

Satz 2.41 (Trégheitssatz von Sylvester). Seien A und B zwei dquivalente
symmetrische Matrizen in My,(R) (siehe Korollar 2.9). Dann haben A und
B dieselbe sylvestersche Normalform.

Bevor wir den Satz beweisen kénnen, brauchen wir die folgende Bemer-
kung.

Bemerkung 2.42. Sei

A1 0
M = € M,(R),
0 An
und sei v = (vq,...,v,)T € Eig(M, )\;). Dann ist es einfach zu sehen, dass

v, = 0 wenn \; # Ag. Daraus folgt nach einfacher Rechnung, dass fiir zwei
Eigenvektoren w € Eig(M, \;) und w’ € Eig(M, A;), wobei A; # A;, gilt:

w!'Mw' =0 und w” Mw = \|lwl|?,
wobei || - || die kanonische Norm auf R" ist.

Beweis vom Satz 2.41.
Schritt 1. Nach der Hauptachsentransformation gibt es Matrizen S, Q) €
O(n), sodass

A1 0 fi1 0
STAS = = A, QTBQ= = B
0 An 0 L,

fiir Eigenwerte Aq, ..., A, € R von A und Eigenwerte p1, ..., u, € R von B.
Per Definition (aus dem Korollar 2.9) existiert eine Matrix 7' € GL(n,R)
mit

B=T"AT.

Setze P := S7!TQ € GL(n,R). Einfache Rechnung ergibt:
B'=PTA'P.

Da A und A’ dhnlich sind (da S~! = S7), so gilt x4 = x/; und auf dhlicher
Weise auch xyp = xpr. Damit haben A und A’, bzw. B und B’, dieselbe
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sylvestersche Normalform. Somit reicht es zu zeigen, dass die Matrizen A’
und B’ dieselbe sylvestersche Normalform haben.

Schritt 2. Seien ® 4/ bzw. ® g bzw. ®p bzw. ®pr die zu A’ bzw. B’ bzw.
P bzw. PT assoziierten linearen Abbildungen zwischen R” und R"™. Dann
sind ®p und ®pr Isomorphismen und somit gilt:

rang B’ = dim (@ (R")) = dim (@ pr (P4 (®p(R™))))
= dim (®pr (P4 (R"))) = dim (P4 (R")) =rang A".

Also, nach dem Dimensionssatz gilt:
k% =n —rang A’ = n — rang B’ = k%,. (11)
Schritt 3. Bezeichne:

Vi = P Eig(4, \i), V== @D Eig(4', \), V4 :=ker A’ = Eig(4',0),
Ai>0 Ai<0

und #hnlich fiir Vj3,, V5, und V3. Damit gilt:
R'=V5ieV,eV) uwd R'=VieV; oV,

sowie
Ky =dmV}), ky=dimVy,, k% =dimVy],

und &dhnlich fiir k:;g,, kg, und k%,. Wir behaupten, dass
die Summe &1 (V) + (Vg @ V3,) direkt ist. (12)

Wir zeigen zuerst, dass der Satz aus (12) folgt, und danach zeigen wir (12)
im Schritt 4.
Also, falls (12) gilt, so gilt

Op' (Vi) ® Vi © Vi CRY,
und damit
kf +kp + k% =n=dimR" > dim (V) @ Vg, © V)
= dim (@51 (V))) + dim V, + dim V), =k, + kp, + k%

Es folgt k:JBr, > k‘;lr/. Wenn man die Rollen von A" und B’ vertauscht, so
bekommt man analog k7, > k;,, und deswegen kT, = kg,. Daraus und aus
(11) folgt letztlich, dass

kyp=n—kl —kYy =n—kb — k% =kp.
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Schritt 4. Es bleibt nun (12) zu beweisen. Wir miissen also zeigen, dass

(Vi) N (Vi @ V) = {0}, (13)
Sei
z e (Vi) N (Vg & V).
Einerseits, da z € Vi, @ VBQ,, so gibt es nicht-positive Eigenwerte u1, ..., g

von B’ und Vektoren x; € Eig(B’, y1;) mit

k
i=1
Somit gilt, mit Hilfe der Bemerkung 2.42:
k k k
e = (ol ) (L) = Dbl <0, 0
i=1 i=1 i=1

wobei || - || die kanonische Norm auf R™ ist.
Andererseits, da z € ' (V}}), so gibt es ein y € V, mit

=05 (y) =P ly.

Somit existieren positive Eigenwerte Aq,..., Ay von A’ und Vektoren y; €

Eig(A’, \;) mit
4
Y= Z Yi-
i=1

Dann gilt, mit Hilfe der Bemerkung 2.42:

xTB/x — (P—ly)TB/(P—ly) — yT(P—l)TB/P—ly
J4 0 l
=iy = () () = Snlule =0
=1 =1 =1

Zusammen mit (14) zeigt dies, dass 27 B’z = 0, und damit

¢
> Aillwill* =o.
i=1

Dies ist moglich nur, wenn ||y;|| = 0 fiir alle ¢, und damit y; = 0 fiir alle 3.
Daraus folgt, dass y = 0, und somit « = 0. Dies zeigt (13), und der Beweis
ist nun komplett. O
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Nun koénnen wir die folgende Definition geben.

Definition 2.43. Man definiert den Index und die Signatur einer quadra-
tischen Form als Index bzw. Signatur einer beliebigen Gram-Matrix ihrer
assoziierten Bilinearform. Dies ist nach Satz 2.41 wohl-definiert.
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3 Polynome in linearen Abbildungen

Polynome einer Unbestimmten

In diesem Abschnitt ist K immer ein Kérper. Wir erinnern uns zuerst an das
Divisionslemma aus LAT:

Lemma 3.1. Seien f,g € K[T|, wobei g # 0. Dann existieren eindeutig
bestimmte Polynome q,r € K|x], sodass

f=gq+r, wobei degr < degg oderr =0.

In der obigen Notation, wenn f = gq, dann sagen wir, dass f durch g
teilbar ist und schreiben wir g | f.

Definition 3.2. Ein nicht-konstantes Polynom f € KJz| heift irreduzibel,
falls aus der Tatsache, dass ein Polynom g € K|z]| das Polynom f teilt folgt,
dass g = Af fir A € K, oder g € K. Ein nicht-konstantes Polynom f € K|[z]
heillt reduzibel, falls es nicht irreduzibel ist.

Bemerkung 3.3. Der Begriff )irreduzibel” ist abhéngig von K. Und zwar,
das Polynom x? + 1 ist irreduzibel in R[x], aber nicht in C[z], da 22 + 1 =
(x +10)(z —1).

Den folgenden Satz werden wir erst in der Vorlesung ,, Algebra“ beweisen
konnen.

Satz 3.4. Sei f ein monisches Polynom in K|[z|. Dann gibt es eine eindeuti-
ge Zerlegung f = p{* -+ -pik von f in ein Produkt von Potenzen verschiedener
irreduzibler monischer Polynome p; € K|x].

Bemerkung 3.5. Die Zerlegung im Satz 3.4 ist abhéngig von K. Und zwar,
betrachte das Polynom z* — 22 — 2 als Polynom in Q[z] bzw. R[z] bzw. C[z].
Dann hat dieses Polynom die folgenden Zerlegungen in irreduzible Faktoren
iber Q, R und C:

tiber Q: 2t —2? —2= (22 -2)(z%* + 1),
tiber R: 2t =2 —2=(z—V2)(z+V2)(z® + 1),
tiber C: 2t —2? — 2= (z —V2)(x +V2)(z —i)(x +1).
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