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1 Allgemeine Definitionen zur Beschreibung
elektrischer Netzwerken
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Abb. 1: Drei Anwendungen eines Schaltplans.

Schaltplan (engl. “schematic”)’: Grafische Darstellung einer elektrischen
Schaltung in Form der symbolhaften Darstellung der elektrischen Elemente
und ihrer Verschaltung (vgl. Abb.1). In dieser symbolischen Form dient der
Schaltplan als Ausdrucksform in der Kommunikation des Schaltungsent-
wicklers. Dariiber hinaus kann er sowohl als Vorlage fiir eine Realisierung
einer Schaltung als auch als grafische Darstellung des jeweils zugrundelie-
genden Gleichungssystems verstanden werden. Diese Variante wird auch zur
Eingabe (“schematic entry” iiber GUI) und nachfolgenden Umwandlung in
ein Matrix-Gleichungssystem bei der Schaltungssimulation verwendet.

Strom(stérke):

Abb. 2 zeigt einen Abschnitt eines elektrischen Leiters in dem sich eine
homogen iiber das Volumen verteilte elektrische Ladung (ein positiver La-
dungstriger ist symbolisch in Abb. 2 dargestellt) in Richtung des eingezeich-
neten Stromflusses I bewegt. Betrachtet man eine Flidche A(t) durch die zu
einem Zeitpunkt Ladungstrager flieflen, dann erreichen diese Ladungstrager
nach einer Zeit dt die um die Strecke ds in Flussrichtung verschobene Fléche
A(t + dt). Bei homogenen vorausgesetzter Ladungsverteilung ist somit in der
Zeit dt die sich im Volumen A ds befindende Ladung dq(t) durch die Flidche
A(t) geflossen. Hieraus definiert sich die Stromstérke

dq(t)

i(t) = = (1)



Abb. 2: Zur Definition der Stromstérke und der Spannng in und entlang eines elek-
trischen Leiters. Die inkrementelle Ladung dq befindet sich in dem Zylindervolumen
aus den um die Strecke ds verschobenen Fliachen A. Uber der Strecke ds fillt die
Spannung dU in Richtung der elektrischen Feldstidrke ab. Der Stromfluss wird in
Richtung der Kraftwirkung auf eine positive Ladung definiert. Negative Ladungen
(Elektronen) flieken daher physikalisch in die entgegengesetzte Richtung.

darin ist i(t) ein allgemein zeitabhéngiger Strom mit der Einheit Ampere (A)
und q(t) eine i.A. zeitabhéngige, durch die Querschnittsfliche eines elektri-
schen Leiters (oder Zweigs) fliefende Ladung mit der Einheit Coulomb (C).
Die Querschnittsflache ist dabei so definiert, dass deren Flachennormale n in
Richtung der Stromstérke, genauer gesagt, in Richtung der Stromdichte zeigt.
Zur Vorstellung der Ladung: ein Elektron trigt die Ladung —1,6 - 107°C.
Zur Unterscheidung und Erhchung der Aussagekraft bei unterschiedlichen
Arten und Darstellungsformen von Stromen wéhlen wir die Schreibweisen

e i,,(t) fiir allgemein zeitabhéngige Strome im Zeitbereich,
o [, fiir zeitlich konstante Strome (Gleichstrom),

e I, fiir stationdre und zeitharmonische Stréme (sinus- cosinus-formig)
in komplexer Wechselstromzeiger Darstellung (Phasoren),

o [,,(jw) = F{is} fir die Fourier-Transformierte eines allgemeinen zeit-
abhéngigen Stromes i, (%),

o [,,(s) = £{iy} fiir die Laplace-Transformierte eines allgemeinen zeit-
abhéngigen Stromes i, (t).

Elektrisches Potenzial, Potenzialdifferenz, Spannung: Aus der Definition der
Stromstérke entnehmen wir, dass diese auf bewegten, d.h. verschobenen La-
dungen beruht. Betrachten wir elektrische Netzwerke makroskopisch (d.h.
Vorgénge im Inneren der einzelnen Elementen werden nicht betrachtet), dann




léft sich die Verschiebung der Ladungstrager {iber die Kraftwirkung der elek-
trischen Feldstérke in dem Netzwerk beschreiben. Fiir eine Feldstérke E am
Ort einer Ladung dq gilt fiir die auf die Ladung wirkende Kraft

F(s) = dqE(s). (2)

Wir betrachten fiir die weiteren Erlauterungen einen einfachen Stromkreis
aus einer Quelle im aktiven Teil und einer Last im passiven Teil des Netz-
werks in Abb. 3. Ohne Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit nehmen wir
zur Vereinfachung der Erlduterungen eine positive Ladung an. Fiir negative
Ladungen kehren sich Polaritdten und Richtungen entsprechend um.

aktiver Teil passiver Tell

g i
Wyt [ Ortx hohe Energie | W,

ol []lE+F o,

[+]

Ort y, niedrige Energie Wy

[+]

Abb. 3: Zur Definition der Energie und Kraft auf eine positive Ladung in einem
Stromkreis. Das Element im passiven Teil ist dadurch gekennzeichnet, dass auf-
grund der darin herrschenden Feldstérke sich eine Kraftwirkung auf eine sich darin
befindende Ladung ergibt (Beispiel: elektrisches Widerstands-Bauelement).

Die Eigenschaften der Quelle im aktiven Teil bewirken ein elektrisches
Feld mit der ortsabhéngigen Feldstirke E vom Ort (Knoten) z nach y. In
der Quelle wirkt eine Elektro-Motorische-Kraft (EMK) und verschiebt eine
Ladung dq des Stromkreises vom Ort y (Ursprung, Referenzpunkt) zum Ort
x entgegen der Kraftwirkung der Feldstéarke. Dadurch wird die Energie der
Ladung von W, auf W, erhoht - &hnlich der Erhéhung der potenziellen Ener-
gie beim Anheben einer Masse gegen die Erdanziehungs-Kraft. Im passiven
Teil der Schaltung wird diese Energie wieder auf den Ausgangswert W, re-
duziert!. Dabei verliert die von der Kraftwirkung der Feldstirke verschobene
Ladung auf einer Strecke ds von x nach y eine Energie von

dwgy = —Fds = —dqE(s)ds (3)
Den Quotienten
d
du := ;U;q = —E(s)ds (4)

' Die potenzielle Energie wird dabei in eine andere Energieform, in der Regel in Wirme,
umgewandelt.



definieren wir als inkrementelle Spannung du, die ein Maf fiir die Energieén-
derung auf dem Weg ds in Relation zur verschobenen Ladung ist.

In elektrischen Netzwerken interessiert uns in der Regel nicht die Span-
nung bei einer Verschiebung um ds, sondern die Spannungen zwischen zwei
Orten (genauer: Punkten oder Knoten) im Netzwerk. Dafiir laufen wir mit
ds von dem Start- zu dem Endpunkt, in unserem Fall von z nach y, und
summieren die inkrementellen Spannungen im Verlauf des Weges von = nach

y auf
Yy Yy d Yy
uzy_/ du—/ ;”;q _—/ E(s)ds. (5)

Aufgrund der konservativen Eigenschaften statischer und quasistatischer
elektrischen Felder ist dabei der Verlauf des Weges von x nach y beliebig
wéahlbar und hat keinen Einfluss auf den Wert der Spannung (vgl. Vorlesun-
gen GDEL oder TET1).

An den Stellen, an denen wir im Folgenden eine physikalische Interpreta-
tion oder Definition der Spannung bendétigen, werden wir genau diesen, auf
der Feldstérke basierenden Ausdruck verwenden und ggf. noch eine fiir die
jeweiligen Betrachtungen geeignete Zeitabhéngigkeit zulassen, wodurch gilt

(1) 1= — / "B, 5) ds /y B(t,s) ds. (6)

Durch einen Pfeil vom Ausgangs- zum Endpunkt der betrachteten La-
dungsverschiebung (hier von z nach y) wird in elektrischen Netzwerken der
Spannung eine Richtung gegeben (vgl. u,, in Abb. 3). Entsprechend den vor-
angegangenen Uberlegungen zeigt dieser Pfeil in Richtung der elektrischen
Feldstérke und zeigt an, dass ein in diese Richtung fliefender positiver La-
dungstréiger seine Energie verringert.

Wihlen wir eine beliebige Stelle im Netzwerk als Referenzpunkt (Refe-
renzknoten) und legen diesen als Ausgangspunkt y aller Spannungs-Integrale
fest, so sprechen wir bei den derart ermittelten Spannungen von Potenzia-
len. Im Sinne einer Energie-Betrachtung haben wir den Referenzpunkt als
den Nullpunkt der Energie festgelegt und geben die Differenz der durch La-
dungsverschiebung entstandenen potentiellen Energien der anderen Punkte
gegeniiber diesen Nullpunkt an. Wir sprechen allgemein von Potenzialdiffe-
renz wenn wir einzelne, derart definierte Potenziale miteinander vergleichen.
Daher ist Potenzialdifferenz ein anderer Ausdruck fiir Spannung.

Zur Unterscheidung und Erhchung der Aussagekraft wéhlen wir die
zuvor bereits bei den Stromen definierten Schreibweisen fiir die jeweiligen
Arten und Darstellungsformen von Spannungen.



Elektrisches Bauelement: Eine reale oder virtuelle Anordnung mit min-
destens zwei punktformig definierten Anschliissen, Anschluss-Knoten, in
die Strome hinein (heraus) flieken konnen und zwischen denen im Allge-
meinen Spannungen anliegen. Den Zusammenhang zwischen Strémen und
Spannungen beschreiben die konstituierenden Gleichungen (vgl. Kap. 3),
des jeweiligen Bauelements. Sonderfall sind ideale Strom- oder Spannungs-
quellen, bei denen die Quellgréfe konstant und die jeweils andere Grofe
beliebig (vom angeschlossenen Netzwerk bestimmt) ist. Fiir die grafische
Darstellung werden Symbole verwendet, die meist genormt sind, jedoch z.T.
unterschiedlichen Normen folgen.

Elektrisches Netzwerk, elektrische Schaltung: Verkniipfung von beliebigen
(linear, nichtlinear, zeitabhingig, verteilt, konzentriert ...) elektrischen
Bauelementen mittels Knoten.

Knoten: Theoretisches Konzept, das eine ideal leitende Verbindung zwischen
den Anschliissen von Bauelementen beschreibt, die dadurch gekennzeichnet
ist, dass die Spannung zwischen allen Anschliissen an einem Knoten gleich
Null ist. Als theoretische Konzept geniigt es, einen Knoten als punktformi-
ge Verbindung anzunehmen. Auf zeichnerischer Ebene, beim Erstellen von
Schaltpléanen, ist dies jedoch nicht praktikabel, so dafs zum Verbinden der
Bauelemente ein Knoten eine grundsétzlich beliebige Form annehmen kann.
In der Praxis geniigen zur Darstellung eines Knotens meist Striche zwischen
den zu verbindenden Bauelementen und gegebenenfalls ein oder mehrere
Punkte, die diese Striche zu einem gemeinsamen Knoten verkniipfen.
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Abb. 4: Vier Beispiele zu moglichen Ausfithrungen des selben Knotens, der vier
Eintor-Elemente ideal elektrisch leitend miteinander verbindet. In der Funktion
und Berechnung sind alle Varianten identisch, wobei einzelne ideale Verbindungen
der jeweiligen Realisierung eines Knoten durchaus unterschiedliche und zum Teil
undefinierte (Abb.d)) Strome fiithren.

Entsprechend kann ein Knoten als ein ganzes Netzwerk verteilter Knoten,
die durch ideal leitende Verbindungen verbunden sind, identisch dargestellt



werden. Abbildung 4 zeigt vier Ausfithrungsbeispiele des selben Knotens, der
vier Eintor-Elemente verbindet.
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Abb. 5: Beispiel zur Verbindung von elektrischen Bauelementen auf einer Leiter-
platte. An den Widerstandsbauelementen in der Abbildung der Oberseite sind die
Anschlussdriahte zu sehen, die durch Bohrungen in der Leiterplatte auf die Riick-
seite (Abbildung unten) gefiihrt werden und dort durch Lot (Zinn-Kupfer Eutek-
tikum) mit den Leiterbahnen aus Kupfer verbunden. Die Leiterbahnen erscheinen
in Dunkelgriin aufgrund eines dariiber aufgetragenen griinen Lotstopp-Lacks). Die
Riickseite der abgebildeten Leiterplatte zeigt somit die Knoten des elektrischen
Netzwerks mit ihren Verbindungen (ebenfalls noch Teil der Knoten) zu den Bau-
elementen auf der Oberseite. Quelle Abbildung Wikipedia

In der (physikalischen) Realisierung wird ein Knoten in der Regel durch ei-
ne elektrisch leitfahige Verbindung aus einem Material mit hinreichend hoher
Leitfahigkeit hergestellt. Dabei bedeutet “hinreichend”, dass die Leitfdhigkeit
der Verbindung so groft (deren elektrischer Widerstand so klein) im Vergleich
zu der Leitfahigkeit (dem Widerstand) der damit verbundenen Bauelemente
ist, dass sie demgegeniiber vernachléassigt werden kann. Als Material mit in
der Regel hinreichend hoher Leitfahigkeit fiir Verbindungen wird meist Kup-
fer in Form von Leitungen oder Flichen (Leiterbahnen auf Leiterplatten)
eingesetzt. Der elektrische Kontakt wird durch Quetschverbindungen, Ver-
pressen oder insbesondere auf Leiterplatten durch Verloten hergestellt (vgl.
Abb. 5).

Je nach Anwendung eignen sich z.B. auch Aluminium oder Stahl (z.B.
Fahrzeugkarosserie). Oft besitzt auch der Anschluss der zu verbindenden
Bauelemente ein Stiick nahezu ideal leitende Verbindung als Zufithrung zu
dem eigentlichen Bauelement. Dieser Anschluss wird dann formal mit zu
dem Knoten gerechnet.



Zweig: In Form einer “gerichteten Strecke” (Geradenabschnitt) (Gra-
phentheorie: gerichtete Kante) symbolisierte Verbindung zwischen zwei
Anschluss-Knoten eines Bauelementes, durch die ein Strom fliefst und
iiber die eine Spannung abféllt. Strom- und Spannungsrichtung werden
im Allgemeinen per Konvention gleich gerichtet gewihlt (sogenanntes
“Verbraucher-Zahlpfeilsystem”). Der Zusammenhang zwischen Strom und
Spannung eines Zweiges wird durch die konstituierenden Gleichungen des
Bauelements bestimmt. Diese beschreiben die speziellen Eigenschaften des
Bauelementes und erfiillen immer auch die Kirchhoffschen Gleichungen. Bei
Bauelementen mit nur zwei Anschliissen sind Zweigstrom und -spannung
identisch mit Spannung und Strom des Bauelementes. Bei Bauelementen mit
mehr als zwei Anschliissen ist der Zweig-Begriff im Allgemeinen abstrakt zu
verstehen. Damit ist gemeint, dass zwischen den Anschluss-Knoten beliebige
Zweige so definiert werden konnen, dass die Kirchhoffschen Knoten- und
Spannnungsregeln (KCL, KVL, vgl. GL. 7, 8) an den Anschluss-Knoten des
Bauelementes erfiillt werden. In der Regel ist es am einfachsten die Defi-
nition so zu wahlen, dass sie den gegebenen konstituierenden Gleichungen
entsprechen. Ein Beispiel dazu zeigt die nachfolgende Abbildung 6.

(@] U2
2 2
Abb. 6: Links: Dreipol, z.B. Bipolar-Transistor. Mitte und Rechts: Zwei Varian-
ten der Zweigdefinition. Es geniigen aufgrund KCL und KVL zwei Zweige, um die
jeweils drei moglichen Strome und Spannungen eindeutig zu definieren. In der rech-
ten Abbildung wurden zur besseren Anschaulichkeit die Zweige entsprechend der
Zweige des Transferstrommodells des normal aktiven Bipolartransistors gewahlt.

In der (physikalischen) Realisierung représentieren die Zweige in der
Regel Bauelemente mit beabsichtigten elektrischen Eigenschaften, die zu
einem gewiinschten Verhalten in Form eines bestimmten Strom-Spannungs-
Zusammenhangs an den Anschliissen fiihren. Durch Verbindung der
Bauelemente durch Knoten entsteht ein komplexes elektrisches Netzwerk,
das so konstruiert wird, dass es eine geforderte Aufgabenstellung erfiillt
(Signale verstérken, Motoren ansteuern, Daten iibertragen ...). Daneben
gibt es auch Bauelemente, die eine unerwiinschte, aber nicht zu vermeidende



elektrische Wirkung beschreiben (modellieren). Man spricht in diesem
Zusammenhang von parasitiren oder nichtidealen Bauelementen oder
Effekten. Sind diese Wirkungen hinsichtlich des erwiinschten Verhaltens
nicht zu vernachléssigen, miissen die, zur Modellierung des dieser Wirkung
bendtigten Bauelemente, an der entsprechenden Stelle in dem elektrischen
Netzwerk als zusétzliche Zweige berticksichtigt werden. Beispiele hierfiir sind
parasitarer Widerstand und Induktivitdt von Verbindungsleitungen (nicht
ideale Knoten), magnetische oder kapazitive Verkopplung von Bauelementen.

Zahlpfeil: Fiir die Bewegungsrichtung der Ladungstrager in einem Zweig
zwischen zwei Knoten a, b und die elektrische Feldstirke zwischen zwei
beliebigen Knoten ¢, d gibt es prinzipiell zwei mogliche Richtungen (von a
nach b bzw. ¢ nach d oder umgekehrt). Entsprechend haben die, mit der
Bewegungsrichtung der Ladungstrager verkniipfte Stromstéarke und die, mit
der Feldstédrke verkniipfte Spannung ebenfalls prinzipiell zwei méglich Rich-
tungen. Welche tatséchlich in dem konkreten Fall die Richtige ist kann in der
Regel nur durch Rechnung mit den entsprechende Bauelemente-Gleichungen
(konstituierenden Gleichnungen) und den physikalischen Gesetzen (Kirch-
hoffschen Gesetze), denen Spannungen und Strome in einem Netzwerk
unterliegen, ermittelt werden. Als Hypothese zu Beginn einer entsprechen-
den Rechnung werden die Richtungen von Spannungen oder Stromen mit
Hilfe von Zahlpfeilen definiert. Prinzipiell kénnen beliebige Richtungen
angenommen werden, wobei die, in den konstituierenden Gleichungen ba-
sierend auf physikalischen Gesetzmabigkeiten formulierten Zusammenhénge
der Richtung von Spannung und Strom an einem Bauelement beibehalten
werden sollten, da diese weltweit als implizit vereinbart gelten (Ohmsches
Gesetz lautet U = R I und nicht U = —R I). Die Bedeutung des Zéhlpfeils
liegt dabei einzig darin, dass er eine Vereinbarung darstellt, in welcher
Richtung ein Strom oder eine Spannung mit positivem Vorzeihen in eine
Gleichung eingeht. Ergibt die Rechnung einen positiven Wert dieser Grofe,
so stimmt deren Richtung mit der angemommenen Richtung des Zahlpfeils
iiberein.

Tor: Zwei Anschliisse, deren Strom die Torbedingung erfiillt: Der Strom,
der in den einen Anschluss hineinfliefst, muss aus dem Anderen herausfliefsen.

Eintor(-Element): Jedes elektrische Netzwerk und damit auch jedes Bau-
element mit nur zwei Anschliissen erfiillt die Torbedingung (Beweis durch
Kirchhoffsche Knotenregel, KCL).

Topologie (eines el. Netzwerks): Struktur der Verbindungen eines elektri-
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schen Netzwerks in Form von Zweigen und Knoten, welche die Kirchhoffschen
Spannungs- und Stromgleichungen (KVL, KCL) des Netzwerks erfiillen.

Graph (gerichtet) eines el. Netzwerks: Darstellung der Topologie des Netz-
werks mit Definition der Strom- bzw. Spannungsrichtung an einem Zweig.
Zur Identifikation werden Zweige und Knoten in der Regel durchgehend
numeriert. Bei einem verbundenen Graphen kann jeder Knoten iiber eine
beliebige Sequenz von Zweigen erreicht werden. Wir vereinbaren an dieser

Stelle, im Folgenden ausschlieflich Netzwerke mit verbundenen Graphen zu
behandeln.
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2 Kirchoffsche Regeln, Elektrische Leistung

2.1 Kirchhoffsche Spannungs(umlauf)-Regel (KVL)

Aus den Maxwellschen Gleichungen folgt allgemein die Wegunabhéngigkeit
des Integrals fiir die Spannung Us; zwischen zwei beliebigen Punkten
(Knoten) P1, P2: [ ]ff Eds = Us. Ubertragen auf ein elektrisches Netzwerk
lésst sich diese Eigenschaft wie folgt definieren:

KVL: fir alle in Form eines verbundenen Graphen darstellbare Netzwerke,
fir alle darin geschlossenen Umldufe tiber eine beliebige Sequenz von N Kno-
ten gilt zu jedem beliebigen Zeitpunkt t, dass die algebraische Summe aller
N Knoten-zu-Knoten Spannungen u,(t) entlang der geschlossenen Knoten-
Sequenz gleich Null ist

> un(t) =0, Vt. (7)

Anmerkung:
1) Knoten-zu-Knoten Sequenz erfordert keinen Umlauf {iber Zweige.

2) Bei Umlauf iiber N Knoten sind N — 1 Spannungen unabhéngig, d.h.
eine Spannung ist abhéngig.

3) Gleichung 7 ist fiir allgemein zeitabhéngige Spannungen formuliert und
kann entsprechend in jede andere Art und Darstellungsform von Span-
nungen iiberfithrt werden. D.h. KVL gilt fiir Gleich- und Wechselspan-
nungen, in Phasorenschreibweise sowie im Bildbereich der Fourier- und
Laplace-Transformation.

2.2 Kirchhoffsche Knotenregel (KCL)
Aus den Maxwellschen Gleichungen folgt, dass der Gesamtfluss aus einer
geschlossenen Hiille (in eine geschlossene Hiille) Null ist : [fy, Jdf = 0

(Kontinuititsgleichung). Ubertragen auf ein elektrisches Netzwerk lisst sich
diese Eigenschaft wie folgt definieren:

KCL: fir alle in Form eines verbundenen Graphen darstellbare Netzwerke,
fiir alle darin definierbaren geschlossenen Hiillen? gilt zu jedem beliebigen

2genauer: Gauksche Oberfliichen, d.h. zweiseitige (Innen- und AuRenseite), iiberschnei-
dungsfreie, geschlossene Oberflichen.
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Zeitpunkt t, dass die algebraische Summe aller N Zweigstrome i,(t) in die
Hiillfldche hinein (aus der Hillflache heraus) gleich Null ist.

D in(t) =0, Vi (8)

Anmerkung:

1) Geschlossene Hiille ist nicht auf Knoten beschrinkt. Definition von
Uberknoten ist moglich.

2) Bei N Stromen in eine geschlossene Hiille sind N — 1 Strome unabhén-
gig, d.h. ein Strom ist abhéngig.

3) Gleichung 8 ist fiir allgemein zeitabhéngige Strome formuliert und kann
entsprechend in jede andere Art und Darstellungsform von Stréomen
iiberfiihrt werden. D.h. KCL gilt fiir Gleich- und Wechselstrome, in
Phasorenschreibweise sowie im Bildbereich der Fourier- und Laplace-
Transformation.

2.3 Leistung im Zeitbereich

Momentan-, Augenblicksleistung: Wir definieren die Leistung in einem elek-
trischen Netzwerk iiber die an den Ladungstriagern verrichtete Arbeit. Dazu
haben wir bereits in Gl. 3 einen Ausdruck fiir eine inkrementelle Verschiebung
einer Ladung dq in einem elektrischen Feld E um ds kennengelernt

dwg, = Fds = dqEds. 9)

Die Summe der Arbeiten an den inkrementellen Ladungen dq ldngs eines
Weges zwischen zwei Knoten an den Orten z,y ergibt sich damit zu

y y y y

dw(t) = / dwgy = / Fds = / dqEds = idt/ Eds = u i dt. (10)

Darin wurde die Grofe dg = idt vor das Integral gezogen, da definitions-
geméfs der Strom in einem Zweig (vgl. Definition “Tor” und “Eintor”) und
die Zeit in dem betrachteten Augenblick konstant sind. Durch die Bezeich-
nung dw(t) wird ausgedriickt, dass wir das Wegintegral zu einem bestimmten
Zeitpunkt ¢ ermitteln (Augenblickswert). Diese Zeitabhéngigkeit wurde zur
verbesserten Ubersichtlichkeit in G1. 10 nicht explizit angegeben. Wollen wir

12



die iiber einen Zeitraum verrichtete Arbeit wissen, miissen wir noch das Zei-
tintegral W = fttf dw(t) bilden, was durch die inkrementelle Formulierung
von Gl. 10 in dw(t) formal ermoglicht wird.
Die letzten beiden Schritte in Gl. 10 wurden mit Hilfe der Definitionen von
Spannung u(t) und Strom i(¢) nach Gl. 1 und 6 zum Zeitpunkt ¢ durchgefiihrt.
Mit diesen Augenblickswerten von Strom und Spannung ergibt sich defi-
nitionsgeméf die Augenblicks-Leistung

p(t) = 20 = (e i (11)

Spannung und Strom sind in dieser Berechnung in gleicher Richtung de-
finiert worden. Ergeben sich bei dieser Definition positive Werte (z.B. bei
einem Zweig mit einem Widerstand), so nimmt dieser Zweig eine Leistung
auf im Sinne eines “Verbrauchers”. Der Term “Verbraucher” meint dabei, dass
die verbrauchte Leistung bzw. Energie in eine andere Energieform umgewan-
delt wird und somit nicht mehr in elektrischen Grofen vorliegt. Zum Beispiel
wird im Fall eines Widerstandes diese Leistung in Warme umgewandelt. Im
allgemeinen Sprachgebrauch spricht man dann von Verlustleistung. Ergeben
sich negative Leistungen, so gibt das Element des Zweiges eine Leistung ab
und man spricht von einer Quelle. Nur Quellen konnen Leistung abgeben,
jedoch nicht alle Quellen geben eine Leistung ab wie Abb. 7 zeigt.

ULCE‘

Abb. 7: Ein einfaches Beispiel zur Demonstration, dass Quellen sowohl Leistung
aufnehmen als auch abgeben kénnen. Hier hdngt die Antwort welche der beiden
Quellen Leistung abgibt bzw. aufnimmt davon ab, ob u bzw. ¢ einen positiven
oder negativen Wert besitzen. Fiir den Fall, dass beide Werte positiv sind, gibt die
Stromquelle Leistung ab (da u ¢ < 0) und die Spannungsquelle nimmt Leistung auf
(da uwi>0).

Die iiber einen Zeitraum T (z.B. Dauer eines Ereignisses oder Perioden-
dauer eines Signals) verrichtete Arbeit bzw. aufgewendete Energie ergibt sich
mit GL.11 zu

W:/:dw(t>:/:p(t) dt:/:u(t) i) dt. (12)

In einer graphischen Interpretation entspricht damit die in einem Zeit-
raum aufgenommene/abgegebene Energie der Flache unter dem p(t) Verlauf

(vgl. schraffierte Flache in Abb. 8).
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Abb. 8: Beispiel eines zeitabhéngigen Verlaufs der Verlustleistung p(¢) mit der
Energie W als Fliache unter der Verlustleistungskurve nach GIl. 12.

Wenn wir diese Fliche W als den Flacheninhalt eines dquivalenten Recht-
ecks definieren, mit der Grundseite gleich der Lange des betrachteten Zeitin-
tervalls to — t1, dann definiert die Hohe dieses Rechtecks den Mittelwert der

Verlustleistung
1 t2
p- / p(t) dt. (13)

Cta—t1 ta—t Jy

Gesamtleistung eines Netzwerks: Es lasst sich einfach zeigen (z.B. iiber Tel-
legen Theorem), dass die Gesamtleistung in einem abgeschlossenen Netz-
werk (Gaufsche Hiille umfasst das gesamte Netzwerk) zu jedem Zeitpunkt
gleich Null ist. Fiir ein Netzwerk mit N Zweigen mit Zweigspannung w,,(t),
Zweigstrom i, (t) und dem Augenblickswert der Zweigleistung p, () in einem
Zweig n gilt

D un()in(t) = pa(t) =0, V. (14)

Spannung und Strom sind in dieser Formulierung wieder definitionsgemafs in
gleicher Richtung definiert so dass eine Verlustleistung einen positiven Wert
besitzt. Geht man davon aus, dass Quellen eine Leistung abgeben (nicht
immer der Fall) und ordnet die Summe in Gl. 14 so um, dass alle Verlust-
leistungsterme auf der einen Seite verbleiben und die restlichen Terme von
Zweigen mit Quellen auf die andere Seite des Gleichheitszeichens verschoben
werden, so erhélt man eine Leistungsbilanz der Form abgegebene Leistung
(durch Quellen) = aufgenommene Leistung (Verlustleistung). Die abgegebene
Leistung hat dabei aufgrund der Verschiebung auf die andere Seite des Gleich-
heitszeichens ein negatives Vorzeichen erhalten. Dieses Vorzeichen kann als
Umkehr des Spannungs- oder des Strompfeils interpretiert werden (sogenann-
tes Erzeuger-Zihlpfeilsystem).
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3 Konstituierende Modell-Gleichungen

Die konsituierenden Gleichungen eines Bauelements geben den Zu-
sammenhang zwischen Spannungen und Stromen an den Anschliis-
sen/Klemmen eines elektrischen Bauelements an. Genauer gesagt geben sie
die Strom/Spannungs-Zusammenhénge an einem Modell, das die zu beschrei-
bende FEigenschaften eines elektrischen Bauelements oder einer elektrischen
Figenschaft nachbildet an (vgl. z.B. Transistormodell 0.4.). Dabei kann das
Bauelement auch aus einer komplexen Zusammenschaltung mehrerer einzel-
nen Bauelemente bestehen (z.B. Operationsverstirker oder Mikrocontroller).
Im Allgemeinen ist dieser Zusammenhang nichtlinear (nichtlineare Schal-
tung), kann aber durch Linearisierung in einem bestimmten Betriebspunkt
(Arbeitspunkt) linearisiert werden. Dadurch ergeben sich einfachere Uberle-
gungen fiir Ursache-Wirkungs-Zusammenhénge und einfacher 16sbare Glei-
chungssysteme.

Alle elektrischen Netzwerke und damit auch alle elektronischen Schaltun-
gen werden durch

e den Schaltplan, der die Verkniipfungen der Bauelemente untereinander
charakterisiert,

e die Bilanz-Gleichungen KCL, KVL, die getrennt voneinander jeweils
nur fiir Strome oder nur fiir Spannungen aufgestellt werden und

e die konstituierenden Gleichungen der Baulemente, durch die Spannun-
gen und Strome in der fiir jedes Bauelement charakteristischen Art
miternander verknipft werden

beschrieben.

Nachfolgend werden mit der Spannungs- und Stromquelle sowie Wider-
stand R, Induktivitdt L, Kapazitit C' und gekoppelten Induktivitdten M,
kurz RLC'M die konstituierenden Gleichungen der wichtigsten Bauelemente
linearer elektrischer Netzwerke betrachtet.

3.0.1 Elektrischer Widerstand

Ein elektrischer Widerstand (Formelzeichen R) dient physikalisch zur Be-
schreibung der endlichen Leitfahigkeit eines elektrischen Leiters. Genauge-
nommen liegt eine endliche Leitfdhigkeit in der Realitdt immer vor, da kein
Bauelement eine unendlich hohe Leitfahigkeit (idealer Leiter R=0) oder ein
Leitfdhigkeit gleich Null (R = oo, idealer Isolator) besitzt. Zur Vereinfa-
chung von Betrachtungen werden aber hinreichend kleine oder grofe Werte
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durch diese Grenzwerte idealisiert. Eine nicht ideale Leitfahigkeit kann er-
wiinscht (Bauelement “Widerstand”) oder unerwiischt (z.B. Leitungs- oder
Verlustwiderstande) sein. Durch die Leitfahigkeit bewirkt eine an den Leiter
angelegte Spannung einen zur Leitfdhigkeit proportionalen Stromfluss. Oder
umgekehrt, ein Stromfluss durch den Leiter bewirkt das Auftreten einer Span-
nung entlang des Leiters. In der Schaltungstechnik werden Widersténde als
Bauelemente zur Konstruktion elektrischer Netzwerke eingesetzt. Sie dienen
dort meist zur Aufteilung und Verringerung von Strémen und Spannungen
sowie zur Wandlung eines Stroms in eine Spannung und umgekehrt.

Wir betrachten zur Vereinfachung ohne Einschrankung der Allgemein-
giiltigkeit im Folgenden elektrisch leitfahige Anordnungen als Widerstands-
Bauelemente (“Widerstdnde”) mit zwei Anschliissen (Eintor-Elemente).

>

u(t) |

Abb. 9: Links: Material mit Leitfdhigkeit o mit homogenem Stromfluss ¢ durch die
Fléache A und Spannungsabfall u iiber die Léange L. Rechts: Entsprechendes Symbol
des Widerstands R = JLA, das die daraus resultierende Verkniipfung zwischen » und
1 symbolisiert.

Ait) Ai(t)

kipearisieru ng
lo [Fat = o 1=
du 1
: > ! >
Uo u(t) Uo u(t)

Abb. 10: Links: Kennline eines nichtlinearen, stromgesteuerten Widerstands. Als
Beispiel fiir eine Linearisierung in einem Arbeitspunkt wurden Up, Iy im Bereich
der negativen Steigung gewahlt. Rechts: Beispiel fiir einen linearen Widerstand.

Der Widerstand verkniipft Spannung und Strom in der allgemeinen zeit-

unabhéngigen Form u = wu(i) bei stromgesteuerten bzw. ¢ = i(u) bei span-
nungsgesteuerten Widerstdnden. Im Falle eines in der Regel fiir Widerstands-
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Bauelemente beabsichtigten linearen Zusammenhangs ergibt sich die konsti-
tuierende Gleichung

u= Ri, R = const. (15)

In Gleichungen, in denen R im Kehrwert auftritt, ist es zum Teil vorteil-
haft, direkt mit dem entsprechend definierten Leitwert

G::%—M:%u:(}u (16)
zu arbeiten.

Bei nichtlinearen Widerstdnden kann bei hinreichend kleinen Aussteue-
rungen um einen Arbeitspunkt Uy, [y auf der Kennlinie der Kleinsignal-
Widerstand tber r = %]_Uo, Iy bestimmt werden.

In Erweiterung der physikalischen Bedeutung kann die konstituieren-
de Gleichung des Widerstandes auch ganz allgemein zur Modellierung von
Strom- /Spannungs-Zusammenhéngen, die durch diese Gleichung beschreib-
bar sind, eingesetzt werden. Ein Beispiel dazu ist die Ersatzspannungs- oder
-stromquelle in Kapitel 4.4.

3.0.2 Ideale Spannungsquelle

Eine (ideale) Spannungsquelle besitzt einen spezifischen, eindeutig vorge-
gebenen Spannungsverlauf u(t) tiber der Zeit (z.B u(t) = const. = 1V
(Gleichspannungs-Quelle) oder u(t) = Upsin(wt), Uy = const. (zeitharmo-
nischer Verlauf)). Die Spannung hingt dabei nicht von dem Strom durch die
Spannungsquelle ab. Der Strom i(¢) durch die Spannungsquelle kann beliebi-
ge und damit auch negative Werte annehmen und ergibt sich ausschliefslich
iiber die konstituierende Gleichung des an das Tor der Spannungsquelle an-
geschlossenen Netzwerks. Zu jedem Zeitpunkt ¢ = ¢, gilt daher

u(t = to) = const. Vi(ty) (17)

Einen Sonderfall stellt die ideale Spannungsquelle dann dar, wenn ih-
re Quellspannung Null betrdgt (v = 0). Da in diesem Fall die Spannung
zwischen den beiden Anschliissen der Quelle gleich Null ist, stellen die bei-
den Anschliisse definitionsgeméf den selben Konten dar (vgl. Definiton eines
Knotens), d.h. die ideale Spannungsquelle mit der Spannung Null stellt einen
Knoten in Form einer Verbindung der beiden Anschliisse der Quelle. Man
sagt dazu auch, dass die Spannungsquelle in diesem Fall einen “Kurzschluss”
darstellt.

Dieser Sachverhalt wird auch durch den Begriff des Innenwiderstandes
ausgedriickt, der bei einer Spannungsquelle verwendet wird um anzugeben,
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Aiy

Abb. 11: Links: ideale Spannungsquelle mit beliebigem elektrischen Netzwerk als
Last. Der Strom i(t) ergibt sich aus der konstituierenden Gleichung des Netzwerks.
Rechts: Kennlinie einer idealen Spannungsquelle mit einem Zeitwert der Spannung
u(to) bei beliebigen Strémen in das Netzwerk (Laststrome).

in welchem Mafe sich die Spannung an den Klemmen der Spannungsquelle
dndert, wenn ein Strom 7 in den Anschliissen (dem Tor) der Spannungsquelle
fliel’t. Der Innenwiderstand wird allgemein als sogenannte Wirkungsfunktion
definiert in der Form

Wirkung = Wirkungsfunktion x  Ursache
und hier konkret
Spannungsabfall = Innenwiderstand x  Strom

formuliert.

Wir wissen aus der entsprechenden Uberlegung zuvor, dass der Fall
u(to) = 0 dem eines Kurzschlusses zwischen den beiden Klemmen entspricht.
Dies ist auch anhand der Kennlinie in Abb. 11 zu erkennen, fiir die sich in die-
sem Fall ein senkrechter Verlauf entlang der y-Achse ergibt. Dies entspricht
der Kennlinie eines linearen Widerstands mit dem Wert Null und ist konsis-
tent zu der Definition des Kurzschlusses zwischen den Anschliissen fiir den
Fall einer Quellspannung von Null. Das gleiche Ergebnis ergibt sich fiir den
Zusammenhang zwischen infinitesimalen Strom- und Spannungsdnderungen
(Linearisierung) in einem beliebigen (Arbeits)-Punkt ¢ = I, auf der Kennli-

nie, d.h. % L= 0. Fiir einen Wert der Quellspannung von Null bzw. fiir das
Verhéltnis von Spannungs- zu Stroménderungen %, reprasentiert die ideale

Spannungsquelle daher einen Kurzschluss zwischen ihren Anschliissen.

3.0.3 Ideale Stromquelle

Hier gelten analog die Aussagen zur Spannungsquelle nur mit Strom und
Spannung jeweils vertauscht. Eine (ideale) Stromquelle besitzt einen spezi-
fischen, eindeutig vorgegebenen Stromverlauf i(t) tiber der Zeit (z.B i(t) =
const. = 1A (Gleichstrom-Quelle) oder i(t) = Iysin(wt), Iy = const. (zeithar-
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monischer Verlauf)). Der Strom héngt dabei nicht von der Spannung iiber der
Stromquelle ab. Die Spannung u(t) iiber der Stromquelle kann beliebige und
damit auch negative Werte annehmen und ergibt sich ausschliefslich iiber die
konstituierende Gleichung des an das Tor der Stromquelle angeschlossenen
gesamten Netzwerks. Zu jedem Zeitpunkt ¢t = ¢, gilt daher

i(t =tg) = const. ¥V u(ty) (18)

Abb. 12: Links: ideale Stromquelle mit beliebigem elektrischen Netzwerk als Last.
Der Strom i(t) ergibt sich aus der konstituierenden Gleichung des Netzwerks.
Rechts: Kennlinie einer idealen Stromquelle mit einen Zeitwert des Stroms i(to)
bei beliebigen Spannungen an dem Netzwerk.

Innenwiderstand einer idealen Stromquelle: entsprechend der Uberlegun-
gen zur Spannungsquelle ergibt sich aufgrund des horizontalen Verlaufs der
Kennlinie der Stromquelle ein Innenwiderstand von Unendlich. Fiir einen
Wert des Quellstroms von Null bzw. fiir das Verhéltnis von Spannungs- zu
Stroméanderungen %, repréasentiert die ideale Stromquelle daher einen Leer-
lauf zwischen ihren Anschliissen.

3.0.4 Reale Strom- und Spannungsquelle

Bei einer realen Spannungsquelle fiihrt ein Strom, der aus der Quelle fliefst da-
zu, dass die zwischen den Klemmen der realen Quelle (am Quell-Tor) liegen-
de Spannung sich im Mafe des Stromflusses verringert; d.h. je niederohmiger
(kleinerer Widerstandswert) die Last, umso kleiner ist die Klemmspannung.
Oft besteht, wie in Abb. 13 links dargestellt, zwischen Stromfluss und Verrin-
gerung der Klemmspannung ein (ndherungsweise) linearer Zusammenhang,
so dass das in Abb. 13 Mitte gezeigte Modell einer realen Spannungsquelle
mit konstantem Innenwiderstand anwendbar ist.

Die zu beobachtende Verringerung der Klemmspannung wird darin im
Sinne der zuvor in Kap. 3.0.2 definierten Wirkungsfunktion durch den kon-
stanten Widerstand R in Reihe zu einer idealen Spannungsquelle uy model-
liert. Beziiglich der Klemmgrofsen u, und ¢ kann anstelle des in der Abbildung

19



Abb. 13: Links: Reale Spannungsquelle bei der eine (nidherungsweise) lineare
Reduktion der Ausgangsspannung u, bei steigendem Ausgangsstrom ¢ beobach-
tet wird. Mitte: Schaltungsmodell einer realen Spannungsquelle mit den in der
Abbildung links gezeigten Eigenschaften. Rechts: (Nur) beziiglich der Klemmgro-
fsen u, und 7 dquivalente Darstellung als reale Stromquelle (sog. Norton-Thévenin
Aquivalenz-Umwandlung).

links gezeigten Modells auch die rechts abgebildete Variante verwendet wer-
den, die sich einfach {iber Umformung der Netzwerkgleichungen der linken
Schaltung aus GI. 21 ergibt

Uy = Ug — 1R (19>
) 1
T E(uo — Uy) (20)
_ U Uz
R, R (21)
~~

10

Eine einfache Inspektion der rechten Schaltung zeigt, dass diese dquivalent
mit der Gleichungszeile 21 ist.

Man erkennt in Abb. 13 links auch, dass eine reale Spannungs- oder
Stromquelle eine Kennlinie hat, deren Steigung zwischen der einer idealen
Spannungs- und einer idealen Stromquelle liegt.

Setzt man in den Ersatzschaltungen die ideale Quelle jeweils zu Null (d.h.
ug = 0 bzw. ig = 0), dann wird die Quelle nur noch durch deren Innenwi-
derstand (0 2 (Kurzschluss) bei idealer Spannungsquelle, co Q (Leerlauf)
bei idealer Stromquelle) représentiert. Es verbleibt daher in beiden Ersatz-
schaltbildern nur noch der Widerstand R, der somit definitionsgeméfs den
Innenwiderstand der realen Quelle darstellt.

3.0.5 Kapazitat

Die elektrische Kapazitit beschreibt das Vermogen einer Leiteranordnung,
elektrische Ladung in Abhéngigkeit von der angelegten Spannung zu gene-
rieren (genauer, zu separieren). Dies kann eine erwiinschte Eigenschaft bei
der Realisierung von Kondensatoren sein. Unerwiinschte Kapazitiat wird oft
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auch als parasitare Kapazitit bezeichnet und tritt grundséatzlich zwischen al-
len Leitern einer beliebigen Anordnung auf. Wir betrachten im Folgenden nur
Kondensator-Bauelemente mit zwei Anschliissen, d.h. in Form von Eintor-
Elementen. Die Definition der Kapazitit ergibt sich {iber die Definition des
Stroms in Form der pro Zeit dt fliekkenden elektrischen Ladung dq

i(t)

dq
dt’
dq du
du dt
—~~
C(u)

du

(22)
Clu) =52, (23)
21
(29

Im Falle eines in der Regel bei Kondensator-Bauteilen beabsichtigten
linearen Zusammenhangs zwischen Ladung und Spannung ergibt sich eine
konstante Kapazitiat C' = g—g = £ Abbildung 14 zeigt das Symbol zur Kenn-
zeichnung eines Zweiges mit einer Kapazitdt in einem Schaltplan.

Abb. 14: Symbol zur Kennzeichnung einer Kapazitit in Schaltplénen.

Weitere Anmerkungen zu Kapazititen.

e Fiir eine mathematische Behandlung stellt die Spannung an einer Ka-
pazitit im Gegensatz zum Strom eine stetige und damit differenzierbare
Grofe dar. Dies ist ursdchlich physikalisch begriindet, da die Spannung
iiber die Definitionsgleichung der Kapazitdt direkt proportional zur
elektrischen Ladung ist, der sich als eine physikalische Grofie nur stetig
iibder der Zeit dndern kann. Im mathematischen Modell der Kapazitét
lasst sich die Stetigkeit z.B. anhand der Eigenschaften des Riemann-
Integrals zeigen. Im Fall einer zeitlich konstanten Kapazitéat ergibt sich
fiir ein infinitesimal kleines Zeitintervall um einen Zeitpunkt t

du(t)

t+e
lim
e—0 t—e

du

lim u(t+e¢)—u(t—e)

e—0

21

éi(t)dt, (26)
1 t+e

i s [ ia @)
1 t+e

lim /t it (28)



Andert sich i(t) auf der rechten Seite zum Zeitpunt ¢ = 0 stetig oder
sprungformig zwischen zwei endlichen Werten, so ist der Grenzwert der
rechten Seite Null. Fiir die linke Seite bedeutet dies, dass der Strom
sich in diesem Zeitraum stetig andert, d.h. u(t +¢) = u(t — ¢)

e Der Strom durch eine Kapazitiit ist proportional der zeitlichen Ande-
rung (Anderungsrate) der Spannung an der Kapazitiit. Je kleiner die
Anderungsrate, umso kleiner ist der Strom. Im statischen Grenzfall ist
die Spannung konstant (Gleichspannungs- Gleichstrom-Betrachtung)
und es fliefst kein Strom. In diesem Fall kann die Kapazitéit zur einfa-
cheren Betrachtung aus dem Netzwerk entfernt werden, ohne dass sich
Spannungen oder Stréme im Netzwerk &ndern.

3.0.6 Induktivitat

Die Induktivitdt beschreibt die Wirkung des Induktionsgesetzes hinsichtlich
des Zusammenhangs zwischen Spannung und Strom an einer elektrischen
Struktur (z.B. Bauelement oder Leiteranordnung). Diese Wirkung kann eine
erwiinschte Eigenschaft bei der Realisierung von Induktivitéts-, Spulen- oder
Ubertrager- oder Transformator-Bauelementen sein. Unerwiinschte Induk-
tivitdt wird oft auch als parasitire Induktivitit oder induktive Verkopplung
bezeichnet und tritt grundsétzlich zwischen allen Leitern einer beliebigen An-
ordnung auf, in denen Stréme flieflen kénnen. Wir betrachten im Folgenden
nur Induktivititen als Bauelemente mit zwei Anschliissen, d.h. in Form von
Eintor-Elementen.

Abb. 15: Links: Beispiel einer Leiterschleife, die von einer magnetischen Fluss-
dichte B durchsetzt wird, zur Verdeutlichung der Zusammenhénge der Grofen des
Induktionsgesetzes. Rechts: Schaltplan-Symbol einer Induktivitat.

Abbildung 15 zeigt schematisch eine elektrische Struktur in Form einer
Leiterschleife, die eine Flidche A aufspannt und die von einer magnetischen
Flussdichte B durchsetzt wird. Das Induktionsgesetz

_ngEds_// 9B /A (29)
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kann mit mit Hilfe der in Gl. 6 definierten Spannung umgeschrieben werden

‘ 0B
Y //A ot ( )

wobei ug, sich definitionsgeméf aus der Integration Eds beginnend am Ort
x in rechtshindiger Zuordnung® entlang des Randes OA der Fliche A bis
zum Ort y ergibt. Dabei fallen mathematisch im Sinne des Umlaufintegrals
die Punkte © — y zusammen. Technisch sind diese Anschliisse getrennt und
bilden die Anschliisse des im weiteren Verlauf mit Induktivitit bezeichne-
ten Elements. Das Integral auf der rechten Seite von Gl. 30 kann unter der
Voraussetzung der Zuléssigkeit der Vertauschbarkeit von Zeitableitung und
Flachenintegration geschrieben werden als

0B d d
J] Groa= g [] maa= g (3

Darin wird mit dem magnetische Fluss

d = / /A BdA (32)

der Anteil von B definiert, der durch die Flache A tritt. Damit 1asst sich
das Induktionsgesetz in einer fiir die nachfolgende Anwendung geeigneten
vereinfachten Form

ult) = ‘;_f (33)

schreiben, wobei anstelle w,, die allgemeiner klingende Bezeichnung u(t)
gewahlt wurde. Bei der Anwendung dieser vereinfachten Form ergibt sich
die Richtung der Spannung entsprechend der zugrundeliegenden Integral-
Darstellung aus dem rechtshindigen Umlauf um den Fluss ®, der die Fléche
in Richtung der gewihlten Flachennormale durchsetzt.

Gleichung 33 liefert uns eine Version des Induktionsgesetzes, die bereits
eine Spannung enthélt. Jedoch fehlt fiir eine komplette konstituierende Glei-
chung noch ein Ausdruck, der den Fluss ® durch die Stromstérke 4, die durch
die Struktur (hier die Schleife) flieft, ausdriickt. Explizit wiirde dies gehen
mit Hilfe des Durchflutungssatzes ¢, , Hds = [[, JdA, der eine Verbindung
zwischen Stromdichte |J| =i/|A| im Leiter und magnetische Feldstiarke H,
aus der sich tiber B = pH mit Gl. 32 der Fluss ®(7) ergibt. Je nach Ausfiih-
rung der Struktur (gerader Leiter, Schleife, mehrfach gewundene Schleifen...)
ergeben sich spezifische ®(i)-Zusammenhénge. Diese kénnen formal in der

3Der Daumen der rechten Hand zeigt in Richtung von A die Finger in Richtung ds.
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folgenden Form einer konstituierenden Gleichung beriicksichtigt werden

u(t) = dif), (34)
o di . de(i)
= o mit L{@):=—, (35)
net
— L(i) %. (36)

Dies ist die konstituierende Gleichung einer Induktivitdat L. Sie steht als
Modell fiir alle Strukturen, in denen ein Stromfluss zu einem magnetischen
Fluss durch die von der Struktur aufgespannte Flache fiihrt, wodurch eine
Spannung zwischen den Anschliissen der Struktur induziert wird. Der Quo-
tient L(i) := %ﬁi) wird als die Induktivitit der Anordnung bezeichnet und
berticksichtigt anhand seines ®(7) Zusammenhangs die spezielle Ausfiihrung
der jeweiligen Struktur. Abbildung 15 zeigt das zugehorige Symbol zur
Kennzeichung einer Induktivitat in Schaltplénen. Im Falle eines in der Regel
bei Induktivitdts-Bauteilen beabsichtigten linearen Zusammenhangs zwi-
scherb CI{I(l'z)ignetischem Fluss und Strom ergibt sich eine konstante Induktivitét
L — 1

= = 2 const.
1 1

Weitere Anmerkungen zu Induktivitéiten.

e Fir eine mathematische Behandlung stellt der Strom durch die Indukti-
vitdt im Gegensatz zur Spannung eine stetige und damit differenzierba-
re Grofe dar. Dies ist urséchlich physikalisch begriindet, da der Strom
iiber die Definitionsgleichung der Induktivitat direkt proportional zum
magnetischen Fluss ist, der sich als eine physikalische Grofe nur stetig
iiber der Zeit &ndern kann. Im mathematischen Modell der Induktivitét
lasst sich die Stetigkeit wie zuvor bei der Kapazitdat z.B. anhand der
Eigenschaften des Riemann-Integrals zeigen. Im Fall einer konstanten
Induktivitdt ergibt sich fiir ein infinitesimal kleines Zeitintervall um
einen Zeitpunkt t

di = Zu(t)dt, (37)
t+e ) 1 t+e
lli% . di = llir(l] I/ u(t)dt, (38)
1 t+e
lim i(t+¢)—i(t—e) = lim — u(t)dt. (39)
e—0 e=0 L t—e
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Andert sich u(t) auf der rechten Seite zum Zeitpunt ¢ = 0 stetig oder
sprungformig zwischen zwei endlichen Werten, so ist der Grenzwert der
rechten Seite Null. Fiir die linke Seite bedeutet dies, dass der Strom
sich in diesem Zeitraum steig dndert, d.h. i(t +¢) = i(t — ¢).

e Die Spannung an einer Induktivitit ist proportional der zeitlichen An-
derung (Anderungsrate) des Stroms durch die Induktivitit. Je klei-
ner die Anderungsrate, umso kleiner ist die Spannung. Im stati-
schen Grenzfall ist der Strom konstant (Gleichspannungs- Gleichstrom-
Betrachtung) und féllt keine Spannung an der Induktivitdt ab, d.h.
u(t) = 0. In diesem Fall kann die Induktivitét zur einfacheren Betrach-
tung in dem Netzwerk durch einen Kurzschluss ((u(t) = 0) ersetzt
werden, ohne dass sich Spannungen oder Strome im Netzwerk &ndern.

3.0.7 Gekoppelte Induktivititen (Ubertrager)

Der magnetische Fluss, der von einem Leiter erzeugt wird, durchdringt nicht
nur die von dem Leiter aufgespannte Flache sondern auch die von allen an-
deren Leitern eines Netzwerks aufgespannten Flachen. Somit kann allgemein
gesagt werden, dass grundsétzlich alle stromdurchflossenen Leiter eines elek-
trischen Netzwerks iiber deren magnetischen Fliisse miteinander gekoppelt
sind. In den zu den Fliachen gehérenden Leitern induziert der Flufs, wie zuvor
bei den Uberlegungen zur Induktivitét, eine Spannung. Bei einem Ubertrager
und Transformator als elektrische Bauelemente wird diese Eigenschaft gezielt
genutzt. Abb. 16 zeigt die grundsétzliche Wirkungsweise der magnetischen
Kopplung anhand von zwei Leiterschleifen.

“ A
Uy i iuz
Gegeninduktion

Abb. 16: Links: Zwei durch eine magnetische Flussdichte Bis gekoppelte geschlos-
sene Leiterschleifen. In diesem Beispiel wird an Tor 2 ein zeitverénderlicher Strom
19 eingepragt und die dadurch an Tor 1 induzierte Spannung u; betrachtet. Rechts:
Zwei Schaltplan-Symbole zur Darstellung von verkoppelten Leiterschleifen, Uber-
tragern oder Transformatoren.

Die darin eingetragenen Spannungs- und Stromrichtungen sind beliebig
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gewahlt worden, jedoch miissen die konstituierenden Gleichungen den Zu-
sammenhang der Richtungen zwischen den beiden Toren durch entsprechen-
de Vorzeichenwahl fiir die konkrete Anordnung abbilden. Dazu dienen die
folgenden Uberlegungen.

e Durch den in der Leiterschleife 2 fliefsenden zeitverdnderlichen Strom
19 wird eine magnetische Flussdichte erzeugt, von der ein Teil B, die
Flache ffl der Leiterschleife 1 durchdringt und dort einen Fluss ®15 =
/ 4 B1od A hervorruft.

e Aufgrund des Induktionsgesetzes wird in der ersten Schleife eine Span-
nung u; induziert, die zu einem Strom ¢; fiihrt. Die aus 7; resultierende
Flussdichte ist der verursachenden Flussdichte Bis entgegen gerichtet
(Gegeninduktion, vgl. Abb. 16). Der Strom ; muss dafiir entgegen der
Richtung des Zahlpfeils von i; flieken. Die Richtung von u; stimmt mit
der eingezeichneten Richtung des Zahlpfeils {iberein.

e Der magnetische Fluss in Schleife 1
O =Py = Pyp (40)

setzt sich zusammen aus dem durch #; erzeugten Fluss ®;; und dem
Anteil @15 des von iy in Leiterschleife 2 erzeugten Flusses ®,, der auch
Leiterschleife 1 durchdringt. Das Vorzeichen von ®;5 héngt von der
konkreten Anordnung ab und soll im Folgenden fiir das Beispiel in
Abb. 16 bestimmt werden.

e Aus dem Induktionsgesetz folgt mit Gl. 40
d@l o d(I)H d(I)lg

= + 41

“ dt dt dt (41)
d’il d’LQ . d‘bll dq)lg

= Li1— £+ Lips— t Ly := ——, Ly = . (42

11 di 12 di mit L3 iy y 412 i ( )

e Da wir aus den Voriiberlegungen wissen, dass bei einem Stromfluss i,
in Schleife 2 in Richtung des Zahlpfeiles die Richtung von u; mit der in
Abbildung gewéhlten Zahlpfeil-Richtung iibereinstimmt, gilt das "+
Zeichen.

e Entsprechende Uberlegungen gelten bei Einspeisung eines Stromes in
Schleife 1 und Betrachtung der induzierten Spannung in Schleife 2. Es
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ergibt sich

dq)g _ d(I)QQ + dCI)Ql

dt dt dt ’
dig d’Ll . dq)gg d(I)Ql
= [Lgg— 4 Loj— t Loy i= ——. Loy := .
22 dt 21 dt mit Lo iy , 121 iy

Uy =

Wobei ebenfalls das "+ Zeichen gilt.

Anmerkungen:

— L1, Loy werden als Eigeninduktivitdten bezeichnet, da sie den
Ursache- (eingeprégter Strom) Wirkungs- (induzierte Spannung)
Zusammenhang fiir die selbe Schleife beschreiben. Dagegen wer-
den L9, Lo; als Gegen- oder Koppelinduktivitdten bezeichnet, da
sie den Ursache-Wirkungs-Zusammenhang zwischen den beiden
verkoppelten Schleifen beschreiben.

— Man kann einfach z.B. mit dem Satz von Tellegen (Master Vor-
lesung Hochfrequenztechnik) zeigen, dass der nur aus passiven
Elementen (Induktivitditen) bestehende Ubertrager ein reziprokes
Bauelement ist, fiir das immer Li5 = Loy mit gleichen Vorzeichen
gelten muss.

— Zur Vereinfachung wird wegen der reziproken Eigenschaft oft auch
mit der Gegeninduktivitdt (Mutual Inductance) M = Ly = Loy
gearbeitet.

e Allgemein gelten fiir die beiden Tore zweier gekoppelter beliebiger Lei-
ter und damit auch fiir Ubertrager oder Transformatoren die konstitu-
ierenden Gleichungen

diy dis
= Ly —+M— 45
Uy 11 dt dt’ ( )
diy dio
= +M— + Loyp—. 46
Ug 0t + Lo 0t (46)

Diese Gleichungen konnen leicht generisch auf eine beliebige Anzahl
Tore (d.h. von gekoppelten Leitern) erweitert werden. Z.B. gilt fir die
Spannung an Tor 1 bei N gekoppelten Leitern

diq diy dis din

=L1—+tLis—FLi3— ... Liyn—. 47
Uy 11 dt 12 dt 13 dt 1N dt ( )
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3.0.8 Memristor

Der Memristor war lange Zeit seit seiner formalen Einfiihrung? in 1971 ein
theoretisches Artefakt, das sich rein aus der Beobachtung der Symmetrie der
Beziehungen zwischen Strom, Spannung, elektrischer Ladung und magneti-
schem Fluss ergab (vgl. Abb. 17).

Ladung, q

da _ ae _,
e dq dt dt do
T /\ o

Spannung, u ?Tll" =R Strom, i
—__

Abb. 17: Darstellung der Beziehungen zwischen Strom i, Spannung u, elektrischer
Ladung ¢ und magnetischem Fluss ® und der damit definierten Bauelemente.

Daraus postulierte Chua, dass es neben dem Widerstand (Verkniipfung
von du/di), der Kapazitat (Verkniifung von dg/du) und der Induktivitét
(Verkniipfung von d®/di) auch ein Element geben miisste, das eine d®/dq
Verkniipfung herstellt. Dieses Element nannte er Memristor und die Stérke
der Verkniipfung (Wirkungsfunktion) nannte er Memristanz M := d®/dq.
Diese sollte nicht mit der in dieser Veranstaltung héufig verwendeten Ge-
geninduktivitat, die ebenfalls allgemein mit M bezeichnet wird, verwechselt
werden. Spétestens seit 2007,/2008 konnten erstmals auch memristive Bau-
elemente hergestellt werden, die durchaus Potenzial z.B. als energieeffiziente
Informationsspeicher haben konnten. Der Memristor wird wegen der (noch?)
geringen Bedeutung als grundlegendes Bauelement in dieser Veranstaltung
nicht weiter betrachtet.

4Leon O. Chua, “Memristor - The missing circuit Element", IEEE Transactions on
Circuit theory, no. 5, Sep. 1971
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4 Einfache lineare elektrische Netzwerke bei
statischer und quasistatischer Anregung

Ist die Anderungsrate der anregenden Spannungen und Stréme hinreichend
gering, so ergeben sich an kapazitiven und induktiven Elementen im Netz-
werk vernachléssighar kleine Strome bzw. Spannungen (vgl. Anmerkungen
in den Kapiteln zu den konstituierenden Gleichungen). “Vernachléssighar”
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass in der KCL Bilanz der Strome in
einen Knoten der Strom der Kapazitét so gering ist, dass dessen Vernachléssi-
gung die Werte der restlichen Stréme in einer fiir die geforderte Genauigkeit
akzeptablen Hohe verédndert. Entsprechendes gilt fiir die KVL Bilanz der
Spannungen eines Umlaufs mit Induktivitdten. Gelten die Vernachlassigun-
gen fiir alle Zweige mit Induktivitdten und Kapazitéiten, so sprechen wir von
einem quasistatischen Betrieb des Netzwerks. Die Kapazitaten konnen dann
als Naherung durch Leerldaufe die Induktivitdten durch Kurzschliisse ersetzt
werden. Im statischen Grenzfall, bei Gleichspannungs- bzw- Gleichstroman-
regung gilt diese Naherung exakt, da alle Spannungen an Induktivitdten und
alle Strome durch Kapazitiaten gleich Null sind.

Wir sehen an dieser Uberlegung, dass sich im statischen bzw. im quasista-
tischen Fall das Netzwerk durch den Wegfall von Kapazitdten und Induktivi-
taten vereinfacht, indem die Anzahl der Bauelemente und damit der Zweige
reduziert wird. Die daraus resultierenden Widerstands-Netzwerke sind ty-
pisch fiir Anwendungen bei niedrigen Frequenzen. Ein Beispiel dazu ist das
50-Hz-Energieverteilungsnetz, bei dem in der Regel nur die resistiven (wider-
standbehafteten) Spannungsabfille entlang der Leitungen betrachtet wer-
den. Finden auf diesem Netz aber schnelle Schaltvorgénge oder impulsartige
Zustandsidnderungen (z.B. Blitzeinschlag) statt, dann gilt die quasistatische
Néherung nicht mehr und es miissen die Induktivitdten und Kapazitaten der
Leitungen berticksichtigt werden (— Leitungstheorie, Wanderwellen).

Wir wollen zunéchst einige einfache Gesetzmaéfbigkeiten elektrischer Netz-
werke ohne Einschréankung der Allgemeingiiltigkeit anhand von Widerstands-
netzwerken herleiten. Wie wir spéter sehen werden, lassen sich die erziel-
ten Ergebnisse ohne zusétzlichen Aufwand direkt auch fiir RLCM Netzwer-
ke anhand von Phasoren oder im Bildbereich der Laplace- oder Fourier-
Transformation angeben.

4.1 Reihen- und Parallelschaltung von Widerstanden

Eine haufige auftretende Verkniipfung von Eintor-Elementen ist die Reihen-
und die Parallelschaltung, die in Abb. 18 als Ausschnitt aus einem grofseren
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Netzwerk dargestellt ist. Dabei ergibt sich jeweils wieder ein resultierendes
Eintor-Element, das beziiglich der Spannung U und dem Strom I an den
Knoten a,b das Verhalten der beiden verkniipften Elemente &quivalent
beschreibt. Zur Reduktion der Komplexitdt wird daher h&ufig mit dem

Uy Uz R bzw. G
a —*» —* b a b
U : R4 1 Ro 2 \I_/v
U
U

Abb. 18: Links: Parallelschaltung von zwei Widerstédnden. Mitte: Reihenschaltung
von zwei Widerstanden. Rechts: beziiglich der Knoten a, b dquivalenter Ersatzwi-
derstand.

aquivalenten Ersatzwiderstand gearbeitet, um das Netzwerk zu vereinfachen.

Dieser ergibt sich fiir die Parallelschaltung aus folgender Uberlegung. Da
beide Elemente jeweils an Knoten a und b angeschlossen sind, liegt die Span-
nung U von a nach b auch an den beiden Elementen an. Uber die konstitu-
ierende Gleichung des Widerstandes ergibt sich Iy = U/R; = UGy und I =
U/Ry = UG5 und mit KCL der Gesamtstrom I = I+, = (G1+G2)U = GU
mit G := G1+ G5 als dquivalenter Leitwert, dessen konstituierende Gleichung
den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom an den Knoten a, b dqui-
valent beschreibt. Der dquivalente Widerstand ist damit

_ 1 1 _ 1 _ RiR
_G_G1+G2_RL1+RL2_R1+R2'

R (48)

Der Vergleich mit der &quivalenten Leitwert-Form zeigt, dass bei der
Parallelschaltung die Leitwertform vorteilhafter im Sinne einer kiirzeren
Schreibweise ist.

Bei der Reihenschaltung werden beide Elemente vom selben Strom durch-
flossen und es gilt fiir die Spannungen an den Elementen U; = R;I und
Uy = RyoI. Mit KVL folgt fiir die Gesamtspannung von Knoten a nach b der
Ausdruck U = U; + Uy = (Ry + Re)I = RI mit dem dquivalenten Ersatzwi-
derstand einer Reihenschaltung

R := R1 + RQ. (49)
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Die vorangegangenen Uberlegungen lassen sich leicht auf Reihen und
Parallelschaltungen mit mehr als zwei Elementen erweitern, so dass allge-
mein fiir N in Reihe geschaltete Elemente gilt R = ij:l R, und fiir N in
parallel geschaltete Elemente G' = 27]2[21 G,

Beispiel: Abbildung 19 zeigt ein einfaches Bordspannungsnetz, in dem die
Verbraucher durch die Widerstiande Rs, Rs3, R5 und der endliche Leitwert der
Kabel-Verbindungen zu den Verbrauchenrn (im Idealfall Knoten) durch die
Widerstande Ry, R4 modelliert wird. Zu bestimmen ist die Spannung U, mit
der die Verbraucher R; und Rj3 versorgt werden.

U1
[ |
R4 R4 Ry
u Rz | |Ra| | |Ux Rs U R|||UYx
O * .

Abb. 19: Links: Modell eines Bordspannungsnetzes mit Batteriespannung U.
Rechts: Aquivalentes Modell hinsichtlich der Spannung U,.

Eine Inspektion des Schaltplanes zeigt, dass R4 und Rs in Reihe geschal-
tet sind. Der sich daraus ergebende dquivalente Widerstand liegt wieder-
um parallel zu Ry und Rj3. Daraus ergibt sich ein dquivalenter Widerstand
R = 1/(R4+R5)—11-1/R2+1/R3 iiber dem die Spannung U, abféllt. Dies kann in
Form eines vereinfachten dquivalenten Ersatzschaltbildes in Abb. 19 rechts
dargestellt werden. Mit U, an R ergibt sich direkt aus der konstituierenden
Gleichung eines Widerstandes I = U,/R und damit der Spannungsabfall
U, = RyI. Mit Hilfe von KLV ergibt sich damit dann die gesuchte Spannung
U,=U—-Uj.

4.2 Spannungs- und Stromteiler

Jeder Strom, der in einen Knoten einstromt, wird entsprechend KCL auf
die anderen an den Knoten angeschlossenen Zweige aufgeteilt. Entsprechend
wird jede Spannung, die in einen geschlossenen Umlauf von Zweigen einge-
speist wird geméaf KVL auf Spannungen iiber die beteiligten Zweige aufge-
teilt. Dieses einfache und fundamentale Prinzip haben wir bereits unbewusst
bei der Behandlung der Reihen- und Parallelschaltung in Abb. 18 verwendet.
Die dort dargestellte Parallelschaltung teilt den Gesamtstrom [ in die bei-
den Teilstrome I; und Iy auf. Fir I; konnen wir mit den bereits bekannten
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Zusammenhéngen U = R, = Rylo = RI und R = G1-1+G2 direkt schreiben

R G,

[ = —]=_—"* T
"R G+ G,

(50)
Diese Stromteiler-Regel sagt, dass sich der Teilstrom in einem Zweig pro-
portional zum Verhéltnis des Leitwertes dieses Zweiges zum Gesamtleitwert
G1 4+ G2 der Parallelschaltung ergibt. Das Ergbenis lasst sich direkt auf ei-
ne beliebige Anzahl parallel geschalteter Zweige anwenden, wobei sich der
Gesamtleitwert aus der Summe aller parallel geschalteten Leitwerte ergibt.

Fiir den Spannungsteiler ergeben sich dem Strom am Stromteiler ent-
sprechende Uberlegungen fiir die Spannung. Hier gilt mit Abb. 18 Mitte,
I =GU =GyUy; =GU und G = % = —L_ uns somit

Ri+R2

G Ry
U =—U=—"">"-_1. 51
! Gy Ry + Ry (51)

Es ergibt sich eine entprechende Interpretation, wie bei der Stromteiler-Regel,
wonach die Teilspannung U; iiber einen Widerstand R; proportional zum
Verhaltnis dessen Widerstandswertes zum Gesamtwiderstand R; + Ry der
Reihenschaltung ist. Eine Erweiterung durch entprechende Anpassung des
Gesamtwiderstandes fiir eine beliebige Anzahl in Reihe geschalteter Wider-
stande ist, wie im Fall des Stromteilers, einfach durchfiihrbar.

4.3 Stern-Dreieck Aquivalenz

Die Anordnung von Bauelementen in einer Stern- oder Dreieck-Konfiguration
nach Abb. 20 gehort zu den gundlegenden irreduziblen (kanonischen) Netz-
werkstrukturen. Diese, an den Knoten 1,2,3 an das umgebende Netzwerk
angeschlossenen Dreipole, erlauben je nach umgebendem Netzwerk keine di-
rekte Umformungen in Reihen- oder Parallelschaltung. Liegt ein solcher Fall
vor, ist der Einsatz des hinsichtlich der Knoten 1,2, 3 dquivalenten Dreipols
in der jeweils anderen Konfiguration zielfiithrend. Es ergeben sich dadurch
wieder Reihen- und Parallelschaltungen mit den umgebenden Bauelemen-
ten, die entsprechend einfach berechnet werden kénnen. Im Folgenden leiten
wir die Beziehungen fiir die Aquivalenz zwischen beiden Darstellungen des
Dreipols her.

Aufgrund KCL und KVL ist einer der drei Stréme I, I, I3 und eine der
drei Spannungen Ujs, U3, Usz von den jeweils beiden anderen abhéngig. Wir
ersetzen daher willkiirlich I3 = —I1 — I, und Uyz = U3 — Uy, als abhéngigen
Strom bzw. Spannung und erhalten fiir die Stern-Schaltung in Abb. 20 die
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Abb. 20: Aquvalente Darstellung eines Dreipols (Knoten 1,2,3) durch Stern-
(links) und Dreieck-Schaltung (rechts) .

Gleichungen
U12 = lel - R2127
U13 = R1]1+R3<Il+]2)

oder in Matrix-Form

Up \ _ Ry —Ry L
(Ulg)_<Rl+Rg Ry )(12) (53)
und fiir die Dreieck-Schaltung

L, = U12Gh2 + Ui3Gas,

54
I, = —UpGra+ (Uis — Upa)Gog (54)

und in Matrix Form

[1 G12 G13 U12
B : 55
( 12 ) ( _G12 - G23 G23 ) ( U13 ) ( )

Damit die Stern- und Dreieck-Schaltungen dquivalent sind, miissen Stro-
me und Spannungen beim Austausch einer Schaltung durch die Andere un-
verdndert bleiben. D.h. die beiden 2x2 Matrizen miissen Spannungsvektor
(Uy2, Uy3)T und Stromvektor (I7, I)” in beiden Varianten identisch aufein-
ander abbilden. Das bedeutet, dass bei Einsetzen des Stromvektors aus Gl. 55
in Gl. 53 das Produkt der Matrizen die Einheitsmatrix ergeben muss

( Uiz ) _ < Ry — Ry > ( G2 Gi3 > < Uiz ) (56)
Uis Ri+ R Rj —Gia — Gaz Gag Ui )

Daraus folgt unmittelbar
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RiG1a + Ro(Gia+ Ga3) = 1,
R1G13 — RyGas = 0,
R1G1a — R3Ga3 = 0,

(Ry + R3)Ghs + R3Gas = 1.

Durch Einsetzten und Umformen ergibt sich nach kurzer Rechnung z.B.

(57)

R12R13

R, = 58
! Ris + Ri3 + Ras (58)
und e
Gog — — =273 59
BTG+ Ga + Gy (59)

Aufgrund der Symmetrie der Schaltungen ergeben sich die Aquivalenz-
Beziehungen der anderen Bauelemente durch entsprechendes Vertauschen der
Indizes. Die Regel zur Vertauschung ist einfach zu erkennen, wenn man sich
die geometrische Anordnung der Elemente in den Gleichungen verdeutlicht.
Demnach stehen in den Nennern die Summen der drei Widersténde des Drei-
ecks bzw. der drei Leitwerte des Sterns. Im Zahler steht jeweils das Produkt
der am Knoten des zu berechnenden Elements in der anderen Konfiguration
angeschlossenen Elemente der selben Form (Leitwert bzw. Widerstand) wie
der jeweilige Nenner (z.B. liegen am Knoten 1 von R; im Stern die beiden
Widerstande Rz und Rys.).

Beispiel: Briickenschaltung. Die nachfolgend links abgebildete Briicken-
schaltung lasst sich durch Dreieck-Stern Umformung in die rechts dargestellte
aquivalente Schaltung iiberfiihren. Die dadurch gednderte Topologie besteht
nunmehr aus einfachen Reihen- und Parallelschaltungen. Damit kann zu-
néchst die Spannung Uy {iber der Reihenschaltung aus Rss+ R4 bzw. Ri5+ Ro
(identisch, da an dem selben Knoten) berechnet werden. Sie ergibt sich, in-
dem fiir die beiden parallel geschalteten Zweige (Rs; + Ra4)||(R15 + R2) = R,
ein hinsichtlich der Knoten S und 0 dquivalenter Ersatzwiderstand R, be-
stimmt wird. Da R, in Reihe zu R;3 liegt, kann die Spannungsteiler-Formel
angewendet werden und liefert U, = U lefRz. Da U, wiederum an den bei-
den Reihenschaltungen R35+ R4 und Ri5+ Ry anliegt, kénnen Us = Usﬁ
und Uy = Usﬁ mit der Spannungsteiler-Formel berechnet werden. Die
gesuchte Spannung Us = U; — U, ergibt sich dann {iber KVL aus diesen
beiden Spannungen.

4.4 Ersatz-Spannungs und -Stromquelle

Mit Hilfe des im weiteren Verlauf hergeleiteten Uberlagerungssatz lisst sich
folgender Satz zeigen:
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Ry Us R3
E—
U
Rs
R2 I:‘4
v
O °

Abb. 21: Briickenschaltung (links) und eine dquivalente Umformung (rechts) .

jedes lineare elektrische Netzwerk kann beziiglich eines beliebig wdhlba-
ren Tores des Netzwerks dquivalent in Form einer realen Spannungs- oder
Stromquelle dargestellt werden.

Die Moglichkeit der Wahl zwischen &quivalenter realer Spannungs-
und Stromquelle wurde bereits in dem entsprechenden Kapitel zu realen
Spannungs- und Stromquellen (vgl. z.B. Abb. 13) gezeigt. Somit bleibt zu
zeigen, dass, wie in Abb. 22 dargestellt, unabhéngig von der Komplexitét
des Netzwerks dieses immer durch eine derart einfache Ersatzschaltung aus
einer Quelle und einem Widerstand beschrieben werden kann.

Abb. 22: Links: beliebiges lineares Netzwerk aus Widerstdnden und Quellen mit
einem Tor an dem durch Beschaltung z.B. mit einer Spannungs- oder Stromquelle
eine Spannung U, und ein Strom I, liegen. Rechts: hinsichtlich des Tores mir U, I,
dquivalente Ersatzschaltungen (Ersatzspannungs- und -stromquelle).

Um dies nachzuweisen verwenden wir die Methode des Uberlagerungssat-
zes, nach der sich die Spannung U, an dem betrachteten Tor allgemein in der
folgenden Form darstellen ldsst (Beweis folgt im entsprechenden Kapitel)

N J
Up=RI,+ > FU,+ > Ry, (60)

n=1 J=1

Darin sind U, I,, ideale Spannungs- und Stromquellen (Ursachen) im
Netzwerk und F,, R, deren konstante (d.h. unabhéngig von Strom und
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Spannung) Wirkungsfunktionen, die deren jeweiligen Beitrag zur Wirkung
U, quantifizieren. Eine entspechende Gleichung kénnte auch fiir den Strom
I, formuliert werden, fithrt aber ohne weiteren Erkenntnisgewinn zu einer
entsprechenden Ersatzstromquelle, die auch direkt durch dquivalente Um-
formung der im Folgenden ermittelten Ersatzspannungsquelle gewonnen
werden kann. Somit geniigt es unsere Betrachtungen im Folgenden anhand
der Formulierung von U, durchzufiihren.

Bestimmung des Innenwiderstandes der Ersatzquelle

Nach Definition beschreibt der Innenwiderstand einer Quelle die Ande-
rung der Spannung an den Anschliissen (Tor) der Quelle aufgrund eines im
Quellzweig flieflenden Stromes. Bei einem linearen Netzwerk ist dieser Wider-
stand unabhéngig von den Werten der Quellen im Netzwerk und kann daher
besonders einfach fiir den Fall der Quellgrofien gleich Null bestimmt wer-
den. Im allgemeinen Fall existieren in einem Netzwerk mehrere Spannungs-
und Stromquellen. Setzen wir diese alle zugleich zu Null® und speisen von
auften eine Spannung U, oder einen Strom I, ein, so beschreibt definitions-
geméfs der Quotient (IJ—: der linearen U, /I, Kennlinie den Innenwiderstand

des Netzwerks. Ubertragen auf Gl. 60 bedeutet diese Definition, dass al-
le U, = 0,1, = 0. Der sich damit direkt aus Gl. 60 ergebende Quotient
U,/I, = R ist damit Innenwiderstand der Ersatzquelle.

Die vorangegangene Uberlegung zeigt direkt eine Methode zur Be-
stimmung des Innenwiderstandes: in einem ersten Schritt werden alle
Quellgréfken zu Null gesetzt, d.h. im Netzwerk werden alle Spannungsquellen
durch Kurzschliisse, alle Stromquellen durch Leerlaufe ersetzt. Im zweiten
Schritt wird der Eingangswiderstand R = % dieses Netzwerks beziiglich des
gewahlten Tores bestimmt.

Bestimmung der Quellspannung der Ersatzquelle

Wir betrachten GIl. 60 hinsichtlich der Frage, wie darin die Quellspan-
nung einer Ersatzquelle enthalten ist. Da der erste Term RI, den Beitrag
des Innenwiderstandes reprasentiert, muss die Quellspannung durch die bei-
den Summenterme bewirkt werden. Dies ist unmittelbar nachzuvollziehen,
wenn man sich die Bedeutung der darin enthaltenen Grofen verdeutlicht. Da

® Achtung: Wird die Spannung bzw. der Strom einer (idealen) Spannungs- bzw. Strom-
quelle zu Null gesetzt, so reprisentiert die Quelle aufgrund ihres Innenwiderstandes von
Null bzw. Unendlich einen Kurzschluss bzw. Leerlauf zwischen den Anschluss-Knoten der
Quelle.
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U,, I, ideale Spannungs- und Stromquellen sind, deren Werte sich nicht durch
Stromfliisse im Netzwerk &ndern und F, R, konstante Wirkungsfunktionen
sind, reprasentieren die beiden Summenterme eine konstante Grofse, genauer,
eine konstante Spannung. Dies ist die Quellspannung der Ersatzquelle.

Deren Wert kann nach Gl. 60 bestimmt werden, indem das betrachtete
Tor des Netzwerks extern nicht beschaltet wird (Leerlauf, Strom I, = 0).
Dann reprasentiert U, = ij:l FU, + Z}]:1 R, I, die Quellspannung
der Ersatzspannungsquelle in Form einer Summe von Einzelbeitrdgen der
Spannungs- und Stromquellen des Netzwerks. Die Quellspannung kann
damit nach einer einfachen Berechnungsvorschrift ermittelt werden, indem,
beginnend mit nq, alle Spannungs- und Stromquellen aufser U, = U; zu
Null gesetzt werden. Die sich in diesem Fall am Tor ergebende Teilspan-
nung U,|,—1 wird zu der Spannung U,|,—2 summiert, wenn n = 2 gesetzt
wird, wobei alle Spannungs- und Stromquellen auker U, = U, zu Null
gesetzt werden. So verfahrt man bis n = N. Zu dieser Summe wird die
Summe aller Beitrdge des zweiten Summenterms tiber alle Stromquellen von
j = 1...J addiert, woraus sich schlussendlich die gesuchte Quellspannung
der Ersatzquelle ergibt. Dieses hier angewandte Vorgehen ist die Methode
des Uberlagerungssatzes, deren Rechtfertigung im weiteren Verlauf noch
hergeleitet wird.

Beispiel: Abbildung 23 zeigt die sich bei Ermittlung von Ersatzspannungs-
Quelle und Innenwiderstand ergebenden Teilschaltungen eines beispielhaft
gewahlten Netzwerks. Als Besonderheit tragt darin die Spannungsquelle Uy
nicht zur Torspannung U, bei, da diese Quelle in Reihe zu einer idealen
Stromquelle liegt, die den Zweigstrom vorgibt und deren Spannung unbe-
stimmt ist. In der schematischen Anwendung des Uberlagerungssatzes zeigt
sich die nicht vorhandene Wirkung von U; dadurch, dass bei der Ermitt-
lung der entsprechenden Wirkung U,|,—o auf U, in Teilabbildung (d) auf-
grund des durch die Stromquelle getffneten Zweiges von U, kein Beitrag,
d.h. Uy|p=2 = 0, ergibt. Des Weiteren ergeben sich fiir U,|,—=; = U; lejf”RS
sowie U, |j=1 = —[1R1||Rs und U,|j—o = —I2R;||R3 wodurch sich die Quell-
spannung der Ersatzquelle ergibt zu

Rs R R3 I R Rs Rs

Up=Uj——2>— — - -
" "'R+R3 '"Ri+Rs ‘Ry+R; R,+Rs

(U, — Ri(I1 + 1)) .
(61)
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Abb. 23: (a) Original-Netzwerk, (b) dquivalente Ersatzspannungsquelle. Abbildun-
gen (c)-(d) zeigen die sich bei der Berechnung der Summenelemente ergebenden
Schaltungen, wenn jeweils alle Quellgrofsen aufier diejenige, deren Laufindex jeweils
betrachtet wird, zu Null gesetzt werden. Entsprechend ergibt sich der Innenwider-
stand R = R1||Rs wenn alle Quellgrofen zu Null gesetzt werden.
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5 Lineare Netzwerke mit stationarer zeithar-
monischer Anregung

Wir definieren eine stationiare monofrequente bzw. zeitharmonische Anregung
als Ausdriicke der Form

u(t) = U cos (wt + ¢y), i(t) =1cos(wt+ p;). (62)

Darin sind U, I die Amplituden der Anregung, ¢,, ¢; die jeweiligen Pha-
sen und w = 27 f die Kreisfrequenz® der Anregung mit der Frequenz f und
der Periodendauer 7' = 1/f. Der Zusatz stationdr bedeutet, dass das Netz-
werk seit hinreichend langer Zeit in dieser Form angeregt wurde, so dass sich
alle Vorgédnge im Netzwerk in identischer Form periodisch mit der Frequenz
f wiederholen. Der sogenannte Einschwingvorgang, bei dem sich Stréome und
Spannungen im Netzwerk von einem Zustand vor Anlegen der Anregung in
diesen sich gleichformig wiederholenden Zustand begeben ist auf Null abge-
klungen, d.h. er ist nicht mehr in den Strémen und Spannungen enthalten.

Derart idealisierte Anregungen existieren in der Realitdt in der Regel
nicht. Jedoch lésst sich zeigen, dass jede physikalisch realisierbare Anregung
als Uberlagerung (d.h. als Summe) derartiger Anregungen aus verschiede-
nen diskreten Frequenzen (Fourier-Reihe) oder einem kontinuierlichen Fre-
quenzband (Fourier-Integral), mit frequenzabhéngigen Amplituden und Pha-
sen dargestellt werden kann. Die Gesamtheit aller Summenterme iiber der
Frequenz wird als Spektrum bezeichnet. Die Anwendbarkeit des Uberlage-
rungssatzes in linearen Netzwerken erlaubt uns in diesem Fall das Netzwerk
fiir jeden dieser Summenterme getrennt zu analysieren und das Ergebnis als
Summe der Teilergebnisse darzustellen. Somit kann die Betrachtung eines
Netzwerks bei monofrequenter Anregung in Form von Gl. 62 als die Berech-
nung des Netzwerks fiir eine beliebige Frequenz des Spektrums der Superpo-
sition betrachtet werden. Dabei meint der Begriff beliebig, dass die Variablen
U, 1,0y, p;, in Gl. 62 im allgemeinen Fall Funktionen in w darstellen und
somit fiir alle Frequenzen des Spektrums eines Signals gelten.

Ist ein elektrisches Netzwerk linear, besitzen samtliche darin betrachteten
Elemente konstituierende Gleichungen mit einem linearen Strom-Spannungs-
Zusammenhang. In diesem Fall werden bei einer monofrequenten harmoni-
schen Anregung durch Spannungen oder Strome mit einer Frequenz w samtli-
che Spannungen und Strome des Netzwerks diese Frequenz besitzen und sich

6Sofern es nicht zu Konfusion fiihrt, wird im Folgenden zur Vereinfachung der Lesbarkeit
die Bezeichnung Frequenz sowohl fiir die Kreisfrequenz w als auch fir die Frequenz f
verwendet.
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untereinander nur in Amplitude und Phase unterscheiden. Dies ist unmit-
telbar einzusehen, wenn wir uns die konstituierenden Gleichungen linearer
RLC Netzwerke betrachten. Fiir die Spannungs-Strom Zusammenhénge an
den jeweiligen Bauelementen gilt

u(t) = Ri(t) fir Zweig mit Widerstand,
u(t) = Ldg_(;:) fiir Zweig mit Induktivitét, (63)
it) = C’dlfd—g) fiir Zweig mit Kapazitat.

Setzen wir hier in die rechte Seite Spannungen und Stréme nach Gl. 62
ein, werden auch die Spannungen und Strome der linken Seite einen zeithar-
monischen Verlauf dieser Gestalt aufweisen, der sich von der rechten Seite
nur in Amplitude und Phase unterscheidet”. Die Angabe, dass es sich um
einen zeitharmonischen (hier Cosinus) Verlauf der Frequenz w handelt ist
redundant, da er durch die gewéhlte Anregung vorgegeben wurde (d.h. be-
kannt ist) und wie anhand von GI. 63 gezeigt, in allen Ausdriicken in der
Form cos(wt + ¢) enthalten ist. Von dieser Redundanz sowie von listigen
trigonometrischen Umformungen mit Cosinus-Termen konnen wir uns durch
die Einfiihrung von Phasoren (auch kompleze Wechsel- oder Drehstromzeiger
genannt) befreien, wodurch sehr effiziente (iibersichtlich, einfach, aussage-
kriftig) Berechnungsmethoden méglich werden.

Die grundlegende Idee besteht darin, den zeitharmonischen Cosinus-
Verlauf durch den Realteil einer komplexen Zahl darzustellen. Dazu bedient
man sich der Eulerschen Gleichung zur Darstellung einer komplexen Zahl

z =r1(cosp + jsing) =rel?, rp€ R, j=+—1, (64)
woraus sich durch Realteil-Bildung
r cosp = R{re’?} (65)

ergibt. Die Winkel sind dabei im Bogenmaf (rad) anzugeben. Identifizieren
wir darin » = U und ¢ = wt + ¢, aus Gl. 62 ergibt sich

u(t) = U cos(wt + ¢,) = R{USWTe}, (66)
= R{UI 91}, (67)
= R{U ™}, (68)

"Dies ist fiir den Widerstand direkt abzulesen und ergibt sich fiir L und C durch
Ableiten nach der Zeit und Ersetzen der aus der Cosinus- hervorgehenden Sinus-Funktion
durch eine entsprechend in der Phase verschobene Cosinus-Funktion.
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mit dem komplexwertigen Phasor U = Ue/#*, der die Amplitude und Phase
der Spannung enthélt. Entsprechend kann der zeitharmonische Strom darge-
stellt werden durch

i(t) =1 cos(wt +¢;) = R{Le™'} (69)

mit dem komplexwertigen Phasor [ = Ie’%i, der die Amplitude und Phase
des Stroms enthalt.

Verwenden wir in den konstituierenden Gleichungen der Bauelemente
zeitharmonische Spannungen und Strome in der zuvor gezeigten dquivalenten
Euler-Schreibweise, so ergibt sich fiir einen Widerstand R € R

u(t) = Ri(t),
Ucos(wt +¢,) = R Icos(wt+ ¢;),
R{U ™} = RR{Le™Y,
R{U ™'} = R{RL Y},
R{(U— RI) '} = 0 WV, (70)
U = RI (71)

Darin konnte, weil Gl. 70 fiir alle Zeiten t erfiillt sein muss, im Schritt
auf Gl. 71 die redundante Zeitabhingigkeit e/ aus der konstituierenden
Gleichung eliminiert werden. Die Phasoren-Darstellung der konstituieren-
den Gleichung 71 erinnert in dieser Form stark an die einfache Darstellung
U = R I bei Gleichspannungsnetzen, wobei als wesentlicher Unterschied hier
grundséatzlich U und I komplexwertig sind. Das Verhaltnis zwischen Strom
und Spannung U /I = R ist jedoch stets reellwertig.

Mit der gleichen Vorgehensweise erhalten wir fiir den Zusammenhang von
Spannung und Strom in Phasor-Schreibweise an einer Kapazitiat C' € R iiber
deren konstituierende Gleichung

, d
it) = C%u(t),

d
I cos(wt+¢;)) = C pr Ucos(wt + ),

§R{ lejwt} - C % %{erwt}’

- RS e,

= R{U ju C 1,
R{(L-jwCU) ™} = 0 W, (72)
I = juwCU, (73)
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wobei das Verhéltnis I/U = jwC' rein imaginér ist. Fiir eine Induktivitét
L € R ergibt sich entsprechend die konstituierende Gleichung in Phasor-
Schreibweise

d
t) = L —it
u(t) = L i),
d
U cos(wt+¢,) = L 7 Tcos(wt + ¢;),

R} = LRI,

d .
= R{L L~
%{— dte }7

= R{Ljw LY,
RUU —jwL )™} = 0 W, (74)
U = jwLlI, (75)

worin das Verhéltnis U/I = jwL wie bei der Kapazitét rein imaginar ist.

Auch gekoppelte die konstituierende Gleichungen gekoppelter Induktivi-
taten lassen sich in dieser Weise in Phasor-Schreibweise tiberfiihren. Fiir zwei
gekoppelte Induktivitdten nach Gl. 46 ergibt sich entsprechend

Uy, = jJwly I £jwM I, (76)

Auch hier sind die Beziehungen zwischen Stromen und Spannungen rein ima-
ginar.

Wir wissen, dass ein elektrisches Netzwerk vollstédndig beschrieben ist
durch die Kirchhoffschen Gleichungen KVL, KCL und die konstituierenden
Gleichungen der (Bau)Elemente in den Zweigen des Netzwerks. Daher fehlt
an dieser Stelle nur noch die Phasor-Darstellung der Kirchhoffschen Gleich-
nungen, um Netzwerke vollstandig mit Phasoren berechnen zu kénnen.

Bei zeitharmonischer Anregung des Netzwerks ergibt sich fiir die Umlauf-
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Spannungen in KVL nach Gl. 7

> un(t) = 0, Wt (78)

N
D R{U, ¢} = 0 mitU, =U, /%, Vi (79)
n=1
N
RO U, e} = 0, vt (80)
n=1
N
R{e“Y U} = 0, vt (81)

n=1
N
Su, =0 (52)
n=1

und entsprechend fiir die Knoten-Strome in KCL nach GI. 8

N
D in(t) = 0, Vi (83)
n=1
N
D OR{L, €} = 0 mit [, =1, %, it (84)
n=1
N
RO L, = 0, vt (85)
n=1
N
R{e™> L} = 0, (86)
n=1

Y1, =0 (87)

Damit sind sowohl die konstituierenden RLCM Gleichungen als auch KCL
und KVL in Phasor-Schreibweise formuliert und die Netzwerkberechnung
kann entsprechend dem Vorgehen bei Gleichstrom-Netzwerken erfolgen.
Insbesondere konnen alle zuvor ermittelten Ergebnisse fiir Gleichstrom-
netzwerke direkt ibernommen werden indem fir die Gleichspannungen und
-strome und die konstituierenden Gleichungen jeweils Phasoren eingesetzt

werden. Die weitere Rechnung erfolgt dann mit komplexen anstatt mit reel-
len Grifsen.
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Wir fassen abschliefend zur Ubersichtlichkeit die Ergebnisse in Phasor-
Schreibweise zusammen

KVL Yo U, =0

KCL oL, =0,

Widerstand U = RI1,

Kapazitat I = jwCU, (88)
Induktivitéat U = jwlL I,

Gekoppelte Induk- U, B jwLyy  +jwM I

tivitaten ( U, ) - ( +jwM  jwLoy ) ( I ) ’

6 Impedanz und das Konzept der Wirkungsfunktion

Gegeniiber den zuvor behandelten Widerstandsnetzwerken treten bei
der Beschreibung von RLCM-Netzwerken in Phasor-Schreibweise grund-
siatzlich komplexwertige Beziehungen zwischen Spannung und Strom
auf. Wahrend bei reinen LCM Netzwerken sich rein imagindre Strom-
/Spannungsverhéltnisse ergeben, fiihrt die Hinzunahme von Widerstéanden
zu komplexwertigen Strom /Spannungsverhéltnissen mit Real- und Imaginér-
teil. Dies ist leicht einzusehen, wenn wir als Beispiel nochmals die Reihen-
und Parallel-Schaltung aus Abb. 18 betrachten, wobei in Abb. 24 einer der
Widerstdnde durch eine Induktivitdat ausgetauscht wurde. Fiir die Parallel-

URr U Z bzw. Y
a —*» —*™ b a b
—{ >l e
u I'm L \l_/v
- \/ LJ
U

Abb. 24: Links und Mitte: Parallel- und Reihenschaltung von einem Wider-
stand und einer Induktivitéat. Rechts: beziiglich der Knoten a, b 4quivalente Ersatz-
Impedanz.

Schaltung ergibt sich mit den gleichen Uberlegungen wie im Fall zweier
Widerstdnde mit den jeweiligen konstituierenden Gleichungen I, = U/R
und I; = U/(jwL) und mit KCL der Gesamtstrom I = I, + [, =
U(l/R+1/(jwlL)) = Q]']‘.‘:JLLJ;?. Das selbe Ergebnis hétten wir erhalten, wenn
wir direkt im Ergebnis der Parallelschaltung nach Gl. 48 die Substitution

44



Ry — R und R; — jwL vorgenommen héatten. Fiir die Reihenschaltung er-
halten wir entsprechend die konstituierende Gleichung der Gesamtschaltung
U= (R+ jwL)L.

Wie zuvor mit reinen Widerstdnden konnen wir auch in in diesem Fall
mit gemischten R und L Bauelementen eine Ersatzgrofse angeben, welche
den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom an der Gesamtschaltung
angibt. Da wir im Allgemeinen beliebige Netzwerke aus RLCM Elementen
behandeln wollen, fithren wir den Begriff der Impedanz Z ein, der uns all-
gemein den Zusammenhang zwischen Spannungs- und Strom-Phasoren an

einem Tor eines Netzwerks beschreibt

%:Z:R—i-jX mit R = R{Z} und X = 3{Z}. (89)
Liegt an dem Tor ein reiner Widerstand, so ist Z = R. Entsprechend be-
zeichnen wir den Realteil von Z als (Wirk)Widerstand oder Resistanz. Ist
dagegen ein reines L oder ein C angeschlossen, so ist der Realteil gleich Null
und es gilt Z = jX = jwL mit X = wl baw. Z = jX = -5 = —j 5 mit
X = % Wir bezeichnen allgemein den Imagindrteil X von Z als Reaktanz
(oder auch als Blindwiderstand).

Manchmal ist es aus rein mathematischer Sicht vorteilhaft mit dem Kehr-
werten dieser Grofsen zu arbeiten um kleinere Ausdriicke mit einer geringeren
Anzahl von Briichen zu erhalten. Der Kehrwert der Impedanz wird mit der
Admittanz Y = % = % iiber das Strom zu Spannungsverhéltnis an einem
Tor definiert. Der Realteil R{Y'} = G wird als (Wirk)Leitwert oder Konduk-
tanz, entsprechend dem Kehrwert des Widerstandes bezeichnet. Dabei ist zu
beachten, dass aufer im Falle reellwertiger Admittanzen bzw. Impedanzen

(d.h. reiner Widerstandsnetzwerke) immer G # }l% gilt

1 R—jX R

T RiX  mixe WM =CO=gmse (90)

Y =G+ jB et

Der Imagindrteil von Y wird als Suszeptanz (teilweise auch als Blindleit-
wert) bezeichnet. Neben der rein mathematischen Verwendung als Kehrwert
der Impedanz dient der Begriff der Admittanz auch zur Definition von Wir-
kungsfunktionen, die den Strom in ein Tor in das Verhéltnis zu der an das
Tor angelegen Spannung (Ursache) setzen.

An dieser Stelle ist es angebracht den Begriff der Impedanz, den wir als
Verhiltnis von Spannung zu Strom an einem Tor eines Netzwerks eingefiihrt
haben, genauer zu definieren; entsprechende Uberlegungen gelten auch fiir
den Begriff der Admittanz. Warum dies notwendig ist, soll ein Blick auf
Abb. 25 erlautern. Wiirden wir hier fiir das Tor von Netzwerk 1 die Impedanz
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Netzwerk 2

Netzwerk 1

Abb. 25: Zwei iiber ein Tor mit Spannung U und Strom I verbundene Teilnetz-
werke.

Z, = % und fiir Netzwerk 2 Z, = % als Verhaltnis von Spannung und Strom
an dem jeweiligen Tor bestimmen, so folgt daraus allgemein Z, = —Z,. Dies
wiirde bedeuten, dass die Impedanz der beiden Netzwerk-Tore, bis auf das
unterschiedliche Vorzeichen, identisch ist. Dies kann jedoch allgemein nicht
stimmen, da wir keinerlei Annahmen iiber den Inhalt der beiden Netzwerke
gemacht haben und somit frei {iber die Impedanz an deren jeweiligen Tor
bestimmen kénnen. Worin liegt hier der Fehler?

Der Fehler liegt darin, dass wir bei der Bestimmung der Impedanz nicht
zwischen Ursache und Wirkung unterschieden haben. Eine der beiden Gro-
flen U oder [ ist die Ursache, die jeweils andere Grofe ergibt sich {iber die
konstituierende Gleichung des Netzwerk-Tores als daraus resultierende Wir-
kung. Wenn wir eine Grofse als Ursache bezeichnen, bedeutet das implizit,
dass diese Grofse in die Schaltung eingeprigt (vorgegeben) wird und die dar-
aus resultierende Wirkung in Form der jeweils anderen Grofse auftritt. Das
Einprégen (Vorgeben) einer Grofe konnen wir schaltungstechnisch durch das
Anlegen einer Quelle symbolisieren. Legen wir eine Spannungsquelle an ein
Tor, so priagen wir dort eine Spannung ein. Der Strom, der abhéngig von
der angelegten Spannung in das Tor fliefkt, wird durch die konstituierende
Gleichung des Tores in Form der Impedanz des Tores bestimmt. Entspre-
chendes gilt fiir das Anschlieffen einer Stromquelle. Diese Verhéltnisse sind
zum besseren Verstdndnis in Abb. 26 verdeutlicht. In der linken Abbildung

Abb. 26: Einpriagung (Vorgabe) von Spannung (links) und Strom (rechts) an den
Toren von zwei Teilnetzwerken zur Bestimmung der Torimpedanzen im Sinne einer
Wirkungsfunktion.
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wird die Spannung U an beiden Toren eingepragt (vorgegeben). Diese Span-
nung verursacht an den Torimpedanzen Z,, Z, der beiden Teilnetzwerke die
Eingangsstrome I, = U/Z, bzw. I, = U/Z,, die sich als Wirkung einstellen.
Alternativ kann auch, z.B. wie in Abb. 26 rechts gezeigt, ein Strom [ in beide
Tore eingepragt werden. Dieser Strom verursacht an den Torimpedanzen Z,,
Z, der beiden Teilnetzwerke die Spannungen U; = —Z,1 bzw. U, = Z, 1, die
sich als Wirkung einstellen. In beiden Fillen ist das Verhéltnis von Spannung

und Strom an den Torimpedanzen der beiden Teilnetzwerke Z, = £ = 4

I -1
u_ U,
und Z, = L= 1

Die gleichen Uberlegungen kénnen anstelle von Impedanzen auch
fir alle anderen konstituierenden Gleichungen (d.h. Strom-/Spannungs-
Zusammenhénge an Bauelementen, Toren oder Mehrpolen) angestellt wer-
den. Alle konstituierenden Gleichungen zeichnen sich generell durch die Form

Wirkung

Wirk funktion =
irkungsfunktion Ursacho

(91)
aus. Natiirlich kann rein mathematisch zu einer Wirkungsfunktion nach
Gl. 91 auch die inverse Funktion gebildet werden, die bei den hier betrachte-
ten linearen Netzwerken immer eindeutig existiert. Zu der rein mathematisch
gebildeten Inversen existiert dann auch eine Wirkungsfunktion, bei der die
zuvor als Wirkung betrachtete Grofse als Ursache eingeprigt wird. Dies haben
wir z.B. in Abb. 26 durch Einpréigen einer Spannung (links) und alternativ ei-
nes Stromes (rechts) getan. Die Spannungseinpriagung fithrt nach Gl. 91 auf
eine Admittanz wéihrend die Stromeinprigung auf eine Impedanz als Wir-
kungsfunktion fiihrt. Beide Funktionen sind im Sinne der mathematischen
inversen Funktion dquivalent.

Auf Ebene des betrachteten Netzwerks existiert jedoch ein fundamenta-
ler Unterschied aufgrund der zur Einpragung verwendeten unterschiedlichen
Quellen. Dies wird ummittelbar einsichtig, wenn wir das Netzwerk ohne An-
regung, d.h. Quellspannung bzw. Quellstrom gleich Null betrachten. Dadurch
stellt der Zweig der Spannungsquelle ein Kurzschluss (Spannungsquelle mit
Spannung Null) zwischen den beiden Anschliissen der Tore her, wogegen im
Zweig der Stromquelle ein Leerlauf (Stromquelle mit Strom Null) entsteht,
wodurch die Verbindung der beiden Netzwerke aufgetrennt wird. Wir haben
es also mit zwei unterschiedlichen Netzwerken zu tun, wobei der Unterschied
allein durch die Wahl der Anregung (Ursache) in Form einer Spannungs-
und Stromquelle entstanden ist. Dagegen zeigt die Berechnung der Torimpe-
danzen, dass diese durch die Wahl der Anregung nicht beeinflusst werden.
Somit waren beide Varianten zur Bestimmung der Torimpedanzen der beiden
Teilnetzwerke geeignet, jedoch ist das Gesamtnetzwerk in den beiden Fillen
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unterschiedlich und weist somit unterschiedliche Eigenschaften auf. Dies ist
ein wesentlicher Punkt, den es bei der Wahl einer geeigneten Anregung zur
Analyse von Netzwerkeigenschaften zu beachten gilt.

Fazit:

e Zur Bestimmung einer Wirkungsfunktion muss eine Ursache in Form
einer Quellgrofe eingeprégt (vorgegeben) werden. Die Quellgrofse kann
dabei durch eine ideale oder reale Spannungs- oder Stromquelle oder
auch eine FErsatz-Spannungs- oder -Stromquelle, die ein komplettes
Netzwerk représentiert, dargestellt werden.

e Die Wahl der Ursache (welche Art der Quelle) bestimmt das resultie-
rende Gesamtnetzwerk.

e Liegen mehrere unabhéngige Quellen im Netzwerk vor, so sind die-
se, bis auf die Quelle der gewahlten Ursache, auf Null zu setzen, um
definitionsgeméfs die Wirkungsfunktion bestimmen zu kénnen. Ausge-
nommen davon sind gesteuerte Quellen und Quellen zur Einstellung
eines gewlinschten Betriebszustandes des Netzwerks (z.B. Betriebss-
pannungsquellen).

Ubungsbeispiel: Zeigen Sie, wie durch Einfiigen der Stromquelle I in das Netz-
werk die Torimpedanz Z, ermittelt werden kann und dass fiir / = 0 die Quelle
aus dem Netzwerk so verschwindet, dass wieder das Original-Netzwerk vor-
liegt.

Abb. 27: Netzwerk bestehend aus zwei iiber ein Tor verbundenen Teilnetzwerke,
in das eine Stromquelle I zur Bestimmung der Torimpedanz Z; eingefiigt wurde.

7 Zeiger, Ortskurven und Frequenzgang

7.1 Zeiger

Die komplexen Grofen in der Phasoren-Darstellung lassen sich anschaulich
in Form eines Zeigers in der komplexen Ebene darstellen. Betrachten wir z.B.
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eine Impedanz Z = R+ j X, dann stellt R den Realteil und X den Imaginéar-
teil von Z dar, wobei, wie in Abb. 28 links gezeigt, Real- und Imaginérteil
- ahnlich Vektoren - in der komplexen Ebene als Zeiger interpretiert werden
konnen. Dabei markiert Z einen Punkt in der komplexen Ebene, der iiber die

A

\(pﬂt

0  Re{z}

jim{ Z}4

X7

L —jX

Abb. 28: Links: Zeiger-Darstellung einer Impedanz Z = R + jX in der komple-
xen Ebene. Rechts: Darstellung der um 180° gedrehten Impedanz —Z. Bei der
Berechnung des Winkels von Z und —Z besitzen das Argument der Arcus-Tanges-
Funktion in beiden Féllen den selben Wert, wodurch es zu einer Mehrdeutigkeit in
der Berechnung des Winkels kommt.

Addition der Zeiger R + jX erreicht werden kann. Daraus konstruiert sich
ein rechtwinkliges Dreieck, fiir das allgemein gilt

Z = R+ jX, Zeiger (92)
|Z*=7 = R?+ X? Betrag, Zeiger-Linge (93)
|Z] < R+ X, Dreiecks-Ungleichung (94)
R/|Z] = cosgp (95)
X/|Z] = sing (96)
X/R = tang (97)

Qo = arctan% +nm ne{0,1} (98)

Darin beriicksichtigt der Term n7 in Gl. 98 die Mehrdeutigkeit der arctan-
Funktion wegen der Doppeldeutigkeit der Argumente % = % die keine
Unterscheidung des Winkels zwischen Z und —Z, die jeweils um 180° gedreht
zueinander liegen, zulédsst (vgl. Abb. 28 links und rechts).

7.2 Ortskurve

Einen groften Vorteil hat die Zeiger-Darstellung dann, wenn der Zeiger von
einem oder mehreren Parametern abhéngt. Dies ist generell dann der Fall,
sobald eine konstituierende Gleichung eine Frequenzabhéngigkeit besitzt. Die
Spitze des Zeigers beschreibt dann abhéngig von der Frequenz eine Kurve in
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der komplexen Ebene, die wir als Ortskurve bezeichnen. Wir betrachten dazu
als Beispiel in Abb. 29 die Impedanz Z = Z(jw) = R+ jwL der Reihenschal-
tung aus einem Widerstand R und einer Induktivitdt L im Frequenzbereich
w=0...00. Der Zeiger Z(jw) der Impedanz beschreibt iiber der Frequenz

u z- ¢ u
| |
- om0
L R L R Iic
jim{ Z } 0+ jim{ Z } O e
X (jo) ) o

1o

: =0

Abb. 29: Links: Ortskurve des Zeigers Z = R + jwL iiber der Frequenz w. Mitte:

Ortskurve fir Z = R+ j(wL — i) Rechts: Ortskurve der Admittanz ¥ = % zur

Impedanz in der mittleren Darstellung.

einen senkrechte Gerade parallel zur imagindren Achse, die bei w = 0 auf
der reellen Achse bei dem Wert R liegt. Aus der Betrachtung des Verlaufs
kénnen direkt, ohne Analyse der Gleichung von Z(jw), einige offensichtliche
Aussagen getroffen werden:

e Alle Werte von Z(jw) fiir w =0...00 liegen im ersten Quadranten.
e Die Winkel ¢ = arg(Z(jw)) gehen von 0°...90°.

e Je grofer w wird, umso mehr néhert sich der Winkel 90° und umso lan-
ger wird Z, wobei die Lange von Z mit zunehmender Frequenz von dem
Imaginérteil bestimmt wird (d.h. der Realteil wird vernachléssigbar).

e Im Grenzfall w — 00 ist ¢ — 90° und |Z| (die Lénge des Zeigers) wird
allein durch den Imaginéarteil bestimmt.

Aufgrund der letztgenannten immer giiltigen Eigenschaft hinsichtlich des
Betrags ist man versucht fiir w — oo auch die Schlussfolgerung Z — jwl und
damit Z ~ jwlL aufzustellen. In vielen Fallen fiihrt dies auch zu richtigen Er-
gebnissen. Jedoch muss formal beachtet werden, dass fiir w — oo der Realteil
nicht verschwindet, sondern, unbeeinflusst vom Imaginéarteil, seinen konstan-
ten Wert R behélt. Dieser tritt als mafsgebliche Grofe z.B. bei der Stabilitat
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(Neigung zur Oszillation) einer Schaltung oder bei einer Kompensation des
Imaginarteils in Erscheinung.

Eine einfache Uberlegung zur Kompensation zeigt der Fall in Abb. 29,
Mitte, wo noch eine Kapazitit in Reihe zur bisherigen RL-Reihenschaltung
geschaltet wird. Hierduch entsteht ein sogenannter (RLC) Reihenschwing-
kreis, den wir in einem folgenden Kapitel noch genauer untersuchen werden.
Die resultierende Impedanz des Schwingkreises

) ) 1
Z(]w) = R+](WL - _) - R’w:woa Wy =

C (99)

1
VLC
besitzt einen Imaginérteil, der bei der Resonanzfrequenz wq verschwindet und
es verbleibt nur der Realteil R. Ware zuvor in der RL-Reihenschaltung im
Bereich der Frequenz wy die Naherung Z ~ jwL durchgefiihrt worden (z.B.
weil R =109, wol = 10K ), wire nach Hinzufiigen der Kapazitit die Im-
pedanz gleich Null (idealer Kurzschluss) anstelle des Wertes von R gewesen,
was je nach Fragestellung zu falschen Ergebnissen fithren kann. Fazit: In der
Regel kann eine Néherung einer komplexen Zahl nur hinsichtlich ihres Be-
trages durchgefiihrt werden, da dann Real- und Imaginérteil als reellwertige
Zahlen (Quadrate von Imaginédr- und Realteil) miteinander verglichen und
gef. gegeneinander vernachléssigt werden konnen.

Betrachten wir die Ortskuve des Reihenschwingkreises in Abb. 29 Mitte.
Wir sehen, dass durch Hinzunahme der Kapazitiat die Impedanz nun auch
den vierten Qadranten durchlduft. In diesem Bereich dominiert der % Term
gegeniiber dem wl Term in Gl. 99 und bewirkt einen negativen Imaginérteil.
Man spricht daher von einem kapazitiven Verhalten, wenn der Imaginarteil
einer Impedanz negativ ist, d.h.in der unteren Halbebene der komplexen Zah-
lenebene liegt. Entsprechend liegt in der oberen Halbebene induktives Ver-
halten vor. Die Ortskurve zeigt auch direkt, dass bei der Resonanzfrequenz
die Impedanz den kiirzesten Zeiger besitzt. Berechnen wir den Strom [ durch
den Schwingkreis unter der Annahme, dass dieser durch eine frequenzunab-
héngige Spannung U angesteuert wird, ergibt sich

R—j(wL + —=
[T S S e | CL i R
Z RA+jwL+ 5) R? + (WL — —5)?

Der Strom ergibt sich damit direkt iiber die Inversion der Impedanz Z. Die
Aufgabe besteht daher darin, die zugehorige invertierte Ortskurve in der
komplexen Ebene zu bestimmen. Zwar liegen durch die komplex-konjugierte
Erweiterung im zweiten Schritt von GIl. 100 der Real- und Imaginérteil
getrennt voneinander vor, dennoch ist die Ortskurve dieser Gleichung
nicht einfach ersichtlich. Durch Umformung kann man zeigen, dass diese
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Darstellung zu einer Kreisgleichung gehort. Jedoch ist dies nicht notwendig.
Einfacher ist es, einen Satz der konformen Abbildung, zu der auch die
Inversion einer komplexen Grofe gehort, zu verwenden.

Die Inversion der Ortskurve eines Kreises ergibt wieder einen Kreis.
Fine Gerade stellen dabei den Sonderfall eines Kreises mit unendlichem
Radius dar.

Damit kann a priori bei Vorliegen eines Kreises (oder einer Geraden) als
Ortskurve die zugehorige Inverse als Kreis angegeben werden. Offen bleibt die
Lage und die Parametrisierung® des Kreises. Bei deren Bestimmung hilft ein
Blick auf die Euler-Darstellung einer komplexen Zahl. Wird diese invertiert,
ergibt sich X . X

- = — oI

7" Zav 7 e’ (101)
Demnach ergibt die Inversion eines komplexen Zeigers einen Zeiger mit dem
Kehrwert des Betrages (d.h. aus einem langen (dem langsten) wird ein kur-
zer (der kiirzeste) Zeiger und umgekehrt) und einem an der reellen Achse
gespiegelten Winkel (Winkel mit entgegengesetzter Zahlrichtung).

Wenden wir dies auf die Inversion der Ortskurve von Z(jw) Abb. 29,
Mitte, an, so ergeben sich einige einfache, charakteristische Punkte, die es

erlauben, den invertierten Kreis zu bestimmen:

e die beiden ldngsten Zeiger in den Punkten im Unendlichen fiir Z(w = 0)
und Z(w — oo) werden durch Inversion zu den kiirzesten Zeigern mit
der Lange Null.

e Die zugehorigen Phasen werden gespiegelt. Dadurch hat der Zeiger fiir
w = 0 einen Winkel von +90° und der Zeiger fiir w — oo einen Winkel
von —90° nach der Inversion.

e Der kiirzeste Zeiger vor der Inversion war Z(jwy) = R und wird zum
léngsten Zeiger mit der Linge G = % nach der Inversion.

e Die Ortskurve vor der Inversion liegt spiegelsymmetrisch zur reellen
Achse, so dass zu jedem Punkt Ze’% in der einen Halbebene ein gespie-
gelter Punkt Ze 7% in der anderen Halbebene existiert. Anhand der
Uberlegung zur Inversion in der Euler-Darstellung (vgl. G1. 101) ist of-
fensichtlich, dass diese Eigenschaft nach der Inversion erhalten bleibt.

8Die Parametrisierung gibt an, bei welcher Frequenz welcher Punkt des Kreises ange-
nommen wird.
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Der invertierte Kreis muss daher auch spiegelsymmetrisch zur reellen
Achse liegen.

Mit diesen Uberlegungen kann die Inversion der Ortskurve in Abb. 29, rechts,
konstruiert werden. Demnach startet der Zeiger der invertierten Impedanz
Y(jw) = m mit einem Winkel von +90° beginnend bei w = 0 im Ursprung,
verlauft auf dem Kreis im Uhrzeigersinn zunéchst im ersten Quadranten (in-
duktives Verhalten), wird bei der Frequenz wy reellwertig (Y (jwy) = G = %)
und lduft dann im vierten Quadranten (kapazitives Verhalten) in Richtung
Ursprung, den er fiir w — oo mit einem Winkel von —90° erreicht.
Gegeniiber der analytischen Darstellung in Gl. 100 sind diese Eigenschaf-
ten direkt sichtbar. Auch ist unmittelbar zu erkennen, dass der Maximalwert,
den der Imaginérteil iiber der Frequenz aufgrund der Kreisform der Ortskur-
ve annehmen kann gleich dem Radius G/2 des Kreises ist. Gleichung 100 ist

dieses Ergebnis nur mit etwas mehr Miihe zu entlocken.

7.3 Frequenzgang

Anstelle einer Darstellung in der komplexen Ebene kénnen der Betrag und
Phase einer Grofe auch getrennt in einzelnen Diagrammen in Abhéngig-
keit von der Frequenz dargestellt werden. Diese Art der Darstellung wird
als Frequenzgang bezeichnet. Der Betrags-Verlauf iiber der Frequenz wird
als Betrags-(Frequenz)gang und der entsprechende Phasenverlauf als Phasen-
(Frequenz)gang bezeichnet. Der wesentliche Vorteil dieser Darstellung liegt in
der expliziten Verfiigharkeit aller Frequenzpunkte auf der Abszisse (x-Achse),
wogegen in der Ortskurven-Darstellung Frequenzpunkte nur miihsam {iber
Markieren einiger charakteristischen Punkte auf dem Kurvenverlauf verfiig-
bar sind.

Als Beispiel zeigt Abb. 30 den Frequenzgang der Admittanz Y (jw) =

I
U
aus dem vorangegangenen Beispiel nach Abb. 29, rechts, bzw. nach GIl. 100.

8 Leistung in zeitharmonisch angeregten Netz-
werken

In Kapitel 2.3 hatten wir mit Gl. 11 und GIl. 13 bereits zwei Formulierun-
gen zur Berechnung der Augenblicks-Leistung und der mittleren Leistung
an einem Tor eines Netzwerks mit der Spannung w(t) und dem Strom i(t)
hergeleitet. Diese wollen wir im Folgenden auf lineare Netzwerke aus RLCM-
Elementen anwenden und dafiir einen Zusammenhang mit den zugehorigen
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Abb. 30: Betrags- und Phasenfrequenzgang der Admittanz des Reihenschwing-
kreises nach Abb. 29, rechts, bzw. nach GIl. 100 mit R=10 , L=1 mH und C=

10 pF.

Phasoren herstellen. Mit Gl. 11 ergibt sich

p(t) = u(t)i(t), (102)
= R{U} R{L}, U =Ue?v, [ = [e/¥1 (103)

1 , 1, ,
= S ) ([ e (104)

1 , .
= JUIS UL+ U+ U e ™), (105)

1 )
= 53%{@632‘“ +UI}, (106)
ur- I
= MG D) (107)
e ur
= R{S(e7HHeD L 1)), S = - (108)
Wir bezeichnen darin mit S die komplexwertige Scheinleistung
I* ) I .

§i= =50 = L= Py jQ mitg =gy —pr, (109)

worin U und I gemiR unserer Definition® der Phasoren die reellwertigen
Amplituden der harmonischen Schwingungen sind (vgl. Gl. 62). Wir kénnen,

9In der Literatur wird hiufig auch die Darstellung von S ohne Division durch Zwei
angetroffen. Das beruht darauf, dass in diesen Féllen U und I nicht die Amplituden sondern
die Effektivwerte von Spannung und Strom sind, fiir die Ueyy = % und Iepp = % gilt
(vgl. Kapitel 8.1).
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wie in Gl 109 gezeigt, der komplexen Grofe S formal einen Realteil P, die
Wirkleistung und einen Imaginarteil (), die Blindleistung, zuordnen
P = R{S} = Scosyp, (110)
Q = {5} = Ssing, (111)

deren Bedeutung wir im Folgenden diskutieren wollen. Dazu schreiben wir
Gl. 108 in der Form

p(t) = R{UP+jQ)O®)}, O(t):=e2When 1. (112)
Im{o() fima
i2Q _PO(Y)
jOO<t)< Xt
; P 2P

Re{O(t)}

Re

ty ty

Abb. 31: Links: Ortskurve der Funktion O(t) (oben) und deren Projektion des
Realteils tiber der Zeit (unten) mit einem Mittelwert von Eins, entsprechend dem
Kreismittelpunkt. Rechts: Produkte PO(t) und jQO(t) aus Gl. 112 mit den ent-
sprechenden Zeitverlaufen.

Die in Gl. 112 definierte Funktion O(¢) stellt entsprechend Abb. 31, links,
einen um den Wert Eins nach rechts verschobenen Einheitskreis dar, der kon-
tinuierlich mit der Frequenz 2w iiber der Zeit im mathematisch positiven Sinn
durchlaufen wird. Der dazu gehérende Realteil ergibt eine um den Winkel 2¢;
verschobene Kosinus-Funktion. Der Realteil des Verlaufs von O(t) bewegt
sich dabei um den zeitlichen Mittelwert von Eins. Bei der Multiplikation mit
P in Gl. 112 wird der zeitabhangige Verlauf lediglich mit dem reellen Wert P
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skaliert, wodurch sich der Mittelwert P ergibt. Die Multiplikation von O(t)
mit 7@ skaliert den Kreis von O(t) entsprechend mit den reellen Wert @) und
dreht diesen Kreis noch zusétzlich um § (90°) aufgrund der Multiplikation
mit j = e/2. Der Mittelpunkt von jQO(t) liegt dadurch auf der imaginiren
Achse (bei j@Q), wodurch der zeitliche Mittelwert des Realteils bei Null liegt
(vgl. Abb. 31, rechts). Als Fazit gilt daher fiir den zeitlichen Mittelwert der

Leistung!®

7 [pna = 5 [®eri@omya (113)
-1 / R(PO(1)} di + + / RGQOWY dt - (114)
- P (115)

Der Realteil der Scheinleistung, die Wirkleistung P = R{S} = Scosy
nach Gl. 110 stellt demnach den Mittelwert der Augenblicksleistung dar und
gibt an, wieviel elektrische Leistung in eine andere Energieform (z.B. mecha-
nisch oder thermisch) umgewandelt wird (sog. “Verlustleistung”).

Der Mittelwert der Augenblickswerte der Blindleistung R{j QO(t)} ist
dagegen gleich Null. Dies bedeutet, dass im Mittel an dem betrachteten Tor
genausoviel Leistung abgegeben wie aufgenommen wird. Im Verlauf iiber
der Zeit wird wahrend der halben Periodendauer mit positiven Werten von
R{j QO(t)} Leistung aufgenommen, die in der zweiten Hélfte der Perioden-
dauer mit negativen Werten abgegeben wird. Auch wenn der Mittelwert die-
ser Leistung gleich Null ist, so muss die daran beteiligte Quelle die zusétzliche
Leistung wiahrend der halben Periodendauer liefern und die Last inklusive der
angeschlossenen Verdrahtung (Kabel, Leitungen etc.) diese Leistung entspre-
chend aufnehmen koénnen.

Somit stellen sowohl Realteil P als auch der nicht in Wirkleitung umge-
setzte Imaginarteil () der Scheinleistung S wichtige Parameter zur Beurtei-
lung der von einem Tor eines Netzwerks aufgenommenen bzw. abgegebenen
Leistung in einem Netzwerk dar.

Ein direktes Maf fiir den Anteil der Scheinleistung der in Wirkleistung
umgesetzt wird, liefert der Leistungsfaktor A, der das Verhéltnis von Wirk-
zu Scheinleistung nach Gl. 110 darstellt

P
A= g =cosy mit ¢ =: py — @y. (116)

Demnach ist der Anteil der Wirkleistung an der Scheinleistung umso grofser,

0Der Mittelwert wird hier aufgrund des periodischen Verlaufs iiber eine Periodendauer
des Signals gebildet.
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je geringer der Unterschied zwischen den Phasen von Strom und Spannung
an dem betrachteten Tor ist.

8.1 Effektivwert-Phasoren

Als Alternative zu den in Gl. 68 defnierten Phasoren, deren Betrag die Am-
plitude der jeweiligen Grofse darstellt, konnen auch die Effektivwerte durch
Phasoren dargestellt werden. Die Bedeutung der Effektivwerte folgt aus der
Darstellung der Scheinleistung nach GIl. 109 an einem Widerstand

s—Yrur—trir—lpe_p ! 2—31 =P (117)
ST T T T \\p) e

Darin wird mit

I
Lepp = 7

der Effektivwert des iber der Zeit harmonisch verlaufenden Stromes bezeich-
net. Wiirde man einen Gleichstrom mit dem Wert /¢ durch den Widerstand
fliefsen lassen, wiirde dieser die gleiche Leistung P = Rl.;s an dem Wider-
stand erzeugen. Entsprechende Uberlegungen gelten fiir den Effektivwert der
Spannung

(118)

U
Uepf = —=. 119
"= (119)
Fazit: Der Effektivwert einer Grifle (Spannung oder Strom) ist der Wert,
der als Gleich-Grifie an das Bauelement angelegt, die selbe Wirkleistung P

wie der zugehorige zeitharmonische Verlauf erzeugt.

Formal kénnen basierend auf diesen Effektivwerten auch entsprechnde
Effektivwert-Phasoren definiert werden
U I
U — :’ ] = —
=eff \/§ =eff \/§
Diese fiihren in Rechnungen, mit Ausdriicken, die auf Leistungen basieren,
zu einfacherer Schreibweise, da der Faktor % bzw. /2 entfallt.

(120)
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9 Das Knotenpotenzial-Verfahren

Im Folgenden betrachten wir eine vereinfachte Herleitung des
Knotenpotenzial-Verfahrens. Betrachtung von grundlegenden Aspekten
zu Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowie zur Formalisierung des
Losungsverfahrens, die als Basis fiir weiterfithrende theoretische Betrachtun-
gen und die rechnergestiitzte Schaltungssimulation bendtigt werden, sind
Teil der weiterfithrenden Veranstaltungen FElektrische Netzwerke im vierten
Semester. Setzt man einige dort ermittelte Erkenntnisse voraus (z.B. die
Existenz einer eindeutigen Losung oder das Konzept eines Referenzkno-
tens), dann ldsst sich das Knotenpotenzial-Verfahren als Losung linearer
zeitinvarianter Netzwerkgleichungen in der nachfolgenden sehr kompakten
Form herleiten. Auch das Beriicksichtigen von gesteuerten Quellen ist darin
einfach moglich, wie in einem anschliefsenden Beispiel gezeigt wird.

Fiir die Anwendung des Kontenpotenzial-Verfahrens ist das zu behan-
delnde Netzwerk zunéchst so umzuwandeln, dass jeder Zweig des Netzwerks
entweder eine Admittanz oder eine ideale Stromquelle enthdlt. Man kann zei-
gen, dass sich jedes lineare Netzwerk unter Zuhilfenahme dquivalenter Umfor-
mungen (z.B. Aquivalenzumwandlung von Spannungs- in Stromquellen nach
Abb. 13) in dieser Form darstellen ldsst. Zudem wird ein beliebiger Knoten
des Netzwerks als Referenzknoten definiert. Er dient zur Definition der Poten-
ziale aller weiteren Knoten des Netzwerks, die zur systematischen Erfassung
von 1...n durchlaufend numeriert werden (d.h. das Netzwerk inklusive dem
Referenzknoten besitzt n 4+ 1 Knoten).

- /[ ™~ Referenz—
, knoten

Abb. 32: Ausschnitt aus einem beliebigen Netzwerk mit einer beliebigen Wahl
eines Referenzknotens.



Wir betrachten als Beispiel in Abb. 32 einen beliebigen Ausschnitt aus
einem derart umgeformten Netzwerk und bilden die Strombilanz (KCL) fiir
den Knoten k

=J

= U; -U)Y;+ U —-Up)Yy+ U, —Up)Y o + Ly + - (122)

Die Punkte in der Gleichung stehen fiir weitere Zweige mit Admittanzen
oder Stromquellen, die gegebenenfalls an den Knoten £ angeschlossen sind.
Sortieren der Terme dieser Gleichung fiihrt auf

(Yij + Y+ Y5, + .. -)JUk = YU = YU = Y3, Up — o= Lgmp + -

:zzkk, Koppeladmig{anzen mit = Zv[qk
Summe aller Admit- Potenzial des koppelnden Summe
tanzen am Knoten & Knotens der Quell-

strome in
Knoten £
(123)

Formuliert man diese Gleichung fiir simtliche n Knoten des Netzwerks, mit
Ausnahme des (n+1)-ten Referenzknotens'!, so ergeben sich n Gleichungen
mit n unbekannten Potenzialen der Knoten (Kmnotenpotenziale) des Netz-
werks, die sich in Form des nachfolgenden Gleichungssystems darstellen las-
sen

Xll _XIQ _X13 te _Xln Ql Z lql
_X21 XQQ _XQEB Tt _XQTL QQ Z qu
Yy Yy Yoo Y, Us [ =] X1Ls |. (129)
_an _KnZ _XnS ce Xnn Qn Z lqn

Darin stellt jede Zeile eine Strombilanzgleichung eines Knoten wie in G1. 123
dar.
Dieses Gleichungssystem kénnen wir auch kurz in der Form

Xn un = an (125)
schreiben. Der Index n deutet dabei an, dass es sich um ein auf Knoten-
(engl. node) Potenzialen basierendes Gleichungssystem handelt. Die Matrix
Y, wird als Knotenadmittanz-Matriz bezeichnet. Sie besitzt entsprechend
den Uberlegungen zu Gl. 123 auf der Hauptdiagonalen Eintrége Y, in Form

1Dje Begriindung hierzu wird in der Veranstaltung FElektrische Netzwerke gegeben.
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der Summe aller Admittanzen, die direkt mit dem jeweiligen Knoten k ver-
bunden sind. Die weiteren Eintrige —Y,; von Y, sind die Admittanzen der
jeweiligen Zweige, welche mit dem Knoten k verbunden sind. Sie werden mit
einem negativen Vorzeichen versehen, eingetragen. Ist keine Admittanz zwi-
schen den jeweiligen Knoten vorhanden, entspricht dies einer Admittanz von
Null und entsprechend wird in diesem Fall Y;; = 0 eingetragen.

Die Eintrége U, des Spannungsvektors U, sind die Knotenpotenziale des
Netzwerks, die sich auf den frei definierbaren Referenzknoten des Netzwerks
beziehen.

Der Quellen-Vektor L, beinhaltet die Eintrége aller idealen, unabhéngi-
gen Stromquellen des Netzwerkes (nach Umformung aller Netzwerk-Elemente
in Zweigadmittanzen und Stromquellen), an dem jeweiligen Knoten an-
geschlossen sind. Speist diese Quelle entsprechend der angenommenen
Zahlpfeil-Richtung einen Strom in den Knoten ein, so wird deren Beitrag
mit positivem Vorzeichen im Quellvektor eingetragen.

Beispiel zum Aufstellen des Gleichungssystems fiir das Knotenpotenzial-
Verfahren.

< ) > Referenz— 4®_R
| Knoten @ |

Abb. 33: Beispiel zum Aufstellen des Gleichungssystems fiir das Knotenpotenzial-
Verfahren. Links: Original Schaltung. Rechts: Schaltung bei der alle (hier nur eine)
Spannungsquellen in dquivalente Stromquellen umgewandelt sind. Die Elemente,
die in der Original Schaltung jeweils zwischen zwei Knoten k[ lagen, sind in einer
entsprechenden Admittanz Y, ; beriicksichtigt.

Zum Aufstellen des Knotenpotenzial-Gleichungssystems sind alle
Spannungs- in aquivalente Stromquellen umzuwandeln. Daher wird entspre-

chend den Uberlegungen zu Gl 21 aus der Spannungsquelle U , mit dem
Innenwiderstand R; die Stromquelle I, = % mit dem Innenwiderstand R,
der durch Y, berticksichtigt wird. Durch diese Umwandlung enthilt das

aquivalente Netzwerk in Abb. 33 rechts, wie gefordert, ausschlieflich Quellen
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in Form von Stromquellen. Fiir die Admittanzen darin gilt

Yo = 1/Ri =Gy, (126)
Y, = 1/(wl), (127)
Yy = ijg, (129)
Xgo = 1/R3 = (131)

Damit ergibt sich das Gleichungssystem in der Form
Yig+Y3+Y,, -Y,, —Y U, L
=Y Yo+ Yo+ Yy —Yo3 U, 0
Y3 Yo Y3+ Y93 + Yy Us L,
(132)

Beispiel zum Einbau von allgemeinen Zweitoren (z.B. zwei gekoppelte Induk-
twitdten) in die Knotenadmittanzmatriz.

Bei einem Zweitor héngt der Strom an einem Tor nicht nur von der Span-
nung an diesem sondern auch von der Spannung an dem anderen Tor ab. Ein
Beispiel dazu kennen wir bereits in Form der gekoppelten Induktivitdaten in
Gl. 88. Diese Matrix-Gleichung beinhaltet jedoch Impedanzen der Form jwL
wohingegen wir Admittanzen fiir den Einbau der entsprechenden Eintrdge
in die Knotenadmittanz-Matrix benotigen. Daher invertieren wir als ersten
Schritt dieses Gleichungssystem.

Ql . ijH :l:ju)M ll
(Qz) - <ijwM jooL )(12 ’ (133)
L\ ( jwLy +joM \ (U, (134
1, B tjwM  jwlay Uy, )’
(jw)2(L11L22 + M2) q:jWM jWLll QQ ’
jw(LHLQQ -+ M2) :FM Lll QQ ’

Y, Y, ) ( U, )
= ) 137
(v v2) (& 127)
Die letzte Zeile dieser Umformung stellt eine allgemeine lineare Beziehung

zwischen den Stromen und Spannung in zwei Zweigen in Admittanz-Form
dar. Damit konnen neben den hier als Beispiel betrachteten gekoppelten
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Induktivitdten generell beliebige lineare Strom/Spannungs-Abhéangigkeiten
zwischen zwei miteinander verkoppelten Zweigen bzw. Toren beriicksichtigt
werden. Einen solchen allgemeinen Fall zeigt Abb. 34. Darin sind die Zweige

Verkopplung

U
Uk Uk l Uj U m
, L
4 Referenzknoten

Abb. 34: Zur Definition der konstituierenden Gleichungen von zwei allgemein ge-
koppelten Zweigen mit den Spannungen und Stromen Uy, Iy, und Uy, I;, fir
den Einbau in die Knotenadmittanzmatrix.

(Tore) 1 und 2 in der allgemeinen Form nach Gl. 137 miteinander verkop-
pelt. Zweig 1 soll an den Knoten j und k, Zweig 2 an den Knoten [ und m
in der dargestellten Weise angeschlossen sein. Die entsprechenden konstitu-
ierenden Gleichungen der beiden verkoppelten Zweige lauten nach Gl. 137 in

Admittanz-Form
I. Y, Y U.
ik — 211 =12 =~ jk 138
() - (e () a3
Eine Matrix-Gleichung in dieser Admittanz-Form lafst sich einfach in die
Knotenadmittanz-Matrix des Gleichungssystems einbauen, wenn anstelle der
Zweigspannungen U ., U, die entsprechenden Knotenpotenziale verwendet

werden. Es ergeben sich damit aus Gl. 138 die beiden Gleichungen in ausge-
schriebener Form

ijk - XH(Q]' - Qk) + X12(Ql - Qm)7 (139)
1 = X?l(Qj - Qk) + X22(Qz - Qm)? (140)

m

und daraus entsprechend der Richtung der Zihlpfeile in Abb. 34 direkt die
einzelnen Beitrage fiir die Knoten j, k, [, m

Beitrag zu Knoten j: -1, = Y, U, +Y,,)U, —Y,,U, +Y;,U
Beitrag zu Knoten k: L, = Y U, Y, U, +Y,U —Y,,U,,
Beitrag zu Knoten 1.~ -1, = —Y,U; +Y,U, —Y,U, +Y,U
Beitrag zu Knoten m: I, = Yy, U, Y, U, +Y»U, —YyU

Diese Beitrage sind, wie in Gl. 122 fiir den Knoten k gezeigt, in den
Strombilanz-Gleichung der jeweiligen Knoten der beiden Zweige zusétzlich
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zu den Stromen der anderen an diese Knoten angeschlossenen Zweige zu
beriicksichtigen. Bei der Umformung dieser Gleichung in die Form zur Auf-
stellung der Knotenadmittanz-Matrix nach Gl. 123 tauchen diese Beitrége
mit —1 multipliziert auf der linken Seite der Bilanzgleichung auf (deren Stro-
me zeigen vom jeweiligen Knoten weg). Die daraus resultierenden Eintrége
der gekoppelten Zweige in Y, haben daher die folgende Gestalt

J k l m
J . Kn _Xll XlZ _X12 cee Qj
kK |... =Y Y -Y Y U
YnUn _ 411 411 412 112 Yk ) 141
—n-== [ Y, -Y, Yoo Yo ... U, (141)
m —Xgl Xgl _X22 Z22 ce Qm

Die jeweils vier Eintrige von Y, und Y,, darin konnen, wie in Abb. 35
gezeigt, so interpretiert werden, als ob in den Zweigen 1 und 2 die Admit-
tanzen Y, und Y,, liegen. Fiir die beiden Vierer-Blocke der Eintrage Y,

4 Referenzknoten

Abb. 35: Ubliche und alternative Darstellung zu Abb. 34 fiir gekoppelte Zweige
bzw. Tore in einem Netzwerk.

oberhalb und Y,; unterhalb der Hauptdiagonalen gibt es keine ebenso ein-
fache Entsprechung'?, die man mit einem Element in einem Zweig des Netz-
werks beriicksichtigen konnte. Man behilft sich daher bei der Darstellung der
durch diese Parameter ausgedriickten Verkopplung oft mit den in Abb. 35
dargestellten Pfeilen.

12Fine alternative Darstellung ergibt sich unter Zuhilfenahme spannungsgesteuerter
Stromquellen, welche die entsprechenden Beitrédge in der Strombilanz erzeugen.
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10 Losung des Knotenpotenzial-
Gleichungssystems und Uberlagerungssatz

Wir wollen das Knotenpotenzial-Gleichungssystem aus Gl. 125 hinsichtlich
der Knotenpotenziale im Vektor U,, unter der Mafgabe eines nicht verschwin-
denden Quellstromvektors (L, # [0]) 16sen'®. Dazu bietet sich generell die
formale Losung durch Inversion von Y, an

Y, U, =1 (142)

_qn’
U, = Y 'I (143)

—n —qn7
worin die Inverse von Y, und damit die Losung des Knotengleichungssys-
tems fiir den Fall existieren, dass Det(Y,) # 0 also Y, eine regulire Matrix
ist, die somit keine linear abhingigen Zeilen oder Spalten besitzt. Fiir grofse-
re Gleichungssystme ist die Matrix-Inversion eine sehr ineffiziente Form der
Berechnung. Insbesondere im numerischen Bereich, bei der Schaltungssimula-
tion werden daher bevorzugt Methoden der Matrix-Faktorisierung eingesetzt.

Unser Augenmerk hier richtet sich im Folgenden darauf, mehr iiber die
allgemeine Struktur der Losung dieses Gleichungssystems zu erfahren. Daher
schrecken wir auch nicht vor der ebenfalls nicht effizienten Determinanten-
Bildung zuriick und formulieren das Ergebnis mit Hilfe der Cramerschen
Regel, zu deren Anwendung wir Y, in der Ausgangsgleichung in einzelne
Spaltenvektoren unterteilen

Y| Yy Y, Yoo | Y | TU, T L,
Qj =
L B Q” - L lqn J
(144)

Die in Y, dargestellten senkrechten Striche separieren dabei die Spalten-
vektoren der Matrix. Entsprechend der Cramerschen Regel ergibt sich eine
beliebige Spannung U; des zu bestimmenden Spannungsvektors aus dem

13Im Fall eines Netzwerks ohne unabhiingige Quellen ist I,, = [0]. Dann existieren
Losungen wenn Y, linear abhéngige Zeilen oder Spalten besitzt, was identisch ist mit der
Forderung Det(Y,) = 0.
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Ausdruck
Y| Yy I

=ql

Xln—l Y

=1n

Det

U. = - : Lon : : 145
U= Det (Y, - (4)

Darin ist in der, zum gesuchten Knotenpotenzial gehorenden Spalte j, der
Admittanz-Vektor durch den Quellstrom-Vektor ausgetauscht worden. Die
Determinate des Zéhlers lasst sich daher z.B. auch nach den Eintragen dieses
Quellstromvektors entwickeln. Dies ist vorteilhaft, da dieser Vektor in der
Regel nur wenige, von Null verschiedene Eintréage besitzt. Mit der Adjunkten
erster Ordnung D;; = (—1)"Det(Y,, \ —1,]j)** lautet diese Entwicklung

Z:’Lzl Qz]lqz

U. = == 146
% = Da,) o
e B e B =" T 147
Der(Y,) 1 " Det(v,) 2 T Dery) fm M)
——— —— ———
Zjl ng Zjn
= Zjllql + Zj21q2 +... Z]nlqn . (148)
—— =
Ui Ujo Ujn

Eine Knotenspannung U; setzt sich demnach zusammen aus der Uberlage-
rung einzelner Teilspannungen Uy, Ujs ... U ,. Jede darin enthaltene Teil-
spannung U, ergibt sich aus der mit einer Wirkungsfunktion Z;; skalierten
Wirkung eines Quellstroms I ,. Je kleiner der Betrag einer Wirkungsfunktion
ist, umso geringer ist der Beitrag der damit skalierten Ursache zur Wirkung,
d.h. der betrachteten Knotenspannung.

Gleichung 148 liefert einen alternativen Ansatz zur Berechnung von Netz-
werken mit mehreren Quellen. Bereits ohne genaue Kenntnis des Netzwerks
lasst sich fiir ein Netzwerk mit n Quellen als erster Schritt formal direkt
Gl. 148 hinschreiben. In einem zweiten Schritt konnen die Wirkungsfunktio-
nen bestimmt werden. Dies kann in Interpretation von Gl. 148 derart gesche-
hen, dass alle bis auf eine Quelle zu Null gesetzt werden. Geschieht dies z.B.
fiir die i-te Quelle so lautet GI. 148

14Diese Kurzschreibweise soll bedeuten: Die Untermatrix von Y, die durch Streichen
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.
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U, =U; =21, fir Ij_gl=1...n\i (149)

=i T =i T Hjidai

und daraus umgestellt nach der Wirkungsfunktion

_ Y% . (150)

=qi o l=1..m\i

Der Vorteil dieser Berechnung liegt darin, dass in Netzwerken mit meh-
reren Quellen die Beitrdge getrennt voneinander bestimmt und betrachtet
werden konnen, was eine wesentliche Vereinfachung der Berechnung dar-
stellt (vgl. abschliefsendes Beispiel ). Das resultierende Ergebnis ergibt sich aus
der Uberlagerung (Addition) der einzelnen Beitriige. Daher stammt der Na-
me Uberlagerungssatz oder Superpositionsprinzip dieser Methode. Dies zeigt
auch, dass das Uberlagerungsprinzip nur bei den hier definierten linearen
Netzwerken anwendbar ist, da nur in diesem Fall die Wirkungsfunktionen
unabhiingig von den Amplituden der Ursachen sind und sich bei der Uberla-
gerung nicht dndern.

Wird zusétzlich zu dem Knotenpotenzial in Gl. 148 ein weiteres Konten-
potenzial ermittelt, so kann iiber die Differenz dieser beiden Potenziale eine
Spannung zwischen zwei beliebigen Knoten im Netzwerk bestimmt werden.
Uber die konstituierende Gleichung des Zweiges zwischen diesen Knoten kann
als Ergebnis auch der Strom in diesem Zweig bestimmt werden. Auch bei der
Wahl der Quellen sind wir nicht auf die, fiir das Knotenpotenzial-Verfahren
notwendigen, Stromquellen festgelegt, sondern kénnen diese auch mit der uns
bekannten Methode in Ersatzspannungsquellen umwandeln. Somit 1at sich
der Uberlagerungssatz allgemein formulieren:

Eine Wirkung in Form einer beliebigen Spannung oder eines beliebigen
Stroms in einem Netzwerk ergibt sich immer aus der mit der jeweiligen Wir-
kungsfunktion gewichteten Uberlagerung (lineare Superposition) aller unab-
hingigen Quellen im Netzwerk.

Damit 1aft sich fiir jedes Netzwerk mit einer Anzahl von g Quellen direkt
die allgemeine Beziehung angeben

EZE1Q1+E2Q2+...+Eng (151)

Darin sind @, ... Qq die unabhéngigen Spannungs- und Stromquellen
des Netzwerks, F';...F, die jeweiligen Wirkungsfunktionen und W die
Wirkung in Form einer beliebigen Spannung oder eines beliebigen Stroms im
Netzwerk. Als einzige Aufgabe bleibt dann noch die Berechung der einzelnen
Wirkungsfunktionen mit der zuvor beschriebenen Methode.
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Abb. 36: Fiir die links dargestellte Schaltung soll die Spannung U, mittels Uber-
lagerungssatz bestimmt werden. Mitte: Schaltung fiir den Fall U, = 0. Rechts:
Schaltung fiir den Fall I, = 0.

Dazu ein Beispiel. Nach Gl. 151 kénnen wir fiir die gesuchte Spannung
U, in der Schaltung in Abb. 36 links direkt angeben

mit Z, und £, als die zu bestimmenden Wirkungsfunktionen. Darin ergibt
sich der Beitrag Z, 1, unmittelbar aus Abb. 36, Mitte, im Fall U, = 0

R R

U
AN
=z I

Lx

I, =— (2,12, + Z;]| Z,)1,. (153)

T
U,=0

Auch der zweite Beitrag F',U,, lésst sich fiir I, = 0 direkt aus Abb. 36, rechts,
als Spannungsdifferenz der beiden Spannungsteilern aus Z,, Z, und Z,, Z,
ablesen

U,
Eygy = U_

Y

Z, z,
= — — . 154
Qy <Z1 +ZQ ZS _24)Qy ( 5 )

1,=0
Damit lautet das gesuchte Ergebnis

Zy 2y
Zy+ 4y, Zs—24,

v

(155)
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Tangente in t=0

t

Abb. 37: Einschalt-Vorgang an einem RC-Glied. Links: Definition der Einschalt-
Spannung, Mitte: zu berechnende Schaltung, rechts: Verlauf der Spannung am Kon-
densator.

11 Schaltvorgange in einfachen RC- und RL-
Netzwerken

Wir betrachten in Abb. 37 ein einfaches RC-Glied, das durch eine sich zu
Zeitpunkt t = 0 vom Wert Null auf den Wert U, sprungférmig &ndernde
Quelle ug(t) angesteuert wird. Als Randbedingung soll die Kapazitét bis zum
Zeitpunkt ¢ < 0 noch nicht geladen sein, d.h. uc(t < 0) = 0. Diese Art der
Ansteuerung entspricht einer Gleichspannungsquelle U , die iiber einen sich
zum Zeitpunkt ¢ = 0 schliefenden Schalter an das RC-Glied angelegt wird.
Das Netzwerk wird allgemein durch KVL und konstituierende Gleichungen
von R und C beschrieben, wobei als Variable eine sich stetig &ndernde Grofe
zu wahlen ist um die Existenz der Ableitungen in der sich nachfolgend erge-
benden Differenzialgleichung zu gewéhrleisten. In dem vorliegenden Beispiel
wird daher die Spannung an der Kapazitit gewihlt!®

Ri4+uc = wp(t), (156)
d
RC’%Jruc = wlt), (157)
d
T%MC = up(t), (158)

worin ¢, uc zeitabhédngig sind und die Zeitkonstante 7 := RC' definiert wurde.
Dies ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung, deren

15Physikalische Begriindung fiir diese Wahl vgl. Kapitel 3.0.5. Mathematische Begriin-

dung: mit € > 0 fiir ein Zeitintervall —e < t < €, um eine nicht stetige Stelle

(hier Sprung) bei ¢ = 0 ergibt sich aus der konstuierenden Gleichung der Kapazitit
O+e

lim & [075i(t)dt = limuc(0 + €) — uc(0 — €) — 0. Der Grenzwert Null, und damit die
e—0 € e—0

Stetigkeit von u.(t) in t = 0 ergibt sich, da fiir die linke Seite der Gleichung im Sinne eines
Riemann-Integrals gilt lir% 2¢4(t) — 0, fiir alle auch nicht stetigen Verléufe des Stroms i(t)
€E—

im betrachteten Intervall —e < ¢ < e solange i(t) endlich bleibt.
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allgemeine Losung sich aus dem homogenen (Anregung auf der rechten Seite
gleich Null) und dem partikuléren Teil zusammensetzt

UC = Uep + Uep. (159)

Der homogene Teil lasst sich formal durch die Methode der Separation
der Variablen 16sen

duCh
: = 0 160
T gt + uc.h , ( )
1
duch _ 1y (161)
UQh T
d 1
/ Yok _ ——/dt, (162)
UQh T
Inuc, = —+ec, (163)
T
ucy, = ae " (164)

Einfacher ist es gleich den Ansatz nach Gl. 164 zu wéhlen, der sich immer
als Losung fiir diesen Typ der Differenzielgleichung ergibt.

Fiir die partikuldre Losung eignet sich die Methode des Ansatz vom Typ
der rechten Seite. Bei einer Betrachtung fiir ¢ > 0 gilt ug(t > 0) = Uy = const.
und damit

uc, = U (165)

Dass dieser Ansatz die Differenzialgleichung identisch erfiillt 1afst sich leicht
durch Einsetzen in GIl. 158 iiberpriifen. Der Verlauf der Spannung an der
Kapazitdt nach dem Einschaltvorgang zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist damit

UC = Uep + Uy = ae YT + U,. (166)

Darin ist der konstante Faktor a noch unbestimmt. Setzt man in dem Er-
gebnis ¢ = 0 um die eingangs definierte Randbedingung uc(t = 0) = 0 zu
iiberpriifen ergibt sich unmittelbar a = —Uj, und die fertige Losung lautet

U, = Up(1 — e/™). (167)

Der Verlauf dieses Einschaltvorgangs ist in Abb. 37 rechts dargestellt.
Als Grofen zur Charakterisierung dieses Vorgangs werden die Steigung
duc/dt = Up/7 zum Zeitpunkt ¢ = 0 und der Endwert uc(t — o0) = U
verwendet.
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Eine entsprechende Vorgehensweise kann zur Losung aller Schaltvorgénge
in RC- und RL-Netzwerken eingesetzt werden, die durch eine lineare Diffe-
renzialgleichung erster Ordnung beschrieben werden. Auch andere Formen
der Anregung sind moglich, indem die partikuldre Losung entsprechend
modifiziert wird.

Beispiel: Einschalten einer zeitharmonischen Quelle.

Wir haben in Kapitel 5 den fiir die Anwendung der Phasoren-Rechnung
notwendigen Fall des stationédren Betriebs eines elektrischen Netzwerks dar-
iiber definiert, dass “ ...das Netzwerk seit hinreichend langer Zeit in dieser
Form angeregt wurde, so dass sich alle Vorginge im Netzwerk in identischer
Form periodisch mit der Frequenz f wiederholen. Der sogenannte Finschwing-
vorgang, bei dem sich Strome und Spannungen im Netzwerk von einem Zu-
stand vor Anlegen der Anregung in diesen sich gleichférmig wiederholenden
Zustand begeben ist auf Null abgeklungen, d.h. er ist nicht mehr in den
Stromen und Spannungen enthalten.”

Diesen Sachverhalt kénnen wir im Rahmen dieses Kapitels anhand eines
Beispiels betrachten. Dazu schalten wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 anstelle des
in Abb. 37 links dargestellten Sprungs von ug(t) auf eine Gleichspannung
Uy nun eine sinusformige Quelle ein. Dies laft sich mathematisch durch die
Multiplikation der zuvor verwendeten Sprungfunktion ug(¢) mit einem sinus-
formigen Verlauf beschreiben. Damit ergibt sich anstelle von Gl. 158 eine in
der rechten Seite modifizierte Differenzialgleichung

d
T%HLC = w(t)sinwt, Vi, (168)
d
T%—i—uc = Upsinwt, t >0, (169)

an deren Losung wir fiir ¢ > 0 interessiert sind. Der Ansatz der homogenen
Losung ist aufgrund identischer homogener Differenzialgleichungen identisch
mit Gl. 164

ucy = ae”T, (170)

Fiir die partikuldre Losung eignet sich wieder der Ansatz vom Typ der rechten
Seite, der im Allgemeinen bei Polynomen und zeitharmonischen Funktionen
zur Losung fiihrt

ucy, = Asin(wt + ). (171)

Darin sind mit A und ¢ Variablen zur Anpassung der Amplitude und Phase
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an die Losung eingefiihrt worden. Einsetzen in 169 liefert

TwA cos(wt + @) + Asin(wt + p) = Upsinwt, (172)
R{TwASTOY L RI—jASCHIY = R U}, (173)
R{TwAeI W) _ jAIWHO) el = 0, Vit (174)
TwAe? — jAe? + jU, = 0, (175)

& getrennt fiir R: 7wA cosp + Asing = 0, (176)
und 80 TwA sinp — Acosp = —U, (177)

aus den vorangegangenen beiden Gleichungen ergeben sich die beiden zu
bestimmenden Parameter des partikuldren Ansatzes

¢ = —arctan(wT), (178)
Uy
A = 1
(14 w?r2)cos ¢’ (179)
4 - U (180)

VIt w2

Darin wurde fiir den letzten Schritt G1. 176 und die Identitét sin® ¢ +cos? ¢ =
1 verwendet.
Die aus homogener und partikuldrer Losung zusammengesetzte Losung
lautet damit
uc(t) = ae™/7 4+ Asin(wt + ). (181)
Fiir die Randbedingung uc(t = 0%) = 0 ergibt sich nach Einsetzen von A
und ¢ die Forderung

uc(t=0") :a—i-Lsingo:O (182)

T
und daraus durch Umstellen

Uo .
a = —W S . (183)

Die Losung der Differenzialgleichung lautet somit

uc(t) = _Y% (sin(wt + ¢) —sing e’t/T) : (184)

(V14 w?r?

Der zweite Term in der Klammer beschreibt offensichtlich den eingangs zi-
tierten Einschwingvorgang, der nach hinreichend langer Zeit abgeklungen ist,
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Abb. 38: Verlauf der Spannung uc(t) an der Kapazitit in Abb. 37 nach Einschalten
der Sinus-Quelle zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir den Fall wr = 10.

so dass sich im Grenzfall t — oco ein rein zeitharmonischer, sich mit der Fre-
quenz w periodisch wiederholender Vorgang ergibt (stationdrer Zustand), der
auch als eingeschwungener Zustand‘ bezeichnet wird

Uo

uc(t = 0) = ————
ol ) (V14 w?r?

sin(wt + ). (185)

In der realen Anwendung kann ein eingeschwungener Zustand bereits dann
als ndherungsweise gegeben angenommen werden, wenn das Argument der
e-Funktion in Gl. 184 hinreichend klein ist. Die Defnition fiir hinreichend
trifft der Anwender anhand der gewiinschten Genauigkeit der Naherung. Ein
Beispiel in Abb. 38 zeigt, dass fiir die Annahme eines eingeschwungenen
Zustandes t > 3...57 in den meisten Féllen ausreichen wird.

Um die Konsistenz des eingeschwungenen Ergebnisses nach Gl. 185 mit
der Phasor-Rechnung zu zeigen, berechnnen wir u¢(t) iiber Phasor-Rechnung
fiir den Fall sinusformiger, stationdrer Anregung, also fiir

uo(t) = %{Qoejm} = %{—onej“t}.
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Fiir den Phasor von uc(t) ergibt sich damit

1
Yo =—biiome = Vijer T HC (186)
der zeitabhéngig formuliert
uc(t) = R{U™'Y, (187)
1 )

= —q Jwt 1
R{=jlo7 it } (188)
= R{—jU eI Wite)y = —arctan(w7), (189
(=il — 5w (wr),  (189)

Uo .

= ———sin(wt + ), (190)

Vit

lautet. Dieser Ausdruck ist identisch mit Gl. 185 und zeigt somit die Kon-
sistenz der Phasor-Rechnung mit der Berechnung des eingeschwungenen Zu-
standes iiber die Losung der zugehorigen Differenzialgleichung.

12 Schaltvorgange in einfachen RLC-
Netzwerken

Zur Berechnung von Schaltvorgéngen in einfachen RLC-Netzwerken kann
prinzipiell die gleiche Vorgehensweise wie zuvor bei RC- und RL-Netzwerken
angewendet werden. Dabei wird direkt der allgemeine Ansatz ae* fiir die
zu bestimmende, zweimal stetig zu differenzierende Grofe gewahlt. Es ergibt
sich durch Einsetzen in die Differenzialgeichung eine charakteristische Glei-
chung in Form eines Polynoms zweiter Ordnung deren Losungen (A, A2) als
Eigenwerte bezeichnet werden. Diese konnen je nach Dimensionierung des
Netzwerks unterschiedlich und reell, identisch und reell oder unterschiedlich
und komplex ausfallen. Daraus ergeben sich asymptotische sowie auch harmo-
nisch oszillatorische Ergebnisse, die denen des Feder-Pendels in der Mechanik
entsprechen.
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