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1

1.1

1.

1.2

Festkorperphysik fiir Elektroniker

Grundlagen des Atomaufbaus

Das Atom in der klassischen Teilchenvorstellung besteht aus einem
Atomkern und einer um den Kern liegenden Elektronenhiille. Atome
liegen in der Groflenordnung von einem bis zwei Angstrom (A) =
0,1nm ... 0,2nm.

Der Kern besteht aus einer Anzahl Z Protonen und in etwa genauso viel
Neutronen. Die Anzahl Z heiflit Ordnungszahl und ist charakteristisch
fiir ein Element. Die verschiedenen Arten eines Elements mit unter-
schiedlicher Anzahl von Neutronen heiflen Isotope. Der Kern besitzt

nur ca. Ttoo der Atomgroéfle und liegt in der Gréflenordnung 10~6 nm.

Die Hiille eines nicht ionisierten, elektrisch neutralen Atoms besteht
aus Elektronen, die den Kern auf bestimmten ausgezeichneten Bahnen
(Orbitalen) umlaufen. Die Grofe eines Elektrons liegt in der Groflen-
ordnung des Atomkerns ~ 5,6 - 107 nm. Daher wird die Groéfie eines
Atoms in guter Naherung nur durch die Grée der Elektronenhiille be-
stimmt.

Die Masse der Protonen und Neutronen im Atomkern ist sehr viel
grofer als die der Elektronen (m. = 9,1 - 1073! kg). Daher bestimmt
der Atomkern im wesentlichen die Masse des Atoms.

Die Ladung jedes Protons im Kern betrigt +e = 1,6- 107! C. Neutro-
nen sind elektrisch neutral. Ein Elektron tragt die Ladung —e. Daher ist
ein nicht ionisiertes Atom von aufien gesehen (makroskopisch) neutral.

Atommodelle

1.2.1 Planetenmodell

Das klassische Rutherfordsche Atommodell, bei dem die Elektronen den
Kern auf Kreis- oder Ellipsenbahnen umlaufen, wie die Planeten die Sonne,

dient heute (nur) noch als Hilfe bei der Vorstellung des Atomaufbaus.
Physikalisch ist dieses Modell nicht haltbar. Die Elektronen erfahren auf
ihren Kreisbahnen eine Beschleunigung. Die Ladung der Elektronen, die

diese Beschleunigung erfahrt, miisste demnach eine elektromagnetische
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Welle abstrahlen, deren Energie jedoch dem System verloren geht. Aufgrund
der geringeren Energie miisste dann aber ein Elektron auf einer Kreisbahn
mit niedrigem Radius fliegen, was letztendlich dazu fiihrt, dass das Elektron
in den Kern stiirzt.

1.2.2 Bohrsches Modell

Abhilfe gegen diese planetarische Katastrophe liefert das von Niels Bohr 1913
postulierte Axiom, wonach es nur noch bestimmte stabile Bahnen der Elek-
tronen um den Kern gibt, auf denen ein Elektron keine Energie verliert. Die
Gesamtenergie eines solchen stabilen Zustandes ist konstant und besteht aus
kinetischer und potentieller Energie. Der Unterschied zwischen den Energi-
en der Bahnen ist aufgrund der einzelnen erlaubten Bahnen fiir die stabilen
Zusténde quantisiert. Die Energieaufnahme oder -abgabe erfolgt demnach
in quantisierten Mengen, in sogenannten Quanten. Zum Wechsel von einem
Energieniveau auf ein anderes muss Energie z. B. in Form von Licht (Photo-
nen) aufgenommen oder abgegeben werden. Bohr postulierte stabile Bahnen
auf Basis einer Quantelung des Drehimpulses m - v - r eines Elektrons der
Masse m, das sich mit der Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit dem
Radius r um den Kern befindet. Danach darf der Drehimpuls nur ganzzahlige
Vielfache von h = % (h = Plancksches Wirkungsquantum = 6,626 - 10734 Js
betragen:

m-v-r=n-h . (1.1)

Mit dieser Quantelung des Drehimpulses lassen sich quantisierte Ener-
giezustinde berechnen, die bei Anwendung auf das Wasserstoffatom zu
einer Ubereinstimmung der Ergebnisse von Modell und Experiment fiir
das Absorptions- und Emissionsspektrum (Balmer-Serie) fithren. Bei An-
wendung auf komplexere Atome mit mehr als einem Elektron liefert das
Bohrsche Atommodell falsche Ergebnisse.

1.2.3 De Broglies-(Wellen-)Modell

Die Losung, die zugleich unserer heutigen Modellvorstellung entspricht, be-
ruht auf der 1924 von de Broglie eingefiihrten Welleneigenschaft von beweg-
ten Teilchen.
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Ein Photon (Lichtquant) mit der Frequenz f hat als bewegtes Teilchen den
Impuls
h-f h

p=— X mit A\f =c¢ . (1.2)

Die Wellenldnge des Photons ist demnach

A P (1.3)
De Broglies Welleneigenschaft von bewegten Teilchen postuliert, dass diese
Beziehung sowohl fiir Photonen als auch fiir alle anderen Teilchen gilt. D. h.
jedes Teilchen kann auch als Welle mit einer Wellenlédnge A aufgefafit werden.
Der Impuls eines Teilchens der Masse m und Geschwindigkeit v ist p = mu.
Die de Broglie-Wellenléinge dieses Teilchens betrdgt dann

h

m-v

A:

(1.4)

Die kinetische Energie eines Teilchens der Ruhemasse mg betréagt

1
Whin = §m0v2 :

Die Geschwindigkeit v des Teilchens ist nicht identisch mit der Phasenge-
schwindigkeit v, = f - A der Welle (y = A - cos 27 f(t — %)) Dies sieht man,
wenn man die quantentheoretische Darstellung der Energie

W=h-f (1.5)
mit der relativistischen Gesamtenergie eines Teilchens
W =m-c®=moc® + Win (1.6)
gleichsetzt und nach der Frequenz umstellt

mc?

f=" (1.7)

Die Phasengeschwindigkeit der de Broglie-Welle ist daher mit Gl. (1.4)

me®  h c?

Voh=f A= — — = —. (1.8)

h mv v
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Da die Geschwindigkeit des Teilchens immer kleiner als die Lichtgeschwin-
digkeit ist, ist die Phasengeschwindigkeit der de Broglie Wellenlénge im-
mer grofler als die Lichtgeschwindigkeit. Dies klingt zunéchst spektakulér,
ist aber bei genauerer Betrachtung ein Resultat der gewéhlten mathemati-
schen Beschreibung. Die physikalische, die Geschwindigkeit eines Teilchens im
Raum beschreibende Gréfle der Gruppengeschwindigkeit, liegt immer unter
der Lichtgeschwindigkeit und entspricht daher den Vorhersagen der Relati-
vitétstheorie.

Je grofler die Masse des Teilchens, umso kleiner ist die Wellenlange seiner de
Broglie-Welle. Zu beachten ist, dass m die relativistische Masse

m=——— (1.9)

bezeichnet (my ist die Ruhemasse).

1.2.4 Anwendung auf das Bohr-Modell des Wasserstoffatoms
Abb. 1.1 zeigt ein Bahnmodell des Wasserstoffatoms.

\' /Elektron
F O-e

Proton

Abb. 1.1: Kriftegleichgewicht zwischen Zentripetalkraft F; und
Anziehungskraft F, aufgrund der Ladungen +e.

Auf einer stabilen Bahn gilt

mv? e?
Z r 4rregr? ( )
Daraus bestimmt sich die Geschwindigkeit des Elektrons zu
N (1.11)

vAaAmTegmr
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Einsetzen in Gl. (1.4) ergibt die de Broglie-Wellenlénge

- ﬁ dmeqr '
e m

(1.12)

De Broglies Postulat fiir einen stabilen Orbit des Elektrons beruht auf der
Welleneigenschaft des Teilchens. Danach muss das Elektron auf sog. stabilen
Kreisbahnen mit Radien r, laufen, fiir deren Umfang gilt:

27, = nA . (1.13)

Darin ist n = 1,2,3,... die Hauptquantenzahl des Orbits. Die Einhal-
tung von Gl. (1.13) gewahrleistet, dass die Wellenfunktion (Schwingung) des

Elektrons fiir jeden Umlauf gleichphasig (konstruktiv) tiberlagern. Die orts-
abhédngige Amplitude der Wellenfunktion ist in diesem Fall zeitunabhéngig
und man spricht von einer stehenden Welle. In allen anderen Fallen kommt
es zu einer Ausloschung der Wellenfunktion aufgrund der Uberlagerung mit
beliebigen Phasenlagen. Abb. 1.2 zeigt Beispiele fiir Wellenfunktionen auf
stabilen Kreisbahnen mit n = 1, 2 und 3.

Abb. 1.2: Gedankenmodell fiir die konstruktive Uberlagerung der
Wellenfunktion nach der Bedingung in Gl. (1.13). Beachten: Die
Abbildungen fiir n = 1,2, 4 sind in unterschiedlichen Maflstdben.

Mit den nach GIl. (1.13) erforderlichen Wellenldngen ergeben sich aus
Gl. (1.12) die Radien des Bohrschen Atommodells
n2h260

= —1,2,3,... . 1.14
" Tme? " ( )

Der innerste Radius des Wasserstoffatoms (Bohrradius) ldsst sich damit zu
r1 = 5,3 -1072 nm berechnen.

!Die gleichen Radien kénnten auch unter Verwendung des Bohrschen Postulats fiir den
Bahndrehimpuls gewonnen werden.
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Die Energie W,, des Elektrons im Wasserstoffatom in Abhéngigkeit des Bahn-

radius ergibt sich als Summe seiner kinetischen Energie
1
(1.15)

Wkin = §mv2
und seiner potentiellen Energie im elektrostatischen Potential seines Atom-

kerns mit der Ladung eines Protons (vgl. Ubung)
2
‘ (1.16)

Amegr

Wpot =
Abb. 1.3 zeigt den Verlauf der potentiellen Energie in Abhéngigkeit vom

Abstand r vom Kern.

A Woot

| I
1 1
| 1

O
~Proton

Abb. 1.3: Potentielle Energie W), eines Elektrons auf einer Kugelfliche mit
dem Abstand r vom Atomkern.

Die potentielle Energie bildet demnach einen Potentialtopf, in dem sich das
Elektron befindet. Die Gesamtenergie des Elektrons ist

W = Wigy + Wy = Syt = (1.17)
T T kin pot = MV Amegr '

Einsetzen der Geschwindigkeit aus Gl. (1.11) liefert allgemein

1 2 2 2
“m ¢ S —— (1.18)
2 VAamegmr dmegr  8megr

W:
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Fiir Radien r, nach Gl. (1.14), deren Umfang ein ganzzahliges Vielfaches der
de Broglie-Wellenlédnge entspricht, ergeben sich die quantisierten Energien

—e? —me* 1 W
W, = = == 1.19
8meor,  8€th? n?  n? (1.19)
n=1,2,3,... wird als Quantenzahl bezeichnet. WW; ist die Grundenergie im

nicht angeregten Zustand. Abb. 1.4 zeigt die Energiezusténde grafisch.

T T freies
AW

Elektron
nN=wo=710
n=4—r+
—a WM
n=3 Ws=73 angeregte
—o 1| W Zustande
n=2 W, =11

Abb. 1.4: Quantisierte Energien des Wasserstoff-Elektrons.

Fiir n — oo geht die Energie des Elektrons gegen Null und es ist nicht mehr
an den Kern gebunden. Man spricht von einem freien Elektron. In diesem
Fall ist das Wasserstoffatom ionisiert. Die Energie, die dem Wasserstoffatom
zugefiihrt werden muss, um das Elektron aus dem Grundzustand in den freien

Zustand zu bekommen, ist —W/;.

1.3 Wellenmodell des Atoms — Schrodingergleichung

Schwierigkeiten bei der Vorstellung der Materiewelle von de Broglie bereitet
die Vorstellung, was (welcher Gegenstand / Objekt) genau die Wellenbewe-
gung (oder Schwingung) ausfithrt. In der von begreifbaren Gegenstédnden
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gepriagten menschlichen Vorstellung ist man geneigt, sich das Elektron als
Teilchen auf einer gewellten Kreisbahn (vgl. Abb. 1.2) vorzustellen. Diese
Vorstellung ist aber falsch. Vielmehr miissen wir in der Wellenvorstellung
dem Elektron seinen Teilchencharakter nehmen und es in seiner Gesamtheit
als Welle betrachten. (Stellen Sie sich z.B. Licht oder allgemein ein elek-
tromagnetisches Feld Threr Handy-Antenne vor.) Wenn wir Elektronen in
einem Orbit um den Kern betrachten, handelt es sich um stehende Wellen
mit der de Broglie-Wellenldnge. Fiir freie Elektronen ergeben sich Wellen,
die anderen Randbedingungen geniigen.

Schrodinger formuliert 1926 eine (die!) bedeutende Wellengleichung, die
allen Teilchen Welleneigenschaften zuschreibt und damit die moderne Quan-

tenmechanik begriindet. Er definiert hierzu eine komplexe Wellenfunktion
(7)), die die Welleneigenschaft eines (oder mehrerer) Teilchen? beschreibt.
(7) ist eine abstrakte mathematische Grofle, beinhaltet jedoch alle physi-
kalischen und damit anschaulichen und (be-)greifbaren Eigenschaften des
beschriebenen Systems. Durch mathematische Operationen koénnen diese
aus ihr gewonnen werden.

Die Schrodingergleichung in ihrer allgemeinen zeitabhédngigen Form
ist eine der fundamentalsten Gleichungen der Physik. Sie enthéilt die
Newtonschen Grundgleichungen und iiber die Dirac-Erweiterung auch die
Maxwellschen Gleichungen und die spezielle Relativitdtstheorie. Sie kann
nicht aus bisher bekannten physikalischen Prinzipien hergeleitet werden,
sondern stellt selbst ein auf Experimente gestiitztes physikalisches Axiom
dar. Aufgrund ihrer Méchtigkeit sind Losungen der Schrodingergleichung in
der Regel sehr umfangreich.

Wir begniigen uns im Rahmen dieser Vorlesung mit Losungen zu sehr
einfachen Modellen, die jedoch zum Verstdndnis von Ursachen und deren
Wirkungen sowie von Methoden zu deren Beschreibung geniigen. Wir be-
trachten stationére Systeme, in denen sich also iiber der Zeit nichts &dndert.
In diesen Systemen existieren nur stehende Wellen und es gilt die vereinfachte

2Hinsichtlich der Teilchengréfe gibt es keine Einschrénkung. Theoretisch kénnten auch
Murmeln oder Fuflbille als Welle beschrieben werden.
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zeitunabhéngige Schrodingergleichung

;—:Aw(ﬁ + (Wpot(T) = W) (7)) = 0. (1.20)

Darin ist m die Masse des betrachteten Teilchens, W, () die potentielle
Energie des betrachteten Systems am Ort 7 und h = % Die Gesamtenergie
W des Systems (in der Regel kinetische plus potentielle Energie) ist wegen
des Energieerhaltungssatzes eine feste Zahl und héngt nicht von einer Ortsko-
ordinate ab. Der auf ¢ (7) angewendete Operator A ist der Laplace-Operator,
der in kartesischen Koordinaten

AU = Ao 2) = (g + s + 5z ) Vo) (120

lautet. Fiir einfache eindimensionale Betrachtungen wird nur eine Abhéangig-
keit von ¥ (7) in eine Richtung angenommen. Fiir ¢(7) = ¢ (x) vereinfacht
sich GL. (1.21) zu

82
A(z) = 5 5¥(x) (1.22)
und die eindimensionale Schrodingergleichung bekommt die Gestalt:
—h2 82
%@ (fﬂ) + (Wp0t<.’ﬂ) — W) w<£L’) =0. (123)

Eine wichtige Eigenschaft der Schrodingergleichung ist ihre Linearitét:
wenn 11 und 1, Losungen der Schrodingergleichung sind, dann ist auch a; +
b, eine Losung. Zu beachten ist dabei, dass a und b so gewéhlt sein miissen,
dass die spéter diskutierte Normierungsbedingung nach Gl. (1.36) erfiillt sein
muss.

1.4 Wellenfunktionen

Die Orts- und Zeitabhéngigkeit einer in einer Dimension (hier in z-Richtung)
fortschreitenden harmonischen Schwingung (z. B. einer Saite) lésst sich durch
die Wellenfunktion

W(x,t) = Acos2rf <t . 1) (1.24)

Vp
beschreiben. Darin ist A die Amplitude der Welle, f die Frequenz und v,, die
Phasengeschwindigkeit. Wenn wir mit v, die Geschwindigkeit der de Broglie-
Welle mit der Wellenléinge A = 2= (vgl. Gl. (1.4)) bezeichnen, gilt

v, = fA, (1.25)
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d.h. die Welle hat eine Orts-Periode von x = .
Gl. (1.24) kann mit der Definition der Kreisfrequenz w = 27 f geschrieben

werden:
P(x,t) = Acos (wt — kx) . (1.26)
Darin ist mit " 5
ho= 2 =T (1.27)
Vp A

die Wellenzahl der in z-Richtung fortschreitenden Welle definiert worden.
In drei Dimensionen wird k& zum Wellenvektor

k= &k = k@, + ky8, + k.. (1.28)
und die Ortskoordinate = geht iiber in einen Raumvektor
T = 1€, + ye, + 2€ . (1.29)
Aus der Wellengleichung (1.26) wird dann
W(r,t) = Acos <wt — EF) : (1.30)

Gl. (1.30) beschreibt eine in Richtung k fortschreitende ebene Welle. D. h. auf
Ebenen senkrecht zu & ist die Amplitude fiir t=const. konstant. Abb. 1.5 zeigt
einen Ausschnitt dieser in Raum und Zeit fortschreitende Wellenfunktion.

W) b W(F)h

A\r=0 /\ A\ t=0/_\
\/ E \/ L
f
-

Abb. 1.5: Links: Wellenfunktion an einem festen Ort (r = 0) in
Abhéngigkeit von der Zeit. Rechts: Wellenfunktion zu einem Zeitpunkt bei

= ékl‘

Bewegung in Richtung 7= €r.

In Gl (1.30) wurde willkiirlich eine cos-Schwingung verwendet. Um einen
allgemeinen Ansatz der Wellenfunktion als Losung der Schrodingergleichung
zu erhalten, ist es sinnvoll, der cos-Schwingung noch eine sin-Schwingung zu
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iiberlagern. Man bedient sich bei der Uberlagerung vorteilhaft der komplexen
Zahlen und versieht (willkiirlich) den sin-Term mit dem imaginéren Vorfaktor
j. Dadurch ergibt sich die Mdéglichkeit, beide Schwingungen elegant in der
Euler-Schreibweise nach Gl. (1.32) zusammenzufassen:

(7, t) = Acos (wt - EF) + jAsin (wt — EF) : (1.31)
W(F 1) = Aed@F (1.32)

Im zeitunabhéngigen Fall t=const.=0 geht Gl. (1.32) iiber in
bk, 7) = AelF (1.33)

Aus Linearkombinationen von Gl. (1.33) gehen wieder die zuvor verwandten
sin- und cos-Schwingungen hervor.

Beispiel/Ubung:

Ermitteln Sie zur Ubung die resultierende Funktion aus der Uberlagerung
von gD(E,F) + w(—/;, 7) und w(l::, ) — w(—E, 7) entsprechend GI. (1.33)
unter Zuhilfenahme der Eulerschreibweise a(cos ¢ + j sin @) = ae’?.

Wichtig: Fiir Elektrotechniker ist das Arbeiten mit Phasoren zur Vereinfa-
chung von Berechnungen selbstversténdlich geworden. Bei der Verwendung
von Phasoren wie z. B.

U = I(R+ juC)

wird definitionsgeméf der Ubergang zur reellen Zeitfunktion durch Realteil-
bildung vollzogen:
u(t) = Re {|U]e?? e/}

u(t) = Re {MHR + jwC|edlprtarctan 4 ej“’t}

Diese Vorgehensweise ist fiir die komplexe Wellenfunktion nicht richtig! Sie
ist tatsédchlich eine komplexe Funktion. Die komplexe Schreibweise dient
hier nicht zur Vereinfachung von Berechnungen.
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1.5 Physikalische Interpretation der Wellenfunktion

Da die Wellenfunktion letztendlich Losungen zu realen, von uns mess- und
erfahrbaren Problemen enthélt, ist eine physikalische Interpretation der
Wellenfunktion notwendig. Wir erwarten von dieser Interpretation, dass sie
fiir uns reellwertige und damit in Form von Messergebnissen (Experimenten)
begreifbare Ergebnisse liefert.

Die Quantentheorie postuliert, dass das Betragsquadrat |¢(7)[* der Wel-
lenfunktion ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen an dem Ort
7 anzutreffen. Die Wahrscheinlichkeit f(7), dass das Teilchen in einem Volu-
menelement dx dy dz an der Stelle ¥ = (x,y, z)" angetroffen wird, ist

F(7) = [ da dy dz = [ PdV . (134)

Damit stellt das Betragsquadrat der Wellenfunktion

f()

o (1.35)

[ = vy =

eine Wahrscheinlichkeitsdichte dar.
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo in einem beliebig grofien Vo-
lumen zu finden, ist 100%. Daraus ergibt sich die Normierungsbedingung

[c o lNe o BNe 9]

///|1/)]2d:pdydz:1. (1.36)

-0 —o0 —0o0

1.6 Die Schrodingergleichung und das Wasserstoff-
atom.

Das Wasserstoffatom ist das am einfachsten aufgebaute Atom. Hier bewegt
sich nur ein Elektron im Potential des Atomkerns. Trotz seines einfachen Auf-
baus ist die Losung der Schrodingergleichung wegen der dreidimensionalen
Struktur bereits aufwendig. Die einzige Grofle, die zur Losung bekannt sein
muss, ist die potentielle Energie des Atomrumpfes, in der sich das Elektron
bewegt. Wir haben sie bereits in Gl. (1.16) angegeben. Sie betrigt

Wpot — (116)

dmegr
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Die Gesamtenergie des Atoms sowie die Wellenfunktionen ergeben sich als
Losung der Schrodingergleichung. Diese wird zur Losung in Kugelkoordina-
ten nach Abb. 1.6 dargestellt, da aufgrund des kugelsymmetrischen Potentials
(Wpet = const. auf Kugelschalen um den Kern) ebenfalls Losungen mit Ku-
gelsymmetrie zu erwarten sind.

z

Abb. 1.6: Zusammenhang zwischen Kugelkoordinaten (r, ¢, 6) und
kartesischen Koordinaten (z, y, z).

Die zu lésende Schrodingergleichung in Kugelkoordianten mit ¢ = ¥(r, ¢, 0)
lautet mit der potentiellen Energie nach Gl. (1.16)

n? e?
—A w =0 1.37
2m v (47r€0r * ) v ’ (1.37)

wobei der auf ¢(7) angewendete Laplaceoperator in Kugelkoordinaten

10 o 1 0 /(. oy 1 0%
AY(F) = == | == _— 0— —_— 1.38
vir) r2or (T or ) * r2sin € 00 (Sm 00 ) * 72 sin? § D2 (1.38)
einzusetzen ist.
Die Losung von Gl. (1.37) ist bekannt und erfolgt, dhnlich wie die Losung

der aus der Elektrostatik bekannten Laplacegleichung, iiber die Separation
der Variablen mit Hilfe des Produktansatzes

W(r, ¢,0) = R(r) ¢(¢) ¥(0) - (1.39)

Nach etwas Rechnung ergeben sich die drei entkoppelten Differentialgleichun-
gen:
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Fiir (¢) p
2
dge tmi e =0 (1.40)
Fiir 9(0)
1L d (. dJ m?

Fir R(r)

1 d ([ ,dR 2m [ e? I(1+1)

r2dr \' dr A - =0. 1.42

r2dr <T dr)+(h2 (47T€07“+W) 2 R=0 ( )

Die Losungsfunktionen fiir die Differenzialgleichung in ¢(¢) sind bekannt:
o(¢) = AeZ™? (1.43)

Aus der Bedingung der stehenden Welle geht hervor, dass ¢(¢) nach jedem
Umlauf ¢ + 27 den gleichen Wert haben muss. Es muss also gelten

Apdmid _ ppimu(et2m) (1.44)

Hieraus folgt, dass m; = 0,+1,£2,... sein muss. m; wird magnetische
Quantenzahl genannt.

Die Differenzialgleichung fiir J(f) hat Losungen, vorausgesetzt [ ist eine
ganze Zahl, die grofer gleich |my| ist (ohne Beweis). Daraus folgt m; =
0,£1,£2,... £ [. Die Konstante [ wird Nebenquantenzahl genannt. Haufig
werden anstelle der Zahlen Buchstaben verwandt. Es gelten die Definitionen

s fiir [ =0,
pfirl =1,
d fiir [ = 2 und
f fir [ = 3.

Die Losung von R(r) fiir den radialen Anteil erfordert als Nebenbedingung,
dass die Gesamtenergie positiv ist oder einen der negativen Werte W,, an-
nimmt, die bereits anhand des Bohrschen Atommodells in Gl. (1.19) ermittelt

wurden: A
—me* 1
8e3h? n?’

W, = n=1,23,.... (1.45)
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Hierbei darf n nur gleich oder grofler [ + 1 sein. Die Konstante n wird als
Hauptquantenzahl bezeichnet. Fiir die Quantenzahlen ergeben sich daher

die bekannten Bedingungen:

Hauptquantenzahl n =1,2,3, .. .,
Nebenquantenzahl [ = 0(s), 1(p), 2(d), ..., (n — 1),
Magnetische Quantenzahl m =0, +1, £2, ... £

In Analogie zur gebréauchlichen Schreibweise ist der Index [ bei my
weggelassen worden, da es hier nicht zur Konfusion mit der Elektronenmasse
kommen kann.

Hinzu kommt noch die vierte bekannte Quantenzahl, die

Spinquantenzahl s = +1, —1,

die unabhéngig von allen anderen Quantenzahlen ist. Sie kann zwei verschie-

dene Werte +%, —% (spin-up, spin-down) annehmen. Sie ergibt sich nicht
aus der Losung der Schrodingergleichung, sondern muss iiber die erweiterte
Form der Diracgleichung ermittelt werden.

Zu jedem Satz von Quantenzahlen ergeben sich Losungen

¢<F) = ¢n,l,m75(7?) (1-46)
mit einer zugehorigen Energie

W =W - (1.47)

Beispiel: Fiir n = 1, [ = 0, m = 0 ergeben sich (ohne Beweis) die Losun-
gen

p(¢) =212,

9(0) =272,

R(r) =2a, %e_ﬁ mit 71 als kleinstem Radius des Bohrschen Atommo-
dells nach Gl. (1.14).

Einsetzen in Gl. (1.42) (zur Ubung) liefert W, nach Gl. (1.45).

Die Energie zu einem bestimmten Satz Quantenzahlen kann, muss sich aber
nicht von der Energie eines anderen Satzes Quantenzahlen unterscheiden.
Sie wird nach Gl. (1.45) nur durch die Hauptquantenzahl n bestimmt. Sind
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die Gesamtenergien fiir verschiedene Sdtze von Quantenzahlen gleich, so
spricht man von einer Entartung. Fiir das Wasserstoffatom (und nur da)
sind alle Zusténde mit m, [ und s fiir die gleiche Hauptquantenzahl n entartet.

Werden fiir die verschiedenen Quantenzahlen aus den Losungen der
Wellenfunktion vy, ;.m (%) die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
nach Gl. (1.34) bestimmt, so ergeben sich die bekannten Orbitalformen, von
denen einige Beispiele in Abb. 1.7 gezeigt sind. Insbesondere zeigen sich die
kugelsymmetrischen s-Orbitale und die hantelférmigen p-Orbitale. Sie geben
an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, das Elektron in einem bestimmten
Raumsegment zu finden.

e=0_ =0 =1 =3
®=0 m=0 m=0 m;f% m=0 m;tl m:tg
A
n=1 & -
1s

3p 3p

Abb. 1.7: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Elektrons im
Wasserstoffatom bei Betrachtung im Winkel © = 0, & = 0. Bei
rotationssymmetrischen Orbitalen kennzeichnet der Pfeil die
Rotationsachse. Die beiden nicht rotationssymmetrischen 3d-Orbitale
besitzen die gleiche Form, jedoch eine unterschiedliche Anordnung im
Raum.
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Orbital | n | 1 m S Zustéande | Zustande
fiir jedes 1 | fiir jedes n
1s 10 0 1 -1 2 2
25 |20 0 2 -3 2
2p 1 -1,0,1 z, —1 6 8
3s 310 0 1 -1 2
3p 1 -1,0,1 % —3 6
3d 2 -2,-1,0,1, 2 z, -3 10 18
4s 410 0 1 - 2
4p 1 -1,0,1 -3 6
4d 2 -2,-1,0,1, 2 I -3 10
Af 301-3,-2,-1,0,1,2,3| 1, -1 14 32

Tabelle 1.1: Mogliche Quantenzusténde des Elektrons des Wasserstoffatoms
bis n = 4.

1.7 Quantenzustinde des Elektrons

Fiir die spater benotigte Herleitung der Béndertheorie ist die Kenntnis der
moglichen Quantenzustédnde und deren Besetzung wichtig. Jeder Quantenzu-
stand ergibt sich als Losung 1y, ;s iiber die Wahl der Quantenzahlen, wobei
die im letzten Kapitel dargestellten Abhéngigkeiten und Einschrankungen
von n, [, m und s zu beachten sind. Tabelle 1.1 zeigt die moglichen Zustdnde
des Elektrons fiir die ersten vier Hauptquantenzahlen. Die Gesamtzahl der
moglichen Quantenzustéinde bis zum 4 f-Orbital ist demnach 2+8+18+32 =
60.

1.8 Lo6sung der Schrodingergleichung fiir allgemeinen
Atomaufbau

Um die Schrodingergleichung fiir einen allgemeinen Atomaufbau mit einer
bestimmten Anzahl Z Elektronen und Protonen zu losen, ist formal die
gleiche Vorgehensweise wie fiir das Wasserstoffatom gezeigt, mdoglich.

Die potentielle Energie der Elektronen ergibt sich aus der potentiellen
Energie der Elektronen im Feld des Atomkerns sowie der Abstoflung der Z
Elektronen untereinander. Die Wellenfunktion ¢ = (7, 7, ..., 7z) hingt
damit von den Ortsvektoren 77,75, ...,77 ab, wobei jeder Ortsvektor durch
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drei Variablen (z,y, z bzw. r, ¢, 0) beschrieben wird. (vgl. Abb. 1.8).

Elektron2

Elektron3

Abb. 1.8: Darstellung eines allgemeinen Atomaufbaus mit Ortsvektoren 77,,
zu den einzelnen Elektronen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte [¢)|? gibt dann an, wie grofi die Wahrschein-
lichkeit ist, das Elektron 1 am Ort 77 und gleichzeitig die Elektronen
2,3,...,z am Ort 75,73, ...,7, zu finden.

Eine analytische Losung der Schrodingergleichung selbst fiir das einfache
Heliumatom mit Z = 2 ist nicht mehr moglich. Es bietet sich jedoch
die Moglichkeit, numerische Verfahren und/oder N#herungsmethoden zur
Losung einzusetzen.

Eine sehr einfache und fiir den hier angestrebten Verstindnis-Anspruch
ausreichende Niherung beruht auf der Ubertragung der Losungen des
Wasserstoffatoms auf alle Atome. Hierbei wird jeweils nur ein Elektron des
Atoms betrachtet. Die restlichen Z — 1 Elektronen befinden sich entspre-
chend ihrer Wahrscheinlichkeit verteilt in ihren Orbitalen um den Atomkern.
Die einfache Naherung besteht darin, anzunehmen, dass das betrachtete
Elektron als effektive Ladung, die sein Potentialfeld erzeugt, eine positive,
verschmierte (verteilte) Ladung e sieht, da die Z — 1 negativen verteilten
Ladungen der restlichen Elektronen vom Kern kompensiert werden.

Das Elektron dieses allgemeinen Atoms befindet sich daher, dhnlich wie das
Elektron im Wasserstoffatom, im Potential einer positiven Elementarladung.
Jedoch ist diese Elementarladung nicht mehr punktférmig im Atomkern
lokalisiert, sondern verteilt (verschmiert).

Mit dieser Naherung erhalten wir fiir das eine Elektron Losungen der
Schrédingergleichung, die analog zu den Losungen des Wasserstoffatoms
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gewonnen werden. Aufgrund der Ahnlichkeit der betrachteten Struktur
lassen sich die folgenden Aussagen machen:

e Es ergeben sich aufgrund der Ndherung Abweichungen in der Orbital-
form, jedoch bleibt die Kugelsymmetrie der s-Orbitale und die Hantel-
form der p-Orbitale erhalten.

e Jede Losung der Schrodingergleichung 1y, 1., s wird wieder durch die
vier Quantenzahlen n, [, m, s bestimmt.

e Die Losungen v, ,, s werden &hnlich denen des Wasserstoffatoms sein.

e 7Zu jedem Satz von Quantenzahlen gehoren wieder Energien W, , .
Deren Werte unterscheiden sich jedoch von denen im Wasserstoffatom.

e Die Entartung der Energie beziiglich [, m, s wie beim Wasserstoffatom
muss nicht mehr vorliegen. D. h. bei der selben Quantenzahl n kénnen
durch [, m, s bestimmte verschiedene Energien vorliegen.

Basierend auf diesen einfachen Aussagen ldsst sich der Aufbau der Elektro-
nenhiille von beliebigen Atomen verstehen. Es existieren entsprechend den
Quantenzustinden Orbitale, die mogliche Zusténde fiir ein Elektron darstel-
len. Bei einem Atom mit Z Elektronen werden Z dieser Zusténde besetzt.

1.9 Pauli-Prinzip

Die Besetzung der moglichen Zusténde regelt das Paulische AusschlieBungs-
prinzip. Es besagt:

Fermionen diirfen nie Zustinde einnehmen, die in allen Quantenzah-
len tbereinstimmen.

Fermionen sind Teilchen mit einem halbzahligen Spin. Daher sind auch
Elektronen Fermionen und folgen dem Paulische Ausschlieungsprinzip.
Damit ist jedem Satz Quantenzahlen genau ein Elektron in einem Zustand
zugeordnet. Das Pauli-Prinzip gilt insbesondere in allen Atomverbiinden
(z.B. Molekiil, Kristall) in denen sich die Wellenfunktionen der Losungen
der Schrodingergleichung der einzelnen Atome zu einer Gesamtlosung
iiberlagern.
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1.10 Elektronischer Aufbau der Elemente

Bei der Besetzung der Orbitale gelten folgen Regeln:

e Die energetisch am tiefsten liegenden Zusténde werden zuerst von Elek-

tronen besetzt.

e Jeder Zustand mit halbzahligem Spin enthéilt nur ein Elektron (Pauli-

Prinzip).

e Erst wenn alle Zustdnde einer Nebenquantenzahl [ mit einem Elektron

besetzt sind, werden sie durch ein Elektron mit entgegengesetztem Spin

erganzt.

Mit diesen Vorschriften lésst sich das in Abb. 1.9 gezeigte Quantenzahl-
Energiediagramm zeichnen.

A

Energie

——— Ar
3 T 12
-1/2
3p —=S
| +1/2
1 0 ——P
_—12
12 3
-1/2
3s =12 Mg
0 0 —=— Na
-1/2 Ne
1 | +1/2 E
2 -1/2
p ——0
| +1/2
1 0 ——= N
-1/2 C
5 12 g
2 _-12
S Be
| +1/2 .
0 0 Li
-1/2
1s 12 He
1 0 0 —H
-1/2
n I m S

Abb. 1.9: Quantenzahl-Energiediagramm fiir die ersten 18 Elemente des

Periodensystems.

Die Lage der Energiezusténde darin ist in der Reihenfolge der Quantenzah-

len dargestellt. Diese Anordnung ist als prinzipielles qualitatives Schema zu

verstehen. Im Detail kann allein schon wegen moglicher Entartungen das

Schema nicht stimmen.
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Ein genaueres Bild der sich mit der Ordnungszahl &ndernden Bindungsener-
gien zeigt Abb. 1.10.

1000 - _

800 — 1s-Elektron
600 —

400 A

300 L~

200 /]

// > 2s—Elektron
= 18 7 =~ 2p-Elektron
x V4 Z7
s @ 7 7z
e wi—F Z
o 30 / //

g 20 / / 3s-Elektron
? 10 ',/ /// - ,,/ 3p-Elektron
2 38 / 77 a4
@ 6 /
I ]/ 7/ 7 7 3d-Elektron
S 4 7
o
=] 2 e | / 4s—-Elektron
<
o 1 / Vi "/,/ /
08 111/ —J/ J 4p~Elektron
06 i Z //
04 1 a— /
0,3
0,2

H

5
B

10 15 20 25 30 35

Ne P Ca Mn Zn Br

Li
c'o
HeBe N F

Ordnungszahl

Abb. 1.10: Bindungsenergien der Elektronen fiir Elemente mit
verschiedenen Ordnungszahlen. Die Einheit 1Ry (Rydberg) entspricht
13,6 eV. Das ist die Energie des Grundzustandes des H-Atoms.

Im Groflen jedoch behilt die vereinfachte Darstellung in Abb. 1.9 ihre Giiltig-
keit, da Elektronen in Zustdnden mit kleinen Quantenzahlen eine hohe Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit in Ndhe des Atomkerns haben. Thnen muss eine
hohe Energie zugefiihrt werden, um sie aus dem Atom zu l6sen, so dass sie
zu freien Elektronen werden.

Aus Abb. 1.9 liest man fiir das in der Halbleitertechnik verwendete Material
Silizium eine Besetzung der Zusténde

152, 252, 2p°, 352, 3p?

ab. In dieser Schreibweise zeigt die hochgestellte Zahl die Anzahl der
Zustande in der jeweiligen Nebenquantenzahl [ an.

Abb. 1.9 zeigt auch, dass die Edelgase He, Ne, Ar (, Kr, Xe, Rn) sich da-
durch auszeichnen, dass sie gefiillte Orbitale (,,Schalen) besitzen. Bei gefiill-
ten Orbitalen ist die Energie des Elektronensystems minimal im Vergleich zu
benachbarten Konfigurationen. Daher besteht bei den Edelgasen auch keine
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Tendenz zur Verdnderung, denn die findet nur statt, wenn sich dadurch die
Systemenergie senken lésst. Dies ist auch der Grund, warum Elemente mit
abgeschlossenen Schalen nur in Gasform vorliegen: Die Energie, die aufgrund
einer Bindung angenommen wurde, ist héher als die Energie im ungebun-
denen Zustand. Atome mit nicht abgeschlossenen Schalen gehen dagegen
Bindungen ein, um eine abgeschlossene Schale und damit ein energetisch
niedrigeres Niveau zu erhalten.

1.11 Potentialtopfdarstellung

Wir kénnen die energetischen Zustédnde der Elektronen eines Atoms schema-
tisch in einer Potentialtopfdarstellung dhnlich Abb. 1.3 erfassen. Die Poten-
tialtopfdarstellung dient nur zur Veranschaulichung und ist rein qualitativ.
Abb. 1.11 zeigt als Beispiel den Potentialtopf eines Na-Atoms.

Energie }
O__

'O '"Kern

-
X

Abb. 1.11: Potentialtopfdarstellung eines Na-Atoms. Die Pfeile
reprasentieren die Spin-Orientierung des jeweiligen Elektrons.

1.12 Bindungstypen

Atome gruppieren sich dann zu einem Festkorper, wenn sich dadurch ein
energetisch giinstiger Zustand einstellt. Aus Sicht zweier Atome, die ein Mo-
lekiil bilden, wirken zwischen den beiden Atomen anziehende und abstoffende
Kréfte. Eine stabile in sich geordnete Anordnung liegt im Gleichgewicht die-
ser Krifte vor.
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1.12.1 TIonenbindung

Ionenbindungen ergeben sich zwischen verschiedenen Atomen, die fiir eine
Edelgaskonfiguration zum einen zuviel und zum anderen zuwenig Elektronen
auf der &ufleren Schale haben. Durch Transfer der Elektronen von einem zum
anderen Atom gewinnen beide eine abgeschlossene duflere Schale. Durch die
Abgabe eines Elektrons wird das eine Atom positiv geladen, das aufnehmen-
de Atom wird negativ geladen.

Das anziehende Potential ist das bereits mehrfach verwendete elektrostati-
sche Potential (Coulombanziehung) zwischen den beiden Ladungen.

Das Potential ist entsprechend Gl. (1.16) der Form

«

Wy, =——. (1.48)

S
po r

Kommen sich die beiden ionisierten Atome ausreichend nahe, so iiberwiegen
die abstoflenden Kréfte zwischen den vielen Elektronen der inneren Schale
gegeniiber der anziehenden Kraft der einen Elementarladung. Da sich die
abstoflende Kraft sehr viel schneller mit r &ndert, lasst sich schreiben

w =2 (1.49)

pot .
r
wobei n im Bereich 6 ...12 liegt. Aus den Energien der anziehenden und
abstoflenden Kréfte ergibt sich das Bindungspotential der lonenbindung von
a B

Wyt = —— + — . 1.50
ot ==L o (1.50)

zwel Atomen

Diese liisst sich durch einfache Uberlegung auf einen ganzen Festkorper (Kris-
tall bei Tonenbindung) iibertragen. In dem Kristall iiberlagern sich die an-
ziehenden und abstoflenden Potentiale aller benachbarten Ionen. Der absto-
Bende Teil der Nachbaratome ist jedoch aufgrund der starken Abhéngigkeit
vom Abstand (r%-!?) vernachlissigbar. Der anziehende Anteil ergibt sich aus
der Uberlagerung der Energien aller anziehenden und abstoSenden Kriifte.
Dabei sind die fiir jeden Kristalltyp unterschiedlichen Abstinde der Ionen
zu beriicksichtigen. Es ergibt sich aufgrund der linearen Abhéngigkeit das
Bindungspotential eines Ionenkristalls
2
< (1.51)

dmeqr "

Wpot = Oy

Darin ist «,, die Mandelung-Konstante. Sie betragt fiir den kubisch primiti-
ven NaCl-Kristall 1,748.
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Fiir den hexagonalen Kristall SiO,, der in integrierten Schaltungen als
Isolator z.B. fiir Metallisierungen und fiir die Gate-Elektrode in MOS-
Transistoren dient, ist «,, = 2,219.

Beispiel: Im NaCl-Kristall ist jedes Cl1™-Ion von 6 Na*-Ionen im Ab-
stand r umgeben. Darauf folgen im Abstand 227 12 CI~ Ionen und darauf
im Abstand 327 8 Na* Ionen und so weiter. Daraus ergibt sich

—e? 12 8 6

- 4megr 23 3_% 43

Woot

woraus «,, = 1,748 folgt.

Abb. 1.12 zeigt die Verldufe der Energien von abstofienden und an-
ziehenden Kréften in allgemeiner Form, wobei auch der Radius der
anziehenden Energie mit einem Exponenten m versehen wurde. Im Beispiel
der Ionenbildung nach Gl. (1.51) ist m = 1.

Wpot (1) A z

B (abstolRend)

n

- %1 (anziehend)

Abb. 1.12: Verlaufe der potentiellen Energien von abstoenden und
anziehenden Kréften bei der Bindung von Atomen in Abhéngigkeit des
Atomabstandes r.

Der fiir die Bindung stabile Abstand ergibt sich im Gleichgewicht von ab-
stolender und anziehender Kraft. Die Kraft ergibt sich im Eindimensionalen
aus der negativen Ableitung des gesamten Potentials W = W5, + W,,;:

O

dW(x)

F=—
dx

é (1.52)
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bzw. im Dreidimensionalen durch die Bildung des Gradienten
F = —grad W(7) . (1.53)

Der Gleichgewichtszustand ist also bei der Entfernung r(, bei der F=0 gilt,
also W in Abb. 1.12 ein Minimum besitzt.

1.12.2 Kovalente Bindung

Die kovalente Bindung ist fiir die Halbleitertechnologie von hohem Inter-
esse, da sie unter anderem die Bindung in den fiir Halbleiterbauelemente
verwendeten Materialien Si, Ge und GaAs bestimmt. Auch C in der Dia-
mantstruktur hat eine kovalente Bindung.

Das Prinzip der kovalenten Bindung beruht darauf, dass jedes an der Bin-
dung beteiligte Atom zu wenig Elektronen hat, um eine abgeschlossene Scha-
le zu besitzen. Z. B. sind die d&uBeren Schalen bei Si: 352, 3p?, Ge: 452, 4p?.
Beide Materialien benétigen also vier Elektronen um eine abgeschlossene
3p- bzw. 4p-Schale zu erhalten. Durch eine Anordnung (dreidimensional),
bei der sich um jedes Atom herum vier ndchste Nachbarn gruppieren, teilt
sich jedes Atom mit seinem Nachbarn die vier Elektronen auf seiner dufleren
Schale und erhélt so die gewiinschte abgeschlossene Schale mit 8 Elektronen.
Abb. 1.13 links zeigt dies in einem einfachen zweidimensionalen Modell zur
Veranschauung.

Im Dreidimensionalen ergibt sich aus dieser Gruppierung die auf der rechten
Seite gezeigte Anordnung der Atome in einem Kristallgitter in Diamantstruk-
tur.

In der Vorstellung als Wellenmodell ergibt sich die kovalente Bindung durch
die Uberlappung (Uberlagerung) der Wellenfunktionen der &uferen Orbi-
tale. Es bilden sich dabei aus den s- und p-Orbitalen neue Misch- oder
Hybridorbitale. Dies ist moglich aufgrund der Linearitdt der Schrédinger-

gleichung, die es erlaubt, dass bei Losungen ¢y und sy (13,1, . ..) auch Li-
nearkombinationen ai; + by, Losungen sind. Es bilden sich aus den vier
Orbitalwellenfunktionen v, 1, , ¥, , ¥p. des einzelnen Atoms die Linearkom-
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Abb. 1.13: Links: Zweidimensionales Modell zur Veranschaulichung der
kovalenten Bindung z. B. bei Si oder Ge. Die Riimpfe der Atome ohne die
vier Elektronen der dufleren Schale besitzen eine Ladung von +4e.
Rechts: Dreidimensionale Anordnung der Atome in einem Kristallgitter mit
Diamantstruktur (Si, Ge).

binationen der Wellenfunktionen
9 =5 (s + U+ Uy, + 0 (1.54
Y2 =5 (s + By — ¥ + )
s =3 (s — Ui + ¥, — V)

s =500 = Yo = Ui — W) -

Diese bilden die fiir die Bindung geeigneten vier sp3-Orbitale® aus, die von
jedem an der Bindung beteiligten Atom mit je einem zusétzlichen Elektron
besetzt sind.

Abb. 1.14 links zeigt die Darstellung der reinen s- und p-Orbitale, die
fiir eine kovalente Bindung in einem dreidimensionalen Kristallgitter nicht
geeignet sind. Dort ist das s-Orbital mit zwei Elektronen voll besetzt. In
den 6 Keulen der p-Orbitale, die mit den Orbitalen der Nachbaratome iiber-
lappen, befinden sich nur zwei Elektronen. Die rechte Seite zeigt die Form

3Entgegen der bisher verwandten Darstellung kennzeichnet bei Hybridorbitalen die
hochgestellte Zahl nicht die Anzahl der Elektronen, sondern die Anzahl der an der Hybri-
disierung beteiligten Orbitale.
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Abb. 1.14: p-Orbitale als Bindungsarme der kovalenten Bindung. Links: vor
der Hybridisierung (einzelnes Atom). Rechts: Hybridisierte sp3-Orbitale.

der sp*-Hybridorbitale. Hier sind in jeder der Keulen der Hybridorbitale
jeweils ein Elektron, das durch die Uberlappung mit den Orbitalen der
angrenzenden Atome um ein weiteres Elektron ergénzt wird, wodurch sich
voll besetzte Orbitale bilden.

Die rdumliche Anordnung der Hybridorbitale mit den Winkeln von 109, 5°
stimmt mit der in Abb. 1.13 rechts gezeigten Diamantstruktur iiberein. Darin
sitzt das Atom in der Mitte eines gleichseitigen Tetraeders und die Keulen
zeigen vom Zentrum in die Ecke des Tetraeders mit den Tetraederwinkeln
109, 5°.

In diesem Sinne muss man die in Abb. 1.13 links eingezeichneten Verbin-
dungslinien zwischen den Elektronen und den Atomriimpfen sehen. Sie
symbolisieren in vereinfachter, zweidimensionaler Darstellung die Bindungs-
arme in Form der Keulen der Hybridorbitale.

Ahnlich wie bei der Ionenbindung treten auch bei der kovalenten Bin-
dung anziehende und abstoflende Kréfte auf. Die Gesamtenergie dieser
Kréfte lasst sich wieder dhnlich wie in Gl. (1.50) darstellen:

wo_2 0 (1.55)

T»n Tm

Auch bei der Energie der anziehenden Kraft gibt es hier jetzt einen Expo-
nenten n, der groflere Werte als 1 annimmt.
Auch hier gibt es wieder einen Potentialtopf mit Minimum fiir ein Kréfte-
gleichgewicht, wie schon in Abb. 1.12 gezeigt.
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1.12.3 Metallbindung

Bei der Metallbindung haben die Atome, die sich verbinden wollen, zu viele
Elektronen um eine abgeschlossene Schale zu erhalten. In diesem Fall geben
die Atome, wie in Abb. 1.15 gezeigt, die {iberschiissigen Elektronen an den
Festkorper ab.

Abb. 1.15: Beispiel zur Metallbindung: Na*-Tonenriimpfe sind umgeben
von negativ geladenen Elektronen, die frei beweglich sind und ein
Elektronengas bilden.

Die abgegebenen Elektronen sind frei und bilden ein Elektronengas aus ne-

gativ geladenen Elektronen, das innerhalb des Festkorpers beweglich ist. Die
Atomriimpfe sitzen ortsfest mit positiver Ladung (das Metall ist makrosko-
pisch elektrisch neutral).

Die Wellenfunktionen von freien Elektronen werden in einem spéteren Ka-
pitel berechnet. Sie zeigen, dass ein Elektron iiberall im Festkérper mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit zu finden ist. Die Bindungskréfte zwischen dem
negativ geladenen Elektronengas und den positiv geladenen Atomriimpfen
sind daher vollig ungerichtet. Sie lassen sich dennoch am besten mit der auch
schon fiir die kovalente und Ionenbindung verwandte Gl. (1.55) beschreiben.

1.13 Bindungs-lonisationsenergie, Elektronenaffinitit

Ein Prozess lauft ohne Zwang (Zufuhr von Energie) nur dann ab, wenn bei
dem Prozess Energie frei wird, d. h. das System einen energetisch niedrigeren
Wert annimmt. Das ist der Grund fiir Atome, Bindungen einzugehen.

Die bei der Bindung frei werdende Energie heifit Bindungsenergie.
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Um eine Ionenbindung einzugehen (z. B. NaCl) muss sich das Na von seinem
auferen Elektron trennen. Dazu ist die Energie zuzufiihren, die notwendig
ist, um das Elektron gegen die elektrostatische Anziehung des + geladenen
Ions in das Unendliche zu bringen. Dazu muss Arbeit verrichtet werden. Die
hierdurch erzeugte potentielle Energie wird in der Einheit

1eV = 1 Elektronenvolt (1.56)

gemessen. Sie entspricht der Energie, die ein Elektron gewinnt, wenn es
eine Spannung von 1V durchlduft. Die fiir das Abtrennen eines Elektrons
notwendige Energie wird Ionisationsenergie genannt. Fiir die Ionisation des

Na-Atoms ist z. B. die Zufuhr einer Ionisationsenergie von +5,14eV (pos.
Vorzeichen, da Zufuhr) notwendig.

Das Partneratom einer lonenverbindung muss ein Elektron aufnehmen.
Im Fall des Cl wird bei der Anlagerung eine Energie von 3,61eV frei
(negatives Vorzeichen der Energie). Diese freiwerdende Energie wird als
Elektronenaffinitit bezeichnet. Das ist weniger als die Ionisationsenergie von
13,01eV des CI.

Beispiel: Die Energiebilanzen bei der Bildung der NaCl-Ionenbindung
lauten im einzelnen
Na+5,14eV (Ionisierungsenergie) = Nat+e~
Cl+e™ (Anlagerung) = Cl= + 3,61eV (Elektronenaffinitét)
Na™+Cl~ = Na'"Cl™ + 7,9eV (Bindungsenergie)

Wir schreiben die gesamte Energiebilanz:
Energie (Na-Atom) + TIonisierungsenergie (I)
+ Energie (Cl-Atom) - Elektronenaffinitiat (A)
= Energie (Na*Cl~ Molekiil) + Bindungsenergie (B)
oder kurz W(Na)+I+W(Cl)-A = W(Na'tCl")+B
umgestellt W(Na)+W(Cl)+I-A-B = W(Na'Cl")
W(Na)+W(Cl) +(-7,9—3,61+5,14)eV = W(Na*Cl")
Die Energie des Na™Cl~-Molekiils ist also um (—7,9 — 3,61 + 5,14) eV
geringer.
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1.14 Energiebinder

Wir fragen uns, welche Anderungen die diskreten Energieniveaus der Elek-
tronen eines einzelnen Atoms erfahren, wenn sie eine Bindung zu einem
Festkorper eingegangen sind.

Zur Beantwortung dieser Frage schauen wir uns die Losungen der Schrodin-
gergleichung fiir die Wellenfunktion der Elektronen in einem einzelnen Atom
genauer an. Speziell betrachten wir die Radial-Komponente, welche die Ent-
fernung zum Atomkern erfasst. Als Naherung betrachten wir die Losungen
fiir das Wasserstoffatom, die wegen Kap. 1.8 auf alle Atome {ibertragbar sind.
Die ersten sechs Losungen der Radialkomponente lauten

2 =
Ryoo(r) = —372€ (1.57)
Qg
Roo,0(7) ! (2 r> w (1.58)
200(r) = ——=—=3z|¢— —|¢ew '
2\/5(13/2 o
1 A
Ro10(r) = Raq41(r) = Ro 1 (1) = — =5 —eo 1.59
210(r) = Ra1.41(r) = Ra1,1(r) 2 Ve a0 (1.59)
1 r 7’2> =r
R r)= —— | 27T — 18— 4+ 2— | €30
soolr) = g1 V3 al? ( ay "a
(1.60)

Z.B. beschreibt Gl. (1.60) die Abhéngigkeit der Wellenfunktion und damit
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons im 3s' Zustand. Fiir ein
Na-Atom ist dies der letzte besetzte Zustand.

Fir die Wellenfunktionen hoherer Orbitale ergeben sich fiir die Radial-
komponenten Terme &hnlicher Struktur, immer mit einem Faktor e= .
Bemerkenswert ist, dass der radius-abhéngige Anteil zwar mit dem Faktor
e= gegen Null strebt, aber im Endlichen niemals den Wert Null annimmt.
Dies fiithrt dazu, dass in einer Anordnung von mehreren Atomen sich deren
Wellenfunktionen {iberlappen. Bei sehr dichten Atomverbédnden, wie z.B.
in einer Kristallstruktur mit kovalenter Bindung, beriihren sich daher die
auferen Orbitale.

Da die Zustédnde aller Elektronen in einem Kristall Losungen ein und

derselben Schrodingergleichung, aufgestellt fiir diesen Kristall, sind, kann

jedes Elektron aufgrund des Pauli-Prinzips auch nur einen Zustand be-
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fo Atom-— To Atom-— To Atom-—
abstand, r abstand, r abstand, r

Abb. 1.16: Entstehung von Energiebéndern. Zur Konkretisierung der Vorstellung
kann angenommen werden, dass es sich um die &ufleren Orbitale eines Na-Atoms
handelt. Links: wenn zwei Na-Atome mit zunéichst gleichen Energiewerten sich
ndhern, spalten diese sich auf, da ihre Wellenfunktionen sich iiberlappen. Mitte: die
Anzahl der Aufspaltung stimmt mit der Anzahl der Elektronen in diesem Zustand,
also mit der Anzahl der Atome {iberein (hier 4 Atome). Rechts: sehr grofie Anzahl
von Atomen, durch die die Einzelniveaus zu einem Band kontinuierlich besetzbarer
Energiezusténde verschmieren.

setzen.? Dies bedeutet z.B., dass bei einem Festkérper mit 10?° Atomen
auch 10%° voneinander verschiedene Zusténde der Elektronen mit gleichen
Quantenzahlen existieren miissen. Es bilden sich also in einem Atomverbund
Unterniveaus aus zu den Niveaus eines einzelnen Atoms.

Aus diesem Grund erfahren auch die Energieniveaus der Elektronen des
einzelnen Atoms eine Aufspaltung in Unterniveaus.

Dies gilt insbesondere fiir die Energieniveaus der dufleren Elektronen, da sich
deren Wellenfunktionen stark iiberlappen und damit deren Energieniveaus
fiir die anderen Elektronen im Kristall verfiigbar sind.

Da die Unterniveaus der Energie sehr direkt beieinander liegen, werden sie
nicht mehr als diskrete Energien wahrgenommen, sondern als Energieband,
in dem kontinuierlich alle Energiezustéinde besetzbar sind. Abb. 1.16 zeigt
die Entstehung von Energiebindern in Abhéngigkeit des Atomabstandes
schematisch. Die Breite eines Bandes éndert sich bei steigender Anzahl von
Atomen kaum. Der Zwischenbereich spaltet sich jedoch immer weiter in
Unterniveaus auf.

Die tatsdchliche Breite des Bandes bestimmt der Atomabstand, der sich
aus dem Gleichgewichtszustand der jeweiligen Bindungsart ergibt (vgl.

4Aufgrund des von Null verschiedenen Wertes der Wellenfunktion besteht aufgrund
der von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit prinzipiell fiir jedes Elektron im Kristall
die Moglichkeit, sich im Orbit eines anderen Atoms zu befinden.
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Kap. 1.12). In Abb. 1.16 ist dieser Abstand mit 7 bezeichnet.
Energieniveaus zu Quantenzustinden mit geringem Abstand zum Atomkern
spalten weniger stark auf. Anschaulich ldsst sich das durch ihre starke
Bindung an den Atomkern und die abschirmende Wirkung der Elektronen
auf den dufleren Orbitalen verstehen. Elektronen in den &ufleren Orbitalen
sind nur noch wenig oder gar nicht mehr an den Atomkern gebunden und
reagieren daher stiarker auf die Aufspaltung der Energieniveaus. Durch die
Aufspaltung der Energieniveaus konnen diese auch, wie in Abb. 1.16 gezeigt,
iiberlappen, wodurch die Anzahl (Breite) der kontinuierlich besetzbaren
Energieniveaus steigt.

Abb. 1.17 zeigt die fiir eine Metallbindung charakteristischen Energiebénder
am Beispiel des Na-Kristalls. Dabei sitzen die Na-Atome in einem festen
Kristallverband und erzeugen ein periodisches Potentialfeld.

Energie }
0
3s+ 3p
@) -
f >
X

Abb. 1.17: Aufspaltung des 3s' Energieniveaus der Atome eines
Na-Kristalls in ein Energieband (schwache Aufspaltung auch fiir das
darunter liegende 2p® Niveau). Das periodische Potential entsteht durch
Uberlagerung der Potentiale der einzelnen Atome (gestrichelte
Potentialtopfe).

Das periodische Potential des Kristalls ergibt sich durch die Uberlagerung
der Potentialtopfe der einzelnen Atome (vgl. Abb. 1.11). Aufler an den
Kristallgrenzen (keine Nachbaratome) ergibt sich dadurch eine Absenkung
der Energie der Potentialtopfe, wodurch die Elektronen des 3s!'-Niveaus
nicht mehr in den Potentialtopfen liegen. Sie kénnen ihre Energie nicht
senken, da es unter ihnen keine freien Quantenzustdnde mehr gibt. Da
sie oberhalb der Potentialberge liegen, kénnen sie leicht von einem Atom
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zu einem anderen gelangen. Sie konnen sich daher in dem Kristallgitter
(dreidimensional) frei bewegen. Man nennt sie daher freie Elektronen®.
Aufgrund ihrer Beweglichkeit in allen drei Dimensionen wird ihre Gesamtheit
als Elektronengas beschrieben.

Die vereinfachte Modellvorstellung, dass sich die Elektronen als Elek-
tronengas in einem Kristall frei bewegen, heifit jedoch nicht, dass sie wie im
freien Raum jede beliebige Energie annehmen koénnen. In dem Kristall gibt
es weiterhin nur Wellenfunktionen der einen Schrodingergleichung dieses
Kristalls, deren diskrete Quantenzustinde nach dem Pauli-Prinzip besetzt
werden. Diese Energien sind jedoch so zahlreich und fein abgestuft, dass ein
quasi-kontinuierliches Band moglicher Energiezustéinde angenommen wird.

Das aufgrund der Periodizitit des Kristallgitters entstehende periodische
Potential erzwingt spezielle Losungen der Schrédingergleichung, wodurch
sich innerhalb des Energiebandes eine Unterteilung in Bereiche mit nicht
besetzbarer Energie (Band- oder Energieliicke) ergibt. Diese Unterteilung
ist auerdem abhéngig davon, in welcher Richtung sich die Wellenfunktion
durch den dreidimensionalen Kristall ausbreitet.

Wir werden diese Besonderheiten spéter genauer untersuchen.

Abb. 1.18 zeigt am Beispiel des Si-Kristalls die Aufspaltung der Ener-
giebdnder in Abhéngigkeit des Atomabstandes. Bei der Annéherung der
Atome bilden sich, wie in Kap. 1.12.2 erliutert, die sp3-Hybridorbitale aus.
Die Energiebéander der Orbitale entstehen durch Aufspaltung des 3s- und
3p-Zustandes in jeweils ein energievergréflerndes und ein energieabsenkendes
Teilband. Beide Béander iiberlappen bei dem sich im Kristallgitter einstel-
lenden Atomabstand. Zwischen den beiden vermischten Béndern entsteht
eine neue Energieliicke W.

1.15 Elektronenleitung in einem Band

Wir betrachten hier die Elektronenleitung.® Um Strom leiten zu konnen,
miissen in einem Festkorper frei bewegliche Elektronen vorhanden sein.
Diese Elektronen nehmen Energie auf durch Beschleunigung in einem
elektrischen Feld, das von auflen durch Anlegen einer Spannung an den
Festkorper entsteht.

°Im Gegensatz zu Fliissigkeiten und Gasen spielt in Festkorpern die Ionenleitung eine
untergeordnete Rolle.
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Abb. 1.18: Aufspaltung der 3s%- und 3p?-Zustinde durch Anniherung der
Si-Atome bei Bildung eines Si-Kristalls. Der Atomabstand im Si-Kristall

betrédgt ro. Die Energiebédnder unter- und oberhalb der Energieliicke werden

als Valenz- und Leitungsband bezeichnet.

Um Energie aufnehmen zu kénnen, muss ein Elektron auf ein héher gelegenes
Energieniveau gelangen. Ist dies nicht mdglich, weil es in dem Bereich der
fiir das Elektron erreichbaren Energien kein freies Niveau gibt, kann das
Elektron nicht beschleunigt werden und steht nicht fiir die Stromleitung zur
Verfiigung. Aus dieser Uberlagerung lésst sich unmittelbar schlussfolgern:

Hat ein Festkorper ein teilbesetztes Energieband, so ist er ein elek-
tronischer Leiter.

Nach dieser Definition werden sdmtliche Festkorper-Elemente in Leiter
und Nichtleiter unterteilt. Da jeder Quantenzustand zwei Elektronen mit
antiparallelem Spin aufnehmen kann, ist unmittelbar klar, dass Stoffe mit
einer ungeraden Anzahl von Elektronen in einem Band Leiter sein miissen.

Nichtleiter haben ein vollbesetztes Band mit zweimal (wegen Spin) Anzahl
der Zusténde (n, [, m) der Elektronen darin. Ein Elektron in diesem Band
miisste in einem elektrischen Feld mindestens die Energiedifferenz bis zum
nichst hoher gelegenen (unbesetzten) Band aufnehmen. Dann wére es frei
beweglich und konnte zum Stromfluss beitragen. Dieser Vorgang nennt man
StoBionisation. Dazu sind hohe Feldstdrken im Inneren des Festkorpers
notig. Die Erzeugung freier Elektronen auf diese Weise heifit Zener-Effekt
und zdhlt zu den Durchbruch-Effekten.
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Er ist die Grundlage der sogenannten Zener-Diode,® die als elektronisches
Bauelement zur Erzeugung einer konstanten Spannung dient.

Die vorstechenden Uberlegungen machen deutlich, dass am Leitungs-
mechanismus nur zwei Bénder des Festkorpers beteiligt sind. Wegen ihrer
Bedeutung fiir die Stromleitung bekommen sie eigene Namen:

e Das letzte besetzte Band heifit Valenzband (VB). Dabei ist es egal, ob
das Band teil- oder vollbesetzt ist.

e Das Band direkt iiber dem Valenzband heifit Leitungsband (LB). Oh-
ne zusétzliche Anregung der Elektronen im Leitungsband (z. B. durch

Zener-Effekt oder thermische Energiezufuhr) ist es immer leer.

Mit dem bis zu diesem Kapitel erarbeiteten Wissen lésst sich folgende wich-
tige Erkenntnis formulieren:

Das Vermdgen eines Festkorpers mit voll besetztem Valenzband,
Strom zu leiten, wird dadurch bestimmt, ob und in welchem Um-
fang sich (freie) Elektronen in seinem Leitungsband befinden.

1.16 Biandermodell

Durch die Definition von Leitungs- und Valenzband, lésst sich die Darstel-
lung der fiir die Stromleitung relevanten Eigenschaften deutlich vereinfachen.
Aus der bisher verwendeten Energietopf-Darstellung brauchen nur, wie in
Abb. 1.19 am Beispiel des Na-Kristalls gezeigt, das Leitungs- und Valenz-
band iibernommen werden.

Fiir manche Uberlegungen ist es niitzlich, auch das Energieniveau mit in das
Béanderdiagramm zu zeichnen, bei dem die Elektronen den Kristall verlassen.
Das ist die Energie, die ein freies ruhendes Elektron (kinetische Energie =
0) auBerhalb des Kristalls hat. Man nennt diese Energie Vakuumenergie,

da dies die Energie ist, die man gewinnt, wenn man ein Elektron aus dem
Unendlichen in den Kristall bringt. Aus Richtung des Kristalls gesehen,
ist dies die Energie, die bendtigt wird, um ein Kristallelektron gegen das
Potentialfeld auflerhalb des Kristalls, in das ,, Unendliche* zu bringen. In
dieser Betrachtungsweise wird die Energie héufig in der Form: Potential
mal Elementarladung ®(—e) angegeben. Das Potential ®; nennt man

Smeist zusammen mit Lawinendioden als Z-Dioden bezeichnet.
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A Energie w
0 Makropotential (— e®g)
N o~ T ST N Leitungsband =~~~
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Abb. 1.19: Vereinfachung des Potentialtopfmodells (links) zum
Béndermodell (rechts). Im gezeigten Beispiel des Na-Kristalls ist das
Valenzband teilbesetzt und das Leitungsband leer. Das Bandermodell

rechts (a) kann weiter vereinfacht werden zu (b), indem das
Koordinatensystem weggelassen und nur die Ober- bzw. Unterkante des
Valenz- bzw. Leitungsbandes gezeichnet werden.

Makropotential.

Wir besprechen im Folgenden einige wichtige Definitionen und Kon-
ventionen, die bei der Anwendung des Banderdiagramms niitzlich sind. Wir
verwenden zur Erlauterung das in Abb. 1.20 gezeigte Bandermodell.

WA
0T 0T 1 Nullniveau (beliebig wahlbar)
Sk B R -ed,
W, WQ,I
Y
W, Wy
Y Y VB
oV

Abb. 1.20: Allgemeines Bénderdiagramm zur Erlduterung der darin
ablesbaren Energien und Potentiale.

Zu der Leistungs- und Potentialskala auf der linken Seite gibt es folgendes
anzumerken:

e Der Energienullpunkt ist fiir jedes abgeschlossene System frei wéhlbar,
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da die Gesamtenergie des Systems bis auf eine frei wihlbare Konstante
bestimmt ist. (Es gibt keinen Energienullpunkt im Universum)

e Die Richtung der Energieskala ist so gewihlt, dass eine Zunahme der
Elektronenenergie nach oben aufgetragen wird.

e Die Potentialskala hat die entgegengesetzte Richtung zur Energieskala,
da fiir den Zusammenhang zwischen Energie und Potential gilt (vgl.
Ubung 1)

W =—ed. (1.61)

e Auch der Nullpunkt der Potentialskala ist wie bei der Energieskala frei
wihlbar (vgl. Integrationskonstante in Ubung 2). Zur Vereinfachung
werden Energie- und Potentialnullpunkt zusammengelegt.

e In der Literatur wird héufig — anders als in Abb. 1.20 gezeigt — der
Nullpunkt an die Oberkante des Valenzbandes gelegt.

e Da letztlich nur Energie- und Potentialdifferenzen die elektrischen
Eigenschaften des Festkorpers bestimmen, werden wir, wann immer
moglich, ohne Definition eines Nullpunktes arbeiten.

Die in Abb. 1.20 eingezeichneten Energien besitzen folgende Bedeutung:

e W3 wird im Bénderdiagramm als Austrittsarbeit bezeichnet. Sie ist

die Differenz der Energie eines Elektrons an der LB-Unterkante zum
Makropotential.

e Wo und Wy (,C“ steht fiir ,conducting”) sind die Energien des
Leitungs- und Valenzbandes bezogen auf den Nullpunkt.

o W, (,g“ steht fiir ,gap“) ist eine der wichtigsten Groflen fiir die
Halbleitertechnik. Sie gibt die Grofle der Energieliicke zwischen
Leitungs- und Valenzband an. Sie ist in erster Naherung konstant und
charakteristisch fiir das gewahlte Material:

W,(Ge) = 0,68cV
W,(Si) = 1,08V (1.62)
W,(GaAs) =1,38¢eV .
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Der Energiebereich W, wird im Deutschen héufig als ,, verbotene Zone*
oder , Bandliicke“ bezeichnet, da sich in diesem Bereich wegen fehlen-
der Energiewerte als Losung der Schrédingergleichung keine Elektronen
aufhalten konnen.

Im internationalen Sprachgebrauch wird dieser Bereich als ,,Bandgap*
bezeichnet und es steht £, (Energy gap) fiir W,.

1.17 Leiter, Halbleiter, Isolator

Anhand der vorangegangenen Uberlegungen zur Elektronenleitung in einem
Band, lassen sich mit Hilfe des Bandermodells in Abb. 1.21 die Unterschiede
zwischen Leiter und Nichtleiter darstellen.

LB
LB
LB
- —_ W
LB W, ’
LB 2
VB VB VB VB VB
%{_\—//

a) Leiter (Metalle) b) Halbleiter c) Isolator

Abb. 1.21: Bandermodelle fiir Festkorper mit verschiedener Leitfahigkeit.

Ein Festkorper ist ein Leiter und wird als Metall bezeichnet, wenn er entweder

e cinen sehr kleinen Bandabstand hat, so dass geringe (thermische) Ener-
gien ausreichen, damit Elektronen vom VB in das nicht besetzte LB
gelangen konnen (Halbmetall), oder

e cin teilbesetztes Valenzband besitzt, oder

e cin {iberlappendes VB mit einem leeren LB, wodurch ein durchgehendes
teilbesetztes Band entsteht.

In allen Féllen stehen freie Elektronen in einem teilbesetzten Band zur
Stromleitung zur Verfiigung.

Spezifische Leitfahigkeiten fiir in der Elektronik am héufigsten verwendeten
Materialien sind in Tab. 1.2 angegeben. Darin ist zu sehen, dass Gold zwar
das edelste aller Metalle ist, aber Cu und Ag besser leiten.

Ein Festkorper ist ein Isolator, wenn er ein vollbesetztes Valenzband und
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| Ag Cu Au Al Sn Pb
Spez. Widerstand [107° Qcm] 1,61 1,7 22 274 11,0 21,0
Spez. Leitfahigkeit [10° (Qem)~Y] | 6,21 5,88 4,55 3,65 0,96 0,48

Tabelle 1.2: Spezifische Leitfahigkeit und spezifischer Widerstand fiir einige
Metalle bei 295 K.

einen groflen Bandabstand besitzt (i.e. > 2eV). Auch die Zufithrung von
thermischer Energie reicht nicht aus, damit Elektronen vom VB in das LB
gelangen; somit stehen keine freien Ladungstrdger im LB zur Stromleitung
zur Verfiigung.

Der spezifische Widerstand von Isolatoren liegt in der Groéflenordnung
> 10GQem (1019).

Das in integrierten Schaltungen zur Isolation der Verdrahtungs-Metallebenen
eingesetzte SiO, hat einen Wert von 10'° Qcm. Wegen seines hohen Wi-
derstandes und seiner damit verbundenen geringen Leckstrome wird es zur
Isolation der Gate-Elektrode bei Feldeffekt-Transistoren eingesetzt.

Ist der Bandabstand kleiner als bei einem Isolator, aber gréfler als bei
einem (Halb-)Metall und ist das VB vollbesetzt, so spricht man von einem
Halbleiter.

Durch die geringere Grofie des Bandabstandes als bei einem Isolator gelangen
durch thermische Anregung FElektronen in das LB und ermoglichen eine
Stromleitung. Die thermische Energie bei Raumtemperatur reicht bei einem
Halbleiter aus, so dass ,einige wenige“ Elektronen in das LB gelangen.
Der spezifische Widerstand bei Raumtemperatur (!) liegt im Bereich kQcm
... MQcm. Werte fiir Si liegen bei 0,3 MQcm, fiir GaAs bei 10 GQem. Ohne
thermische Anregung (7" = 0) sind Halbleiter Isolatoren. Aufgrund der
Abhéngigkeit der freien Elektronen von der Zufithrung thermischer Energie
ist die Fahigkeit zur Stromleitung (Eigenleitung) stark temperaturabhéngig.

Halbleiter entstehen aus kovalenten Bindungen, wodurch die Elemente
in der vierten Gruppe des Periodensystems zu finden sind (Si, Ge). Halb-
leiter mit kovalenter Bindung sind auch durch Kombination von Elementen
der 3. und 5. Gruppe moglich, wodurch z. B. das in der Halbleiterindustrie
eingesetzte GaAs entsteht.
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1.18 Zustinde in Leitungs- und Valenzband

Mit dem Blick auf das Ziel, die physikalischen Grundlagen fiir die Halbleiter-
Elektronik zu erarbeiten, verwenden wir im Folgenden auch den Begriff Halb-
leiter und meinen damit einen (Festkorper-)Kristall.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir gelernt, dass bei Halbleitern nur
Elektronen im Leitungsband (LB) zur Stromleitung beitragen konnen. Das
Leitungsband wurde definiert als ein bei fehlender Anregung leeres Ener-
gieband, dessen Energien zu einem oder mehreren (Entartung) Zustdnden
(Losungen der Schrodingergleichung) der Elektronen gehoren. Jeder Zustand
ist aufgrund des Pauli-Prinzips genau mit zwei Elektronen mit antiparalle-
lem Spin (|7) besetzbar. Durch das Prinzip der minimalen Energie besetzen
Elektronen, die in das LB gelangen, immer zuerst die Zusténde niedrigster
Energie. Sie halten sich also an der Unterkante des LB auf. Die energetisch
itber ihnen liegenden freien Zustdnde ermdoglichen ihnen in einem von auflen
an den Halbleiter angelegten Feld Energie aufzunehmen, wodurch sie auf die-
se freien Platze gelangen. Durch die Kraftwirkung des elektrischen Feldes auf
die Elektronen wandern sie durch den Kristall und tragen zur Stromleitung
bei. Durch die physikalische Beschreibung dieses Transportvorgangs erhélt
man die bekannte Beziehung fiir die spezifische Leitfahigkeit aufgrund der
Elektronen im Leitungsband

oL =— euny, (163)

mit e = Elementarladung, u = Beweglichkeit der Elektronen im LB und nj,
= Konzentration der Elektronen im LB.

Anschaulich ist es einsichtig, dass eine solche Beziehung von der Be-
weglichkeit und Konzentration der Ladungstrager abhéngt. Doch von
welchen Eigenschaften des Halbleiters werden sie bestimmt? Das ist die
Frage, mit deren Beantwortung wir uns im Folgenden beschéftigen werden.

1.19 Modell freier Elektronen

Wir vergessen zunichst wieder, dass es das aus den vorangegangenen
qualitativen Uberlegungen entstandene Leitungs- und Valenzband gibt.
Wir wollen die Struktur der Energiebdnder in diesem Bereich genauer
beschreiben, um quantitative Aussagen iiber das Verhalten der Elektronen
machen zu koénnen. Dazu miisste die Schrodingergleichung zumindest fiir
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mehrere Atome im Kristallgitter gelost werden. Das ist analytisch nicht,
und numerisch nur mit grofem Aufwand moglich.

Eine Niherung, die eine analytische Berechnung erlaubt, ist das Kronig-
Penny-Modell, das ein periodisch moduliertes Potential (z. B. rechteck- oder
cos-formig) einer unendlich ausgedehnten Atomkette beriicksichtigt.

Die Berechnung lasst sich mit den im Studium vermittelten mathe-
matischen Kenntnissen leicht durchfithren. Sie erfordert jedoch in der
kompletten Herleitung einen gehorigen Aufwand, liefert aber verglichen mit
dem viel einfacheren Modell fiir freie Elektronen (unter Einbeziehung der
spéter hergeleiteten Bragg-Bedingung) keine fiir diese Vorlesung benétigten
zusétzlichen Informationen. Im iibrigen liefern beide Modelle eher qualitative
Ergebnisse und sind nicht in der Lage, die tatséchliche, relativ komplizierte
Bandstruktur von Halbleitern quantitativ zu beschreiben.

Das Modell freier Elektronen geht von Elektronen aus, die nur schwach oder
gar nicht an die Atome im Kristallgitter gebunden sind. Elektronen, die
dieser Bedingung geniigen, befinden sich also in etwa in dem in Abb. 1.22
schraffierten Bereich oberhalb des periodischen Potentialverlaufs.

T
N

Abb. 1.22: Links: Energiebereich fiir schwach gebundene und freie
Elektronen. Der Kristall soll einer Kantenldnge L haben. Rechts:

Wi

—® W-—+

vereinfachtes Kastenmodell mit einem Elektron innerhalb einer unendlich
groflen Energiebarriere.

Wir gehen in dem Modell fiir freie Elektronen von folgenden vereinfachenden
Annahmen aus:

1. Der Atomkern und innere Elektronen werden nur ortsunabhéngig (kei-
ne Modulation) durch ein konstantes Potential beriicksichtigt.
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Da wir frei in der Wahl des Potential-Nullpunktes sind, legen wir dieses
konstante Potential aus Punkt 1 als Nullpunkt fest.

Die Potentialbarriere an den Kristallgrenzen soll unendlich hoch sein.
Fiir das Potentialfeld, in dem sich das Elektron bewegt, gilt dann

0 firo<z<L,
Wpot(ﬂf) = (164)

oo sonst.

. Wir betrachten nur ein freies Elektron und unterstellen, dass die dafiir

erhaltenen Ergebnisse auf eine beliebige Anzahl Elektronen iibertragbar
ist (keine Wechselwirkung).

. Wir suchen stationére Losungen, also Losungen, die nicht von der Zeit

abhéngen.

Die Losungen sollen fiir Halbleiterkristalle mit beliebiger Grofle gelten.
Als Variable fiir die Grofle nehmen wir einen Wiirfel mit der Kan-
tenldnge L an, wobei L beliebig wéhlbar ist.

Wir machen ein kleines Gedankenexperiment, um eine wichtige Randbedin-

gung fiir die Losung der Schrodingergleichung zu erhalten:

a)

b)

Wenn die Losung fiir beliebige Kantenldnge L gilt (vgl. 6.), dann muss
sie auch fiir L — oo gelten.

Fiir L — oo lédsst sich der Kristall zu einem Kreis mit unendlich
groflem Radius biegen (Gedankenmodell), dessen Anfang und Ende sich
beriihren.

In dieser Vorstellung lauft das Elektron im Kreis (eindimensional) bzw.
in der Kugel (dreidimensional), da Kristall-Anfang und -Ende aufein-
ander gebogen sind (vgl. Abb. 1.23). Die Potentialschwelle entfillt in
dieser Vorstellung, da das Elektron in dem Kasten mit L — oo unend-
lich lange lauft, um an die Kristallgrenzen zu gelangen.

Abb. 1.23 zeigt das ,Biegen® in einer Dimension zu einem Kreis. Da-
durch fallen Anfang (z = 0) und Ende (z = L) in einem Punkt zusam-
men. Da das Elektron (die Elektron-Welle ) unendlich lange lduft,
bedeutet dies auf der Kreisbahn, dass nur Losungen existieren, die eine
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stetige und periodische Fortsetzung mit der Periode L besitzen. Fiir
Periodizitat im Eindimensionalen gilt

Y(x) =Y+ L) . (1.65)
Da alle drei Dimensionen gleichberechtigt sind, muss fiir den Wiirfel
U(z,y,2) = P(z+L, y+L, 2+L) (1.66)

gelten. Wir nennen diese Randbedingung: ,periodische Randbedin-

gung”.
X
W— W— o ©) X
© L= o A
x=0 x=L o X — o Umfang L

Abb. 1.23: Biegen (gedanklich) einer Kristalldimension (hier z) zu einem
Kreis, um einen unendlich ausgedehnten Kristall zu beschreiben. Beachten:
Da es sich nicht um die tatséchliche physikalische Anordnung, sondern nur

um ein Gedankenexperiment beziiglich des Fortschreitens der

Wellenfunktion handelt, treten keine Radialkréfte und damit verbundene

Energien auf.

1.20 Losungen der Schrodingergleichung fiir freie

Elektronen

Wir suchen stationédre Losungen der Wellenfunktion und koénnen daher die
zeitunabhéngige Schrodingergleichung Gl. (1.20) verwenden. Mit dem sta-
tischen Potential W, = 0 in unserem Modell fiir freie Elektronen lautet

sie
h2

2m,
Da das Elektron sich in keinem Potentialfeld bewegt, stellt W die rein kine-
tische Energie des freien Elektrons dar.

AY(z,y,z) = Wi(x,y, 2) . (1.67)
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Die Schrodingergleichung (1.67) besitzt die gleiche Form wie die in der Hoch-
frequenztechnik bekannte homogene Helmholtz-Gleichung, die die Wellen-
ausbreitung im (quell-)freien Raum beschreibt. Sie hat als Losungen ebene
Wellen der Gestalt

— (1.68)
mit k = ky@, + k&, + koo, (ka, ky, k. = const.) (1.69)
und "=zé€, +ye, +z¢e,. (1.70)

Gl. (1.68) in die Schrodingergleichung (1.67) eingesetzt ergibt unmittelbar
die kinetische Energie des Elektrons
h2k?

© 2m,

, mit k* = k2 4+ k) + k2 (1.71)

Sie ist unabhéngig von der Kantenldnge L unseres Kristalls.
Die Amplitude a von ¢ ergibt sich aus der Normierungsbedingung (1.55) zu
a = L2, wodurch die Wellenfunktion aus (1.68) lautet

1 ..
Y = Eeﬂ’” : (1.72)

Rechnen Sie zur Ubung doch einmal G1. (1.71) und (1.72) nach (leicht).

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons an einem beliebigen Ort 7

im Kristall ist

a2 | L gEe ’ _ 1
G TC| T

Das freie Elektron befindet sich also iiberall im Kristall mit der gleichen

Wahrscheinlichkeit. Man sagt, das Elektron ist {iber den Kristall ,,ausge-

(1.73)

schmiert®.
Der Wellenvektor k£ der Wellenfunktion muss unserer Randbedingung fiir Pe-
riodizitat geniigen. Dies ist erfiillt fiir Komponenten des Wellenvektors

N, 2T Ny 2T N,2T
ky=4+—— k,=+"2— Lk, =+= 1.74
L Yy L ( )
mit den natiirlichen Zahlen
Ng, Ny, My = 0, £1, £2, £3 ... . (1.75)

Damit existieren unendlich viele Losungen fiir den Wellenvektor k, die
sich aus der Wahl und Kombination der ng,,n,,n. ergeben. Da {iber die
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k-Vektoren Richtung und Wellenléinge der Wellenfunktionen unterschieden
werden, stellt jeder k-Vektor einen moglichen Zustand des Elektrons dar.
Wie zuvor fiir das Elektron des Wasserstoffatoms haben wir auch fiir das
freie Elektron einzelne Zustdnde der Wellenfunktion gefunden. Hier sind die-
se tiber Gl. (1.71) mit der Energie des Elektrons verkniipft. Abb. 1.24 zeigt
die diskreten Energien des Elektrons in Abhéngigkeit des Betrags seines Wel-
lenvektors. Wir nennen eine solche Darstellung in Abhéngigkeit des Betrags
eines Wellenvektors auch als Darstellung im k-Raum (auch Zustands- oder
Phasenraum). Wir stellen uns dabei vor, dass die Komponenten k,, k,, k. des
Wellenvektors ihren eigenen Raum, den k-Raum, aufspannen.

A WK
\ 1
o é
\ /
\ /
\ /
® é
\ K ~~diskrete
Y ,_—Energiewerte
Q P
\ /
% 8
LY o
] -

SEassi issaters Tk
Abb. 1.24: Diskrete Energien (entartet) fiir die verschiedenen Zusténde des
freien Elektrons in einem Kristall.

Durch Einsetzen von Gl. (1.74) in (1.71) wird unmittelbar klar, dass die
Zustande des Elektrons beziiglich der Energie entartet sind:

W(k) =W, (2 2(2+ 2 4 n?) (1.76)

=W, nym, = — | (ni4+n;+n3). .
xylby Tz 2me L xX Yy z

Wir konnen in Analogie an die Losungen des Wasserstoffatoms die n,, n,,

n, als Quantenzahlen interpretieren.

Gleichbedeutend mit den Quantenzahlen kann jedoch auch der Wellenvektor

k verwendet werden, wovon wir im Folgenden Gebrauch machen werden.

Wir merken uns folgende Eigenschaften der Wellenfunktion des freien
Elektrons:

e Das Elektron nimmt nur diskrete Energien W (k(n,,n,,n,)) an.
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e Die Energien werden durch den Betrag k£ des Wellenvektors bestimmt.
e Die Energie steigt quadratisch mit k.

e 7u jedem k und damit auch zu jeder Energie existieren mehrere
Zusténde (Sétze von Quantenzahlen).

e Jedes k beschreibt einen Zustand (eindeutig).

e Jeder Zustand kann wegen des Pauli-Prinzips mit maximal zwei Elek-
tronen mit antiparallelem Spin besetzt werden.

Fiir einen Wellenvektor
9 27\ 2 9 9 9 o\ 2
k (nm,ny,nz) = f (nm—l—ny—i—nz) = f N (177)

ergeben sich fiir N = 1 sechs Zustédnde, die durch 12 Elektronen besetzt
werden konnen. Fiir N = 2 ergeben sich 12 Zusténde, fir N = 3 bzw. 4 aber
nur 8 bzw. 6 Zustiande. Uberpriifen Sie das zur Ubung doch einmal.

Fiir groe N wird die Berechnung von Hand schnell aufwendig. Wollen wir
10% Elektronen unterbringen, bendtigen wir 1 - 10% Zustéinde, die sich auf
Kombinationen der n,, n,, n. verteilen.

Wir fithren im néchsten Kapitel eine einfache Systematik zur Abschétzung
der Anzahl der Zusténde ein.

Aus der Vielzahl der Zustédnde wird deutlich, dass die diskreten Energiewerte
so haufig und dicht aufeinander folgen, dass man die Parabel im k-Raum als
kontinuierlichen Verlauf ansehen kann.

Zum Abschluss dieses Kapitels berechnen wir noch aus der Losung
der Wellenfunktion einige Groflen der Teilchennatur des Elektrons:

Die Energie des freien Elektrons ist rein kinetisch, daher gilt mit G1. (1.71)
B h2 /{52 1 ) p2

o gMeV” = T (1.77 b)
woraus durch Vergleich
5= hE = h%”gk (177 o)
und .
g _ Iy (1.77 d)
m m

folgt.
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1.21 Zustandsdichte freier Kristallelektronen

Wir haben im letzten Kapitel den Begriff des k-Raumes eingefiithrt. Wir stel-
len uns dabei vor, dass die drei Komponenten k,, k, und k. der moglichen
Wellenzahlen E(nx, ny,n.) einen dreidimensionalen Raum aufspannen.

Wir benutzen diese Vorstellung, um die Vielzahl der moglichen Wellenzahl-
vektoren rdumlich darzustellen.

Da sich sdmtliche Wellenzahlen in allen Raumrichtungen aus Vielfachen von

2r zusammensetzen, definieren wir eine Einheitszelle aus den drei Vektoren

L
- 2T r

k.= 1{—,0,0

(F00)

- 2 r
ky = O’T’O (1.78)

L ' .

Diese Einheitszelle kann in allen drei Raumrichtungen durch Addition eines
Translationsvektors

(1.80)

verschoben werden.

Jeder Endpunkt im dreidimensionalen Raum stellt dann einen moglichen
Zustand dar. Abb. 1.25 zeigt die Einheitszelle und den sich daraus ergeben-
den Gitteraufbau. Jeder Gitterpunkt ist durch ein Kreuz markiert.
Wellenvektoren mit gleichem Betrag haben in dieser Darstellung den
gleichen Abstand zum Nullpunkt, liegen also auf einer Kugelschale mit dem
Mittelpunkt im Ursprung.

Da iiber Gl. (1.71) die Energie des Elektrons fiir einen bestimmten Zustand
nur von k abhéngt, besitzen sdmtliche Zusténde, deren k auf der gleichen
Kugelfldche liegt, auch die gleiche Energie.

Wir fassen zusammen:

e Kugelschalen im k-Raum sind Flachen mit konstanter Energie.

e Schalen mit kleinerem Radius k£ gehoren zu geringeren Energien.
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Abb. 1.25: Darstellung der Wellenvektoren sédmtlicher Zustidnde eines freien
Elektrons in einem Kristall der Kantenldnge L. Die durch Kreuze
markierten Zustande formen eine dreidimensionale Gitterstruktur, die durch
2

Verschiebung der Einheitszelle um < in allen Raumrichtungen entsteht.

e Eine Kugel mit dem Radius £ beinhaltet demnach nur Zustdnde mit

h2k?
Energien W <

Me

Die Anzahl N der Zusténde in einer Kugel mit dem Radius k entspricht der
Anzahl der, in der Kugel enthaltenen Elementarzellen”. Mit dem Volumen

der Kugel
4
Vi(k) = ?”/5’ (1.81)

ergeben sich mit dem Volumen der Einheitszelle nach Gl. (1.79)

N, Vek) _ TR LS VES 18
Z= T (23 T 62 G2 (1.82)
VEZ (L) 6 o1

durch Elektronen besetzbare Zusténde. V' ist darin das Volumen des Kristalls
mit der Kantenlénge L.
Jeder Zustand kann mit zwei Elektronen besetzt werden, wodurch

VE3

"Die Zuordnung Anzahl Elementarzellen zu Zustéinden fillt einfach, wenn man sich die
Einheitszellen um eine halbe Translationsvektorldnge verschoben vorstellt. Dann liegen die
k-Werte jeweils in der Mitte einer Zelle.
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Elektronen auf den Zustdnden in einer Kugel mit dem Radius k& unter-
gebracht werden koénnen. Wir bezeichnen Npz im Folgenden als Anzahl
der Elektronenzustinde. Die Energie der Elektronen steigt entsprechend

Gl. (1.71) von den inneren Kugelschalen mit wachsenden k-Werten konti-
nuierlich an und erreicht auf der Kugelhiille ihr Maximum.

Da nach Gl. (1.71) jedem k-Wert eine Energie zugeordnet ist, konnen wir
die Anzahl der Elektronen auch iiber die maximale Energie W (k) auf der
Kugelhiille ausdriicken:

V. [2mW 2

Darin héngt die Anzahl der Elektronenzustéinde von dem Volumen V' des
betrachteten Kristalls ab. Wir moéchten fiir die weitere Berechnung lieber
mit Groflen arbeiten, die unabhéngig von den Abmessungen eines Kristalls
sind. Wie immer in einem solchen Fall bildet man eine spezifische Grofle,
indem man das Ergebnis auf die Abmessung bezieht. Da in unserem Fall die
Abmessung ein Volumen ist, stellt die spezifische Gréfle eine Dichte dar. Wir
erhalten fiir die spezifische Anzahl der Elektronenzusténde die Dichte

3
Nez (Qmew) . (1.85)

Vo 3m2\ A2

Bei Anderung der Energie W der Kugelhiille éndert sich die Dichte der Elek-
tronenzustinde, da sich iiber k(1) das Volumen Vj, der Kugel im k-Raum
andert, die die moglichen Zusténde einschlieft.

Durch Ableitung von Gl. (1.85) ergibt sich die Anderung

3 3
d Ngz 1 [2m.\2 3 1 (2m.)z._1 81V/2 3
D = — [ Py— 2 = 2 = —— g .
W)=aw 37?2( ) oV = o V= T mev W
(1.86)

D(W) gibt die Anderung der spezifischen Anzahl der eingeschlossenen

Elektronenzusténde an, fiir eine Anderung um dW der Energie (= Radius)
der Kugelhiille bei einem Wert W. D(W) ist eine wichtige Grofle. Wir
bezeichnen sie als Zustandsdichte.

Da Gl (1.86) fiir das Modell der freien Kristallelektronen hergeleitet
wurde, beschreibt sie die Zustandsdichte freier Kristallelektronen (bzw. des

Elektronengases).
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Das Arbeiten mit Zustandsdichten wird uns durch das ganze Skript
hindurch begleiten. Daher ist ein Verstédndnis der Aussage einer Zustands-
dichte wichtig. Dabei ist zu merken, dass es sich um die Anzahl der
Elektronenzustiande in einem Volumen (Dichte) in einem Energieinter-
vall dW handelt, also genau genommen um die (Energie-) Dichte einer
(Volumen-) Dichte.

Dies wird klar, wenn wir die Anzahl der Elektronenzustinde d/Ngz in einem
Energieintervall dWW ausrechnen:

Anzahl der Elektronen-  dNgz
zustinde pro Volumen V..V

= D(W) - dW (1.87)

Anzahl der Elektronenzustinde = dNgz =V -D(W) dW (1.88)

1.22 Fermienergie, Fermikugel

Wir nehmen an, wir haben N, freie Elektronen in unserem Kristall. Unter der
Annahme, dass keine Wechselwirkung zwischen den Elektronen stattfindet,
stehen alle im vorangegangenen Kapitel berechneten Elektronenzustidnde zur
Besetzung durch die N, Elektronen zur Verfiigung. Nach dem Pauli-Prinzip
werden beginnend mit der niedrigsten Energie alle Elektronenzusténde nach-
einander aufgefiillt, bis das letzte Elektron untergebracht ist. Dann wurden
genau Ngz; = N, Elektronenzusténde besetzt. Den Wellenvektor mit dem
Radius der Kugelhiille, die die Ngz Elektronenzustinde umschliet, nennen
wir Fermiwellenvektor kp.

Die zu kp gehorende Kugel nennen wir Fermikugel und die Energie der letz-
ten Zustdnde auf der Hiille nennen wir Fermienergie W

0 0 A
= 2 = 2—8 . .
F 2m, & ~~ 2m, <37T V > (1.89)
Gl. (1.83)

Die Fermienergie ist also eine Funktion der Volumendichte % der freien
Elektronen in dem Kristall.

Ist die Anzahl der freien Elektronen pro Volumen eines Kristalls be-
kannt, so kann mit Gl. (1.89) dessen Fermienergie abgeschitzt werden.
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o1

Beispiel: Fiir das Beispiel des Na-Kristalls steht ein freies 3s!
Elektron pro Atom zur Verfiigung. Na kristallisiert in einer kubisch-
raumzentrierten Struktur (bec = body-centered-cubic). Abb. 1.26 zeigt
die Anordnung der Atome in einer Elementarzelle, das bce-Raumgitter
sowie zwei weitere Kristallgitter, das einfache kubische Gitter (sc = sim-
ple cubic) und das kubisch flichenzentrierte Gitter (fcc = face-centred-
cubic).
Jede Elementarzelle teilt sich die Atome auf ihren Ecken mit den benach-
barten Elementarzellen.
Im Fall der bee-Struktur entfallen auf eine Elementarzelle zwei Atome,
also auch zwei freie Elektronen.
Die Gitterkonstante (Abstand der auf den Ecken sitzenden Atome) be-
triigt bei Na 4,225 A=0,4225 nm.
Daher betrégt die Elektronendichte

N, 2 21077

1
== = = 2,65 10%—
Vo (0,4225-1093m?®  0,075m3 m?

mit der Elektronenmasse m, = 9,1-1073! kg und dem Wirkungsquantum
h=6,63-1073"Js = h- 27 sich aus Gl. (1.89)

2 A
Wp = 3l —
r 2m6(7TV>

(6,63 - 10734 Js)?

1\3
= 372265 10®—
2.9,1-10 3 kg (W ’ 3)

J2g?

1
=6,1-107%—""-.8,5-10—
kg m?

=5,2-107%J=3,2eV (1eV =1,602-107"))

|

a

l

«— 5 —»

einfach kubisch (sc) kubisch raumzentriert (bcc)
Gitterpunkte  _ 8 _ 4 Gitterpunkte  _ 1+8-2
Einheitszelle 8 Einheitszelle 8

Abb. 1.26: Elementarzellen (Einheitszellen) fiir die drei einfachsten
Kristallgitterstrukturen. a ist die Gitterkonstante
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1.23 Streuung am Kristallgitter

Bisher haben wir angenommen, dass sich die nicht oder nur schwach an
die Atome im Kristallgitter gebundenen Elektronen frei bewegen koénnen.
Als Ergebnis bekamen wir Wellenfunktionen, die zeigen, dass in diesem
Fall die Elektronen iiber den Kristall ausgeschmiert sind. Es ergab sich ein
quasi-kontinuierlicher parabelférmiger Verlauf der kinetischen Energien der
Elektronen in Abhéngigkeit des Betrags des Wellenvektors.

Die Struktur der realen Verlaufe von Valenz- und Leitungsband eines
Halbleiters werden wesentlich durch die Wechselwirkung der Elektronen
mit den Atomen im Kristallgitter bestimmt. Um den qualitativen Einfluss
des Gitters zu verstehen, fithren wir im Folgenden einige sehr einfache
Uberlegungen durch.

Wir definieren zunéchst einige niitzliche Grolen des Kristallgitters.

1.24 Definition von Richtungen und Fliachen in Kris-
tallgittern

In Abb. 1.26 haben wir drei Elementarzellen kennengelernt, aus denen sich
Kristallgitter aufbauen lassen. Sie gehoren zu dem kubischen Kristallsystem,
das gleiche Kantenléngen und Winkel von 90° aufweist. Das kubische
Kristallsystem ist eines von 14 moglichen Kristallsystemen (Bravais-Gitter),
aus denen sich alle Kristalle aufbauen lassen. Der Aufbau geschieht durch
raumlich identische Fortsetzung der Elementarzelle. Die Fortsetzung erfolgt
iiber Translationsvektoren (a, g, ¢), die mit den drei Achsen der Elementar-

zelle identisch sind (vgl. Abb. 1.27).
Uber einen Vektor

Fn = (n@—i— ngl;—i- n35)
168t sich jeder Gitterpunkt erreichen.

Eine Richtung wird durch Angabe der [n;, ng, ns] beschrieben. So ist
z.B. [1,0,0] die mit @ in Abb. 1.27 zusammenfallende Richtung. [2,1,1] ist
die Richtung des Vektors @ in Abb. 1.27.

Eine Fliche wird iiber Achsenabschnitte mit Hilfe der Miller-Indizierung
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Abb. 1.27: Translationsvektoren einer Elementarzelle. Eingezeichnet ist
auch ein Beispielvektor « fiir die Richtung [2,1,1].

angegeben. Abb. 1.28 zeigt ein Beispiel.

ol

lal=Ibl=lcl=a, lal = Ibl = a,

Abb. 1.28: Beispiele fiir die Miller-Indizierung von Flédchen. Links:
Schnittpunkte bei den Achsenabschnitten ag, 2ag, 2a¢9 mit den Kehrwerten
L L L woraus sich die Miller-Indizes (2,1,1) ergeben. Rechts:

ag’ 2ag’ 2ag’

Achsenabschnitte bei ag, ag, co mit Miller-Indizes (1,1,0).

Die Vorgehensweise bei der Miller-Indizierung:

1. Bestimmung der kleinsten ganzzahligen Achsenabschnitte in Einheiten
von
jal, [b], e = u, v, w
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2. Verwendung der Kehrwerte

S

1
’y
v

SIS

3. Multiplikation der Kehrwerte mit ¢ als dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen von u, v, w, falls eine der Zahlen %, i i ein Bruch ist, ergibt

die Miller-Indizes (h,k,l).

LTI L o (h k1) .
u v

w

Zwei planparallele Fldchen haben also die gleichen Miller-Indizes. Man ver-
wendet geschweifte Klammern h, k, [, um die Gesamtheit aller gleichwertigen
Ebenen zu bezeichnen.

Den Abstand zwischen zwei planparallelen Fldchen bezeichen wir mit dj, 1,
wobei auch Teile davon erlaubt sind. So bezeichnet z. B. d;;o in Abb. 1.29

W

{110}

Abb. 1.29: Beispiel zur Definition eines Abstandes zwischen benachbarten
planparallelen Flédchen.

den Abstand zweier benachbarter (110)-Ebenen und dsgg den halben Abstand
zwischen den (110)-Ebenen.

1.25 Bragg-Reflektion

Die Wellenfunktion der freien Elektronen sind ebene Wellen, die durch
Gl. (1.68) beschrieben werden:

-,

Y = ae’*" . (1.68)
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Sie unterscheiden sich durch verschiedene Wellenvektoren k = ky€y + kyey, +
k.€,, die aufgrund der Abhéngigkeit der k,, k,, k., von n,, n,, n, (vgl
Gl. (1.74)) in (nahezu) beliebige Raumrichtungen zeigen und mit Ausnahme
der entarteten Zusténde auch unterschiedliche Betridge besitzen.

Wir betrachten eine solche ebene Welle, die nach Abb. 1.30 unter einem be-
liebigen Winkel ¢ auf eine Kristallebenenschar mit einer Orientierung (h, k, 1)
fallt.

Idhkl

Abb. 1.30: Einfall einer ebenen Welle auf eine Kristallebenenschar (h,k,l).
Links: Zerlegung des Wellenvektors in eine Normal- und eine
Tangentialkomponente. Rechts: Zweidimensionale Darstellung der
Zerlegung mit Blick auf die durch Eg, k und aufgespannte Fliche.

Der Wellenvektor lasst sich immer in zwei Komponenten aufteilen: Die Kom-
ponente kg steht senkrecht auf der Kristallebene (h,k,1) in Richtung der
Flachennormalen ég. Die Tangentialkomponente Et liegt in der Kristallebe-
ne. Abb. 1.30 rechts zeigt eine zweidimensionale Darstellung der Zerlegung
mit Blick auf die, durch die Vektoren aufgespannte Flache.
Fiir die Aufteilung gilt

k=kg+k . (1.90)

Der Wellenvektor in Richtung der Flachennormalen
k-éc=kg=|k|sing = ksing (1.91)

beschreibt eine ebene Welle, deren Phasenflachen parallel zu den Fldchen
(h,k,1) sind. Gemafl dem Huygens-Fresnelschen Prinzip entsteht an jeder
der Flichen eine Reflektion®, die in entgegengesetzter Richtung zu k¢ liuft.

8Genauer miisste man sagen, dass von der, durch die einfallende Welle stiumlierten
Elektronenverteilung der Gitteratome Elementarwellen (Kugelwellen) ausgehen, die sich
im Fernfeld zu einer ebenen Welle — der Reflektion — {iberlagern.
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Die Reflektionen addieren sich entsprechend ihrer Phasenbeziehung.
Die Phasendrehung, die die einfallende Normalkomponente auf der Strecke
dpk,; von einer Ebene bis zur néchsten erfdahrt, ist

ke dnky €c = ke dpgy - (1.92)

Sie wird dort reflektiert und erfahrt nochmals die gleiche Phasendrehung, bis
sie wieder an der davor liegenden Ebene ist. Dort iiberlagert sie sich mit einer
von dieser Ebene reflektierten Welle. Die Uberlagerung erfolgt konstruktiv
(gleichphasig) unter der Bedingung

ngdh7k7l:n-27T:>kG: nr . (193)
dp k1
Mit der Konvention @ = dphnkn = dpr ergibt sich
™ .
kg =——=ksing . (1.94)
dp ke

Diese Reflektionen finden zwischen allen Ebenen der Ebenenschar statt und
ergeben, wenn Gl. (1.94) erfiillt ist, eine konstruktive Uberlagerung.

Wir bezeichnen Gl. (1.94) nach seinem Entdecker als Bragg-Bedingung und
die, in diesem Fall stattfindende Reflektion als Bragg-Reflektion.

Gehen wir davon aus, dass die der Reflektion zugrunde liegende Streuung

elastisch ist, so bleibt die Energie erhalten. Die Energie der einfallenden Welle
c c
=hfec=h— =h—kg=hck 1.
We = hfa o 5 Fe=hcke (1.95)

ist dann gleich der Energie der reflektierten Welle. Deren Wellenvektor muss
daher den gleichen Betrag, aber wegen der entgegengesetzten Ausbreitungs-
richtung ein entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Unter der Annahme, dass die Tangentialkomponente k; der einfallenden Wel-
le aufgrund ihrer Orientierung im Kristall keine Reflektion erfahrt, {iberlagert
sie sich unverdndert mit der reflektierten Normal-Komponente. Daraus ergibt
sich der Wellenvektor der reflektierten Welle

K =—kqg+k . (1.96)

Abb. 1.31 veranschaulicht die Beziehung zwischen den Wellenvektoren von
einfallender und reflektierter Welle.
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Abb. 1.31: Zusammenhang zwischen den Wellenvektoren von ein- und
ausfallender Welle bei Annahme von elastischer Streuung.

Aus Abb. 1.31 kann direkt abgelesen werden

- - - 27
E—kK =2k = eq . (1.97)
dh g
Wir definieren mit
- 2
Gh,k,l = d (el (198)
k.l

einen Vektor des reziproken Gitters mit den Eigenschaften

1. Gy steht senkrecht auf der Ebenenschar (b, k, 1) (1.99)
= 2m

2. Grral = (1.100)
hok,l

und konnen damit fir Gl. (1.97) schreiben
k—k = Ghp - (1.101)

Dies ist eine sehr einfache vektorielle Beziehung, wobei beriicksichtigt werden
muss, dass diese Gleichung im dreidimensionalen Raum gilt. Abb. 1.32 zeigt
Losungen der Beziehung in einer zweidimensionalen Projektion.
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Abb. 1.32: Darstellung der Bragg-Bedingung fiir (Total-)Reflektion einer
Elektronenwelle am Kristallgitter anhand der Wellenvektoren k und & der
einfallenden und reflektierten Welle. émk’l wird durch den Aufbau eines
Kristallgitters bestimmt. Alle l;/:, die auf der Mittelhalbierenden von éh,k,z
liegen, sind Losungen von Gl. (1.101). Der reflektierte Vektor k' besitzt
dann automatisch den richtigen Betrag (|k| = |k|)und Winkel ¢ (vgl.
Abb. 1.31).

Beispiel: Wir kénnen anhand der Eigenschaften (1.99) und (1.100) fiir
das zweidimensionale Kristallgitter in Abb. 1.33 links einige Vektoren
éh,k,l des reziproken Gitters zeichnen. Diese sind rechts ausgehend von
einem gemeinsamen Ursprung zusammengefasst.

32 30’ 3-1)
@2) o @ @y
16
22 21) 20 2-1
@2) (.)‘.,‘ @ @y
w  Gu' @)

L] *\ :\: ,4'
> 4G
02 Gg; 4 101
92) .01 e (. )
Y T (00)
Géz.- (c11) (1) (-1-1)
e o

Abb. 1.33: Links: Zweidimensionales Kristallgitter mit einigen einge-
zeichneten Ebenen (Netzebenen) und deren reziproken Gittervektoren
C_jh,k- Rechts: Jedes éth zeigt auf einen Punkt im reziproken Gitter.

Beachten: Die Einheit der reziproken Gittervektoren ist m™!.
besseren Darstellung ist in Abb. 1.33 daher fiir die th,k ein anderer
MafBstab als fiir die Kristallgitter gewéhlt worden. Durch das quadratisch

Zur

gewihlte Gitter erscheint auch das reziproke Gitter quadratisch und
hat dieselbe Struktur wie das Kristallgitter. Bei Abweichungen von der
quadratischen Kristallgitterform &dndert auch das reziproke Gitter seine
Form. Diese ist dann aber nicht mehr identisch mit dem Kristallgitter.
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Abb. 1.33 rechts zeigt eine wichtige Eigenschaft der reziproken Gitter-
vektoren. Sie bilden ein reziprokes Gitter, das sich aus einer reziproken
Elementarzelle mit dem reziproken Translationsvektoren @01 und @10
zusammensetzt. Der Index der Gitterpunkte stimmt mit den Miller-Indizees
(h,k,l) der jeweiligen Ebenenschar iiberein.

Wir filhren in Analogie zu den Translationsvektoren (@,b,¢) des Kris-
tallgitters fiir das reziproke Gitter die Translationsvektoren (A, B, C) ein.
Fiir das zweidimensionale Beispiel (ohne ¢) in Abb. 1.33 rechts gilt dann
z.B. eine Zuordnung A= éoh B = Gyo. Allgemein im Dreidimensionalen
ist jeder Gitterpunkt {iber einen Vektor

Ghry = (hA+ kB +1C) (1.102)

erreichbar.
Im Beispiel in Abb. 1.33 wurden die Regeln (1.99) und (1.100) zur Konstruk-
tion einiger reziproker Gittervektoren im Zweidimensionalen angewandst.
Um auf einfache Weise die Konstruktion aller reziproker Gittervektoren im
Dreidimensionale zu ermoglichen, ist nach Gl. (1.102) nur die Kenntnis der
Translationsvektoren des reziproken Gitters notig. Diese ergeben sich formal
aus der Berechnungsvorschrift’

bxé 5 . éxd

. ixb
B=2rt% G—oplX

A=o2r , ,
Viz Vez Vez

(1.103)

wobei (@,b,) die Translationsvektoren des Kristallgitters und Vi, = (@ x
b)é = (b x &)@ = (¢x @)b (Spatprodukt) das Volumen der Elementarzelle ist.
Dass GIl. (1.103) unserer Berechnung fiir reziproke Gittervektoren geniigt,
zeigt eine einfache Betrachtung:

e Das Kreuzprodukt im Zéahler steht immer senkrecht auf der, durch die
beiden Vektoren gebildeten Ebene. Damit ist Forderung (1.99) erfiillt.

e Der Betrag des Kreuzproduktes im Zahler ist gleich der von seinen
Vektoren aufgespannten Fldche. Wir nennen sie F' und wissen, dass
F" verschiedene Werte Fj., F.,, F,, annehmen kann. Im Nenner steht

9Es lisst sich aufgrund der Periodizitit zeigen, dass das reziproke Gitter durch Fourier-
Transformation aus dem Kristallgitter (Ortsgitter) hervorgeht.
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das Volumen der Elementarzelle. Diese berechnet sich aus dem Pro-
dukt von F und der, auf F senkrecht stehenden Komponente des
dritten Vektors. Die Lénge dieser Komponente ist genau der Abstand
(d = dygo, doro doo1) von zwei benachbarten (100), (010) oder (001)-
Flachen. Fiir das Volumen der Elementarzelle kann man also Vgz = F'-d
schreiben, wodurch sich F' in Zahler und Nenner kiirzt und wir die Be-
trage

27

- 2 _ 2T -
Al = == |Bl = -—, |C] = (1.104)
010

dioo’ doo1
fiir die reziproken Translationsvektoren erhalten. Damit ist auch For-

derung (1.100) erfiillt.

Wir stellen fest, dass durch formales Anwenden von Gl. (1.103) auf ein
Kristallgitter ein zweites Gitter — das reziproke Gitter — entsteht. Dieses re-
présentiert den k-Raum und eignet sich daher mit Gl. (1.102) zur Darstellung
von Wellenvektoren entsprechend der Reflektonsbedingung nach Gl. (1.101).

Danach erfiillen nur die Kombinationen k — &' die Reflektionsbedingung,
die wie in Abb. 1.32 gezeigt einen reziproken Gittervektor ergeben. Die dort
gezeigte Konstruktion der k und & mit Hilfe der Mittelhalbierenden lisst
sich direkt auf das reziproke Gitter iibertragen, da jeder Vektor zwischen
Punkten des Gitters ein reziproker Gittervektor ist.

Abb. 1.33 links zeigt die Konstruktion ausgehend von einem (beliebigen)
Ursprung des Gitters, fiir die Gittervektoren, deren Mittelhalbierenden
die kleinstmogliche Fldche (hier ein Quadrat) umschliefen. Fiir den realen
dreidimensionalen Kristall werden die Mittelhalbierenden zu Fldchen und
der einbeschriebene Korper zu einem Polyeder (bei dreidimensionaler
Fortsetzung von Abb. 1.33 ergibt sich ein Kubus).

Wir nennen den kleinsten, durch die mittelhalbierenden Fléachen eingefassten
Polyeder die erste Brillouin-Zone. Die gleiche Bezeichnung verwenden wir
fiir die von den mittelhalbierenden Geraden eingeschlossene Fldche in der

zweidimensionalen Darstellung.

Den néchstmoglichen Koérper geringsten Flacheninhalts nennen wir die
zweite Brillouin-Zone (BZ), den dritten, die dritte BZ u.s.w. Jede Brillouin-
Zone hat das Volumen der Elementarzelle. Abb. 1.34 rechts zeigt fiir das

einfache zweidimensionale Beispiel die Konstruktion der zweiten BZ.

In Abb. 1.35 sind fiir die komplizierten kubisch-flachen- und -raumzentrierten
Gitter die Korper der ersten BZ gezeigt.

Wir merken uns, dass alle Wellenvektoren E, die (ausgehend vom Ursprung)
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Abb. 1.34: Konstruktion der ersten (links) und zweiten (rechts)
Brillouin-Zone (BZ) im Zweidimensionalen. Die Fléchen ergeben sich als
kleinstmogliche, durch die Mittelhalbierenden der reziproken Gittervektoren
einbeschriebenen Flédche. Zur Fléiche der 2. BZ zahlt die der 1. BZ nicht
dazu. Zu sehen ist, dass alle k die auf einer BZ enden, die Bragg-Bedingung
erfiillen.

auf einer der Flachen der Brillouin-Zonen liegen, die Bedingung fiir Bragg-
Reflektion nach Gl (1.101) erfiillen.

1.26 Bandliicke durch Bragg-Reflektion

Je weiter ein Wellenvektor der Wellenfunktion eines Elektrons von einer BZ
entfernt ist, umso weniger wird die Wellenfunktion reflektiert. Das Elektron
erfahrt dann keine Auswirkung der Gitterstruktur und verhélt sich néhe-
rungsweise wie ein freies Elektron.

Wir betrachten die Wellenfunktion 1 eines reflektierten Elektrons. Sie besteht
aus einer hinlaufenden und einer, aufgrund der Reflektion zuriicklaufenden
Wellenfunktion mit den Wellenvektoren & und &'. Wir kénnen allgemein fiir
die Uberlagerung dieser beiden Wellen schreiben:

Y = ae’™ £ aeFT (1.105)

Aufgrund der als elastisch angenommenen Streuung besitzen beide Wellen
die gleiche Amplitude. Da wir iiber das Vorzeichen der reflektierten Welle



Kapitel 1: Festkorperphysik fiir Elektroniker 62

1.BZ 3.BZ

bcc

fcc

Handzeichnung 1965, R. Liick

Abb. 1.35: Die ersten drei Brillouin-Zonen eines kubisch raumzentrierten
(bee) und flachenzentrierten (fec) Gitters.

keine Aussage machen konnen, ist sowohl eine Uberlagerung mit positivem
als auch negativem Vorzeichen moglich. Um diesen Ausdruck interpretie-
ren zu konnen, zerlegen wir die Wellenvektoren der Wellen wie schon zuvor
die Wellenvektoren nach Abb. 1.31 in zwei Komponenten. Eine Komponen-
te EG zeigt in Richtung des reziproken Gittervektors G (wir schreiben zur
Abkiirzung G anstatt éh7k7l). Die andere Komponente, wir nennen sie Trans-
versalkomponente Et, steht senkrecht auf Eg. Sie ist fiir unsere Untersuchung
der Reflektion ohne Bedeutung, da sie durch die Reflektion nicht verdndert
wird (vgl. Abb. 1.31). Mit ¥’ = —k¢ + k; nach Gl. (1.96) gilt:

= aed FatFOT 4 oi(—ke k)7 (1.106)

= aejEtF(ejEGF + e‘jEGF) . (1.107)

Betrachten wir mit ¥ = 7 die Wellenfunktion in Richtung der Reflektion,
also in Richtung kg, so gilt wegen k; | 7¢ und k¢ || 7g:

Yo = a(e?tee £ emikere) (1.108)

a ist ein konstanter Faktor, der sich aus der Normierungsbedingung ergibt.
Fiir unsere Betrachtung ist er ohne Bedeutung und wir setzen im Folgenden
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a=1.
Um zwischen den beiden Wellenfunktionen unterscheiden zu kénnen, nennen
wir
Uh = elkere 4 emikara (1.109)
Vg = effere — eikerc (1.110)

Mit diesem Ergebnis ldsst sich die Wellenfunktion des reflektierten Elek-
trons interpretieren. Dazu ermitteln wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
zu den beiden Losungen, die sich durch Anwenden der Euler-Umformung
nach kurzer Rechnung angeben 1a83t:

g 2m

G

|¢§|2 =YLh) = cos? kara = cos? —rg = cos ra (1.111)
2 2dh,k:,l
G 2

Wa|? = g (1g)" = sin? kgrg = sin? —rg = sin? ———rg (1.112)
2 2dp, 1oy

In den letzten beiden Umformungen in Gl (1.111) und (1.112) wurde
anstelle kg der reziproke Gittervektor G = -2 nach Gl. (1.100) eingesetzt,

dh k1

durch den die Bragg-Bedingung erfiillt wird. Das war der Ausgangspunkt
fiir den Ansatz in Gl (1.105).

Gl. (1.111) und (1.112) beschreiben zwei mogliche Losungen der Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen, die vom Gitter, genauer gesagt
von Gitterebenen im Abstand dj;;, reflektiert werden. Wir stellen die
beiden Losungen in Abb. 1.36 grafisch dar. Zusétzlich zeichnen wir die
Atome im Abstad d, ;; des Gitters sowie deren periodischen Verlauf aus der
Uberlagerung der Potentialtopfe.

Beide Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sind im Gegensatz zum freien
Elektronengas stehende Wellen. Sie sind so zu den Atomen (genauer:

Tonenriimpfen) angeordnet, dass sich in jedem der sich periodisch wiederho-
lenden Losungsrdume (der Raum/Abstand zwischen zwei Gitterebenen im
Abstand dpy;) identische und stetig fortsetzende Verlaufe ergeben.

Aus der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der beiden Losungen ergibt sich eine
iitberaus wichtige Schlussfolgerung;:

Offensichtlich halten sich die v/-Elektronen bevorzugt in der Nihe des
Potentials der Gitterionen auf. Sie besitzen daher eine niedrigere potentielle

Energie als freie Elektronen, die sich iiberall gleich wahrscheinlich auf-
halten und daher sich auch in dem bevorzugten Aufenthaltsbereich der
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Abb. 1.36: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten |¢/4]? und |¢g |2
Bragg-reflektierter Elektronen zwischen Gitterebenen mit einem Abstand
dp 1. Zum Vergleich ist auch die in allen Punkten gleiche
Aufenthaltswahrscheinlichkeit freier Elektronen dargestellt.

a-Elektronen befinden. Da sich diese bevorzugt zwischen den Ionenriimp-
fen aufhalten, besitzen sie eine hohere potentielle Energie als freie Elektronen.

Wir fassen die bisherigen Erkenntnisse zusammen:

e Freie Elektronen mit Wellenvektoren, die die Bragg-Bedingung nicht
erfiillen, konnen sich als Elektronengas ungehindert im Kristall be-
wegen. Sie sind iiber den Kristall ausgeschmiert. Die von ihnen ein-
nehmbaren Quantenzusténde besitzen Energiewerte nach Gl. (1.76),
die quantisiert, aber so eng aufeinanderfolgend sind, so dass sie als eine
kontinuierliche Parabel angenommen werden kénnen.

e Freie Elektronen, deren Wellenvektor die Bragg-Bedingung erfiillt, wer-
den durch das Gitter des Kristalls reflektiert. Sie haben Wellenvekto-
ren kg 7, die auf den Grenzflachen der Brillouin-Zonen liegen. Zu die-
sen Wellenvektoren existieren zwei Energiewerte, der eine kleiner, der
andere groflier als die Energie der freien Elektronen mit dem gleichen
Wellenvektor. Wir definieren die Abweichung von der Energie der freien
Elektronen mit =AW, wobei wir eine symmetrische Abweichung un-
terstellen. Damit konnen wir allgemein fiir die Energie eines Elektrons
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mit k = kg schreiben:

n’k%,

Me

W(kpz) = + AW . (1.113)

Je mehr sich ein Wellenvektor von der Bragg-Bedingung entfernt, umso
mehr wird sich das Elektron wie ein freies Elektron verhalten.

Wir konnen mit diesen FErgebnissen das Bild der Energie der freien
Elektronen aus Abb. 1.24 um die Besonderheiten aufgrund der Bragg-
Reflektion an den Grenzen der Brillouin-Zonen erweitern. Es ergibt sich
Abb. 1.37.

| \ A o
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-——

- | 1.BZ ! f—
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Abb. 1.37: Aufspaltung der Energieniveaus der freien Elektronen-Parabel
an den Grenzen der Brillouin-Zonen (BZ). Dargestellt sind zwei
Wellenvektoren, die in Richtung der Ebenen (100) und (111) (Abstand dyoo
und dyq7) reflektiert werden.

Deutlich gezeigt ist die Aufspaltung der Energieniveaus an den Grenzen
der Brillouin-Zonen. Aufgrund der rdumlichen Gestalt der Brillouin-Zonen
ergeben sich die Aufspaltungen abhéngig von der Richtung des Wellenvektors
bei unterschiedlichen Betrégen. Auflerhalb der Grenzen geht der Verlauf in
den parabelférmigen Verlauf der freien Elektronen iiber.

Durch diese Aufspaltung entsteht in der Dispersionskurve einer E—Richtung
eine Energieliicke. Dies muss jedoch nicht zwangsldufig bedeuten, dass kein
Elektron im Kristall einen Energiewert in dieser Liicke annehmen kann.
Gibt es in einer anderen Richtung von k einen kontinuierlichen Verlauf der
Dispersionskurve im Bereich der Energieliicke, so kénnen diese Energien
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durch Elektronen mit einem k der entsprechenden Richtung besetzt werden.
Dies ist z. B. in Abb. 1.37 fiir die unterste Energieliicke fiir k19g der Fall, die
durch Wellenfunktionen in kq;;-Richtung geschlossen werden.

1.27 Reduziertes Bandschema

Aufgrund der Periodizitét gibt es im reziproken Gitter keine ausgezeichneten
Punkte. Die Wahl eines bestimmten Gitterpunktes erfolgt willkiirlich. Die
von einem gewéhlten Ursprung ausgehend ermittelten Ergebnisse, z. B. die
Lage einer Brillouin-Zone, miissen auch (fiir andere Elektronen) um einen
beliebigen anderen reziproken Gitterpunkt als Ursprung gelten.

Basierend auf dieser Uberlegung lisst sich eine gegeniiber Abb. 1.37
reduzierte Darstellung der Dispersionskurven erzielen. Dabei stellt man
sich vor, dass sich ausgehend von dem néchsten benachbarten Gitterpunkt
als Ursprung wieder die gleiche Dispersionskurve ergibt, ebenso von dem
darauffolgenden und allen weiteren Gitterpunkten. Die Urspriinge der
Dispersionskurven sind dann jeweils um einen reziproken Gittervektor der
betrachteten Richtung von k entfernt. Im Beispiel in Abb. 1.37 befinden
sich also die Urspriinge in der ElOO—Richtung im Abstand Gigp und in der
%111-Richtung im Abstand Gq1;.

Abb. 1.38 zeigt die Uberlagerung der einzelnen Dispersionskurven mit den
Urspriingen im Abstand der Gittervektoren. Es ergeben sich periodisch
fortgesetzte Energiebédnder.

Aus der Darstellung kann man sehen, dass sich innerhalb des reduzierten
Bereichs im Abstand der Lénge eines halben reziproken Gittervektors der
jeweiligen Richtung (%Gmo, %Gnl) samtliche Verldufe der Energiebédnder
wiederfinden.

Man verwendet daher héufig die sogenannte reduzierte Darstellung, bei

der die aufBlerhalb liegenden Verldufe um einen reziproken Gittervektor
verschoben werden, so dass sie im reduzierten Bereich liegen. Die reduzierte
Darstellung fiir Abb. 1.37 bzw. Abb. 1.38 ist in Abb. 1.39 links nochmals
zur Verdeutlichung gezeigt.

Auf der rechten Seite ist das zu den Verldufen gehorende Béndermodell
angegeben. Es besitzt eine Energieliicke W, im Bereich der nicht {iber-
lappenden Verldufe. Ist das obere Band ohne zusétzliche Anregung noch
unbesetzt, so stellt es das Leitungsband dar. Das darunter liegende Band ist
das Valenzband.
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Die realen Bandverldufe sind natiirlich viel komplizierter als die hier mit der
vereinfachten Annahme Bragg-reflektierter freier Elektronen hergeleiteten
Kurven.

Um sie genauer zu bestimmen, miisste die Schrédingergleichung fiir den
gesamten Kristall gelost oder mit aufwendigen Verfahren und Annahmen
Néherungslosungen erarbeitet werden.

Die fiir unser Versténdnis der Bauelemente wichtigen Aussagen bleiben
jedoch qualitativ die gleichen und konnen daher auf dem einfachen Stand
der hier gebrachten Herleitung belassen werden.

Eine FErweiterung ist jedoch anzubringen, die auch in aufwendigeren
Losungen notwendig ist. Sie betrifft die Lage der Minima und Maxima der
jeweiligen Bénder. Diese liegen sich in unserem einfachen Modell immer bei
gleichen Werten der k-Vektoren auf der Grenze der Brillouin-Zone gegeniiber
(vgl. Abb. 1.39).

Abb. 1.40 zeigt demgegeniiber die realen Verldufe der einzelnen Bénder fiir
Si, Ge und GaAs. Hier ist zu erkennen, dass sich Maxima und Minima
nicht immer an den Grenzen der Brillouin-Zone ergeben.

Als eine wichtige Eigenschaft ist zu sehen, dass sich aufler bei GaAs

W(K) A

reduzierter
Bereich

Abb. 1.38: Uberlagerung der Dispersionskurven von k-Vektoren mit
Ursprung an den einzelnen reziproken Gitterpunkten in der jeweiligen
Richtung von k.
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Abb. 1.39: Links: Reduziertes Dispersionsdiagramm. Rechts: Vereinfachtes
Béndermodell mit einer Energieliicke W, aufgrund des mit Vektoren in
k111- und kypo-Richtung nicht zu schlieenden Bereichs W.

a) b) c) d)

Abb. 1.40: Skizzierte reale Bandverldufe und Energieliicke fiir Si, Ge und
GaAs. Ganz links ist nochmals der bisher besprochene vereinfachte Verlauf
dargestellt.
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das Minimum des Leitungsbandes und das Maximum des Valenzbandes
nicht gegeniiberliegen, d. h. sie liegen nicht bei dem gleichen Wellenvektor.
Diese Halbleiter nennt man indirekte Halbleiter. GaAs dagegen wird als
direkter Halbleiter bezeichnet. Diese Unterscheidung ist wichtig, wenn es
um die Fahigkeit eines Halbleitermaterials geht, Licht zu emittieren. Diese
Fahigkeit besitzen nur direkte Halbleiter, weswegen GaAs zur Herstellung
von Leuchtdioden verwendet wird. Wir kommen spéter im Kapitel ,,Direkte
Rekombination“ darauf zuriick.

Abb. 1.40 zeigt eine weitere Besonderheit in der Art des Maximums des
Valenzbandes. Dieses wird durch die Maxima von zwei Béndern gebildet, die
jedoch eine unterschiedliche Kriimmung besitzen. Wie wir spéter sehen wer-
den, besteht ein direkter Zusammenhang der Kriimmung der W(/;)-Kurve
mit der Masse der Ladungstrager.

Wir haben in den letzten Kapiteln mit Hilfe des Modells freier Elek-
tronen mit Streuung an der Gitterstruktur ein genaueres Verstédndnis fiir
die Ursache und den Verlauf der Bandstruktur in Halbleitern erlangt.
Das angewendete Modell stellt eine andere Betrachtungsweise dar als die
eingangs verwendete Vorstellung sich aufspaltender Energieniveaus bei der
Bildung von Kristallen. Letztendlich liefern beide Vorstellungen ausgehend
von ihrer Betrachtungsweise eine Beschreibung des gleichen Festkorpers
und fithren zu den gleichen Resultaten. So sind z. B. die sich aus Abb. 1.18
ergebenden Energiebédnder mit der Energieliicke W, identisch mit denen
in Abb. 1.18. Der Vorteil des Modells freier Elektronen ist, dass es gerade
die freien Ladungstriager sind, die die fiir uns wichtigen Eigenschaften von
Halbleitern bestimmen.

1.28 Unschérferelation, Phasengeschwindigkeit, Grup-
pengeschwindigkeit

1.28.1 Unschirferelation

Wir betrachten das Elektron in seiner Darstellung als Wellenfunktion.
Abb. 1.41 zeigt eine Wellenfunktion, die sich aus der Uberlagerung meh-
rerer Wellenfunktionen ,, mit unterschiedlichen Frequenzen ergibt.

Jede der Wellenfunktionen 1), beschreibt eine zeitabhéngige, sich im Raum
ausbreitende Welle. Wir betrachten willkiirlich und ohne Einschrankung der
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Abb. 1.41: Uberlagerung von monofrequenten Wellenfunktionen zu einer
Wellenfunktion ¢ mit ortlich lokalisierter Aufenthaltswahrscheinlichkeit
|4)|%. Je mehr Schwingungen pro Frequenzintervall bis zu w — oo
hinzukommen, umso kleiner wird die ortliche Lokalisation Ax.

allgemeinen Aussage eine Ausbreitung in x-Richtung. Die Wellengleichung
nach Gl. (1.30) lautet allgemein

Yy = cos(wpt — kn) . (1.114)

Durch die Uberlagerung einer Anzahl N dieser Wellengleichungen entsteht
die in Abb. 1.41 rechts gezeigte Wellengruppe

N
V= . (1.115)
n=1

Sie besitzt je nach der Grofle von N eine ortliche Ausdehnung ihres
Maximums von Axz. Das ist i.e. der Bereich, in dem wir das Elektron
erwarten. Er ist in dem oberen Beispiel mit N = 3 aufgrund der vielen (6)
Schwingungszyklen in der Wellengruppe relativ grofl. Jedoch erméoglichen es
die vielen in Ax enthaltenen Wellenzyklen auch, die Wellenldnge genau zu
bestimmen.

Wird N erhoht, werden mehr Schwingungen aus einem grofler werdenden
Frequenzbereich iiberlagert. Dadurch verringert sich die Breite Az der
Ortsunsicherheit. Im Grenzfall N — oo geht Az — 0.

Demgegeniiber erhoht sich die Unsicherheit bei der Bestimmung der Wel-
lenldnge mit dem grofler werdenden Frequenzbereich, da Az abnimmt (vgl.
Abb. 1.41 unten).
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Uber die de Broglie-Wellenléinge nach Gl. (1.3) ist der Wellenlinge ein

Impuls p = % und damit auch eine Impulsunsicherheit (man sagt auch
Unschérfe oder Unbestimmtheit) Ap zugeordnet. Mit Ap ergibt sich die

Heisenbergsche Unschérferelation in ihrer bekannten Formulierung
Ap-Axz>h . (1.116)

Setzt man fiir Ap = % = hAk, erhélt man eine Formulierung fiir die Unbe-
stimmtheit der Wellenfunktion

Ak - Az > 2w (1.117)

Darin ist Ak der Bereich (Bandbreite) der Wellenvektoren k; . .. ky, die nach
Gl (1.115) iiberlagert werden.

1.28.2 Phasengeschwindigkeit

Wir betrachten eine der Wellenfunktionen nach Gl. (1.114) und fragen, in
welcher Zeit At eine bestimmte Phase ¢ den Weg Az (Az hat hier kei-
nen Zusammenhang mit der Ortsunsicherheit des vorangegangenen Kapitels)
zuriickgelegt hat.
Zu Beginn sei der Einfachheit halber t = 0, dann ist die Phase (Argument
des cos) an der Stelle x;

©=—ka . (1.118)

An der Stelle x; + Ax miissen wir eine Zeit At warten, bis diese Phase ¢
erscheint. Es gilt daher

o = —kry = WAL — k(x, + Ax) (1.119)
und daraus folgt durch Umstellen
wAt = kAzx (1.120)
Ar  w

die Phasengeschwindigkeit v,,.

Zu beachten ist, dass die Phasengeschwindigkeit der de Broglie-Welle wegen
Gl (1.8) immer groBer als die Lichtgeschwindigkeit ist.

Fiir die Geschwindigkeit des Elektrons, das wegen des Maximums von [t|? in-
nerhalb des Bereichs Ax der Wellengruppe lokalisiert ist (vgl. Abb. 1.41), ist
die Geschwindigkeit der Wellengruppe mafigeblich. Diese Gruppengeschwin-
digkeit betrachten wir im néchsten Kapitel.
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1.28.3 Gruppengeschwindigkeit

Wir betrachten die Uberlagerung von zwei Wellenfunktionen im Sinne von
GL (1.115) (N = 2). Wir nehmen an, die beiden unterscheiden sich in Fre-
quenz bzw. Wellenvektor um +Aw bzw. Ak von ihren Mittelwerten w und
x. Die Wellenfunktionen lauten dann:

Yy = cos((w + Aw)t — (k + Ak)x) (1.122)

1y = cos((w — Aw)t — (k — Ak)x) . (1.123)

Die Uberlagerung 1y + 1), lisst sich mittels Additionstheorem umformen zu
1 + 1y = 2 cos(wt — kx) cos(Awt — Akx) . (1.124)

Der erste cos-Term beschreibt eine bekannte Wellenfunktion mit der Pha-
sengeschwindigkeit nach Gl. (1.121). Der zweite cos-Term beschreibt eine
Hiillkurve, &hnlich der gestrichelten Umbhiillenden der Gruppe in Abb. 1.41
oben links. Analog zur Herleitung der Phasengeschwindigkeit lasst sich die
Geschwindigkeit vg, der Hiillkurve der Gruppe anhand des Arguments der
zweiten cos-Funktion bestimmen.

Az Aw
TAt AR
das fiir kleine Anderungen Ak und Aw iibergeht in die Gruppengeschwindig-
keit

v (1.125)

_dw
" dk
Dies ist die Geschwindigkeit, mit der sich das Elektron bewegt.

v (1.126)

Fiir beliebige Richtungen von k im Dreidimensionalen geht Gl. (1.126) iiber

11
Vo = gradzw(k) . (1.127)

1.29 Konzept der effektiven Masse

Reale Bandverlaufe haben eine kompliziertere Struktur, die von dem einfa-
chen parabelférmigen Verlauf des freien Elektronengases abweicht (vgl. Abb.
1.37 und 1.40).

In den meisten Fillen!'® geniigt die Betrachtung der Verliufe an den Band-
kanten, die die Energieliicke bilden, da diese Bereiche den Stromfluss in einem

OWir betrachten hier z. B. nicht die Moglichkeit, dass zwischen den verschiedenen, in
Leitungs- und Valenzband enthaltenen Bandern mit Nebenminima und -maxima Wechsel-
wirkungen auftreten kénnen (Interband- bzw. Intrabandstreuungen).
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Halbleiter mafigeblich bestimmen (vgl. Kap. 1.15). Wir betrachten daher in
Abb. 1.40 die Dispersionskurven an der Oberkante (Maximum) des Valenz-
bandes und an der Unterkante (Minimum) des Leitungsbandes.

Um eine Naherung der Bandverldufe im Bereich dieser Punkte zu erhalten,
konnen wir die Kurven in den Punkten als Taylorreihe entwickeln. Wir be-
schranken uns hier der Einfachheit halber auf den zweidimensionalen Fall,
also die Reihenentwicklung in eine bestimmte kristallographische Richtung.
Mit kg als dem Betrag des Wellenvektors im Minimum /Maximum der Disper-
sionskurve des Leitungs-/Valenzbandes in der betrachteten Richtung, ergibt
sich als Taylorentwicklung um kg

AW (k) AK2 W (k)

Wk) = Wye + Ak
(k) =Wye + Ab—n w2 R |,

(1.128)

Darin ist Ak = k — ko die Abweichung des Wellenvektors gegeniiber dem kg
im Minimum/Maximum und Wy, ¢ alternativ die Energie des Leitungsband-
Minimums W oder des Valenzband-Maximums W, .

Wir brechen die Entwicklung nach dem quadratischen Glied ab, ndhern also
den tatsdchlichen Verlauf durch eine Parabel an. Abb. 1.42 zeigt an einem
hypothetischen Bandverlauf die Ndherung fiir Leitungs- und Valenzband.

Da wir beide Bénder um ihren Extremwert entwickeln, gilt

dw (k)
=0 1.129
dk |, 7 ( )
und GI. (1.128) vereinfacht sich zu
AR W (k)
W(k) =W, — . 1.130
0 =Wie + 5| (1.130)

Bevor wir anhand dieser Beziechung eine Naherung fiir Elektronen an den
Bandkanten herleiten, betrachten wir die Aussage von Gl. (1.129). Aus ihr
geht hervor, dass die Energie eines Elektrons an der Bandkante nicht vom
Wellenvektor abhéngt. Dies hat eine unmittelbare Auswirkung auf die Ge-
schwindigkeit des Elektrons:

Fiir die Geschwindigkeit v, eines Elektrons konnen wir nach Gl. (1.126) die

Gruppengeschwindigkeit
dw

— 1.131
o (1.131)

Ve = Vgr =
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W (k) A

\ /
, Ko.v=0 . koe kg kK

Abb. 1.42: Approximation von Maximum des Valenzbandes bzw. Minimum
des Leitungsbandes durch eine Taylorreihenentwicklung zweiter Ordnung.
Den Wert der Approximation an der Stelle &y in Gl. (1.128) erhélt man
z.B. fir Ak = k1 — ko . Da fiir das Maximum des Valenzbandes kg = 0
gilt, ist fiir die Reihenentwicklung des Valenzbandverlaufs in diesem
Beispiel Ak = k.

setzen. Mit der Energie des Elektrons nach Gl. (1.5), W = h- f lasst sich die
(Kreis-)Frequenz der Elektronenwelle angeben
W

W=hw—w==-. (1.132)

wodurch sich aus Gl. (1.131) die allgemeingiiltige Beziehung

_ Ldw
~ hdk

Ve

(1.133)

ergibt.

Da an den Bandkanten (k = ko v, ko) aber die Energie des Elektrons nicht
vom Wellenvektor abhéngt, ist die Geschwindigkeit der Elektronen an den
Bandkanten gleich Null.

Dieses Ergebnis geht auch anschaulich aus der zuvor zur Entstehung der
Bandliicken verwendeten Erkldrung der Bragg-Reflektion an den Grenzen
der Brillouin-Zone hervor: Wir betrachten an der Bandkante Elektronen mit
einem Wellen-Vektor kg, der der Bedingung fiir Bragg-Reflektion geniigt.
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Die Wellenfunktion fiir Bragg-reflektierte Wellen ist aber eine stehende Wel-
le (vgl. Abb. 1.36). D.h. die Elektronen sind an einem Ort lokalisiert und
bewegen sich nicht.'! Daher ist v, = 0.

Wir wollen im Folgenden eine Naherung herleiten, die es uns erlaubt, Elektro-
nen im Bereich der Bandkanten von Leitungs- und Valenzband des Halblei-
ters genau wie Elektronen im freien Elektronengas zu behandeln. Dies gelingt
uns, indem wir den Elektronen im Halbleiter eine effektive Masse m} geben,
durch die sie Eigenschaften wie Elektronen mit der Elektronenmasse m} in
einem freien Elektronengas besitzen. Wir vergleichen dazu die (mittlere) Ge-
schwindigkeit eines Elektrons im Elektronengas mit der im Halbleiterkristall.
Mit der Energie eines Elektrons in freien Elektronengas nach Gl. (1.77 b)

n2k?

W =
2me

(1.134)

ergibt sich aus Gl. (1.133) die Geschwindigkeit des Elektrons im freien Elek-
tronengas (vgl. auch Gl. (1.77 d))
_hk h2m a3) p  me-v

00 = = = = ) 1.135
Ve Me Mo A M Me Y ( )

Im zweiten Teil von Gl. (1.135) wurde iiber die de Broglie-Wellenldnge
nach Gl. (1.3) der Ubergang zur Teilcheneigenschaft hergestellt. Uber den
Impuls m, - v ergibt sich die kinetische Geschwindigkeit v identisch zu v,
die iiber die Gruppengeschwindigkeit der Wellenfunktion des Elektrons mit
Gl. (1.131) hergeleitet wurde.

Wir berechnen zum Vergleich die Geschwindigkeit des Elektrons im
Halbleiter. Dazu verwenden wir die Naherung des Bandverlaufs nach

1Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass es sich bei der Betrachtung um statisti-
sche Groflen handelt. Genaugenommen ist nur die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen
mit der Energie W (kg) gleich Null.
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Gl. (1.130). Durch Einsetzen in Gl. (1.133) ergibt sich

1dw  1d ( A2 W (k)

) (1.136)
ko

Vekrist = 370k~ hdk 2 dk?
1 dQW(k) 1 dAKk?
= — — 1.1
h dk? I<:02 dk (1.137)
= (k—ko)2=2Ak
1 dQW(k)
e krist — T Ak . 1.138
fekrist = R ake |, (1.138)

Legen wir den Ursprung der Wellenvektorskala an die Stelle des jeweiligen
Minimums/Maximums des Leitungs- oder Valenzbandes, dann ist kg = 0
(z.B. ist dann koo = 0 bei Betrachtung des Leitungsbandes in Abb. 1.42).
Damit wird aus Gl. (1.138)

hk

g -
ko m€

1 a2 (k)
Ve, krist — ﬁ dk2

(1.139)

Auf der rechten Seite wird durch Vergleich mit der Geschwindigkeit eines
Elektrons im freien Elektronengas (Gl. (1.135)) die effektive Masse
1 1 d*W(k)
m: " 2 dk?

(1.140)

ko

eines Elektrons im Kristall definiert. Die effektive Masse m} beschreibt das
Verhalten von Elektronen in den als parabelférmig angenommenen Extrem-
werten eines beliebigen Bandverlaufs so, als wéren es freie Elektronen mit
der Masse m}. Die so definierte effektive Masse ist unabhéngig von k, da fiir
die Approximation des Bandverlaufs eine Parabel verwendet wurde, deren
zweite Ableitung eine Konstante ergibt.

Aus Gl. (1.140) lassen sich einige wichtige Eigenschaften der effektiven Masse
herleiten:

1. Da die zweite Ableitung einer Kurve ein Maf fiir deren Kriimmung ist,
besagt Gl. (1.140), dass die effektive Masse umso kleiner ist, je stérker
die Dispersionskurve W (k) gekriimmt ist. An der Bandkante verlauft
die Kurve flach mit einer horizontalen Tangente, wodurch die effektive
Masse der Elektronen unendlich wird.

2. Minima haben eine positive zweite Ableitung, Maxima einen negati-
ven Wert. Daher gilt zwischen der effektiven Masse eines Elektrons an
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der Bandkante des Leitungsbandes und des Valenzbandes bei gleichem
Betrag der Kriimmung

mt - =—-—m’ ) 1.141
e,C e,V

3. Aus der Definitionsgleichung der effektiven Masse in Gl. (1.139) ergibt
sich unmittelbar der Impuls

MpVe krist = Ik (1.142)

eines Elektrons im Kristall an den quadratisch gendherten Verldaufen
von Leitungsband und Valenzband. Er wird zur Unterscheidung zu dem
eines freien Elektrons mit ,,Quasi-Impuls® oder Kristallimpuls bezeich-

net.

4. Fiir ein freies Elektron mit der (effektiven) Masse m brauchen die in-
neren Kréfte des Kristalls nicht berticksichtigt werden, da ihre Wirkung
in der effektiven Masse erfasst ist. Daher kénnen direkt die Beziehun-
gen der Newtonschen Mechanik angewendet werden. So gilt z. B. bei
einem von auflen an den Kristall angelegten elektrischen Feld E fiir die
Kraft auf ein Elektron

F=—¢cE . (1.143)
Dadurch erfahrt das Elektron eine Beschleunigung dc‘;e entsprechend
, dv ,
F=m'—°=—¢k. 1.144
moe = (1.144)

Gl. (1.144) beschreibt eine Bewegungsgleichung fiir Elektronen im Kris-
tall aufgrund eines z. B. von auflen angelegtes Feldes.

Wir haben bisher eine beliebige, aber bestimmte Richtung von & im Zwei-
dimensionalen betrachtet. Dabei sind die Richtung der Geschwindigkeit und
die Richtung des Wellenvektors identisch.

Im Dreidimensionalen erfolgt die Richtungsableitung durch Bildung des Gra-
dienten im k-Raum und aus Gl (1.133) wird

-

3
1 1
v, = —grad; W(k) = 7 Z awgi : (1.145)
i=1

h Ok;
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Die Vektoren €; sind die Einheitsvektoren in den drei Koordinatenrichtungen
von k. Die Beschleunigung, die ein Elektron erfahrt, ist damit fiir die -te

Komponente
dv,; 1dowW 1~ W dk;
E = —— = - — 1.14
dt hdt Ok; h JZ_; Ok;0k; dt ( 6)
Mit B B
dk  1dp F
b 1.14
dt  hdt h ( 7

ergibt sich fiir jede Komponente

= 2 3 2

dt h =t Ok;0k;
: o . : dve
Die drei Gleichungen fiir die drei Komponenten von T zusammengefasst
ergibt
dv, 1 =
Ve .~ F (1.149)
b [m (k)]

mit dem Tensor

2w W W
k2 Okg 0k,  Oky Ok,

1 1 82W 82W 82W
«(k 2| 9ROk ORZ ORyOR: . (1.150)
mz(R)] P

Ok.0k, Ok,0k,  Ok2

Die effektive Masse des Elektrons im Dreidimensionalen ist also ein Tensor.
Dies hat zur Folge, dass z. B. in Gl. (1.149) die Beschleunigung eines Elek-
trons im Halbleiterkristall nicht in Richtung einer dufleren Kraft F erfolgen
muss. Fiir bestimmte Werte von k entartet der effektive Masse-Tensor zum
Skalar.

Da der Tensor in Gl. (1.150) symmetrisch ist, ldsst sich eine Hauptachsen-
transformation durchfithren, wodurch nur die Elemente der Hauptdiagonalen
ungleich Null sind. Durch Inversion ergibt sich daraus der Tensor der effek-
tiven Masse

mi, 00
m=| 0 mf, 0 |. (1.151)
0 0 mi,

Aus diesem Tensor ldsst sich fiir makroskopische Betrachtungen ein Skalar
bilden. Das Bildungsgesetz, also die Kombination und Wichtung der einzel-
nen Komponenten des Tensors hidngt von der betrachteten Grofie ab.
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Fiir Leitfahigkeitsuntersuchungen ist wegen J = —en¥, eine skalare Masse zu
bestimmen, die zu einer guten Naherung fiir den Mittelwert der Geschwin-
digkeit v, der Elektronen fiihrt. Wir nennen diese Masse Leitfahigkeitsmasse
m?.. Sie ist in Tabelle 1.3 fiir wichtige Halbleitermaterialien angegeben.

Fiir die Bestimmung der Zustandsdichte ist zu beriicksichtigen, dass sich

anstelle der Kugel des freien Elektronengases fiir Flachen gleicher Energie die
in Abb. 1.43 gezeigten Rotationsellipsoide bilden. Daher muss die effektive
Masse zur Berechnung der Zustandsdichte so gewéhlt werden, dass die sich

Ge Si

Abb. 1.43: Flachen gleicher Energie in der ersten Brillouin-Zone fiir Ge und
Si. Es handelt sich bei den Flachen um Rotations-Ellipsoide, die bei Ge
nur jeweils zur Hélfte in der ersten Brillouin-Zone liegen.

damit ergebende Zustandsdichte bei Berechnung als freies Elektronengas
mit der der Ellipsoiden {iibereinstimmt. Der hieraus berechnete effektive
Masse-Skalar heifit Zustandsdichte-Masse m,. Sie ist ebenfalls in Tab. 1.3
angegeben.

Bei den Berechnungen der effektiven Massen von Ge, Si, GaAs ist
auch die Entartung des Valenzbandes zu beriicksichtigen. In Abb. 1.40 ist zu
sehen, dass die an der Bandoberkante iiberlappenden Bénder unterschiedli-
che Kriimmungen und damit auch unterschiedliche Massen aufweisen.

Im néchsten Kapitel werden wir den Begriff | Locher” fiir die an der
Oberkante des Valenzbandes zur Stromleitung beitragenden Ladungstréager
einfithren. Bei Lochern in einem Valenzband mit geringer Kriimmung spricht
man daher von ,schweren Lochern®“. Im Band mit der starken Kriimmung
tragen ,leichte Locher” zur Stromleitung bei.
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1.30 Elektronen und Locher

Halbleiter zeichnen sich dadurch aus, dass fiir T = 0 das Valenzband
voll besetzt und das Leitungsband leer ist. Bereits in Kap. 1.15 wurde
festgestellt, dass ein voll besetztes Band keinen Strom leiten kann, da alle
Energieniveaus besetzt sind. Die gleiche Aussage gewinnt man aus der
Betrachtung aller k-Vektoren in einer Brillouin-Zone. Sind alle Zusténde
besetzt, gibt es zu jedem Elektron mit einer Wellenfunktion (k) aufgrund
der geometrischen Symmetrie auch eines mit w(—l;). D.h. zu jedem Elektron
existiert ein Partner, dessen Richtung genau entgegengesetzt ist, so dass im

Mittel kein Stromfluss zustande kommt.

Das Ziel bei der Realisierung von Halbleiterbauelementen besteht dar-
in, Elektronen aus dem Valenzband zu entfernen, um so einen Stromfluss
zu ermoglichen. Wie sie entfernt werden und wohin, wird spéter noch
ausfiihrlich diskutiert.

Durch das Fehlen von Elektronen im Valenzband sind freie Zusténde
vorhanden. Die restlichen Elektronen des Valenzbandes koénnen dann an
einem Stromfluss teilnehmen, indem sie durch Aufnahme von Energie durch
ein von ,auflen“ an den Halbleiter angelegtes elektrisches Feld diese Plétze
besetzen. Die Stromdichte im Halbleiter aufgrund dieser Elektronen im
Valenzband betrégt

Jvp = % > (—e)., (1.152)

besetzte
Zustande

worin V' das Volumen des Halbleiterkristalls ist, —e die Ladung eines Elek-
trons und v, die mittlere Geschwindigkeit in dem jeweiligen Zustand ist.
Diese Formulierung ist insofern unpraktisch, da wir iiber alle besetzten
Zustdnde summieren miissen, wogegen wir zur Ermoglichung der Stromlei-
tung unbesetzte Zustdnde geschaffen haben. Es féllt uns daher in der Regel
leichter, Aussagen iiber die Anzahl der von uns geschaffenen unbesetzten
Zusténde zu machen. Dafiir kann Gl. (1.152) umformuliert werden, indem
die besetzten Zustdnde als Differenz aller Zustdnde minus nicht besetzte
Zusténde ausgedriickt wird.

F=g 3 (e - 5 3 (o). (1.153)

alle unbesetzte
Zustéande Zustande
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Der erste Term kann nicht zum Stromfluss beitragen, da ein volles Band
keinen Strom leitet. Daher vereinfacht sich Gl. (1.153) zu

B 1 B 1 .
Fvp=—1 Y (—e)i. = v > (et (1.154)

unbesetzte unbesetzte
Zustéande Zustéande

Diese Beziehung kann so interpretiert werden, dass der Stromfluss in einem
teilbesetzten Band durch positiv geladene Teilchen (+4-€) entsteht, die auf den
(von Elektronen) unbesetzten Zustdnden sitzen. Wir nennen diese Teilchen
Locher'? und werden sie im Folgenden immer dann verwenden, wenn wir im

physikalischen Sinn (in der Realitét) fehlende Elektronen meinen.

Nach Gl. (1.154) besitzt ein Loch die gleiche Geschwindigkeit wie ein Elek-
tron, das dem zugehorigen unbesetzten Zustand zugeordnet ist. Dies bedeu-
tet, dass sich das Loch im Ortsraum genauso bewegt, wie ein Elektron, das
sich auf dem Zustand des Loches befindet.

Wir konnen daher fiir die Bewegungsgleichung eines Lochs mit Gl. (1.144)
dv,
dt

Darin haben wir mit mj formal eine effektive Locher-Masse eingefiihrt. Fiir
ein Elektron in diesem Zustand gilt entsprechend

dv, ~

= —ckE (1.156)

schreiben

ES

mh'

— t¢E . (1.155)

*

¢ dt

m

woraus durch Vergleich direkt folgt, dass
my = —m, (1.157)

e

fiir die effektive Masse eines Lochs gelten muss.

Die effektiven Massen von Si, Ge und GaAs sind in Tab. 1.3 bezo-
gen auf die Masse eines freien Elektrons angegeben.

12Hiufig wird auch der Begriff des ,, Defektelektrons“ verwendet.
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Ge | Si GaAs

Zustandsdichte-Masse
Elektron Med 0,55 | 1,08 | 0,067

Me

Loch Zhd | 0.37 | 0,811 | 0,45

Me

Leitfahigkeits-Masse
Elektron% 0,12 | 0,26 | 0,067

Loch Zie | 0,21 | 0,386 | 0,34

Tabelle 1.3: Effektive Massen fiir Elektronen und Locher in Ge, Si, GaAs.
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2 Ladungstriager in Valenz- und Leitungs-
band

2.1 Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion bei Eigenleitung

Bei Halbleitern ist fiir 7' = 0 das Valenzband voll besetzt und das Leitungs-
band leer. Im Unterschied zum Isolator ist jedoch die Energieliicke zwischen
den beiden Béandern so klein, dass z. B. durch Zufuhr von thermischer Energie
(T > 0) einige Elektronen geniigend Energie aufnehmen, um in das Leitungs-
band zu gelangen. Thermische Energie fiihrt auch dazu, dass die Ionenriimpfe
der Gitteratome in Schwingung geraten. Ahnlich wie bei den Schwingungs-
zustéanden der Elektronen, sind auch die Energien der Schwingungszustéinde
des Kristallgitters quantisiert. Je nachdem, ob benachbarte Gitterebenen in
gleicher oder entgegengesetzter Richtung schwingen, spricht man von akus-
tischer oder optischer Gitterschwingung!®. Die verschiedenen Schwingungen
sind durch ihre Kreisfrequenz gekennzeichnet und bilden daher ein Ensemble
unterscheidbarer Elemente. Fiir die Energie der Gitterschwingung gilt daher
die Boltzmann-Verteilung (Besetzungswahrscheinlichkeit fiir nicht interagie-

rende Teilchen bei geringer Dichte, z. B. Gase)

Sie gibt die mittlere Anzahl von Gitterschwingungen mit einer Energie W
bei einer (absoluten) Temperatur 7' an. Darin ist k& = 1,381 - 107 £ =
8,617 -107° % die Boltzmannkonstante. Anders als bei der Besetzung von
Zusténden durch Elektronen nach dem Pauli-Prinzip, existiert fiir die Beset-
zung der Zusténde der Gitterschwingung kein Exklusivitédtsprinzip.

Um Konfusion zu vermeiden, sei angemerkt, dass jedem Schwingungs-
zustand auch formal ein Teilchen mit der Energie hw, (w, ist die
Kreisfrequenz der Gitterschwingung) zugeordnet werden kann, das dann
der Bose-(Einstein-)Verteilungsfunktion folgt. Dieses Teilchen nennt man

Phonon. Es ldsst sich zeigen, dass ein Phonon mit anderen Teilchen in Wech-
selwirkung tritt, als héitte es einen Impuls

p=hq, (2.2)

13Der Begriff akustische Schwingung riihrt daher, dass die Massen benachbarter Git-
terebenen, wie bei akustischen Wellen in gleicher Richtung schwingen. Optisch wurde als
Begriff gewahlt, da durch die entgegengesetzte Schwingung starke elektrische Dipolmo-
mente auftreten, die sich im optischen Verhalten des Kristalls bemerkbar machen.
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wobei ¢ der Wellenvektor der zugeordneten Gitterschwingung ist.

Wir wollen im Folgenden die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass ein
Energieniveau W von einem Elektron besetzt wird. Dazu betrachten wir
StoBe zwischen einem Elektron und dem Gitter. Sind W2 und W? die
Energien des Elektrons vor und nach dem Stof}, sowie W' und W;f die
Energie der Gitterschwingung vor und nach dem Stof, so gilt nach dem
Energieerhaltungssatz

We+ W =W+ W) (2.3)

f(W) sei die Wahrscheinlichkeit, dass ein Energieniveau mit der Energie W
durch ein Elektron besetzt ist. Dann ist 1 — f(IW) die Wahrscheinlichkeit,
dass fiir ein Elektron das Niveau der Energie W noch frei ist.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass keine Entartung vorliegt. In diesem
Fall ist jedem Zustand ein Energieniveau zugeordnet, das durch zwei Elek-
tronen entgegengesetzter Spins besetzt werden kann.

Die nachfolgenden Uberlegungen gelten jedoch entsprechend auch bei Entar-
tung und fithren auf das gleiche Ergebnis, was zur Ubung einmal iiberpriift
werden sollte.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Stoff mit dem Ubergang der Energien
(We, W) — (Wr, W) stattfindet, ist

o =2 F(W2)2(1 = FVD) Fap(WE), (2.4)

also das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron eine Ener-
gie mit dem Niveau W vor dem Stofl besitzt, der Wahrscheinlichkeit, dass
das Energieniveau W fiir das Elektron nach dem Stof noch frei ist (d.h.
besetzt werden kann) und der Wahrscheinlichkeit, dass die Gitterschwingung
die Energie W vor dem StoB besitzt (vgl. GI. (2.1)). Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Energieniveau Wlf der Phononenschwingung noch frei ist, ist 100%,
da die Energieniveaus der Boltzmannverteilung durch beliebig viele Teilchen
besetzt werden konnen. Der Faktor 2 resultiert jeweils aus der Tatsache, dass
jedes Energieniveau durch zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin be-
setzt werden kann, und sich dadurch die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron mit
der Energie W zu haben bzw. ein freies Niveau der Energie W vorzufinden,
verdoppelt.

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist ein Ubergang in entgegengesetzter
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Richtung (W2, W) — (W2, W) gleich wahrscheinlich (= «). Daher gilt

FOVE) (1= W) fus (W) = (W) (1= f(WE)) fus (W) . (2.5)

(Die Faktoren 2 kiirzen sich dabei heraus.)
Durch Einsetzen von Gl. (2.1) fiir farp(W) baw. fyp(W)) und z. B. Substi-
tution von W) durch Gl. (2.3) ergibt sich aus Gl. (2.4)

we ¢ w v
—f< :) o :—f( e)b eFF (2.6)
1—f(We) 1—f(We)

Da die linke Seite nur von der Energie W2 vor dem Stofl und die rechte

Seite nur von der Energie W? nach dem Stofi abhiingt, miissen beide Seiten

gleich derselben Konstanten sein. Wir wéahlen als Konstante den Ausdruck
w

e® und schreiben fiir die Energie der Elektronenzustinde vor und nach dem

Stof} allgemein W. Damit ergibt sich aus Gl. (2.6)

1
— Wy - (2.7)
1+ e &7

W) =

Das ist die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion. Sie beriicksichtigt gegeniiber

der Maxwell-Bolzmann- und Bose-Einstein-Verteilungsfunktion das Pauli-
Prinzip, nach dem ein Elektron einen Elektronenzustand nur dann annehmen
kann, wenn er noch nicht besetzt ist. Die von uns gewéhlte Konstante Wg
heifit Fermi-Energie. Das zugehdrige Energieniveau z. B. bei einer Darstellung

im Béndermodell wird Fermi-Niveau genannt. Aus Gl. (2.7) ist unmittelbar
zu sehen, dass fiir W = Wy die Besetzungswahrscheinlichkeit gleich % ist.
Dies gilt unabhéngig von der Temperatur.

Abb. 2.1 zeigt den Verlauf der Verteilungsfunktion fiir 7= 0 und eine Tem-
peratur 0 < T' < %

Fiir ' — 0 sind also alle Energieniveaus unterhalb des Fermi-Niveaus besetzt
und oberhalb unbesetzt. Dies entspricht genau der bereits in Kap. 1.22 fiir
das freie Elektronengas definierten Fermi-Energie. Dort waren alle Zustédnde
im Innern der Fermikugel besetzt, und alle auflerhalb unbesetzt.

Wir kennen jetzt anhand der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion die Ge-
setzméfigkeit, mit der bei steigender Temperatur auch Energiezusténde au-
Berhalb der Fermikugel angenommen werden.

Dabei ist zu beachten, dass wir bei der Herleitung zwar die Fermi-Energie for-
mal eingefiihrt, aber noch nicht bestimmt haben. Erst nach Bestimmung der



Kapitel 2: Ladungstriager in Valenz- und Leitungsband 86

(W) a4

T>0

((
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Abb. 2.1: Verlauf der Fermi-Dirac-Verteilungskunktion fiir 7" = 0 und
0<T< 2,

Lage des Fermi-Niveaus ldsst sich eine Ladungstragerdichte in den Béndern
angeben.

Fiir Abschédtzungen ist es hilfreich, einen Wert jeweils an den Enden der
Verteilungsfunktion zu kennen. Es gilt:

F(Wp —2kT) = 0,88
F(Wp +2kT) =0,12. (2.9)

Fiir Energien weit oberhalb der Fermi-Energie W — W > kT ist der Expo-
nentialterm im Nenner der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion grofl gegen eins
und es ergibt sich die Ndherung

W-Wg

fW)=e "7, (2.10)

die wir im Folgenden immer verwenden, wenn wir f(1/) als Nédherung schrei-
ben. Das ist der bekannte Ausdruck der Boltzmann-Verteilung nach Gl. (2.1).
Dies lésst sich dadurch erkldren, dass bei den in der Naherung beschriebe-
nen sehr kleinen Besetzungswahrscheinlichkeiten das Pauli-Prinzip eine nur
vernachléssigbare Auswirkung hat.

Wir bezeichnen Halbleiter, fiir die die Boltzmann-Verteilungsfunktion als
Néherung der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion verwendet werden kann, als
nicht degeneriert oder nicht entartet. Abb. 2.2 zeigt den Vergleich zwi-

schen Fermi-Dirac-und Boltzmann-Verteilung im interessierenden Bereich fiir
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Abb. 2.2: Besetzungswahrscheinlichkeit nach der
Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion und der Maxwell-Boltzmann-N&herung.

W —Wg > 0.

Beachtet werden muss, dass die Ndherung nur ab einem Bereich W — Wy >
2KkT gilt. Fiir kleinere Werte ergibt sich ein Verlauf der Ndherung der unsin-
nige Ergebnisse liefert, da die Wahrscheinlichkeit niemals grofier als 100 %
sein kann.

Wir wollen im Sinne einer guten Ndherung fiir nicht entartete Halbleiter for-
dern, dass W — Wgr > 3ET gilt. Das bedeutet, dass die Fermi-Energie min-
destens um 3k7T von den Bandkanten (We, Wy ) entfernt in der Bandliicke
liegt.

2.2 Ladungstrigerdichten
2.2.1 Allgemeine Betrachtung am Beispiel der Eigenleitung

Bisher wurde ein reiner Halbleiter betrachtet, bei dem zur Stromleitung ein
Elektron von dem Valenz- in das Leitungsband gelangen muss. Dabei hin-
terlésst es im Valenzband ein Loch. Elektronen im Leitungsband und Loécher
im Valenzband treten in einem reinen Halbleiter immer als Paar, also in
gleicher Anzahl, auf. Beide tragen zur Stromleitung bei. Die Elektronen im
Leitungsband, da sie dort (beliebig) viele freie Zustinde besetzen kénnen
und so in einem elektrischen Feld Energie aufnehmen konnen. Die Lécher im
Valenzband, weil sie fiir die Elektronen des Valenzbandes noch freie besetz-
bare Zustdnde darstellen, die die Elektronen durch Aufnahme oder Abgabe
von Energie annehmen koénnen. Bei der Besetzung eines Lochs durch ein
Elektron hinterldsst das Elektron wiederum ein Loch, das von einem nach-
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folgenden Elektron eingenommen werden kann usw.

Der Vorgang der Elektron-Loch-Bildung heifit Paarbildung oder Generation.
Der umgekehrte Vorgang heifit Rekombination. Das durch z. B. thermische
Anregung entstandene Elektron-Loch-Paar rekombiniert in einer Zeitspanne,
die Lebensdauer, die vom Halbleitermaterial und dem Rekombinationsme-
chanismus abhéngt. Hiermit werden wir uns in einem der folgenden Kapitel
genauer befassen.

Die Anzahl der vorhandenen Zustdnde in Valenz- und Leitungsband in
Abhéngigkeit von der Energie W erhalten wir {iber die Ndherung der Zu-
standsdichte des freien Elektronengases mit der (effektiven) Zustandsdichte-
Masse der Elektronen des Halbleiters. Die Fermi-Dirac-Verteilung nach
Gl. (2.7) gibt Auskunft dariiber, ob bei einer Temperatur 7" die vorhandenen
Zustédnde bei der Energie W besetzt sind.

2.2.2 Berechnung von Ladungstrigerdichten allgemein

Die auf das Volumen des Halbleiters bezogene spezifische Anzahl von Elek-
dNgz (W)

tronen dn(W) in den Elektronenzusténden in einem Energiein-

tervall W ... W + dW ergibt sich aus der Zustandsdichte De(W) und der

Besetzungswahrscheinlichkeit dieser Zustdnde f(W) nach der Fermi-Dirac-

Verteilungsfunktion

dNgz (W)
Vv

Da wir im Folgenden stets mit der spezifischen Anzahl, also der auf das Vo-

dn(W) = f(W) = De(W) f(W)dW . (2.11)

lumen bezogenen Anzahl von Elektronen (und Lochern) arbeiten, enthélt
Gl (2.11) die Definition der Elektronendichte dn(W). Fiir die Lécherdichte
gilt entsprechend dp(W'). Wir werden im Folgenden immer Kleinbuchstaben
zur Bezeichnung von auf das Volumen bezogenen Dichten verwenden.

Die gesamte Dichte der Ladungstriger in einem Band erhélt man durch In-
tegration von Gl. (2.11) iiber das gesamte Band. Bei der Betrachtung von
Lochern im Valenzband gilt entsprechend

dp(W) = Dy (W) (1 — f(W)) dW" . (2.12)

Der Faktor 1 — f(W) ist ersichtlich, wenn man beriicksichtigt, dass Locher
nicht besetzte Zustdnde im Valenzband repréasentieren. Daher ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein Loch bei der Energie W gleich der Wahrscheinlichkeit,
dass der Zustand bei dieser Energie nicht besetzt ist.
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2.2.3 Ladungstrigerdichte in Leitungs- und Valenzband

Die Dichte der Elektronen im gesamten Leitungsband ergibt sich durch Inte-
gration von Gl. (2.11) von der Unterkante bis zur Oberkante des Leitungsban-
des. Fiir die Zustandsdichte Do (W) wird als Néherung die Zustandsdichte
des freien Elektronengases nach Gl. (1.86) mit der Zustandsdichte-Masse des
Halbleiters fiir Elektronen verwendet:

De(W) = 87“/_ B W, W > We . (2.13)

We ist die Energie an der Unterkante des Leitungsbandes, unterhalb der
es keine Zustinde gibt. Der Ausdruck W — W verschiebt daher die freie
Elektronen-Parabel aus Gl. (1.71) mit der Zustandsdichte nach Gl. (1.86)
auf das Energieniveau W an der Unterkante des Leitungsbandes.

Wir kénnen D¢ aus Gl. (2.13) und die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion nach
Gl. (2.7) in Gl (2.11) einsetzen und erhalten durch Integration iiber das
gesamte Leitungsband (LB) die Dichte der darin enthaltenen Ladungstréger

obere LB-Kante

ny = / dn(W) = / De(W) f(W)dW . (2.14)

untere LB-Kante

W ist die Energie an der Unterkante des Leitungsbandes. Bei der Obergren-
ze kann aufgrund des starken Abfalls von f(W) anstelle der (unbekannten)
Oberkante des Leitungsbandes in guter Naherung bis oo integriert werden.
Der Index an ng zeigt uns im Folgenden immer an, dass es sich um die La-
dungstrigerdichte im thermodynamischen Gleichgewicht handelt. Wir setzen
die Beziehungen fiir Zustandsdichte und Verteilungsfunktion in Gl. (2.14) ein
und erhalten

8 1
no = / V2 me W — Wo ————qWV | (2.15)
h3 1+e T

We

Abb. 2.3 veranschaulicht die Zusammensetzung der Ladungstriagerdichte ng
aus Zustandsdichte und Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion. Ganz analog erhal-
ten wir mit der Zustandsdichte der Locher im Valenzband mit der Ndherung
des freien Elektronengases mit der Zustandsdichte-Masse der Locher im Halb-
leiter

Dy (W) = 87”fmhd VW —W W < Wy (2.16)
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Abb. 2.3: Zustandsdichte (links), Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion (Mitte)
und Ladungstréiger-Dichte (rechts) als Flacheninhalt des Produktes der
beiden Verldufe.

die Dichte der Locher im Valenzband

Wy
po = / Dy (W) (1= (W) dW (217)
Wy \/_
8TV2 3 1
S 1+e*7

Beide Integrale Gl. (2.15) und Gl (2.18) sind analytisch nicht lsbar. Wir
kénnen jedoch fiir die darin enthaltene Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion die
Boltzmann-Ndherung nach Gl. (2.10) einsetzen, wenn |Wr — W| > 2kT ist
(vgl. Abb. 2.2). Diese Néherung ist fiir die Eigenleitung der hier betrachteten
Halbleitermaterialien erfiillt. Die Uberpriifung erfolgt in einem Beispiel im
Kapitel Eigenleitungsdichte.

Mit Né&herung der Boltzmann-Verteilungsfunktion wird aus der Elek-
tronendichte im Leitungsband nach Gl. (2.15)

[ 8rv2 _
no = / Z{m:dgx/W—WC 1 (2.19)
We

und durch Substitution % =z
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87v/2 we [
ne = 7;_\3/_ me (KT)? e~ / Ve dx (2.20)
0
87v/2 -
BTV ey e e VT (2.21)
h3 2
3
_9 (271’77;;; kT) 67% (222)
 We-Wg
Ny = NC e kT = ch(Wc) . (223)
Darin wird ,
2rmi kT 2
Ne =2 (h—;) (2.24)

als die effektive Zustandsdichte im Leitungsband bezeichnet. Sie ist die Dich-
te, die an der Leitungsbandkante vorhanden wire, wenn alle Niveaus dort
konzentriert wéaren. Die Locherdichte im Valenzband ergibt sich entspre-
chend durch Integration iiber die moglichen Zustéinde (Zustandsdichte) im
Valenzband Dy (W) mal deren Besetzungswahrscheinlichkeit 1 — f(1¥) nach
Gl (2.12). In einem Rechengang analog zu Gl. (2.14) bis (2.19) ergibt sich

Wy \/_
8 2 - —
Po = / 7;—37”%% Wy — W e & dW | (2.25)

und nach Rechnung analog zu Gl. (2.20) bis Gl. (2.23)

w

po=Nye T = Ny(1 - f(Wy)) (2.26)

mit der effektiven Zustandsdichte im Valenzband

3
o mi kT ?
Ny =2 (%) . (2.27)
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Beispiel: Bestimmung der effektiven Zustandsdichten des Leitungs- und
Valenzbandes fiir Ge, Si und GaAs bei Raumtemperatur 7=300 K.
Fiir das Leitungsband gilt Gl. (2.24)

3
o m* kT ?
Ne =2 (mh—,j) (2.28)
(2791107 1,38 10" - 300 ke J 2 mi\? 2.29)
B (6,626 - 10-34)2 J2s2 me '
3
=2,5-10%m3 (ﬁ) (2.30)
Me
=2,5-10" cm 3 (m) . (2.31)
Mme

Das Ergebnis lasst sich direkt zur Berechnung von Ny, anwenden, wenn
m}, durch mj, ausgetauscht wird. Mit den effektiven Zustandsdichte-
Massen aus Tabelle (1.3) ergeben sich die effektiven Zustandsdichten in
der nachfolgenden Tabelle 2.1.

Ge Si GaAs
Neem?-107% [ 1,02 | 2,81 | 0,0435
Ny cm?-1071 1 0,564 | 1,83 | 0,757
Tab. 2.1: Effektive Zustandsdichten gebréuchlicher
Halbleitermaterialien bei Raumtemperatur 7=300 K.

Aus der Herleitung ergibt sich, dass die effektiven Zustandsdichten
N¢, Ny Materialkonstanten sind, die jedoch von der Temperatur abhéngen.
Solange die Boltzmann-Ndherung der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion gilt,
hiangt die Ladungstridgerdichte in Leitungs- und Valenzband (Gl. (2.23)
und Gl (2.26)) aufler von der Temperatur nur von dem Abstand der
Fermi-Energien von den Bandkanten ab (We — Wy und Wrp — Wy). Diese
Aussage gilt immer, unabhéngig davon, ob ein eigenleitender oder dotierter
Halbleiter betrachtet wird. Dies ist eine sehr wichtige Erkenntnis.

Wir fassen also nochmals zusammen: Da Wy und Wy, Materialkonstanten
sind, hingt die Ladungstrégerdichte in Leitungs- und Valenzband nur (von
der Temperatur und) von der Lage des Fermi-Niveaus ab. Dieses ist fiir
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eigenleitende und dotierte Halbleiter unterschiedlich und héngt von der
Dotierung und immer von der Temperatur ab.

Die Lage des Fermi-Niveaus bestimmt also die Ladungstrigerdichten im
Leitungs- und Valenzband. Aufgrund dieser auflerordentlich wichtigen
Bedeutung beschéftigen wir uns in den folgenden Kapiteln ndher mit der
Bestimmung des Fermi-Niveaus.

2.3 Eigenleitungsdichte

Aufgrund der Elektron-Loch-Paarbildung miissen bei eigenleitenden (nicht
dotierten) Halbleitern die Dichte der Elektronen im Leitungsband ny und die
Dichte der Locher im Valenzband gleich sein. Es gilt also

mit n; als die Eigenleitungsdichte des Halbleitermaterials, (Index i steht fiir

intrinsic). Wir kénnen die Eigenleitungsdichte einfach ermitteln, indem wir
fiir ng und pg die Bestimmungsgleichungen (2.23) und (2.26) verwenden und
das Produkt bilden

We-Wgp _Wp—-Wy

nopo = n; = NocNye — kT e~ *7T (2.33)
n? = No Ny e~ ot (2.34)

n; = \/No Ny e~ 5 . (2.35)

Diese Beziehung gilt entsprechend der Herleitung von ng und py im Bereich
der Maxwell-Boltzmann-Néherung der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion. Die

[\

RS

Eigenleitungsdichte eines Halbleitermaterials wird also zum einen bestimmt
durch die effektiven Zustandsdichten Ng, Ny die als materialabhidngigen
Parameter die Zustandsdichte-Massen fiir den jeweiligen Halbleiter ent-
halten. Zum anderen besteht eine sehr starke exponentielle Abhéngigkeit
von dem Bandabstand des jeweiligen Materials. Bemerkenswert ist, dass
die Eigenleitungsdichte nicht von der Fermi-Energie abhéngt. Sie ist eine
Materialkonstante.

Zu beachten ist die starke Temperaturabhéngigkeit durch den Exponential-
Term, die fiiber die Temperaturabhingigkeit von Ng(T) und Ny (T)
dominiert.

Zur Ubung sollte einmal n;(T) fiir Si, Ge und GaAs bei T=(200,
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300, 400, 500) K berechnet werden. Die Ergebnisse der Berechnung mit den
vereinfachten Annahmen in diesem Skript ergeben bei Raumtemperatur die,
in Tabelle 2.2 dargestellten Ergebnisse.

Ge Si GaAs
n;em? | 2,02-10' | 8,72-10° | 2,03 - 10° | berechnet (Niherung)
n;em® | 2,8-10% | 1,0-10% | 2,0-10° Messung (genau)

Tabelle 2.2: Figenleitungsdichte n; fiir verschiedene Halbleitermaterialien bei
T=300 K. Die erste Zeile gibt die, anhand der Naherung in diesem Skript
berechneten Werte an. Genauere Mefiwerte sind in der zweiten Zeile angege-
ben.

Zur Beurteilung der Temperaturabhéngigkeit kann die Proportionalitét

n2(T) ~ T3 e~ 7 (2.36)

7

herangezogen werden, die sich unmittelbar durch Einsetzen von Gl. (2.24)
und (2.27) in (2.34) ergibt.

2.4 Fermi-Niveau bei Eigenleitung

Wir kénnen anhand Gl. (2.32) auch die Lage des Fermi-Niveaus W; bei Ei-
genleitung bestimmen. Einsetzen der Ladungstriagerdichten aus Gl. (2.23)
und (2.26) fir Wrp = W, liefert

Nee "G = Nye 7 - (2.37)
Durch Umstellen nach der Fermi-Energie ergibt sich
We + Wy 1 Ny
Wy= ——+ -KkKl'In|{— | . 2.38
o M (NC> (2.38)

Das Fermi-Niveau bei Eigenleitung liegt also mit einer Abweichung von
%k’T In <%—g) auBerhalb der Mitte zwischen Leitungs- und Valenzbandkan-

te. Zur Ubung sollten Sie diese Abweichung einmal berechnen. Sie ist sehr
gering, so dass nidherungsweise fiir den eigenleitenden Halbleiter gilt

W, W,
Wim —CT Y (2.39)
d.h. das Fermi-Niveau liegt wie in der Abb. 2.4 in der Mitte zwischen der

Leitungs- und Valenzbandkante.
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Abb. 2.4: Lage des Fermi-Niveaus W; bei Eigenleitung in der Mitte der
Bandliicke bei Ge-, Si- und GaAs-Halbleitern.

2.5 Dotierte Halbleiter

Eine gezielte Beeinflussung der elektrischen Eigenschaften eines Halbleiters
ist durch den Einbau von Fremdatomen in das Kristallgitter moglich.
Diesen Vorgang nennt man Dotierung. Ziel der Dotierung ist, dass freie
Ladungstréger in Leitungs- oder Valenzband in einer definierten Menge
enstehen. Dadurch ldsst sich die Stromleitung entscheidend gegeniiber
dem undotierten Halbleiter verindern, wodurch die Realisierung der heute
bekannten Halbleiterbauelemente moglich wird.

Zur Dotierung werden Fremdatome eines Elements aus der V. Gruppe
(5 Valenzelektronen) wie z.B. P As3 Sb5!' oder aus der III. Gruppe
(3 Valenzelektronen) wie z. B. B, AlI'3, Ga3!, In* verwendet.

Bei dem Einbau in das Kristallgitter, wie in Abb. 2.5 gezeigt, werden
vier Elektronen fiir die kovalente Bindung mit den vier néchsten Nachbarn
im Kristallgitter des Ausgangsmaterials (Wirtsgitter) benotigt. Hierdurch
ergibt sich die geringstmdgliche Storung im Kristall. Bei der Dotierung mit
fiinfwertigen Atomen besitzt das fiinfte Elektron keinen Bindungspartner
und besitzt daher auch nur eine sehr geringe Bindung an das ortsfeste
Dotierungsatom. Bereits durch Zufuhr einer sehr kleinen Energie kann das
Elektron vom Atomrumpf getrennt werden und steht als freies Elektron im
Leitungsband zur Verfiigung. Anders als bei der Elektron-Loch-Paarbildung
ensteht hierdurch aber kein Loch im Valenzband. Durch Dotierung mit
fiinfwertigen Atomen werden also durch Ionisierung der Dotierungsatome
yhur® freie Elektronen gewonnen. Aus diesem Grund nennt man diese
Dotierungsatome auch Donatoren(lat. dotare = ausstatten). Wichtig im

Zusammenhang mit der Dotierung ist zu verstehen, dass sich an der elektri-
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schen Neutralitdt (Summe positiver und negativer Ladungen) nichts &ndert.
Zu der negativen Ladung, auf Grund der freien Elekronen im Leitungsband,
gehort immer die entgegengesetzte, gleichgrofie Ladung der ionisierten
Dotierungsatome. Im Gegensatz zu den im Halbleiter frei beweglichen

a) b)
Abb. 2.5: Einbau von Fremdatomen in das Kristallgitter eines Halbleiters
(Dotierung). Die Linien symbolisieren iiberlappende Orbitale bzw.

Bindungskréfte. Links: Einbau eines fiinfwertigen Donator-Atoms. Rechts:
Dotierung mit dreiwertigen Akzeptor-Atom.

Elektronen sind diese jedoch ortsfest im Kristallgitter eingebunden, so dass
es durch eine Verschiebung der Elektronen lokal im Halbleiter unterschiedlich
geladene Bereiche gibt. Nach auflen (der Kristall als Ganzes) bleibt der
Halbleiter jedoch ladungsneutral.

Bei Dotierung mit dreiwertigen Atomen gilt Entsprechendes. Hier fehlt durch
den Einbau in das Kristallgitter jeweils ein Elektron, das zur kovalenten
Bindung benoétigt wird. Da wir fehlende Elektronen als Locher beschreiben
konnen, werden durch den Einbau von Akzeptor-Atomen Locher in den
Halbleiter eingebaut. Die Besetzung eines Lochs in der kovalenten Bindung
ist ein energetisch giinstiger Zustand (abgeschlossene Schale) so dass die bei
Zimmertemperatur vorhandene Energie ausreicht, um das dicht iiber der
Valenzband-Kante liegende Loch mit einem Elektron aus dem Valenzband
zu besetzen.

Abb. 2.6 zeigt die Donator- und Akzeptorniveaus Wp, W, in einem
dotierten Halbleiter. Das Donator-Energieniveau Wp ist vor der lonisierung
mit Elektronen gefiillt. Die Ionisierung bewirkt, dass das Donator-Niveau
unbesetzt ist wodurch jeweils ein Elektron im Leitungsband und ein positiv
geladenes Donator-Ion entstehen.

Das Akzeptor-Energieniveau W, ist vor der lonisierung unbesetzt. Die
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Ionisierung des Akzeptors entspricht der Besetzung eines Akzeptor-Niveaus
durch ein Elektron aus dem gefiillten Valenzband. Oder in der Locher-
Terminologie: Das Akzeptor-Niveau ist vor der lonisierung mit Lochern
gefiillt. Die Ionisierung bewirkt, dass das Akzeptor-Niveau unbesetzt
ist, wodurch jeweils ein Loch im Valenzband und ein negativ geladenes
Akzeptor-Ion entstehen.

Abb. 2.6: Donator- (links) und Akzeptor- (rechts) Energieniveaus. Der Pfeil
deutet die Ionisierung eines Dotierungs-Atoms an, wodurch ein Elektron in
das Leitungsband bzw ein Loch, in das Valenzband gelangen.

Wir konnen mit den Grundlagen der vorangegangenen Kapitel bereits
genauere Aussagen iiber die Lage der Dotierungsniveaus und die zur
Ionisierung notwendige Energie machen.

Dazu betrachten wir in Abb. 2.7, links ein einfaches Modell entsprechend
Abb. 2.6, fiir den Einbau eines Donator-Atoms in ein Kristallgitter. Die
Punkte darin deuten die Elektronen in der kovalenten Bindung an.

In diesem einfachen Modell bewegt sich das ungebundene Elektron des
Donator-Atoms in dem Potentialfeld seines einfach positiv geladenen Atom-
rumpfes, dhnlich dem FElektron eines Waserstoffatoms. Eine sehr &hnliche
Modellvorstellung hatten wir bereits in Kap 1.8 fiir die Anwendung der
Ergebnisse des Wasserstoffatoms auf allgemeine Atomaufbauten verwendet.
Im Unterschied liegt hier das Atom in einem Kristall eingebettet. Die Poten-
tiale der Kristallatome schirmen das Potentialfeld des Atomrupfes stark ab.
Sie wirken als Dielektrikum. Die Coulomb-Wechselwirkung wird also durch
den Halbleiterkristall abgeschwéicht. Wir konnen diese Wirkung mit Hilfe
der Dielektrizitdtskonstante des Halbleitermaterials beriicksichtigen. Fiir Si
betrigt sie ¢, = 11,7 =~ 12.

Damit ldsst sich ein einfaches Modell zur Abschitzung der Ionisie-
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Abb. 2.7: Darstellung des ungebundenen Elektrons bzw. Lochs bei einer

Dotierung mit Donatoren bzw Akzeptoren. Aufgrund der geringen Bindung
bewegt sich die ungebundene Ladung dhnlich wie bei einem einzelnen Atom
auf einem Radius um den Atomkern. Der dargestellte Radius ist nicht
mafstabsgerecht und in der Regel viel grofier.

rungsernergie Wp eines Donators aufstellen. Wir behandeln das ionisierte
Donator-Atom im Halbleiterkristall wie ein einzelnes Wasserstoffatom. Der
Kristall wird durch die Dielektrizitatskonstante des Halbleitermaterials und
Leitfahigkeitsmasse des Elektrons beriicksichtigt. Wir konnen mit dieser
Modifikation direkt Gl. (1.19) fiir die Energien des Wasserstoffelektrons
verwenden und erhalten fiir die Energien des Donator-Elektrons

* 4
-mje* 1

W, = —at
8 (g &r h)? n?

n=123,... (2.40)

n ist die Hauptquantenzahl. Fiir n=1 liefert Gl. (2.40) die [onisierungsenergie
des Donator-Elektrons.

Beispiel: Wir berechnen die Ionisierung eines Donator-Atoms in einem

Si-Halbleiterkristall. Fiir Si gilt nach Tab. 1.3 Mec _ 0,26 und ¢, ~ 12.
Me
Damit ist die Ionisierungsenergie

0,26-9,1-10" kg (1 57)*

W p—
P 8(8,9-10712 85 124,14 - 10~ eVs)?

~ 24 meV

Das Beispiel zeigt, dass das Donator-Niveau sehr nahe an der Lei-
tungskante liegt. Fiir Si betrdagt die Energiedifferenz fiir Elektronen vom

Donator-Niveau in das Leitungsband nur 5 des Bandabstandes.
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Die Zustédnde fir n > 1 nach Gl (2.40) beschreiben die Energieni-
veaus in energetisch angeregten Zusténden. Sie liegen zwischen dem Niveau
des Grundzustandes und der Leitungsbandkante. Sie folgen mit grofler
werdendem n immer dichter aufeinander und gehen fiir grofle n quasi
kontinuierlich in das Leitungsband {iber.

Dass es sich bei dem Donator-Elektron quasi um ein freies Elektron handelt,
kann auch anhand des grofien Radius seiner Kreisbahn im Verhéltnis zum
Abstand der Kristallatome vermutet werden. Berechnen Sie doch zur Ubung
einmal den Radius fir Si (Hinweis: Gl (1.19), Si kristallisiert in Diamant-
Struktur (fcc) mit der Gitterkonstanten a=5,43). Durch die groBen Radien
iiberlappen die Wellenfunktionen der Donatorzustédnde und es ergibt sich
eine weitere Aufspaltung der Energieniveaus zu einem Donator-Energieband.

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir die Dotierung mit Akzep-
toren nach Abb. 2.7 rechts, wenn man die Betrachtungsweise mit den
Lochern Ladungstrager anwendet. Hier umkreist ein positiv geladenes Loch
den negativ geladenen Atomrumpf des Akzeptors. Zur lonisierung des Loches
muss dieses in das Valenzband gesenkt werden. Dies ist gleichbedeutend
mit einer Anhebung eines Valenzband-Elektrons auf das Akzeptorniveau.
Die dafiir nétige Ionisierungsenergie ldsst sich wiederum mit Gl. (1.19) bzw.
(2.40) abschétzen, wenn anstelle der Leitfahigkeitsmasse des Elektrons die
eines Lochs eingesetzt wird. Ein Vergleich der Massen zeigt i.e. die gleiche
Groflenordnung fiir die Ionisierungsernergie der Akzeptorniveaus.

Die Wirkung einer Dotierung kann verringert werden, indem gleichzei-
tig Donatoren und Akzeptoren eingebaut werden. Dann koénnen z.B.
Elektronen von Donator-Niveaus Bindungsliicken an Akzeptoratomen
ausfiillen und die beiden Dotierungen kompensieren sich. Eine Storstellenlei-
tung aufgrund der Dotierung ist nur dann moglich, wenn die Konzentration
von Donatoren und Akzeptoren unterschiedlich ist.

Uberwiegt die Leitung aufgrund der, durch eine hohe Donatorkonzentration
eingebrachten Elektronen, so spricht man von einem n-(dotierten )Halbleiter
oder von n-Leitung. Elektronen sind dann in der Uberzahl und man nennt
sie auch Majoritdten oder Majoritdtstrager. Hingegen sind Locher in der

Minderzahl und stellen die Minoritdten oder Minoritatstrager dar.
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Entsprechendes gilt bei iiberwiegender Akzeptor-Dotierung. Hier liegt
ein p-Halbleiter mit p-Leitung vor, bei dem Locher die Majoritéatstrager und
Elektronen die Minoritéten sind.

2.6 Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion bei Dotierung

Wir wollen die Verteilungsfunktion fiir Ladungstréger aus Dotierungen be-
stimmen. Prinzipiell gelten dafiir die gleichen Uberlegungen wie fiir die Ei-
genleitung, jedoch mit einem Unterschied: An der Eigenleitung waren nur
Leitungs- und Valenzband beteiligt. In beiden Bandern kann jeder Zustand
zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin aufnehmen bzw. abgeben. Die
Wahrscheinlichkeit, ein Elektron oder ein Loch mit einer bestimmten Ener-
gie zu finden bzw. ein freies Energie-Niveau mit einer bestimmten Energie
zu finden, ist daher doppelt so grof3 wie fiir den Fall nur einfach besetzbarer
Zustande. Dieser Fall liegt jedoch bei den Dotierungs-Niveaus vor.

Wir betrachten zur Erlduterung ein ionisiertes Donator-Niveau. Dieses kann
prinzipiell zwei Elektronen mit antiparalleler Spinrichtung aufnehmen, bietet
also zwei Besetzungsmoglichkeiten. Fragt man, ob ein Donator-Niveau W¢
noch frei ist, so betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir 2(1 — f(W?)). Dabei
ist wie zuvor bei der Eigenleitung f(W¢) die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Energie-Niveau der Energie W¢ mit einem Elektron besetzt ist.

Ist hingegen das Donator-Niveau mit einem Elektron besetzt, kann kein wei-
teres Elektron auf diesem Niveau aufgenommen werden, da das Donator-Ion
bereits durch die Aufnahme des einen Elektrons neutralisiert wurde. Es ist
daher kein Zustand mehr vorhanden. Daher betrdgt die Wahrscheinlichkeit,
ein Elektron auf einem Donator-Niveau der Energie W zu finden, nur f(W2).
Wie zuvor bei der Eigenleitung formulieren wir die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Stof zwischen Elektron und Gitter mit dem Ubergang der Energien
(W, W) — (W2, W) stattfindet. Dabei beriicksichtigen wir, wie erldutert,
die einfache Besetzung des Donator-Niveaus

o = FW) fa(W2(1 — FOFY). (2.41)

wobei W2 fiir ein Donator-Energie-Niveau und W fiir ein Leitungsband-
Niveau steht.

Im thermodynamischen Gleichgewicht erfolgt der Ubergang von Leitungs-
band auf das Donator-Niveau mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Unter Beriick-
sichtigung der zweifachen Besetzungsmoglichkeiten des Donator-Niveaus gilt
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dann
a= fW) fus(W))2(1 — F(WS)) . (2.42)

Der Energieerhaltungssatz nach Gl. (2.3) gilt weiterhin.

Die gleiche Rechnung wie bei der Besetzungswahrscheinlichkeit bei Eigenlei-
tung (Gleichsetzen von Gl. (2.41) und Gl. (2.42), Substitution von W oder
WII)’, Separation der Variablen W2, W’ und Gleichsetzen mit der Konstan-

w
ten e#r ) liefert die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir ein Donator-Niveau der

Energie Wp
1

1—|—%6 KT

Darin ist wieder die Fermi-Energie W die noch zu bestimmende Grofle.
Ein ionisiertes Akzeptor-Niveau W bietet dagegen nur eine Beset-
zungsmoglichkeit, da der zweite Zustand schon durch ein Elektron einer
Spinrichtung besetzt ist. Bei der Ionisierung sind dafiir jedoch zwei mogliche
Elektronen auf dem gleichen Niveau vorhanden. Es herrschen also die um-
gekehrten Verhiltnisse bei den Wahrscheinlichkeiten wie bei den Donator-
Niveaus.

Eine entsprechende Rechnung liefert die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir ein

Akzeptor-Niveau
1
1+ 2e %7

Zur Ubung sollte die Berechnung von Gl. (2.43) und (2.44) nachvollzogen
werden.

Fiir praktische Uberlegungen ist es einfacher, anstelle Gl. (2.43) und (2.44)
weiter mit der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion ohne den Faktor vor dem

Exponentialterm zu arbeiten. Dazu kann der Faktor in den Exponenten ge-
zogen werden und es ergibt sich fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten des
Donator- bzw. Akzeptor-Niveaus

1

fWp) = W Wi =Wp—kTIn2 (2.45)
1+e T
1
fW3) = ——=p> Wi=Wa+kTn2. (2.46)
1+e 7

Damit haben wir wieder die Standardform der Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktion nach Gl. (2.7), wie sie auch fiir die Berechnung
bei Eigenleitung verwendet wird. Es sind lediglich die effektiven Donator-
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bzw. Akzeptor-Niveaus W}, und W} zu verwenden. W7}, liegt im Bénderdia-
gramm etwas unterhalb Wp, W7} etwas oberhalb Wj.

Zu beachten ist, dass durch die Dotierung das Fermi-Niveau in der Néhe
der effektiven Energie-Niveaus der Dotierung liegen kann. In diesem Fall
ist W) — Wpg bzw. W} — W nicht mehr grol gegen 7" und es muss die
Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion nach Gl. (2.45) bzw. (2.46) verwendet
werden.

Mit Hilfe der Besetzungswahrscheinlichkeiten nach Gl. (2.45) und (2.46)
konnen die Verhiltnisse in einem dotierten Halbleiter anhand des Bénder-
diagramms einfach dargestellt werden. Abb. 2.8 zeigt als Beispiel einen
n-dotierten Halbleiter.

Besetzungswahrscheinlichkeit
mit Elektronen

Wo— |\

N

Besetzungswahrscheinlichkeit
mit Léchern
|
0,5 1 f(W)
‘/ —— -

Besetzungs-— lonisierungs—
wahrschein— wahrschein—
lichkeit der lichkeit der
Donatorniveaus Donatorniveaus

Abb. 2.8: Darstellung der Besetzungswahrscheinlichkeiten von Leitungs-,
Valenz- und Donator-Niveau anhand eines Biandermodells.

Deutlich zu sehen ist die Abhéngigkeit aller Wahrscheinlichkeiten von der
Lage des Fermi-Niveaus.
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2.7 Ladungstrigerdichten von Dotierungen

Ist der Halbleiter dotiert, so geben wir die Dichte der fiir die Dotierung ver-
wandten Akzeptoren mit N4 und die Dichte der Donatoren mit Np an. Wir
hatten diese Volumendichten zur besseren Unterscheidung auch als spezifi-
sche Anzahl bezeichnet.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass alle Donator-Energie-Niveaus inner-
halb eines infinitesimalen Energiebereichs dWW angesiedelt sind. Das gleiche
nehmen wir fiir die Akzeptor-Niveaus an. Es existiert dann eine spezifische
Anzahl (Dichte) von N4 bzw. Np Zustidnden innerhalb eines Bereichs dWW.
Die Zustandsdichte auf den beiden Dotierungs-Niveaus ist also

Ny

Da(W) = =z fite W= Wy W+ dW (2.47)
und
Np .

Wir wollen wissen, wieviele Donatoren ionisiert sind. Die Dichte der ionisier-
ten Donatoren N ist identisch mit der Dichte der von den Donatoren an das
Leitungsband abgegebenen Elektronen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Do-
natorzustand ionisiert, also nicht besetzt ist, ist nach Gl. (2.45) (1 — f(W})))
(= const.). Die Dichte der ionisierten Donatoren ldsst sich allgemein iiber das
Integral von Zustandsdichte und Besetzungswahrscheinlichkeit bestimmen

Wp+dW
Np= [ D)1= FWp)AW = Np(1— f(WE) . (2.9)

Wp

Wir fragen nach der Dichte N, der ionisierten Akzeptoren. Ein Akzeptor ist
dann ionisiert, wenn sich ein Elektron auf dem Akzeptor-Niveau befindet,
es also besetzt ist. Mit der Besetzungswahrscheinlichkeit f(W7%) (= const.)
ergibt sich fiir die Dichte der ionisierten Akzeptoren

Wa+dW
Ni= [ DaWIAOVRAY = Naf(Ws) (2.50)
Wa
Es ergeben sich also ganz dhnliche Ausdriicke der Form , effektive Zustands-

dichte (N4, Np, Ne, Ny) mal Wahrscheinlichkeit“ wie schon bei der allgemei-
nen Berechnung der Ladungstriagerdichten in Leitungs- und Valenzband (vgl.
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w A Dc(W)

We _~ ;Nc
dw X Wo Np=Dp (W) dW
————————————— Wi
Wa | /NA=DAW) dW
Wy Dﬁ,\'\/

Dv (W)

Abb. 2.9: Zustandsdichten und Ladungstréigerdichten in Leitungs- und
Valenzband sowie fiir Donator- und Akzeptor-Niveau.

Gl. (2.23) und (2.26)). Dies war zu erwarten, da durch die Einfithrung der
effektiven Zustandsdichten in Gl. (2.23) und (2.26) samtliche in den Biandern
vorhandene Niveaus an den Bandkanten konzentriert wurden. Dies ist in
Abb. 2.9 veranschaulicht.

2.8 Das Massenwirkungsgesetz

In Kapitel 2.2.3 wurden mit Gl. (2.23) und (2.26) zwei allgemeingiiltige Be-
ziehungen zur Ermittlung der Ladungstriagerdichten ng und py in Leitungs-
und Valenzband hergeleitet. Sie gelten fiir alle Arten von Halbleitern, un-
abhéngig davon, ob n-, p- oder i-(eigen-)leitend. Die Unterscheidung des je-
weiligen Leitungsmechanismus erfolgt einzig iiber die davon bestimmte Lage
des Fermi-Niveaus.

Multipliziert man die beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich, wie
bereits in Gl. (2.33) bei der Ermittlung der Eigenleitungsdichte geschehen,
das Massenwirkungsgesetz

nopo = n; . (2.51)

Es ist entsprechend der vorangegangenen Herleitung allgemeingiiltig. Da-
bei muss jedoch der Giiltigkeitsbereich der verwendeten Boltzmann-Néhe-
rung anstelle der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion beriicksichtigt werden
(vel. GL (2.10)).

Das Massenwirkungsgesetz besagt, dass das Produkt aus den Ladungstriager-
dichten aus Valenz- und Leitungsband konstant (= n?(T)) ist. Es ist damit

unabhéngig von der Lage des Fermi-Niveaus und damit von der Dotierung
und wird nur durch die Temperatur (vgl. Gl. (2.36)) bestimmt.
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2.9 Neutralitatsbedingung

Eine wichtige Bedingung, die u. a. zur Berechnung der Fermi-Energie benotigt
wird, ist die Neutralitdtsbedingung. Sie fordert, dass der Halbleiter in je-
dem Ort (lokal) elektrisch neutral ist, solange er sich im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet.

Physikalisch bedeutet dies, dass die Raumladungsdichte an jedem Ort des
Halbleiters gleich Null sein muss. Wére dies nicht so, wiirde daraus ein elek-
trisches Feld resultieren, durch das die Ladungen wieder so verschoben wer-
den, dass sich ein Gleichgewichtszustand (Neutralitit) einstellt. Aus dieser
Uberlegung wird auch deutlich, dass die Neutralitdtsbedingung nur im ther-
modynamischen Gleichgewicht, also ohne von auflien an den Halbleiter ange-
legte Spannung gilt.

Die Ladungen im Halbleiter bestehen aus den frei beweglichen Elektronen
im Leitungsband mit der Ladungsdichte —e ng, frei beweglichen Lochern der
Dichte epy und den Dichten der ortsfest im Gitter eingebauten ionisierten
Akzeptoren —e N; und Donatoren e Nj). Hierbei haben wir vorausgesetzt,
dass die Dotierungsatome aus der dritten bzw. fiinften Gruppe stammen
und daher durch Abgabe bzw. Aufnahme eines Elektrons ionisieren. Zum

Verstéandnis sei darauf hingewiesen, dass sich die Dichten der frei bewegli-
chen Ladungstrager ng, py jeweils aus der Dichte der Ladungstrager durch
Eigenleitung und den Ladungstriagerdichten der ionisierten Dotierungsatome
zusammensetzt. Die Bedingung fiir Ladungsneutralitéit lautet somit

p=0=e(—ng— Ny +po+ N}) (2.52)
bzw. umgestellt als Bilanzgleichung von positiver und negativer Ladung

Das ist die wichtige Neutralitdtsbedingung fiir Halbleiter im thermodyna-
mischen Gleichgewicht. Die darin enthaltenen Beitrdge haben wir bereits

ermittelt. Wir konnen die Neutralitdtsbedingung daher zunéchst allgemein
mit ny nach Gl. (2.23), po nach Gl. (2.26), N5 nach Gl. (2.49) und N nach
Gl. (2.50) formulieren:

No f(We) + Na f(W3) = Ny (1 — f(Wv)) + Np (1= f(Wp))  (2.54)

Darin sind Ng und Ny die effektiven Zustandsdichten von Leitungs- und
Valenzband nach Gl. (2.24) und (2.27). N4 und Np sind die Dichten der Do-
tierung, die bei reiner Akzeptor- oder Donator-Dotierung entsprechend auf
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Null zu setzen sind. Nur bei , vergifteten“ oder ,,kompensierten“ Halbleitern
sind gleichzeitig beide Dotierungen vorhanden. In Gl. (2.54) ist mit f(W)
zunéchst die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion nach Gl. (2.7) verwendet wor-
den, da a priori aus Gl. (2.54) nicht ersichtlich ist, ob sich ein Fermi-Niveau
ergibt, das die Verwendung der Boltzmann-N&herung fiir einen der Terme
zuldsst.

Wir rufen uns nochmals die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion f(W) in Erin-

nerung
1
fW) = ——r, (2.7)
1+ e &7

die durch Substitution von W mit W¢, Wy, W3, W} direkt in die Neutra-
litdtsbedingung nach Gl. (2.54) eingesetzt werden kann.

2.10 Ermittlung der Fermi-Energie

Alle in der Neutralitdtsbedingung (Gl. (2.54)) enthaltenen Grofien bis auf
die Fermi-Energie W sind bekannt, so dass Gl. (2.54) als Bestimmungsglei-
chung fiir die Fermi-Energie im allgemeinen Fall verwendet werden kann.
Leider ist Gl. (2.54) eine transzendente Gleichung, die sich nicht geschlossen
nach Wr umformen lédsst. Zur Losung bietet sich ein Computer oder eine
grafische Losung an.

Wir favorisieren hier wegen der Unabhéngigkeit von elektronischen Hilfsmit-
teln und der Schulung der Intuition die grafische Variante. Versuchen Sie
doch einmal als Kompromiss die grafische Losung auf dem Computer zu pro-
grammieren.

Fiir die grafische Losung benotigen wir eine geeignete Naherung zur Darstel-
lung der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion. Wir unterteilen den Verlauf der
Funktion daher in zwei Bereiche mit den Naherungen

1, Wrp>W
fWV) =< wowe " (2.55)
e, WpKW,
die im Punkt W = Wy mit f(Wp) = 3 zusammentreffen. Der maxima-

le Fehler tritt bei dieser Approximation bei W = Wp auf. Hier nimmt die
Néherung den Wert 1 anstatt den richtigen Wert 0,5 an. Wir werden aber se-
hen, dass dieser Fehler in der Regel ohne Auswirkung auf die Bestimmung des
Fermi-Niveaus ist. Wiahlen wir eine Darstellung mit logarithmischer (Basis
10) y-Achse und tragen auf der z-Achse die auf k7" normierte Fermi-Energie
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auf, so ergibt sich der in Abb. 2.10 gezeigte Verlauf von f(W,Wg) bzw.

log (f(W,W¢g)) log (1—f(W, W ))
A A
I e ks ; 0
RECIC I 1]
-2 ! -2
-3 1 -3 1
W we
KT KT

Abb. 2.10: Geradenapproximation bei logarithmischer Darstellung des
Verlaufs der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion (links) und der
Nicht-Besetzungsfunktion (rechts).

Dabei sind die Verlaufe der beiden Bereiche durch Geradenabschnitte an-
gendhert worden. Im Bereich Wy < W ergibt sich durch die logarithmische
y-Achse die Gerade

- w W
y = log (e_ Wk¥VF> = <_k_T + k_;> log(e) . (2.56)
Die Gerade hat also eine Steigung von log(e) und miindet im Punkt y =
log(1) = 0, z = & in den horizontalen Verlauf.

Durch entsprechende Uberlegungen erhélt man den in Abb. 2.10 rechts ge-
zeigten Verlauf fiir die Wahrscheinlichkeit 1 — f(W, Wg) eines nicht besetz-
ten Niveaus. Durch Multiplikation mit den effektiven Zustandsdichten in
Gl. (2.54) verschieben sich die Approximationsverldufe nach oben um den
Logarithmus der jeweiligen Zustandsdichte (z.B. liegt der waagerechte Ver-
lauf von N¢ f(We) bei log(Ne)).

Zur Ermittlung der Fermi-Energie aus der Neutralitatsbedingung (Gl. (2.54))
stellen wir die linke und rechte Seite der Gleichung grafisch in Abhéngigkeit
der Fermi-Energie dar. Die Fermi-Energie im Schnittpunkt der beiden Kur-
ven erfiillt die Neutralitdtsbedingung und ist die gesuchte Losung.

Abb. 2.11 zeigt die grafische Losung der Neutralitédtsbedingung fiir einen Si-
Halbleiter mit p- und n-Dotierung. Dargestellt sind die Verldufe ohne die
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log(Nv) | 5 log(NQ)

log(Np)

—

log(Na)

log(Ladungstragerdichte - cm 3)

: I \ | y ; |
wW* 10 20: D
i w We “weo
KT kT WD kT  Fermi—Energie / KT —m
kT

Abb. 2.11: Grafische Bestimmung der Fermi-Energie fiir einen Si-Halbleiter
bei T = 300 K mit einer Dotierung N4 = 10" cm ™ und Np = 1017 ecm 3.
Die beiden dicken Kurven stellen die Verldufe der beiden Seiten der
Neutralitatsbedingung dar (ohne Geradenapproximation).

Geradenapproximation.

Der Nullpunkt der Energie wurde an die Kante des Valenzbandes gelegt.
Bei Verwendung der Geraden-Néherung ergibt sich als einzige Abweichung
zu Abb. 2.11 jeweils eine Ecke an den Schnittpunkten der Geradenabschnitte
anstelle des gekriimmten Verlaufs. Der maximale Fehler entsteht am Schnitt-
punkt der Geraden und betriagt den Faktor Zwei. Aus Abb. 2.11 erkennt man,
dass dieser Fehler in dem vorliegenden Beispiel keinen Einfluss auf das Ergeb-
nis hat, da der gesuchte Schnittpunkt davon weit entfernt liegt. Der Fehler
bei einer Verwendung der Geradenapproximation ist daher in der Regel ver-
nachlassigbar.

Der waagerechte Verlauf liegt fiir die vier Ladungstréigerdichten bei dem Wert
der effektiven Zustandsdichten (Ng, Ny) im Fall der freien Ladungstriger
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bzw. bei den Dotierungskonzentrationen (Np, N4) bei den Ladungstriager-
dichten der ortsfesten, ionisierten Dotierungsatome. Bei der grafischen Ad-
dition von zwei Beitrdgen wirkt sich der logarithmische Mafistab vorteilhaft
aus. Hier geht der Summenverlauf direkt vom Verlauf eines Beitrags zum an-
deren iiber, sobald der eine Beitrag um eine Zehnerpotenz unter den anderen
gefallen ist.

Die Konstruktion der Kurven zur grafischen Losung ist aufgrund der auf
kT normierten x-Achse besonders einfach. Dadurch besitzen alle Verlaufe
unabhéngig von der Temperatur die gleiche Steigung (betragsmiflig). Lei-
tungsband und ionisiertes Akzeptorniveau haben eine positive, Valenzband
und ionisiertes Donator-Niveau eine negative Steigung (vgl. Abb. 2.10).
Durch die Uberlagerung der einzelnen Kurven lassen sich anhand der grafi-
schen Darstellung verschiedene Fille einfach darstellen. So beschreiben z. B.
die Verldufe von ng und py alleine den nicht dotierten Halbleiter. Ihr Schnitt-
punkt liefert die Fermi-Energie W; fiir Eigenleitung und die Eigenleitungs-
dichte n;. Auch die Abhéngigkeit der Fermi-Energie von der Temperatur
lisst sich mit ein wenig Ubung sehr einfach ermitteln. Dies betrachten wir
im néchsten Kapitel.

2.11 Temperaturabhingigkeit von Fermi-Niveau und
Ladungstrigerdichte

Wir vermuten, dass durch die starke Temperaturabhéngigkeit der Ex-
ponentialfunktionen (exp(;%)) in der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
die Eigenschaften eines Halbleiters ebenfalls stark von der Temperatur
abhédngen. Als Maf fiir die Abhéngigkeit ermitteln wir die Lage des Fermi-
Niveaus und die Dichte der Ladungstréiger in den Béndern in Abhéngigkeit
von der Temperatur.

Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit und ohne Einschrinkung der Allge-
meingiiltigkeit betrachten wir als Beispiel einen Halbleiter mit n-Dotierung.
Die Verhiltnisse bei p-dotierten Halbleitern stellen sich dann symmetrisch
(bezogen auf die Bandmitte) dazu dar.

Ein immer anwendbares Losungsverfahren zur Ermittlung des Fermi-Niveaus
ist die im vorangegangenen Kapitel beschriebene grafische Losung. Abb. 2.12
zeigt ein Beispiel fiir schwache n-Dotierung mit Np = 10 cm ™3 bei T' = 200,
300 und 600 K.
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Abb. 2.12: Verldufe von pg, ng und N} fiir ' = 200, 300 und 600 K bei
n-dotiertem Halbleiter. Der Schnittpunkt der py + N/,-Kurve mit der
entsprechenden ny-Kurve ergibt die Fermi-Energie der jeweiligen
Temperatur.

Die Temperaturabhéngigkeit stellt sich in dem Diagramm recht einfach dar.
Zu beriicksichtigen sind die temperaturabhéngigen effektiven Zustandsdich-
ten No und Ny, die iiber Gl. (2.24) und (2.27) ermittelt werden konnen.
Sie legen das Start-Plateau der Geradennaherung fiir die beiden Seiten der
Neutralititsgleichung fest (ganz links beginnend fiir die positiven Ladungen
auf der pp-Kurve, ganz rechts fiir die negativen Ladungen auf ny). An den
Energien der Bandkanten Wy und W¢ fallen beide Verliufe ab!4. Bedingt
durch die Normierung von W und kT geschieht dies temperaturabhéngig
an unterschiedlichen Stellen. Prinzipiell gilt dies auch fiir Wy . Jedoch &ndert
sich durch die Wahl von Wy, = 0 als Nullpunkt die Position hier nicht.

14Mathematisch steigt natiirlich der Verlauf von ng. In dieser, an die Konstruktion des
Diagramms angelehnten Beschreibung fillt der Verlauf ab, da wir fiir den ng-Verlauf von
der rechten Seite des Diagramm-Randes kommen.

} log(Ne)
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Sobald der Verlauf der positiven Ladungen auf der pp-Kurve das Niveau der
komplett ionisierten Donatoren (N}, = Np) erreicht, geht er in diesen Verlauf
iiber. Das Niveau dieses mittleren Plateaus ist temperaturunabhéngig, da
sich die Anzahl (Dichte) der in den Kristall eingebrachten (dotierten) Atome
nicht dndert. Bei steigender Fermi-Energie (von dem mittleren Plateau nach
rechts) nimmt die Anzahl der ionisierten Donatoren ab, sobald Wy die
Energie des Donator-Niveaus W}, erreicht. Diese Energie ist in Abb. 2.12
zur Erhohung der Ubersichtlichkeit nicht eingezeichnet, da sie sehr dicht an
der Energie W der Leitungsbandkante liegt und in erster Naherung in der
Darstellung mit dieser gleichgesetzt werden kann.

Die Fermi-Energie ergibt sich als Schnittpunkt des ng-Verlaufs mit
dem py + Nz; Verlauf. Abb. 2.12 zeigt deutlich, dass dies bei 200 K und
300 K auf dem mittleren Plateau des py + N}, Verlaufs erfolgt. Wir lesen
Wr(200K) = 0,87eV und Wx(300K) = 0,76eV ab'®. Das Fermi-Niveau
wandert also mit steigender Temperatur in Richtung Mitte der Bandliicke
(= % -1,08 eV). Die Erklirung hierfiir wird deutlich, wenn wir die Tem-
peratur noch weiter erhdhen. Bei hoherer Temperatur verschiebt sich der
Schnittpunkt auf den abfallenden Ast des pg-Anteils. Der Schnittpunkt
ist dann bei einer Ladungsdichte py > Np, so dass die Fermi-Energie
Wpg =W, den Wert fiir Eigenleitung besitzt (in etwa Bandmitte). Bei hohen
Temperaturen (in Abb. 2.12 ca. T' > 600 K) liegt also trotz der Dotierung
Eigenleitung vor.

Dies ist die Erkldrung fiir das Wandern der Fermi-Energie in Richtung
Bandmitte: Mit steigender Temperatur nimmt die Energie der Elektronen
im Valenzband immer weiter zu und es gelangen immer mehr von dort in das
Leitungsband. Die Donator-Niveaus sind bei diesen Temperaturen bereits
alle ionisiert (Storstellenerschopfung), da die hierzu bendétigte Energie viel

geringer als die Energie der Bandliicke ist. Der Zuwachs an Elektronen im
Leitungsband erfolgt also nur durch Elektronen aus dem Valenzband. Ist
die Temperatur so grof}, dass deren Zahl viel (Faktor 10) grofler ist als die
Zahl der Dotierungs-Atome, ist die Dotierung vernachléssigbar. Dann liegen
die Verhéltnisse bei Eigenleitung vor und das Fermi-Niveau muss in der
Bandmitte liegen.

15Genauer gesagt lesen wir Wg/(k - 200K) ~ 51 und Wg/(k - 300K) ~ 29 ab, woraus
wir durch Umstellen und Einsetzen der Boltzmannkonstanten die oben angegebenen Werte
berechnen.
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Wir wissen jetzt, dass das Fermi-Niveau mit steigender Temperatur in Rich-
tung Bandmitte wandert. Aber von wo kommt es bei tiefen Temperaturen?
Hierzu machen wir (anstelle der immer moglichen grafischen Losung) einige
einfache Uberlegungen, die fiir unsere Belange vollstéindig ausreichen. Wir
nehmen an, die Temperatur ist auf dem absoluten Nullpunkt (7" = 0). Dann
ist das Leitungsband leer und keines der Donator-Atome ionisiert. Steigt die
Temperatur auch nur ein wenig an (z.B. 1K), dann reicht die thermische
Energie aus um nach der Fermi-Dirac-Statistik Elektronen mit einer kleinen
aber von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit in das Leitungsband zu
heben. Dies ist von dem dicht darunter liegenden Donator-Niveau viel wahr-
scheinlicher als von dem im Vergleich viel weiter entfernten Valenzband. Wir
vernachlassigen daher den Beitrag des Valenzbandes bei tiefen Temperatu-
ren. Da das Donator-Niveau bei tiefen Temperaturen komplett besetzt ist
mit Elektronen, die mit steigender Temperatur in das Leitungsband gehen,
liegen hier die gleichen Verhiltnisse wie bei Eigenleitung vor. Die Rolle des
Valenzbandes wird hier vom Donator-Niveau {ibernommen.

Damit ist klar, dass die Fermi-Energie wie bei der Eigenleitung in der Mitte
zwischen den Béandern liegen muss. Das Fermi-Niveau startet also in dieser
einfachen Betrachtungsweise fiir 7' = 0 bei

We(T = 0) ~ % (We + W5) . (2.57)

Abb. 2.13 zeigt zur Verdeutlichung diese Lage in einem Béndermodell.

U

Uéx- '|'|E OE
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Abb. 2.13: Bei tiefen Temperaturen liegt das Fermi-Niveau zwischen
effektivem Donator-Niveau und Leitungsbandkante.

Da die gleichen Verhiltnisse wie bei Eigenleitung vorliegen, kann die La-
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dungstriagerdichte mit Hilfe von Gl. (2.35) zur Bestimmung der Eigenlei-
tungsdichte ermittelt werden. Dazu muss nur der Bandabstand W, durch
den Abstand zwischen effektivem Donator-Niveau und Leitungsbandkante
ersetzt werden (W, — We — W})) und anstelle der effektiven Zustandsdich-
te des Valenzbandes die Dichte der Donator-Dotierung eingesetzt werden
(Ny — Np). Damit ergibt sich die Ladungstriagerdichte im Leitungsband
bei tiefen Temperaturen zu

Weo—-WE
no = /N¢Np e™ ~ &7 (2.58)

Sie nimmt von ng(7" = 0) = 0 an zu und erreicht bei einer Tempera-
tur T, die Grofenordnung der Dotierungsdichte. Theoretisch liefle sich T,

aus Gl. (2.58) berechnen. Jedoch muss dazu auch die Temperaturabhéngig-
keit von N¢ beriicksichtigt werden, wodurch keine analytische Losung exis-
tiert. Da bis T, die Zahl der Ladungstrdger zunimmt, spricht man auch von
(Storstellen-)Reserve (,,Freeze-out®).

Gl. (2.58) besitzt als Naherung einen nur sehr eingeschrénkten Giiltigkeits-
bereich. So kann z. B. ny in dieser Naherung auch Werte grofler als Np an-
nehmen, was entgegen unserer Annahme fiir den betrachteten Bereich ist,
wonach alle Ladungstréger im Leitungsband aus dem Donator-Niveau stam-
men. Wir leiten daher eine genauere Beziehung fiir die Ladungstriagerdichte
in diesem Bereich her:

Bei der niedrigen Temperatur stammen alle Elektronen im Leitungsband aus
dem Donator-Niveau. Die Elektronendichte im Leitungsband ist demnach
gleich der Dichte der nicht mit einem Elektron besetzten Donator-Zustande.
Die mathematische Formulierung dafiir lautet

1
14 e D

Weiterhin gilt allgemein, solange die Boltzmann-N&herung gilt:

Wo—Wg
ng = NC f(Wc) = NC e KT . (260)
Diese Beziehung kann dazu verwendet werden, um die Fermi-Energie in der
vorangegangenen Gl. (2.59) zu ersetzen. Durch Umformen und Losen einer
quadratischen Gleichung ergibt sich

2Np

(2.61)

Nnog = .
0 We —WB

1—|—\/1+4JX,—§6 AT
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Anhand der Fallunterscheidung
fir T' < T, :

N Wo—-Wi Wo—-Wi
4122752 > 1 — ng=+/NcNpe™ ~zr " (2.62)

und T, <T < Tj:

N Wo—WH
4275 <1 — ng=Np (2.63)
N¢

lassen sich zwei Temperaturbereiche fiir Naherungslosungen von Gl. (2.61)
bestimmen.

Fiir den Bereich bis T, nimmt Gl. (2.62) als Néherung von Gl. (2.61) die
bereits vorhergesagte Form der FEigenleitungsdichte nach Gl. (2.58) fiir
Storstellenreserve an.

Fir T > T, geht dieser Verlauf in das konstante Plateau ny = Np nach
Gl (2.63) iiber. Ab T, sind sdmtliche Donatoren ionisiert. Man spricht
daher auch von (Storstellen-)Erschopfung.

Ab T = Tj wird die Anzahl der Elektronen, die durch Eigenleitung aus
dem Valenzband stammen, grofler werden als die der Dotierung und die
Annahme die zu Gl. (2.61) fiihrte, gilt nicht mehr. Ab dieser Temperatur
geht das konstante Plateau in den Verlauf der Eigenleitungsdichte nach
Gl. (2.35) uber.

Abb. 2.14 fasst die vorangegangenen Aussagen iiber die Temperaturabhangig-
keit der Elektronendichte im Leitungsband und Lage des Fermi-Niveaus
zusammen. Es ist unmittelbar anhand des Schnittpunktes der Gerade fiir
Eigenleitung mit dem Plateau ny = Np zu sehen, dass sich Tz bei héherer
Dotierung zu hoheren Temperaturen verschiebt.

Die gleichen Uberlegungen gelten fiir die Locherdichte im Valenzband. Daher
gilt Abb. 2.14 links ebenso fiir Locher. Entsprechend verlauft die Lage des
Fermi-Niveaus fiir p-dotierte Halbleiter i.e. gespiegelt zu dem Verlauf in
Abb. 2.14 rechts.

Halbleiterbauelemente werden im Bereich der Storstellen-Erschopfung
betrieben. In diesem Temperaturbereich hingt die Zahl der freien La-
dungstriager und damit die Leitfahigkeit von der Dotierung ab. Die
Temperaturabhéangigkeit ist gering und die Eigenschaften des Halbleiters
kénnen von dem Entwickler des Bauelementes gezielt iiber die Stérke
der Dotierung eingestellt werden. Die vorangegangenen Uberlegungen
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Abb. 2.14: Temperaturabhéngigkeit der Elektronendichte im Leitungsband
eines n-dotierten Halbleiters (links) und die entsprechende Lage des

Fermi-Niveaus (rechts). Fiir die Kurvenabschnitte links gilt bei Eigenleitung
Gl. (2.35), bei Erschopfung Gl. (2.63) und bei Reserve Gl. (2.62).

verdeutlichen auch den Grund fiir die bevorzugte Verwendung von Si
anstelle von Ge, wenn es darum geht, Halbleiterbauelemente fiir moglichst
hohe Temperaturen zu entwerfen. Da aufgrund der kleineren Bandliicke
bei Ge gilt n;(Ge) > n;(Si), setzt fiir einen Si-Halbleiter der Beginn der
Eigenleitung (7j) spéter ein.

Fiir die Berechnung der Halbleitereigenschaften im Bereich der Storstellen-
erschopfung kann wegen der Ionisation aller Dotierungsatome immer

N =Np, Ni =Ny (2.64)

gesetzt werden. Da im Bereich der Storstellenerschépfung die Eigenleitung
vernachléssigbar ist, bestehen die sich in der Majoritét befindenden Ladungs-
trager ausschliefllich aus den Ladungstrigern der ionisierten Dotierungsato-
me. Daher gilt fiir alle nachfolgenden Berechnungen der Halbleiter die Zu-
sammenfassung in Tabelle 2.3.

Eine Beziehung fiir die Berechnung bei gleichzeitiger p- und n-Dotierung wird
in einer Ubung hergeleitet.
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Majoritatstrager | Minoritatstrager
2 2
ns n:
n-Dotierun no= N}, =N —
) 0 D D | Po e Np
2 2
ns ns:
p-Dotierung po=N;=Ng |ng=—=—
po Na

Tabelle 2.3: Ladungstrigerdichten bei n- und p-Dotierung.

2.12 Bewegte Ladungstriger

Wir sind nach dem vorangegangenen Kapitel in der Lage, die Zahl (genauer
die Dichte) der Elektronen und Locher in Leitungs- und Valenzband zu be-
rechnen. Fiir die Funktion von Halbleiterbauelementen ist deren Bewegung
entscheidend. Bei gerichteter Bewegung entsteht ein Strom von Ladungs-
tragern, der den bekannten elektrischen Strom bildet.

Aufgrund der Ursache der gerichteten Bewegung unterscheiden wir zwischen
Feld- oder Driftstrom, der aufgrund der Kraftwirkung eines elektrischen Fel-

des auf die Ladungstriger entsteht und den Diffusionsstrom, der sich auf-

grund eines Konzentrationsgefilles von Ladungstrigern ergibt.

Der gerichteten Bewegung iiberlagert ist eine zuféllige ungerichtete Bewegung
der (freien) Ladungstriager, die sich aus der thermischen Anregung ergibt.
Der Mittelwert des Geschwindigkeitvektors dieser ungerichteten Bewegung
ist Null, so dass hierdurch kein Stromfluss entsteht.

Bei ihrer Bewegung durch den Kristall stolen die Ladungstriager gegeneinan-
der, gegen Storstellen und Grenzflachen im Kristall und gegen das Kristallgit-
ter. StoBe mit dem Kristallgitter sind im Temperaturbereich der Storstellen-
erschopfung meist dominant. Durch die St688e wird die Beweglichkeit der La-
dungstréiger eingeschréankt und die Leitfdhigkeit des Stroms verringert. Beide
Begriffe stellen wichtige Parameter von Halbleiterbauelementen dar, die im
weiteren Verlauf ermittelt werden.

2.12.1 Der Halbleiter ohne elektrisches Feld

Ohne elektrisches Feld bewegen sich die Ladungstriger mit ihrer effektiven
Masse m* (= m}

ec?

m;,.) aufgrund ihrer thermischen Energie , frei“ im Halb-
leiter.
Sie stoflen dabei gegen das Kristallgitter bzw. das Gitter, das selbst auch
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in thermischer Schwingung ist, stofit gegen die Ladungstrédger. Die Stofipro-
zesse im Einzelnen sind nicht vorhersagbar, fithren aber zu einer mittleren
Geschwindigkeit der Ladungstrager. Abb. 2.15 rechts zeigt eine beliebige Ge-
schwindigkeitsverteilung fiir einen Ladungstréger in einer willkiirlich gew&hl-
ten Richtung z.

Vx A

v

vy

Abb. 2.15: Links: Zufillige ungerichtete Bewegung eines Ladungstrigers im
Zweidimensionalen. Rechts: Geschwindigkeit des Ladungstrigers in
z-Richtung.

Fiir die Bewegung in +az-Richtung stellt sich eine mittlere Geschwindig-
keit (v}) ein. Diese muss, aufgrund der ungerichteten, zufélligen Bewegung
entgegengesetzt gleich der mittleren Geschwindigkeit in —z-Richtung sein,
so dass im Mittel fiir die resultierende Geschwindigkeit in z-Richtung gilt
(vpy) = 0 = (vi) + (v, ). Die gleichen Aussagen gelten fiir die Mittelwerte
der Geschwindigkeit in allen drei Dimensionen und Richtungen. Wir erset-
zen daher im Folgenden die z-Richtung durch einen allgemeinen Ortsvektor
7. Wenn wir im Folgenden ein elektrisches Feld E annehmen, soll 7 in Rich-
tung von E zeigen.

In einem einfachen Modell kann ein Ladungstréger als Teilchen nach der
klassischen Thermodynamik behandelt werden. Danach besitzt er aufgrund

seiner Bewegung in z-Richtung mit (v,) = (vJ) = —(v) eine kinetische
Energie von
1 1
Whin, = §m*<vm>2 = 5T (2.65)

Fiir eine Bewegung in y- und z-Richtung gilt aufgrund der Unabhéngigkeit
der drei orthogonalen Raumvektoren die gleiche Beziehung. Die Gesamtener-
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gie ist demnach
1 3

Daraus berechnet sich die mittlere (thermische) Geschwindigkeit fiir eine

Vi = (v) = \/S:L*T (2.67)

der Ladungstrager in drei Dimensionen ohne elektrisches Feld.

Bewegung

Beispiel: Fiir ein Elektron in Si gilt m* = m}, = 0, 26 m..
Mit kT = 0,026 eV bei 300K und 1eV=1,6-10""*7J (1 lekgsén2) ergibt

sich

(3.0,026-1,6- 10" kgm?
Ven 0,26-9,1-10-3 kg2

1
-2
) ~2-10°2 =2.1079m
S S

2.12.2 Ladungstrigerdichten auflerhalb des thermodynamischen
Gleichgewichts

Anderungen des Gleichgewichtszustandes in einem Halbleiter(gebiet) kénnen
durch ,duflere” Einfliisse hervorgerufen werden. Dazu gehoren z. B. ein Span-
nungsabfall iiber dem Gebiet bzw. ein Stromfluss durch das Gebiet. Da-
zu gehort auch das Einbringen zusétzlicher, ggf. auch ortsabhéngiger La-
dungstriagerdichten (z. B. durch Lichteinstrahlung). Es ergeben sich dann die
, Uberschussladungstriagerdichten® n und p, die um An bzw. Ap von ihrem

Gleichgewichtsdichten ng, py abweichen.

We—Wpp

n =mng+An = Nge — T (2.68)
Wpp,—Wy

p=po+Ap = Nye (2.69)

Um weiterhin mit den uns schon vertrauten Verteilungsfunktionen fiir die La-
dungstriagerdichten dhnlich wie in GL. (2.23) und (2.26) arbeiten zu konnen,
haben wir auf der rechten Seite eine Formulierung mit der gleichen Struktur
gewihlt. Als Unterschied zu den Berechnungen im Gleichgewichtsfall miissen
wir anstelle des Fermi-Niveaus jetzt mit zwei unterschiedlichen ,, Quasi-Fermi-
Niveaus®“ Wpg,, Wg, arbeiten. Dadurch wird sowohl der Uberschussanteil
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An, Ap als auch die Abweichung von der Eigenleitungsdichte n; beriicksich-
tigt. Dies zeigt sich durch Multiplikation von p und n.

Wg WFn_WFp
pn = NoNye *¥ e T (2.70)
—_———
n;
Wiy —W,
pn = n; e~ Tt (2.71)

Der Abstand zwischen Wpg,, und Wg, bestimmt also die Abweichung von der
Gleichgewichtsdichte. Fiir pn > n? liegt Wy, im Béindermodell iiber Wi,
Fiir pn < n? liegt Wi, iiber Wg,. Wir werden gegen Ende dieses zweiten
Hauptkapitels genug Wissen haben, um genauere Aussagen iiber den Verlauf
der Quasi-Fermi-Niveaus machen zu kénnen. Wir werden dann auch anhand
der Kontinuitatsgleichung sehen, dass die Erhéhung einer Ladungstriagerdich-
te aufgrund der Ladungsneutralitdt (An = Ap, wird spéter gezeigt) nahezu

unmittelbar eine Erhéhung der anderen Ladungstragerart bewirkt. Daher
2

folgt fiir pn > n? : p > pg, n > ng bzw. fiir pn < n?: p < py, n < ng.

2.12.3 Der Halbleiter im elektrischen Feld

Wir betrachten den Halbleiter, in dem ein elektrisches Feld wirkt. Wir neh-
men zur Vereinfachung an, dass das elektrische Feld durch eine Anordnung
wie in Abb. 2.16 erzeugt wird und zwischen den beiden stirnseitig angebrach-
ten Elektroden homogen ist.

+
= +
Jr = Jrpt Jen b Elektrode
Von

6
///,%/__f’ Lange L

/ p Querschnitt A

T (Richtungsvektor
- des elektrischen Feldes)

Abb. 2.16: Definition von Stromdichten fiir Locher und Elektronen.
Aufgrund der Kraftwirkung des elektrischen Feldes

F=gE , q= —e, +e (2.72)
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erfahrt ein Ladungstriager eine, zu der Kraft proportionale Beschleunigung
entsprechend
A

F=md=m"— , m"=m]

dt ec’ m;kLC Y (2'73)

die ihn nach jedem Stofl wieder beschleunigt. Der Startwert der Geschwin-
digkeit nach einem Stof§ ist wieder ein Zufallsprozess mit dem Mittelwert
Null (keine Vorzugsrichtung, d.h. beliebige Richtung). Die Beschleunigung
erfolgt jedoch gerichtet und lasst Elektronen entgegen und Locher in der
Richtung des elektrischen Feldes driften. Abb. 2.17 zeigt das an einem
Beispielverlauf.

v
v

E
?,//

Abb. 2.17: Links: Gerichtete Driftbewegung eines Ladungstréigers aufgrund
der Kraftwirkung eines elektrischen Feldes. Rechts: Beschleunigung der
Ladungstréager nach jedem Stof. Der Geschwindigkeitsvektor v, zeigt in

Richtung von E.

Aufgrund der Richtung des elektrischen Feldes werden die Ladungstréiger in
dem Beispiel in positive 7-Richtung beschleunigt und in entgegengesetzter
Richtung abgebremst. Anhand dieses Verhaltens ist klar, dass es sich in die-
sem Beispiel bei dem Ladungstriager um ein Loch handelt (vgl. Feldrichtung
in Abb. 2.17). Die gleiche Uberlegung gilt fiir Elektronen, die sich aufgrund
der entgegengesetzten Ladung in die entgegengesetzte Richtung bewegen.
Die gerichtete Bewegung driickt sich dadurch aus, dass eine resultierende
Geschwindigkeitskomponente, hier in z-Richtung (v) = (v.") + (v} > 0
entsteht.
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Wir wollen die resultierende Geschwindigkeit (Driftgeschwindigkeit)
ermitteln und mit ihrer Hilfe die Stromdichte als die Zahl der Elektronen,
die pro Zeiteinheit einen Querschnitt durchstromen, bestimmen. Dazu
nehmen wir an, dass fiir viele Sto8e eines Elektrons die gleichen statistischen
Aussagen wie fiir jeweils einen Stof§ vieler Elektronen gelten (ergodisch).
Da sehr viele Elektronen den Querschnitt in einem Zeitintervall von der
mittleren Dauer zwischen zwei Stoflen passieren, ist die Statistik in jedem
dieser Zeitintervalle erfiillt. Gemé&fl der Statistik besitzen die Ladungstrager
unmittelbar nach dem Stof8 keine Vorzugsrichtung und tragen daher im
Mittel nicht zum Stromfluss bei. Daher braucht nur der Geschwindigkeits-
zuwachs der Ladungstriager zwischen den Stoflen beriicksichtigt zu werden.
Unmittelbar nach dem Stof§ betrdgt er Null und wichst linear bis zum
néchsten Stofl an. Abb. 2.18 links zeigt dies anhand eines Beispielverlaufs,
der aus Abb. 2.17 hervorgeht, wenn der Startwert nach jedem Stofl zu Null
gesetzt wird.

Sy

-

2T¢

Abb. 2.18: Links: Zeitverlauf der Driftgeschwindigkeit eines Ladungstragers.
Rechts: Definition einer mittleren Stof3zeit.

Der Mittelwert
vp = (V) (2.74)

dieses Geschwindigkeitsprofils ist die sog. Driftgeschwindigkeit. Sie ist iden-
tisch mit dem Mittelwert der Geschwindigkeit v, = (v;F) + (v,7) in Abb. 2.15.
Die Driftgeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit, mit der sich eine Ladungs-
tragerart unter Einfluss eines elektrischen Feldes im Mittel bewegt.

Auch fiir die Zeitachse ist es sinnvoll, mit Mittelwerten zu arbeiten. Wir de-
finieren die mittlere Stofizeit!'%7, als die Zeit, die ein Ladungstriger benétigt,

16Besser wire der Begriff ,,mittlere Freiflug-Zeit“, da unter StoBzeit irrtiimlich die Dauer
eines Stofles verstanden werden konnte.
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um von Null auf Driftgeschwindigkeit zu beschleunigen. Sie betragt die Half-
te der mittleren Zeit zwischen zwei Stoflen. Die Beschleunigung in diesem
linearen Modell ist dann .

- VD

a= P (2.75)
Diese Beschleunigung findet in jedem der &quidistanten Zeitintervalle
(vgl. Abb. 2.18 rechts) 7. statt und lésst sich daher zu einer konstanten
Beschleunigung iiber ¢ fortsetzen. Wir setzen @ in Gl. (2.73) ein und set-
zen diese mit Gl. (2.72) gleich und erhalten einen Zusammenhang zwischen
elektrischer Feldstarke und Driftgeschwindigkeit

m* VT—D = (E . (2.76)

Die Driftgeschwindigkeit der Ladungstriager
- Tcqd = Tc€

Vp = “2E = +uk | p:= (2.77)

om m*

ist fiir Elektronen und Locher unterschiedlich. Fiir Elektronen gilt

Ten €

—

E = —pu,E (2.78)

VDn = — "

€ec

mit der Beweglichkeit der Elektronen

o = (2.79)
Entsprechend gilt fiir Locher
— TC € = =
Vpp = ﬂ%e E = u,E (2.80)
mit der Beweglichkeit der Locher
Tep €
My 1= mp* : (2.81)
hc

Wir konnen jetzt die Stromdichte Jr in der Fliche A des Halbleiters auf-
grund des elektrischen Feldes berechnen. Sie setzt sich zusammen aus den
Stromdichten der Elektronen und Locher:

jF = an + jFp = Z([Fn_l_[Fp) e, (2.82)
1 _Qn Qp -
= — e . 2.
1 ( T + Tp) e (2.83)
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Darin ist @, @, die gesamte Elektronen- und Lécherladung, die in der Zeit
T, = = bzw. T, = —— (2.84)

den Halbleiter mit der Lénge L von einer Elektrode zur anderen durchstromt
(vgl. Abb. 2.16). Einsetzen von 7, und T, ergibt

oo & (20l Qi)

F= 7 7 € = e(noVpn + poVpy) - (2.85)

Darin sind —eng = %* und epy = % die Ladungstréigerdichten im Halblei-

tervolumen V' = A - L.
Einsetzen der Driftgeschwindigkeiten ergibt die wichtige Beziehung fiir den

Feldstrom aufgrund eines elektrischen Feldes in einem Halbleiter:

Jr = engpn E + epopip E (2.86)
‘_‘,—/ N
']Fn jpp

Mit der Verwendung der Driftgeschwindigkeit fiir die Ladungstriger haben
wir einen proportionalen Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld im
Halbleiter und der, aus dessen Kraftwirkung resultierenden Geschwindigkeit
angenommen. Im Folgenden werden wir sehen, dass diese Annahme nur fiir
Feldstérken unterhalb der sog. Sattigungsfeldstéarke gilt. Die Leitfahigkeit des
Halbleiters ist definiert als der Quotient

Jr

—

E

Damit ldsst sich Gl. (2.86) verallgemeinert als das bekannte Ohmsche Gesetz
Jp = oF (2.88)

darstellen.

2.12.4 Beweglichkeit

Die Beweglichkeit wird durch die Art der Sto8e, bzw. im Wellenmodell, durch
die Art der Streuung, die der Ladungstréger erfihrt, bestimmt. Eine Streuung
fithrt immer zu einem Energieaustausch mit dem Streukorper sowie zu einem
Richtungswechsel. Wir betrachten kurz die wichtigsten Arten der Streuung.
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2.12.5 Streuung an Storstellen

Die Streuung an Storstellen ist besonders stark, wenn die Storstellen eine La-
dung besitzen. Dies ist z. B. bei ionisierten Dotierungen der Fall. Die Stérke
der auf elektrostatischen Kréften zwischen Ionen und Ladungstrager beru-
henden Streuung nimmt mit der Dauer der Wechselwirkung und der Anzahl
der beteiligten Ionen zu.
Dabher fithren hohe Dotierungen zu einer Abnahme der Beweglichkeit.
Die Dauer der Wechselwirkung nimmt ab mit steigender Temperatur, da die
thermische Geschwindigkeit (vgl. Gl. (2.67)) der Ladungstriager mit der Tem-
peratur zunimmt.'”
Daher nimmt die Streuung mit der Temperatur ab und die Beweglichkeit
steigt.
In erster Ndherung ergibt sich aus den Abhéngigkeiten eine Proportionalitit
der Beweglichkeit von

T2
~ ST
wobei N* die Dichte der ionisierten Storstellen erfasst.

U (2.89)

2.12.6 Gitterstreuung

Schwingungen des Gitters konnen durch Phononen beschrieben werden.
Streuung am Kristallgitter bedeutet daher eine Wechselwirkung mit
Phononen in Form einer Aufnahme oder Abgabe von Energie. Aus der
Herleitung der Besetzungswahrscheinlichkeit wissen wir, dass die Dichte
der Gitterschwingungen (Phononen) in einem Energieintervall mit der
Temperatur zunimmt (vgl. Gl. (2.1)). Hierdurch sinkt die Streuzeit und
damit die Beweglichkeit.

Theoretische Untersuchungen zeigen, dass bei Si und Ge die Beweglichkeit
aufgrund der Streuung an akustischen Phononen proportional T3 von der
Temperatur abhéngt.

Bei Streuung an optischen Phononen ist eine T_%—Abhé'mgigkeit zu erwarten.
Experimentelle Ergebnisse der Temperaturabhingigkeit der Beweglichkeit
aufgrund von Gitterstreuungen zeigt Tabelle 2.4. Im Bereich der Tem-

17Genauer miisste die relative Geschwindigkeit zwischen Ladungstriger und Ionen be-
trachtet werden. Wir nehmen in der Relation die Geschwindigkeit der im Gitter eingebau-
ten Ionen zu Null an.
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Ge Si GaAs
U | ~ T71,7 ~ Tf2,4 ~ Tfl,O
,up ~ T72,3 ~ T72,2 ~ Tf2,1

Tabelle 2.4: Temperaturabhéngigkeit der Beweglichkeit aufgrund von Pho-
nonenstreuung fiir verschiedene Halbleitermaterialien.

peraturen der Storstellenerschépfung wird die Beweglichkeit meist von
Gitterstreuung dominiert.

2.12.7 Oberflichenstreuung

Die Beweglichkeit von Ladungstridgern an Oberflichen und Grenzflichen
wird durch die Beweglichkeit der Ladungstriager in dem angrenzenden Mate-
rial bestimmt. Ursache hierfiir ist die Unschérferelation, sowie die von Null
verschiedenen Wellenfunktionen der Ladungstridger in der Umgebung des
Ortes mit der hochsten Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Daher befinden sich
Ladungstréiger an der Grenze eines Mediums z. T. auch in dem angrenzenden
Medium. Die Wellenfunktionen kénnen dabei z. B. im Bereich von 1-10 nm
in den angrenzenden Bereich iiberlappen. Die resultierende Mobilitét ist
dann eine Kombination der Beweglichkeiten der beiden Bereiche.

Dies fithrt z.B. dazu, dass Ladungstriger in der Inversionschicht eines
MOS-Feldeffekttransistors eine bis zu drei mal geringere Beweglichkeit wie
im Halbleitermaterial selbst besitzen. Die Ursache liegt zum einen an der
deutlich geringeren Beweglichkeit der Elektronen in dem dariiber liegenden
amorphen Silizium (Polysilizium). Zum anderen existieren geladene Ober-
flichenzusténde, die der Beweglichkeit entsprechend der Wirkungsweise der
ionisierten Storstellen reduzieren.

2.12.8 Werte fiir die Beweglichkeit

Die resultierende Beweglichkeit ergibt sich unter Beriicksichtigung aller

1 1
- = —. 2.90
K ; i ( )

Tabelle 2.5 gibt einige Werte der Beweglichkeit fiir p- und n-Dotierung in
Abhéngigkeit der Dotierungskonzentration bei Raumtemperatur an.

Streuprozesse zu
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Abb. 2.19 zeigt den dazu gehorenden Verlauf in Abhéngigkeit von der
Temperatur.

le?, As P B
10'° | 1359 | 1362 | 462
1016 | 1177 | 1184 | 429
1017 | 727 | 721 | 317
1018 | 284 | 277 | 153

101 | 108 | 115 | 71

Tabelle 2.5: Beweglichkeit von Majoritdten in Si bei Raumtemperatur fiir

. . . . 2
verschiedene Dotierungen und Konzentrationen in 7 .

10* a 8000 S
cm?/Vs HT— 300K cm?/Vs i
T Mn ~
3 T T ™~
10 fin Kp 103 ~T N=10"cmi™®
Ge = =T
™~ \4017 T‘?\
102 | ™ £ e O i gy 2
L] L
10* ! . 10%m™2 1
2 10 —
em?/Vs Si
-50 O 50 100 C 200
10° T Ken 7
5__\7: ]
3 Ay TR 10° ~r— :
102 NN Ii\‘r 10%em Si
0
2104 } } | [ ] 1017 \:§
cm?/Vs I o e~
T 107 /10
3 GaAS 5 t
10 [ ~
iy 19 -3
10¥cm
P 4p 2 e —
10° [Tl o LI
10 10'® 10 10 em™@  10%° -50 0 50 100 °C 200
‘N“’ T —=—
a) b)

Abb. 2.19: Beweglichkeit von Elektronen und Léchern als Funktion der
Dotierungskonzentration (links) und der Temperatur (rechts).
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2.12.9 Heifle Ladungstriger, Siattigungsgeschwindigkeit

Bei der Ermittlung der Driftgeschwindigkeit haben wir die mittlere Stofzeit
7. definiert. Sie wurde bestimmt durch die Héalfte des zeitlichen Mittelwertes
zwischen zwei Stolen. Die Zeit zwischen zwei Sto8en wird durch die Gesamt-

geschwindigkeit aus thermischer Geschwindigkeit und Driftgeschwindigkeit
vV = vy + Vp (2.91)

der Ladungstréiger bestimmt. Solange vy, > vp, ist die Stozeit unabhéngig
von einem angelegten Feld und damit konstant.
Bei sehr hohen Feldstéarken erreicht die Driftgeschwindigkeit der Ladungs-
trager die GroBenordnung der thermischen Geschwindigkeit und kann nicht
mehr vernachlassigt werden. Dadurch steigt die Gesamtgeschwindigkeit der
Ladungstriger durch das elektrische Feld an. Als Folge werden die mittlere
StoBzeit und die Beweglichkeit abhéngig von der Feldstérke.
Da sich die Gesamtgeschwindigkeit mit steigender Feldstédrke erhcht, nimmt
die mittlere Stofizeit 7. und wegen Gl. (2.77) auch die Beweglichkeit ab. In
diesem Bereich gilt das Ohmsche Gesetz nach Gl. (2.88) nicht mehr.
In der Beschreibung im Wellenmodell entsteht die Abnahme der Geschwin-
digkeit dadurch, dass die Energie der Ladungstrager durch das elektrische
Feld steigt. Ist das elektrische Feld so stark, dass die Energie der Ladungs-
trager grofler wird als die Energie der optischen Phononen, steigt die Wahr-
scheinlichkeit, Energie an ein optisches Phonon abzugeben, abrupt an. Dies
fithrt dazu, dass die Geschwindigkeit der Ladungstrédger abnimmt und bei
hoheren Feldstéirken in einen Séttigungsverlauf, wie in Abb. 2.20 links ge-
zeigt, ibergeht. Der Maximalwert der Driftgeschwindigkeit ist die sog. Sétti-
gungsgeschwindigkeit vgg.
Die Geschwindigkeit von Ladungstrigern in Materialien wie Si, die keine
erreichbaren hoheren Bénder bzw. Bandstrukturen, wie z. B. bei GaAs be-
sitzen, kann beschrieben werden durch

wE
1+ 42

Vsat

vp(E) = (2.92)

Wir merken uns den Ubergang der Driftgeschwindigkeit in die konstante
Sattigungsgeschwindigkeit bei hohen Feldstéirken. Dieser Ubergang wird uns
spater bei der Behandlung des Feldeffekt-Transistors im Abschniirbereich
begegnen.
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E

sat

Abb. 2.20: Links: Abhéngigkeit der Driftgeschwindigkeit vp von der Grofie

des elektrischen Feldes. Bei E = Ej geht die linerare Abhéngigkeit in einen

Sattigungsverlauf {iber. Bei E = F,; ist die Séattigungsgeschwindigkeit vgq¢
erreicht. Rechts: Feldabhéngigkeit der Driftgeschwindigkeit bei GaAs.

2.12.10 Gunn-Effekt, velocity overshoot

Bei Halbleitermaterialien wie GaAs oder InP tritt ebenfalls eine Abwei-
chung von einem linearen vp(FE)-Zusammenhang bei hohen Feldstéarken auf.
Ursache ist jedoch nicht eine verringerte mittlere Stofizeit, sondern eine
vergroflerte effektive Masse. Dies fithrt nach Gl. (2.78) und (2.79) ebenfalls
zu einer Verringerung von Driftgeschwindigkeit und Beweglichkeit.

Die Ursache fiir die bei hohen Feldstiarken vergroflerte effektive Masse liegt
in der Struktur des Leitungsbandes dieser Halbleiter. Betrachten wir z. B. die
Bandstruktur von GaAs in Abb. 1.40, so sehen wir, dass um AW = 0,36eV
iiber dem Hauptminimum, das den Bandabstand von 1,43eV bildet, ein
Nebenminimum liegt. Die Kriimmung des Nebenminimums ist geringer
als die des Hauptminimums. Nach GIl. (1.140) ist damit die Masse der
Elektronen im Nebenminimum gréfler als die im Hauptminimum.

Bei hohen Feldstarken nehmen die Elektronen im Hauptminimum so
viel Energie auf, dass sie die Energiedifferenz AW = 0,36¢eV iiberwinden
und in das Nebenminimum iibergehen (Intrabandiibergang/-streuung).
Hier besitzen sie eine groflere Masse und damit eine geringere Beweg-
lichkeit und Driftgeschwindigkeit. Die Abnahme von Beweglichkeit und
Driftgeschwindigkeit beim Ubergang zu hohen Feldstéirken zeigt Abb. 2.20
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rechts. Die Spitze in der Geschwindigkeitskurve wird als sog. ,velocity
overshoot“ bezeichnet. Die Anderung der effektiven Masse durch Streuung
der Elektronen in ein Nebenminimum mit gréf8erer Masse wird nach seinem
Entdecker als ,,Gunn“-Effekt bezeichnet.

Eine wesentliche Eigenschaft des Gunn-Effektes ist die negative differentielle
Beweglichkeit beim Ubergang in das Nebenminimum. Unter bestimmten
Voraussetzungen, die iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinausgehen,
konnen durch Awusnutzen dieses Effektes Verstdrker, Oszillatoren und
Impulsgeneratoren fiir die Mikrowellentechnik realisiert werden.

2.12.11 Diffusion von Ladungstrigern

Bisher haben wir die Bewegung von Ladungstrigern verursacht durch die
Kraftwirkung eines elektrischen Feldes betrachtet. Bei der Diffusion von La-
dungstréagern ist die Ursache der Bewegung ausschliellich die thermische
Energie der Ladungstriger von % kT je Freiheitsgrad (z, y, z). Diese thermi-
sche Energie ist der Motor des Diffusionsprozesses. Bei T' = 0 findet daher
keine Diffusion statt.

Wir haben bereits in Kap. 2.12.1 gesehen, dass der Ladungstriger aufgrund
dieser thermischen Bewegung zwischen zwei Stéfen eine mittlere Geschwin-
digkeit vy, besitzt. Die Geschwindigkeit gemittelt iiber eine ausreichende Zahl
von Stoflen oder eine ausreichende Zahl von Ladungstrigern war jedoch Null,
da zu jeder Geschwindigkeitskomponente (v;") auch Ladungstriager mit einem
Mittelwert der Geschwindigkeit (v,) in entgegengesetzter Richtung existie-
ren. Die Beitrdge durch die entgegengesetzen Komponenten heben sich auf,
wodurch der Stromfluss gleich Null ist.

Diese Aussage gilt jedoch fiir den gesamten Halbleiter nur dann, wenn in
diesem eine homogene Ladungstrigerverteilung herrscht. Bei inhomogener
Verteilung, also bei unterschiedlicher Ladungstrigerdichte im Volumen des
Halbleiters, kommt es zu einer Diffusion der Ladungstriger. Sie flieflen da-
bei, getrieben von der thermischen Energie vom Ort der Anhéufung (hoherer
Dichte), in Richtung der niedrigeren Dichte. Das Bestreben des Auseinan-
derflieens hat eine Gleichverteilung der Ladungstriger iiber das gesamte
Volumen zum Ziel. Im Zweidimensionalen lésst sich dieser Vorgang mit dem
Auseinanderflieen eines Sandhaufens auf einer Riittelplatte vergleichen. Der
Riittelvorgang entspricht der Anregung der Ladungstriager durch die thermi-
sche Energie.
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Wir wollen eine mathematische Beschreibung fiir den Diffusionsvorgang her-
leiten. Dabei beschrianken wir uns auf den wichtigsten Fall der eindimen-
sionalen Dichteverteilung. Wir nehmen dabei an, dass sich die Dichte der
Ladungstriger nur in Richtung der x-Koordinate &ndert, wobei die Wahl der
x-Koordinate hier willkiirlich erfolgt.

Aufgrund dieser Wahl ist die Dichte in y- und z-Richtung konstant, so dass
n(z,y,z) = n(z) gilt. Wir fithren die folgenden Uberlegungen zur Vereinfa-
chung fiir eine allgemeine Ladungstrigerdichte n(x) durch und schlieen aus
den Ergebnissen im Anschluss auf die Diffusion von Elektronen und Loéchern.
Abb. 2.21 links zeigt beispielhaft einen Dichteverlauf in x-Richtung mit
willkiirlich gewahltem Nullpunkt.

n(x) A
\ s
T~ Flache
)/ Ax
: —»éx
170)= L : ,
_ e 9 V!
e 0 e I X e 0 le g
2 2 ¢ 2 2
StoRR StoRR

Abb. 2.21: Links: Ladungstrigerdichte n(x) in Abhéngigkeit vom Ort.
StoBe finden am Ort x = 0, [, statt. Die Strome in +2z- und —z-Richtung
an jedem der beiden Orte sind gleich.
Rechts: Ein Volumenelement mit homogener Ladungstragerdichte auf der
Fliache A, in der y-z-Ebene in Richtung €.

Da die thermische Energie eine Zufallsgrofie darstellt, erfordert eine allgemei-
ne mathematische Behandlung der thermischen Anregung der Ladungstriger
die Beschreibung durch einen Zufallsprozess. Es zeigt sich anhand der daraus
erhaltenen Ergebnisse, dass das Arbeiten mit Mittelwerten fiir unsere Frage-
stellungen zu den gleichen Ergebnissen fiihrt.

Wir verwenden daher die bereits zuvor bei der Betrachtung von Ladungs-
tragern im elektrischen Feld definierte mittlere Stofzeit (Freiflugzeit) 7.. Die
mittlere Geschwindigkeit der Ladungstriager ist gleich der thermischen Ge-
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schwindigkeit. Wir ermitteln {iber 7, und die thermische Geschwindigkeit der
Ladungstriager die mittlere (freie) Weglinge zwischen zwei Stofien

lo =V 7o . (2.93)

In unserem auf Mittelwerten basierenden Modell bewegt sich der Ladungs-
triager auf einer Strecke [, frei, d.h. unbeeinflusst von jeglicher Wechselwir-
kung. Wir legen den Nullpunkt der x-Achse an die Stelle eines Stoles. Dann
erfolgt der nichste Stof§ (im Mittel)!® an der Stelle x = I...

Zur Herleitung einer Bilanzgleichung (Kontinuitéatsgleichung) fiir die La-
dungstréigerdichte in einem Volumenelement betrachten wir die Stromdichte
am Ort z = % zwischen den beiden Stofzentren.

Vom Stofizentrum (z = 0) links von unserem Betrachtungsort erfolgt ein
Beitrag .
0.,

der aufgrund des Zufallscharakters des Stoflvorgangs auch in gleicher Grofie in

TH0) = (2.94)

—éz-Richtung erfolgt. Zu einer Aussage iiber die y- und z-Richtung gelangen
wir spéter sehr einfach.

Wir betrachten den Strom iiber die Dauer der halben mittleren Stof3zeit 7., in
der eine Ladung Q™ (0) = 37.17(0) vom Stofizentrum bei z = 0 nach rechts
durch die Fliache A, an die Stelle x = % transportiert wird (vgl. Abb. 2.21
rechts) und schreiben

R +
7o) =2 Wy (295)
Ay %
und mit Gl. (2.93)
5 +
70 = L0 — ) v, (2.96)
T cy

Darin bezeichnet n(0) die Ladungstrigerdichte in dem Volumenelement
+ AL, die wegen QT(0) = Q(0) identisch mit der Ladungstréigerdichte

im Volumenelement A, [, ist.

le
2

aus dem Stofizentrum bei x = [, nach links stromenden Ladung in Hohe von

Analog ergibt sich ein weiterer Beitrag zur Stromdichte bei x = ¢ von der

Iy (le) = qn(le) vin(—¢€2) . (2.97)

BWir lassen im Folgenden diesen erliuternden Einschub weg und beriicksichtigen wei-
terhin, dass es sich bei den betrachteten Grofien um Mittelwerte handelt.
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Die resultierende Stromdichte bei z = % ist dann

J. (g) = JH0) + To() (2.98)
= qvin (n(0) — n(l.)) € (2.99)
= —qvinl. w &, . (2.100)

Da [. die in unserem Modell verwendete kleinstmdogliche Quantisierung des
Ortes ist, interpretieren wir den Quotiententerm als Differentialquotienten
und schreiben allgemein
> dn(z) dn(zx)
Jo(x) = — le e, = —q D Cor 2.101
(1) = ~qvale 5t &, = —g D5 (2:101)
mit D : = vy, [, Diffusionskonstante. (2.102)

Dies ist die Formulierung des Diffusionsstromes aufgrund einer ortsabhéngi-
gen Ladungstrigerdichte n(z).

Da wir uns auf eindimensionale Dichteprofile n(z) beschrénken, ist Z—Z =0
und Z—Z = 0, wodurch fy =0und J, =0 folgen.

Daher existiert nur eine Komponente der Stromdichte in Richtung der
Ladungstrigerdichte-Anderung. Der Stromfluss ist dabei immer so gerichtet,
dass es durch den Ladungstransport zu einem Abbau von Dichteunterschie-
den kommt.

Wir haben in GIl. (2.102) allgemein eine Diffusionskonstante definiert.
Diese lasst sich auf die Beweglichkeit der Ladungstriger zuriickfiithren, was

wir im Folgenden zeigen.

Dazu schétzen wir die thermische Geschwindigkeit ab, indem wir beriicksich-
tigen, dass die thermische Energie je Freiheitsgrad %l{:T betrédgt. Fiir eine
eindimensionale Bewegung in Richtung des Stromflusses (hier z-Richtung)

gilt dann
1 1
5kT: 5m* v (2.103)

Darin ist m* die effektive Masse der Ladungstrager.
Mit vy, aus Gl. (2.103) und [. aus Gl. (2.93) lasst sich die Diffusionskonstante
schreiben

kT
Te 02 . (2.104)
(&

2
DIVchCIVtth:kTm*
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Fiir die letzte Umformung wurde die Definition der Beweglichkeit nach
Gl. (2.77) verwendet.
Es ist gebrauchlich, den Ausdruck

KT

(&

= Ur (2.105)

als Temperaturspannung Uz zu definieren.

Es ergeben sich dann die Diffusionskonstanten fiir Elektronen und Loécher
(Nernst-, Townsend- und Einstein-Beziehungen)

kT
D, =—p,=Urp, (2.106)
e
kT
Dp = ? Hp = UT Hp (2107)

mit den dazugehorigen Diffusionsstromen

dn

Jpn(z) = €D, & (2.108)
, d
Top(z) = —e D, ﬁ g, . (2.100)

Die Ortsangabe z lassen wir zur Ubersichtlichkeit im Folgenden weg und
versehen die Stromdichten mit dem Index D fiir ,, Diffusion®.

Wir erkennen, dass die Beweglichkeit der Ladungstréger einen ent-
scheidenden Einfluss auf den Vorgang des Stromflusses hat. Sie erscheint
sowohl in den Drift- als auch in den Diffusionsgleichungen als Proportiona-
litdtskonstante der Ursache (E bei Drift, Z—Z bei Diffusion).

Beachten: Die Herleitung der Diffusionsgleichungen nimmt als Ursache
nur die ortliche Anderung der Ladungstriagerdichte. Entsteht aufgrund
dieser Anderung ein elektrisches Feld, so bewirkt dies zusitzlich einen
Feld-Strom (Driftstrom).

2.12.12 Strom-Transportgleichungen

Wir haben zwei voneinander unabhéngige Ursachen fiir einen Ladungs-
tragerstrom ermittelt. Im vorangegangenen Kapitel war die Ursache eine
ortsabhingige Ladungstriagerdichte. Sie erzeugt den Diffusionsstrom, der
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unabhéngig von einem elektrischen Feld ist. Ein elektrisches Feld erzeugt
den Feld- oder Driftstrom. Das Feld kann dabei entweder von auflen an den
Halbleiter gelegt werden oder durch eine ortsabhéngige Ladungsverteilung
hervorgerufen werden.

Der Gesamtstrom fiir Elektronen und Locher ergibt sich aus der Uber-
lagerung von Feld- und Diffusionsstrom aus Gl. (2.86) bzw. (2.108) und
(2.109):

L. ; , d

Ty = Jon + Jpn = enpn E + eDnd—"aT (2.110)
xXr

>z = = dp

Jp = Jpp—i-JDp:ep,upE—er%egc. (2.111)

Wir betrachten im Folgenden nur elektrische Felder in z-Richtung. Wir ver-
zichten daher zur Vereinfachung der Schreibweise auf die Vektordarstellung
und betrachten J, und J, als Komponenten der Stromdichte in +2z-Richtung.

dn

J,=enu, E + eD, “= 92.112

enp B+ oD, 2" (2.112)
d

Jy=epu, B — erd—p (2.113)
x

E zeigt in dieser Definition in +2z-Richtung. Fiir die entgegengesetzte Rich-
tung ist ein negatives Vorzeichen zu wihlen.
Der Gesamtstrom im Halbleiter ergibt sich aus der Uberlagerung von Elek-
tronen und Locherstrom

J=J, + Jp. (2.114)

2.12.13 Kontinuititsgleichung

Die Féhigkeit, das elektrische Verhalten von Halbleiterbauelementen be-
schreiben zu koénnen, geht einher mit der Fahigkeit, das Verhalten der La-
dungstriger im Halbleiter zu beschreiben. Fiir das thermodynamische Gleich-
gewicht haben wir bereits mit Gl. (2.52) die wichtigste Neutralitéitsbedingung
als Bilanzgleichung aufgestellt.

Auflerhalb des thermodynamischen Gleichgewichts flieBen die Ladungstriager
durch den Halbleiter (Ladungstriger werden bewegt). Der Vorgang des
Stromflusses ist in der zuvor abgeleiteten Transportgleichung beschrieben.
Wir wissen daher, dass ein elektrisches Feld oder ein Dichtegradient die Ur-
sache fiir einen Ladungstriagertransport und damit fiir einen Stromfluss sind.
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Durch den Stromfluss befindet sich der Halbleiter auflerhalb des thermodyna-
mischen Gleichgewichts, wodurch nach Gl. (2.68) und (2.69) eine Abweichung
der Ladungstrigerdichten von den Gleichgewichtsdichten und damit von der
Ladungsneutralitét resultiert. Die Abweichung kann dabei lokal (Anhdufung
von Ladungstrigern) oder global (homogener Halbleiter in elektrischem Feld)
sein.

Uber die Erzeugung und Vernichtung (Generation und Rekombination) von
Ladungstriagern haben wir bisher noch keine Aussage gewonnen. Auch der
Aspekt der Zeitabhingigkeit von Vorgingen, die mit Ladungstragern ver-
kniipft sind, wurde bisher nicht beschrieben.

Das wollen wir im Folgenden nachholen, indem wir eine vereinheitlichte Be-
schreibung in Form einer orts- und zeitabhéngigen Bilanzgleichung fiir La-
dungstréiger aufstellen. Wir verwenden dazu die erste Maxwellsche Gleichung,
die in allgemeingiiltiger Form Auskunft iiber die Ursache fiir einen Strom von

Ladungstréigern gibt:

- _. 0D
J=rot H - — . 2.115
ro 57 ( )

Danach kénnen die Wirbel (rot) eines magnetischen Feldes H oder ein zeitlich
verinderliches elektrisches Feld E = %5 die Ursache sein. Das Bilden der
Divergenz gibt die Quellen der Stromdichte an:
. dD o .. =
di =—div—=——divD. 2.11
iv J v 57 v (2.116)

Dabei wird die Zulassigkeit der Vertauschung von Orts- und Zeitdiffe-
rentiation vorausgesetzt. Der Ausdruck div D steht fiir die Quellen des
elektrischen Feldes.

Wir wissen durch die dritte Maxwellsche Gleichung
p=div D =diveE =¢ div E (2.117)

mit € = const., dass die Quellen des elektrischen Feldes aus einer Raum-
ladungsdichte p gebildet werden. Fiir unsere eindimensionale Betrachtung
geht die Maxwellsche Gleichung wegen div 5(3:) = ﬁD iiber in

dD  dE

p

Dabei ist die Raumladungsdichte p = p(x) auch ortsabhéngig. Generell wird
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die Raumladungsdichte an einem Ort immer durch die Summe aller Ladungs-
dichten an diesem Ort gebildet. Daher gilt immer

p=e(p+NpH—n—Ny). (2.119)

Je nach Bedarf kann p auch alternativ mit Gl. (2.68) und (2.69) geschrieben
werden als

p=ce(po+Ap+ Nj) —ng—An— Ny) (2.120)
p=e(Ap— An), (2.121)

wobei fiir die alternative Darstellung im zweiten Schritt die Neutralitétsbe-
dingung verwendet wurde.

Fiir alle Uberlegungen im Rahmen dieser Vorlesung wird der Halbleiter im
Bereich der Storstellenerschopfung betrieben. Das bedeutet, dass alle Dotie-
rungsatome ionisiert sind (N, = Np, N; = N4) und es auch bleiben. Daher
gilt

NS _

Ny
ot =0,

S =0. (2.122)

Dies beriicksichtigen wir, wenn wir in Gl. (2.116) fiir die Quellen des elek-
trischen Feldes die Raumladung entsprechend Gl. (2.118) mit den beiden
alternativen Darstellungen nach Gl. (2.119) und (2.121) einsetzen:
- 0 0 0

div J:—ap:—ea(p—n):—ea(Ap—An) : (2.123)
Wir werden (nur) in diesem Kapitel mit beiden alternativen Darstellungen
arbeiten. Fiir die spitere Arbeit mit den Gleichungen kann dann die fiir das
jeweilige Problem passende Darstellung verwendet werden.
Gleichung (2.123), die wir erhalten haben, ist die Kontinuitéitsgleichung fiir
Raumladungen. Wir werden sie im weiteren Verlauf genauer diskutieren und

erlautern. Die von uns benétigte eindimensionale Darstellung lautet

—J(z,t) = —p(z,t) = —e %(p(x,t)—n(m,t)) =—e %(Ap(m,t)—An(x,t)) :

(2.124)
Wir wissen, dass sich die Stromdichte auf der linken Seite der Kontinuitéts-
gleichung aus einem Elektronen- und einem Locherstrom (vgl. Gl. (2.114)) zu-
sammensetzt. Indem wir dies explizit schreiben, erhalten wir aus Gl. (2.124)
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eine Bilanzgleichung fiir die Quellen des Elektronen- und Lo6cherstroms
(zunéchst wieder in der allgemeinen dreidimensionalen Darstellung)

- > On dp  0An 0 Ap
dlen—l—dlep—eW—em—e 57 Y

Die Angabe der Orts- und Zeitabhéngigkeit aller darin enthaltenen Grofien

(2.125)

lassen wir der Ubersichtlichkeit wegen weg.
Wir koénnen diese Bilanzgleichung in zwei separate Bilanzgleichungen fiir
Elektronen und Locher aufspalten:

1. = on JdAn

1 .. - op 0 Ap

“div,=—-22 - R = -———f _ 2.12
. iv J, 5t R 57 R, (2.127)

die durch Uberlagerung (Addition) wieder die Gesamtbilanz nach G1. (2.125)
ergeben. In den separaten Gleichungen ist hier zunichst rein formal eine
Funktion R = R(7,t) eingefiihrt worden, da die Aufspaltung diesen Freiheits-
grad erlaubt, denn R(7,t) verschwindet durch die Uberlagerung der beiden
Ladungstréigerstrome identisch.

Wir nennen R(7,t) die ,Nettorekombinationsrate (oder auch den

,Rekombinationsiiberschuss“). Sie ist mafigeblich bestimmend fiir den Strom-

fluss in Halbleiterbauelementen und wird ausfiihrlich im folgenden Kapitel
behandelt. An dieser Stelle kénnen wir schon folgende Eigenschaften von R
anhand der Art der Einbettung in die Bilanzgleichungen feststellen:

1. Die Bilanzgleichungen fiir Elektronen und Locher sind nicht un-
abhédngig. Sie werden iiber die Nettorekombinationsrate gekoppelt.
(Die direkte Kopplung iiber R ist das Resultat der Annahme nach
Gl. (2.122).)

2. Die Einheit von R ist ﬁ, also Ladungstriagerdichte pro Sekunde. Da-
her erldutert sich der Begriff ,Rate® in der Bezeichnung Nettorekombi-
nationsrate. Es wird demnach die Anderung einer Ladungstrigerdichte
pro Zeiteinheit beschrieben. Es lédsst sich daher immer fiir R eine for-

male Darstellung in der Form

p==" (2.128)
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verwenden. Darin reprisentiert An eine allgemeine Anderung einer La-
dungstriagerdichte (Elektronen sowie Locher). Auf die physikalische Re-
préasentation der darin enthaltenen Groflen werden wir in Kapitel 2.21
zuriickkommen.

3. Stellen wir uns die Divergenz der Stromdichten in der Integralform vor,
so besagt die linke Seite von Gl. (2.126) und (2.127), dass durch die
Hiillfliche des Integrals ein Strom entsprechend der darin enthaltenen
Quellen oder Senken, die auf der rechten Seite der Gleichungen ste-
hen, flieft. Die Nettorekombination R beschreibt also einen Vorgang,
der innerhalb des betrachteten Halbleiterbereichs (im allgemeinen ein
Volumenelement) ablauft. Wegen Punkt 2. besteht dieser Vorgang in
der Erzeugung bzw. Vernichtung (Generation, Rekombination) von La-
dungstriagern.

Allgemein kénnen wir formal immer annehmen, dass eine Generation g und
eine Rekombination r stattfinden, aus der die Nettorekombinationsrate her-
vorgeht:

R=r—g. (2.129)

Wir schreiben damit Gl. (2.126) und (2.127) in der allgemein gebriuchlichen
Form der Kontinuitétsgleichungen fiir beide Ladungstrégerdichten:

1. = on 0An
gdlen—r—g—I—E = r—g-+ 57 (2.130)
L. = op 0Ap
—gdlep—r—g—i—% = T—g—i‘w. (2131)

Bei der in dieser Vorlesung angenommenen eindimensionalen Ortsabhéngig-
keit geht die Bildung der Divergenz in die Ortsableitung nach x iiber und
wir erhalten die eindimensionalen Kontinuitéatsgleichungen in der Form, die
wir im Folgenden verwenden werden:

1dJ, on 0An
28 on- _ g=n —r— 2.132
— =R+ R+ ——, R=r—gyg (2.132)
1dJ ) oA
14y p 9P R4+ 222 R=r—g. (2.133)

e dx ot - ot
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Die linke Seite lésst sich, wie in Abb. 2.22 gezeigt, als die Differenz zwischen
dem herausflieBenden und dem hineinflieBenden Strom in ein Volumenele-
ment A dx interpretieren. Dabei ist A die Fldche, durch die der Strom homo-
gen fliefit. Die linke Seite liefert also die Ladungstragerdichte pro Zeiteinheit,
die in dem Volumen verbleibt. Die in dem Volumen verbleibende Ladungs-
tragerdichte entspricht der darin netto rekombinierten Ladungstriagerdichte
(Rekombinierte minus Generierte) und der zeitlichen Anderung der darin
enthaltenen Ladungstrégerdichte.

A
J(x) J(x+dx)
0000 000
S —_— L]
0000 O%?OWO oo ™
WC \J
of 1|
W=
000 p(t)
POE—
dx

Abb. 2.22: Ladungstréiger-Bilanz der Kontinuitatsgleichungen fiir ein
Volumenelement A dz. g deutet die Generation von Ladungstrigern in
Form eines Elektronen-Lochpaares an. r zeigt die Vernichtung
(Rekombination) des Elektronen-Lochpaares, wobei das Elektron aus dem
Leitungsband den Platz eines Lochs im Valenzband besetzt.

Die Kontinuitdtsgleichung ist eine der wichtigsten Bilanzgleichungen fiir die
Berechnung von Halbleiterbauelementen. Sie gilt an jedem Ort und zu jeder
Zeit. Daher sind alle darin enthaltenen GroBen {n,p, g,r, J,, J,} Funktionen
von Ort und Zeit. Dies erlaubt die Berechnung von zeitabhéngigen Abléufen
wie z. B. Ausgleichsvorgéngen bei Storung der Neutralitdtsbedingung.

Wir werden dazu im Kapitel 2.22 ein Beispiel rechnen.

2.13 Generation von Ladungstrigern

Wir haben uns bereits mit der Generation von Ladungstréagern bei der Her-
leitung der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion beschéftigt. Dort war die ther-
mische Energie k7" die Energie, die ein Elektron aus dem Valenzband iiber die
Bandliicke W, in das Leitungsband gehoben hat. Neben der Zufuhr thermi-
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scher Energie kann dem Elektron auch ,,optische” Energie durch Bestrahlung
mit Licht in Form von Photonen zugefiihrt werden. Dieser Vorgang dominiert
in Photodioden und Solarzellen.

Wir betrachten im Folgenden den Vorgang der Energiezufuhr auf Ladungs-
trager auf allgemeiner Ebene etwas genauer. Wir beschrinken unsere Be-
trachtungen der Einfachheit halber auf Elektronen. Fiir Locher ergeben sich
die gleichen Uberlegungen, wobei zu beachten ist, dass die Energieskala der
Locher nach unten steigt.

Wir nehmen im Folgenden an, dass einem Elektron eine Energie

AW =h-f (2.134)

z.B. durch ein Photon zugefiihrt wird. Vor dem Treffen mit dem Photon
soll das Elektron einen Energiezustand W; im Valenzband entsprechend
Abb. 2.23 besetzt haben.

W) Wiy ‘ ‘
W,+aW 4 | /
W2+ AW A y : \‘?
aw=hfl 1| Wq
| aW=h f
W,
- T T \\ L
kl 1.BZ kl GlOO k k2 1.BZ kyz — kz +G100

2.BZ

Abb. 2.23: Zufuhr einer Energie AW = h - f fiir ein Elektron im VB am
Beispiel einer idealisierten Bandstruktur in [100]-Richtung. Links: Nicht
maoglicher Ubergang wegen Verletzung des Impulserhaltungssatzes. Rechts:
Moglicher Ubergang wegen Erfiillung von Energie- und
Impulserhaltungssatz.

Fir AW = h- f < W, existiert kein Zustand und es findet keine Ab-
sorption des Photons statt. Der Kristall ist fiir diese Frequenz f durchsichtig.

Wir unterstellen jetzt, dass die zugefithrte Energie ausreicht, um die
Energieliicke zu iiberbriicken und eine Absorption stattfindet. Das Elek-
tron geht dann von dem Valenzband in das Leitungsband. Ein solcher
Band-Band-Ubergang erfolgt immer unter Beachtung der auch in der
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Quantentheorie giiltigen Sétze zur Energie- und Impulserhaltung. Nach dem
Wechsel hat das Elektron sowohl eine andere Energie als auch einen anderen
Impuls.

Abb. 2.23 links zeigt einen Ubergang, bei dem der Energieerhaltungssatz
erfiillt ist, da die Energiedifferenz zwischen altem und neuem Zustand der
zugefithrten Energie entspricht. Der Impulserhaltungssatz ist jedoch wegen

Ap=h(k — k) #0 (2.135)

verletzt. Ein solcher Ubergang ist fiir ein Elektron in dem Zustand mit der
Energie W daher nicht moglich. Wir erkennen weiterhin anhand der Abbil-
dung, dass der Impulserhaltungssatz fiir alle Ubergénge Ap # 0 ergibt und
daher verletzt wird.
Als Konsequenz benétigt ein solcher Ubergang einen dritten Partner, der die
Impuls-Differenz aufnimmt. Diese Funktion erfiillt der Kristall selbst. Dabei
ist zu beachten, dass der Kristall bei quantenmechanischer Betrachtung nur
diskrete Impulse aufnehmen kann.
Eine entsprechende Rechnung (ohne Beweis) fithrt auf den Kristallimpulser-
haltungssatz

k—K =G, (2.136)

der gleichlautend mit der von uns in Gl. (1.101) hergeleiteten Bragg-
Bedingung ist. Als Unterschied nimmt bei der hier angestellten Betrachtung
der Kristall einen Impuls auf. Wir haben hier den Fall der sog. inelastischen

Streuung, fiir die
k| # K] (2.137)

gilt, wihrend bei der Bragg-Bedingung in Gl. (1.101) elastische Streuung mit
k| = |k’ vorausgesetzt wurde.

Der Kristallimpulserhaltungssatz besagt also, dass nur der Ubergang maglich
ist, dessen Wellenvektor &’ sich von dem urspriinglichen Wellenvektor um
einen reziproken Gittervektor unterscheidet. Dieser Fall ist in Abb. 2.23
rechts eingezeichnet. Dabei wurde die Periodizitdt der Dispersionskurven
beriicksichtigt. Besonders einfach ist die Uberlegung anhand des in Kap. 1.27
hergeleiteten reduzierten Bandschemas, bei dem alle Bandverlédufe durch Ver-
schiebung mit dem reziproken Gittervektor in der 1. Brillouin-Zone (1. BZ)
abgebildet werden. Da die Verschiebung mit dem reziproken Gittervektor
erfolgt, ist fiir einen senkrechten Band-Band-Ubergang in der reduzierten
Bandschema-Darstellung der Kristallimpulserhaltungssatz immer erfiillt. Der
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Ubergang erfolgt dann, wie in Abb. 2.23 rechts gezeigt, fiir einen Wellenvek-
tor ko, fiir den die Energiedifferenz zur senkrecht dariiber liegenden Energie
des hoheren Bandes der zugefiihrten Energie AW entspricht. Damit ist auch
der Energieerhaltungssatz erfiillt.

2.14 Thermalisierung

In Abb. 2.23 (rechts) haben wir gezeigt, wie das Elektron durch Absorption
des Photons mit der Energie AW einen Zustand mit der Energie Wy + AW
im Leitungsband einnimmt. Dieser Zustand ist in Abb. 2.24 nochmals ge-
zeigt. Dabei ist auch das Loch im Valenzband beriicksichtigt, das aufgrund

Phononen

X

Abb. 2.24: Links: Dielektrische Relaxation (Thermalisierung) von Elektron
und Loch nach der durch Energiezufuhr AW verursachten Paarbildung.
Mitte: Darstellung des gleichen Sachverhaltes wie in der linken Abbildung,
jedoch unter Verwendung des zeichnerisch einfacheren Bandermodells.
Rechts: Darstellung des gleichen Vorgangs wie in den beiden linken
Abbildungen, jedoch in eindimensionaler Orts-Darstellung.

der Paarbildung entsteht. Elektron und Loch werden nach ihrer Entstehung
den energetisch niedrigsten, noch freien Zustand in ihrem Band besetzen.
Elektronen ,rollen“ dabei die Dispersionskurve bergab. Locher steigen auf-
grund ihrer entgegengesetzten Energieskala wie Luftblasen entlang der Di-
spersionskurve nach oben. Um sich auf den Dispersionskurven bewegen zu
konnen, miissen beide Ladungstriger Energie abgeben. Sie erreichen dies, in-
dem sie die iiberschiissige Energie in Quanten durch Emission von Phononen
an das Kristallgitter abgeben. Das Kristallgitter nimmt diese Energie auf und
erwarmt sich dabei. Dieser Vorgang wird Thermalisierung oder dielektrische
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Relaxation genannt. Er lduft vergleichsweise schnell, mit Zeitkonstanten zwi-
schen 0,1...10ps ab, die dem im weiteren Verlauf besprochenen Relaxati-
onsprozess zur Neutralisierung von Raumladungen entsprechen.

Der gleiche Vorgang kann anstelle des Dispersionsdiagramms auch zur Ver-
einfachung im Béndermodell dargestellt werden. Dabei sind Darstellungen
im k-Raum (Abb. 2.24 Mitte) und im Ortsraum (Abb. 2.24 rechts) moglich.
Nach der Relaxation besitzen aufgrund der in dem Beispiel gewéhlten Band-
struktur sowohl Elektron als auch Loch den gleichen Wellenvektor. Dies ist
eine wichtige Eigenschaft von Halbleitermaterialien fiir optisch emittierende
Bauelemente, wie in néchsten Kapitel gezeigt wird.

Zu beachten ist, dass die Ladungstréiger, auch wenn sie den gleichen Wel-
lenvektor besitzen, nach der Paarbildung nicht (bzw. nur hochst unwahr-
scheinlich) am gleichen Ort verharren. Beide werden die zuvor beschriebenen
Zufallsbewegungen ausfiithren und sich daher zu bestimmten Zeiten an ver-
schiedenen Orten befinden. Diese Erkenntnis ist wichtig fiir das Verstidndnis
des Rekombinationsvorgangs, bei dem das Elektron mit einem benachbarten
Loch rekombiniert, d. h. den Zustand des Lochs besetzt. Dieses wird aufgrund
der Wanderung durch den Kristall und der hohen Ladungstrigerdichte, wenn
iiberhaupt, dann nur héchst unwahrscheinlich der selbe Partner aus der Bil-
dung des Elektron-Loch-Paares sein.

2.15 Rekombination

Bei der Rekombination passiert mit einem Elektron und einem Loch genau
das, was der Begriff beschreibt. Sie werden ,wieder kombiniert®, d.h. das
Elektron besetzt wieder den freien Zustand des Lochs. Wir erinnern uns an
die Feststellung des letzten Kapitels und bemerken, dass es nicht genau das
urspriinglich gebildete Elektron-Loch-Paar ist, das rekombiniert, sondern ir-
gend ein Elektron-Loch-Paar, fiir das die Bedingungen fiir Rekombination
erfiillt sind. Welche das sind, werden wir im Folgenden anschauen.

Dass es den Vorgang der Rekombination geben muss, macht eine einfache
Uberlegung deutlich. Wiirden durch Energiezufuhr nur Ladungstriger gene-
riert, aber keine rekombiniert, dann wiirden alle Halbleiter nach geniigend
langer Energiezufuhr zu Leitern, da ihre Bénder mit freien Ladungstrigern
gefiillt sind. Wir wissen aber zuverldssig, z. B. von Solarzellen oder Photo-
dioden, dass nach Ausschalten des Lichts auch der Stromfluss versiegt. Es
muss also einen Rekombinationsvorgang geben, der dies bewirkt.
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Aus der Rekombination als Gegenspieler der Generation resultieren auch die
Ladungstrégerdichten ng, py im thermodynamischen Gleichgewicht. Hier ist
die Rekombinationsrate r gleich der Generationsrate g. D.h. die pro Zeit-
einheit in einem Volumen entstehenden Ladungstrager sind gleich der Zahl
der in der gleichen Zeit und im gleichen Volumen verschwindenden Ladungs-
triager. Es gilt also im thermodynamischen Gleichgewicht

n = nog, P = po, r=g, R=r—g=0. (2.138)

Bei einer Anhebung der Ladungstriagerdichte gegeniiber den Gleichgewichts-
konzentrationen wird die Rekombination die Generation iiberwiegen, da auf-
grund der Neutralitdtsbedingung das Bestreben besteht, die Gleichgewichts-
konzentration wieder herzustellen. Es gilt bei Ladungstrdgeranhebung ge-
geniiber der Gleichgewichtskonzentration fiir die Nettorekombination

R=r—g>0. (2.139)

Im entgegengesetzten Fall, bei einer Absenkung der Ladungstragerdichte ge-
geniiber den Gleichgewichtskonzentrationen, gilt

R=r—-—g<0. (2.140)

Um genauere, fiir die Beschreibung von Halbleiterbauelementen ausreichende
Aussagen iiber R machen zu kénnen, benotigen wir tiefere Einblicke in die
Ablédufe bei der Generation und Rekombination von Ladungstriagern. Wir
beschéftigen uns im Folgenden mit den Mechanismen der Rekombination.
Bereits bei der Generation haben wir festgestellt, dass durch Einbeziehung
eines dritten Partners Energie- und Impulserhaltungssatz bei Band-Band-
Ubergang erfiillt werden konnen. Wir betrachten daher zunichst im folgen-
den Kapitel die drei uns schon bekannten (Quasi-)Teilchen Elektron, Photon
und Phonon, die sich als Partner fiir eine Wechselwirkung anbieten.

2.16 Energie und Impuls von (Quasi-)Teilchen

Energie und Impuls von Teilchen lassen sich entsprechend Gl. (1.4) und (1.27)
immer {iber

W = hw (2.141)
p =hk=h-— (2.142)
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berechnen. Die Energie wird dabei iiber w und der Impuls iiber k (bzw. \)
bestimmt. Zwischen w und k besteht eine Dispersionsbeziehung, die je nach
Teilchen und Vorgang unterschiedlich ist.

Fiir Photonen erhalten wir die Dispersionsbeziehung direkt aus der
Lichtgeschwindigkeit:

c=fr==. (2.143)

— > &

Fiir Elektronen im Kristall gilt nach Gl. (
die Dispersionsbeziehung

.71) mit der effektiven Masse m

h%k?

*
2m}

Wi = hwy, =

(2.144)

und fiir Phononen gewinnt man aus Uberlegungen zu Schwingungssystemen
(hier ohne Herleitung und Beweis) die Kreisfrequenz der Gitterschwingungen
fiir den Fall einer einatomigen Basis

2Y
W = \/ 901 — cos(kag)) (2.145)
mit  Y=Elastizititsmodul ~ (Youngs  Modulus),  m,=Atommasse,
ap=Gitterkonstante. Durch Einsetzen von Gl. (2.145) in Gl (2.141)
erhélt man die Energie der Gitterschwingungen.

Waéhrend die Energie von der Frequenz des Teilchens abhéngt, wird
der Impuls tber die Abhéngigkeit von k nach Gl (2.142) durch die
Wellenldnge bestimmt. Diese ist bei Photonen iiber Gl. (2.143) mit der
Lichtgeschwindigkeit umgekehrt proportional zur Frequenz.

Bei Elektronen im Kristall wissen wir, dass sie sich i.e. am Rand der
Bandkante, also am Rand der 1. Brillouin-Zone mit £ = % aufhalten.

Bei Phononen hilft fiir die Abschétzung von k die einfache Uberlegung nach
Abb. 2.25, wonach die kleinste Wellenldnge dann erreicht ist, wenn benach-
barte Gitteratome die entgegengesetzte Auslenkung mit der Amplitude der
Schwingung besitzen (Fall der transversalen, optischen Phononen). Es gilt
daher fiir Phononen mit maximalem Impuls \,,;, = 2a,.

Mit den vorangegangenen Uberlegungen lisst sich fiir Beispielwerte (in einer
Ubung) die Gréfenordnung von Energie und Impuls der Teilchen ermitteln.
Tabelle 2.6 zeigt die Ergebnisse.
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f———— |

A min

Abb. 2.25: Der Abstand ay der Gitteratome legt die kleinste mogliche
Wellenlénge \,,;, der Schwingung fest. Die gestrichelte Schwingung ist nicht
moglich, da sie eine zu kleine Wellenlénge besitzt.

Elektron | Photon | Phonon
w
_ 1 ~1 0,02
WElektTon
_r 1 0,001 | =~1
PElektron

Tabelle 2.6: Vergleich von Energie und Impuls von (Quasi-)Teilchen.

Wir merken uns das daraus folgende, wichtige Ergebnis:
e Elektronen besitzen Energie und Impuls,
e Photonen besitzen Energie und (vernachléssigbar) kleinen Impuls.
e Phononen besitzen Impuls und (vernachldssigbar) kleine Energie.

Dabei ist die Einschétzung als vernachlédssigbar immer in Relation zu dem
zum Vergleich herangezogenen Teilchen zu werten.

2.17 Direkte Rekombination (Direkter Halbleiter)

Wir erinnern uns an den Vorgang der Relaxation aus Kap. 2.14. Nach Ab-
schluss des Vorgangs befinden sich Loch und Elektron auf dem jeweils energe-
tisch niedrigsten unbesetzten Niveau in ihrem Band. Im Beispiel in Abb. 2.24
lagen Elektron und Loch nach der Relaxation bei dem gleichen Wellenvektor,
da aufgrund der Bandstruktur Minimum des Leitungsbandes und Maximum
des Valenzbandes dort zusammenfielen.
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Das Elektron kann unter diesen Bedingungen direkt, wie in Abb. 2.26 links
gezeigt, durch Abgabe eines Photons der Energie

hf=Ww, (2.146)

mit einem Loch mit i.e. gleichem Wellenvektor rekombinieren. Dies ist
moglich, da der Impuls von Photonen, wie im vorangegangenen Kapitel fest-
gestellt, vernachlissigbar klein ist und daher bei einem senkrechten Ubergang
erhalten bleibt. Der Band-Band-Ubergang kann daher im k-Raum direkt
senkrecht unter Emission eines Photons erfolgen. Es wird bei dem direkten
Ubergang also Licht der Wellenlinge f = % abgestrahlt.

Wir nennen Halbleiter, bei denen Minimum des Leitungsbandes und Maxi-

mum des Valenzbandes im k-Raum iibereinander liegen, direkte Halbleiter.

Sie erlauben die direkte Rekombination eines Elektrons aus dem Leitungs-

band mit einem Loch im Valenzband durch Emission von Photonen, also
sichtbarem oder unsichtbarem Licht.

Direkte Halbleiter sind Materialien fiir optoelektronische Bauelemente. Zu
den wichtigsten Materialien gehort GaAs mit dem Banddiagramm nach
Abb. 1.40.

A A

Wy =W We hi=Wy
k X

Abb. 2.26: Links: Direkte Rekombination unter Emission eines Photons,
dargestellt im k-Raum. Rechts: Der gleiche Vorgang, dargestellt im
Ortsraum. Die zuféllige Bewegung der Ladungstriager ist symbolisch durch
Zickzacklinien angedeutet.

Auch bei der Darstellung im Ortsraum in Abb. 2.26 rechts erfolgt der Band-
Band-Ubergang der direkten Rekombination senkrecht, da sich die beiden
Rekombinationspartner am selben Ort befinden miissen.

Die Héufigkeit der direkten Rekombination eines Elektrons mit einem Loch,
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genauer gesagt die Rekombinationsrate r, ist proportional zur Elektronen-
dichte n und Locherdichte p. Sie ist auch proportional zur thermischen Ge-
schwindigkeit vy, da diese die Geschwindigkeit, mit der sich mogliche Part-
ner an einem Ort treffen, bestimmt. Mit dem sog. Wirkungsquerschnitt der
Fléache A, fithren wir eine weitere Proportionalitdtskonstante ein, die die Ef-
fizienz der Rekombination charakterisiert. Fiir die Rekombinationsrate kann
damit die Gleichung

r=A.vi,np. (2.147)

aufgestellt werden.
Der Rekombination wirkt ein Generationsvorgang mit der Generationsrate g
entgegen. Die Nettorekombinationsrate ergibt sich nach Gl. (2.129) zu

R=r—g=A.viaznp—g. (2.148)
Da im thermodynamischen Gleichgewicht
R=0, np=ngpo = n; (2.149)
gilt, erhalten wir aus Gl. (2.148) direkt
g = A vinno po (2.150)

und damit fiir die Nettorekombinationsrate bei direkten Band-Band-
Ubergingen
R=A~vg(np—ni)=1r—g. (2.151)

Auch wenn hier nicht explizit geschrieben, ist zu beachten, dass die Nettore-
kombinationsrate aufgrund der Ortsabhéngigkeit von n, p und A, ebenfalls
vom Betrachtungsort im Halbleiter abhéngt.

Die Beziehung driickt direkt aus, dass die Nettorekombination zu Null wird,
wenn an der betrachteten Stelle im Halbleiter thermodynamisches Gleichge-
wicht vorliegt.

2.18 Indirekte Rekombination (Indirekte Halbleiter)

Entsprechend den Uberlegungen zu direkten Halbleitern sind Si und Ge auf-
grund ihrer Bandstruktur indirekte Halbleiter (vgl. Abb. 1.40). Nach der Re-
laxation liegen Elektronen und Locher in Energieminima, die sich durch einen
Wellenvektor, der ungleich einem reziproken Gittervektor ist, unterscheiden.
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D.h. sie liegen im reduzierten Gitterschema nicht direkt iibereinander. Der
Kristallimpulserhaltungssatz Gl. (2.136) ist daher verletzt. Die Rekombina-
tion in indirekten Halbleitern kann dadurch nicht direkt {iber Emission eines
(,impulslosen®) Photons stattfinden.

Die Rekombination benotigt einen Partner, der einen Impuls besitzt, so dass
durch Impulsaustausch der Impulserhaltungssatz erfiillt wird. Als Partner
bieten sich daher nach Kap. 2.16 Elektronen und Phononen an:

Bei der indirekten Rekombination durch Phononenprozesse erfolgt ein

Energie- und Impulsaustausch mit den Gitterschwingungen des Kristalls.
Aufgrund der geringen Energie von Phononen erfolgt die Rekombination
schrittweise iiber Zwischenenergieniveaus in der Bandliicke. Die Beschreibung
dieses Prozesses fiihrt auf die bekannte ,, Shockley-Read-Hall“-Beziehung, die
im folgenden Kapitel hergeleitet wird.

Bei der indirekten Rekombination durch Elektronen gibt ein Leitungselek-

tron an ein anderes Leitungselektron oder an ein Defektelektron bei einem
StoB Energie AW und Impuls Ap ab. Dadurch erhélt es die passende Ener-
gie und den Impuls eines Zustandes im Valenzband (unwahrscheinlich) oder
eines Zwischenzustandes in der Bandliicke. Die Energie des anderen Elek-
trons erhoht sich um den entsprechenden Betrag AW. Sein Wellenvektor wird
mit entgegengesetztem Vorzeichen —Ap geéndert, so dass der Impulserhal-
tungssatz erfiillt ist. Abb. 2.27 zeigt diesen als ,, Auger-Prozess® bezeichneten

Vorgang bei einem Ubergang ohne Zwischenenergieniveau. Wir werden den

W(K)A

/ +AVV
+Ak

AW R

Ak /

V

K

Abb. 2.27: Anderung von Energie und Impuls bei einem Auger-Prozess.
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Augerprozess mit Zwischenenergieniveaus im {ibernéchsten Kapitel 2.20 kurz
betrachten.

2.19 Shockley-Read-Hall-(SRH-)Rekombination

Bei der indirekten Rekombination mit Phononen-Wechselwirkung kann
das Phonon den Impuls des Elektrons aufnehmen, da die Wellenvektoren
beider Teilchen die gleiche GroBenordnung besitzen (vgl. Kap. 2.16). Der
Impulserhaltungssatz kann also erfiillt werden.

Jedoch ist die Energie von Phononen klein im Vergleich zu der Energie von
Elektronen. Um einen LB-VB-Ubergang zu ermoglichen, miissten daher
viele Phononen emittiert werden. Ein solcher Vorgang ist auf ein Elektron
bezogen sehr unwahrscheinlich. Daher erfolgt der Band-Band-Ubergang bei
der Wechselwirkung mit Phononen iiber Zwischenniveaus der Energie W, in
etwa in der Mitte der Bandliicke (vgl. Abb. 2.28).

Zwischenniveaus werden auch als ,Rekombinationszentren® oder , Traps*

bezeichnet. Sie entstehen durch Stoérstellen in Form von Fremdatomen
(z.B. Au), Verunreinigungen und Gitterdefekten. Mit zunehmender Rein-
heit des Kristalls nimmt die Storstellenkonzentration und damit auch die
Rekombination ab. Zur Veranschaulichung haben LB-Elektronen in sehr
reinem Si Lebensdauern im ms-Bereich und legen Strecken in mm-Gréfien-
ordnung zuriick, ehe sie rekombinieren. In stark verunreinigtem Si liegen
Lebensdauer und Diffusionsldnge im us- und pm-Bereich.

Abb. 2.28 veranschaulicht den indirekten Rekombinationsvorgang an-
hand eines Béndermodells. Durch die Lage i.e. der Mitte der Bandliicke
ist eine Besetzungswahrscheinlichkeit mit einem Elektron oder Loch néhe-
rungsweise gleich grofS. In der Realitdt liegt nicht nur ein, sondern eine
Vielzahl von Energieniveaus fiir Rekombinationszentren vor. Bei einem
LB-VB-Ubergang durchlaufen die Elektronen vielmehr eine Treppe von
mehreren Zwischenniveaus. Wir begniigen uns in unserem einfachen Modell
jedoch mit einem Energieniveau W;, da die damit erzielten Ergebnisse eine
fir den Rahmen der Vorlesung ausreichende Ubereinstimmung mit dem
Experiment ergeben.

Wir bezeichnen entsprechend Abb. 2.28 mit

N, die Dichte der Rekombinationszentren,
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Uet

Elektronen
Vi

einfangen reemittieren

(Dichte Ny)

O J—
X /
Rekombinationszentren (Traps) 27
a

einfangen reemittieren
\ L('jcher/

Abb. 2.28: Emissions- und Einfangvorgéange bei indirekten
Rekombinationsvorgéngen iiber Rekombinationszentren.

tren,

die Einfangrate von Elektronen des LB durch die Rekombinationszen-

ug. die Reemissionsrate von Elektronen aus Rekombinationszentren in das

Uyt

Uty

Leitungsband,

tionszentren,

die Einfangrate von Lochern des Valenzbandes durch die Rekombina-

die Reemissionsrate von Lochern aus Rekombinationszentren in das

Valenzband.

Unter der Grofle ,,Rate® ist immer eine Ladungstriagerdichte pro Zeiteinheit

im Sinne von

dn
dt

eingefangenen oder emittierten Ladungstréger.

zu verstehen. Sie beschreibt die pro Volumen und Zeiteinheit

Mit f; bezeichnen wir die Besetzungswahrscheinlichkeit eines Energieniveaus
der Rekombinationszentren mit Elektronen. Wir betrachten den Halbleiter

bei geringer Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht, so dass

fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion

1
o=
1+e &7

(2.152)
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verwendet werden kann.

Dann ist die Einfangrate u.; der Elektronen aus dem Leitungsband wie bei
der direkten Rekombination proportional dem Produkt der Dichten der be-
teiligten Partner. Die Ladungstriagerdichte der Elektronen im Leitungsband
ist n. Die Dichte der unbesetzten Rekombinationszentren (RZ), auf den die
Elektronen iibergehen konnten, ist N;(1 — f;).

Mit der Proportionalititskonstante cq, die den LB—RZ-Ubergang charakte-
risiert (zu erkennen am Index ct fiir conduction —trap), ergibt sich

Uet — CctnNt (1 — ft) (2153)

Fiir den entgegen laufenden Reemissionsvorgang RZ—LB gilt dementspre-
chend mit (Ng — n) = N¢ freien Zustdnden im LB

Uge = ¢t Ny ft No (2.154)
Entsprechend ergibt sich fiir das Einfangen und Reemittieren der Locher

Uyt = Co p Ny i (2.155)
Uty = Cpy Nt (]. - ft) NV . (2156)

Daraus ergeben sich die Netto-Einfangrate fiir Elektronen aus dem Leitungs-
band, also die Rate von Elektronen, die auf dem Rekombinationszentrum zur
Rekombination verbleiben

on _
ot

und die Netto-Einfangrate fiir Locher aus dem Valenzband, also die Rate

Uet :Uct—utc:CctnNt(l —ft) _thNtftNC (2-157)

von Lochern, die auf dem Rekombinationszentrum zur Rekombination mit
den Elektronen verbleiben!®

0
a_lt) = th = Uyt — Uty = CvtpNt ft — Cty Nt (1 - ft) NV : (2158)

Jeweils eine der Proportionalitdtskonstanten in Gl. (2.157) und (2.158) kann
iiber die Bedingung

op on
—_— pr— —_— p— 2. 1
8t U’Ut 07 8t ct O 9 ( 59)

9Diese Betrachtungsweise ist identisch mit der Betrachtungsweise, dass eine Rate (An-

zahl pro Zeit) von Elektronen von den Rekombinationszentren in das Valenzband {ibergeht.
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die im thermodynamischen Gleichgewicht gilt, bestimmt werden. Wir erhal-
ten mit Gl. (2.159) aus Gl (2.157) und (2.158) mit ny und py als Ladungs-
tragerdichten im thermodynamischen Gleichgewicht

N 1— ft _Weo-Wy
c — ot T —= ot kT 2160
Ct C tNC 7, Cet - € ( )
Do ft W—Wy
v = ot = . kT 2161
Cy c th 1— /, Cot = € ( )

Die beiden rechten Ausdriicke ergeben sich nach kurzer Rechnung, die zur
Ubung einmal nachvollzogen werden sollte (zu verwenden sind Gl. (2.152)
sowie Gl. (2.23) und (2.26)).

Damit wird aus den Netto-Einfangraten aus Gl. (2.157) und (2.158)

Wo—-Wy

Uct :CctnNt (1 _ft) — C¢t Nt ft NC e kT (2162)
Uct = C¢t Nt ((1 - ft) n — ft nl) (2].63)

Wo—Wy
mit ny := Nge T (2.164)

und
W —wy

th = CvtpNt ft — Cyt Nt (1 — ft) NV e kT (2165)
Ut = co Ne(p fr — (1= fo) 1) (2.166)

Wy — Wy
mit py := Ny e~ *T (2.167)

Die Dichten ny und p; sind Hilfsgréfen zur Vereinfachung und beschreiben
die Elektronen- und Locherdichte fiir den Fall, dass das Fermi-Niveau mit
dem Energieniveau W; der Rekombinationszentren zusammenfillt. Es ldsst
sich leicht nachpriifen, dass entsprechend GI. (2.33)

ny-p=n’ (2.168)

gelten muss, da wir den Halbleiter im thermodynamischen Gleichgewicht
betrachten.

Im stationdren Zustand muss die Netto-Einfangrate der Elektronen und die
der Locher gleich sein.

dp _ On

UCt:th@a—E'

(2.169)
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Dann ist die Besetzung der Rekombinationszentren konstant (zeitun-
abhéngig) und es ergibt sich ein kontinuierlicher Rekombinationsfluss der
Elektronen von LB — RZ — VB. Diese Bedingung nutzen wir und setzen
die entsprechenden Beziehungen aus Gl. (2.163) und (2.166) in die Bedingung
fiir Stationaritét ein. Umstellen fithrt auf die Besetzungswahrscheinlichkeit
eines Energieniveaus der Rekombinationszentren mit einem Elektron

Cout P1 + Cet M

ft B Cvt(pl +p) + Cct(nl + TZ) '

(2.170)

Einsetzen der Besetzungswahrscheinlichkeit in eine der Beziehungen fiir die
Netto-Einfangrate Gl. (2.163) oder (2.166) (beide sind wegen Gl. (2.169)
identisch) liefert nach kurzer einfacher Rechnung

2

pn — n;
Uys=U, = L =R=1r-— 2.171
' ' (p1+p)T0 + (01 + 1), g ( )

mit
1 1

= , = . 2.172
! cet Ny r CotdVy ( )

Das ist die Shockley-Read-Hall-(SRH-)Formel fiir die Netto-Rekombination
R = r—g bei indirekter Rekombination iiber Rekombinationszentren. Aus ih-
rem Zahlerterm geht hervor, dass die Nettorekombinationsrate zu Null wird,
wenn die Ladungstriagerdichten p und n die Werte im thermodynamischen
Gleichgewicht annehmen.

2.20 Auger-Rekombination

Wir wollen den allgemeinen Fall der Auger-Rekombination iiber Rekombi-
nationszentren betrachten. Dabei stolen zwei Ladungstréiger zusammen. Der
eine Ladungstriager gibt dabei Energie ab und geht dadurch auf das Energie-
niveau eines Rekombinationszentrums. Der andere Ladungstriger nimmt die
abgegebene Energie auf und gelangt auf ein hoheres Energieniveau innerhalb
seines Bandes. Dieser Mechanismus nach Abb. 2.27 und 2.29 ist vergleichbar
mit dem Einfangvorgang bei der SRH-Rekombination.

Bei den Auger-Prozessen gibt es jedoch jeweils zwei Moglichkeiten, wie Elek-
tronen vom Leitungsband ins Rekombinationszentrum bzw. Locher vom Va-
lenzband ins Rekombinationszentrum gelangen kénnen (vgl. Abb. 2.29).

In Analogie zur Herleitung von Gl. (2.153) ermitteln wir die Einfangrate
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SUat” Ccnp Cvpn
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Abb. 2.29: Mogliche Einfang-Vorgéinge von Ladungstrégern bei einem
Auger-Prozess.

von Elektronen in den Rekombinationszentren mit einer Proportionalitits-
konstante ¢, fiir einen Elektron-Elektron-Stofl und c.,, fiir einen Elektron-
Loch-Stof. Die Einfangraten fiir die beiden Stomechanismen miissen pro-
portional den Dichten n, p der beiden Stopartner und der Dichte (1— f;)- N,
der von Elektronen nicht besetzten Rekombinationszentren sein. Wir erhal-
ten damit

Uet = Conn NN Np- (L= fr) +Cenp-n-p-Ne- (1 — f2) (2.173)
= (Conn "M+ Cenp - p) - Ny - (1 — f1) . (2.174)

Analog ergibt sich fiir die Einfangrate von Lochern in den Rekombinations-
zentren mit den entsprechenden Proportionalitdtskonstanten der Stofiprozes-
se

uvt:Cvpp‘p'p'Nt'ft+cvpn’p'n'Nt'ft (2175)
Uyt = (Cvpp P+ Copn - TL) “p- Ny - ft . (2.176)

Wie bei der SRH-Rekombination gibt es auch hier Reemissionsvorgéinge aus
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Abb. 2.30: Mogliche Reemissionsvorgédnge von Ladungstrigern bei einem
Auger-Prozess.

den Rekombinationszentren, die zur Ubersicht in Abb. 2.30 dargestellt sind.
Wir erhalten mit den gleichen Uberlegungen wie zuvor fiir die Reemissions-
rate der Elektronen von RZ — LB iiber Elektron-Elektron- und Elektron-
Loch-Sté8e mit den fiir den umgekehrten Stofiprozess charakteristischen Pro-
portionalitatskonstanten

Ci:nn'n'Nt'ft'NC+C/cnp'Nt'ft‘p'NC (2177)
(Conn =1+ oy 1) * Ni» fr - No (2.178)

Ute =

Fiir die Reemissionsrate der Locher gilt entsprechend

'U/tv:C/ nNt(1—ft)NV+C;pppNt(1—ft)Nv (2179)

vpn

= (Chopp P T Copn 1) - Ny - (1 = f;) - Ny . (2.180)

vpp

Wir haben bewusst die Umformungen mit dem vorgezogenen Klammer-Term
in Gl. (2.174), (2.176), (2.178) und (2.180) gemacht. Durch Vergleich mit den
entsprechenden Gleichungen fiir Einfangen und Reemittieren bei der SRH-
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Rekombination erkennen wir, dass fiir den Austausch

GL (2.174) : (Cennn + Cenpp) — Ca = Gl (2.153) (2.181)
GL (2.176) : (copp P + Copn 1) — €y GL (2.155) (2.182)
GL (2 178) ¢ (clyyn+ ¢y D) — i : GL (2.154) (2.183)

1. (2.180) : (¢, P + Copn ) — Cro = Gl (2.156) (2.184)

die Auger-Rekombination durch die Beziehungen der SRH-Rekombination
beschrieben werden.

Wir konnen uns daher viel Rechnung sparen und direkt das Ergebnis der
SRH-Rekombination fiir die Auger-Rekombination verwenden. Es gilt also fiir
die Nettorekombinationsrate des Auger-Prozesses die SRH-Beziehung nach

Gl (2.171)

pn—n?
p1—p)Tn+ (n1+n)7
Der Unterschied liegt in den Zeitkonstanten. Aus Gl (2.172) folgt durch
Substitution entsprechend Gl. (2.181) und (2.182)

1 1
(Ccnnn + Ccnpp)Nt P (Cvppp + Cvpnn)Nt ( )

R:T—g—( (2.185)

Daran ist zu sehen, dass die Zeitkonstanten des Auger-Prozesses abhangig
von den Ladungstrigerdichten sind. Dies ist unmittelbar einsichtig, da fiir
hohe Dichten viele Auger-Stofie erfolgen (dhnlich einer dicht gedréangten Men-
schenmasse), wodurch die Rekombinationsrate steigt.

2.21 Einfaches Generations-Rekombinations-Modell

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Netto-Rekombinationsraten
fiir direkte und indirekte Rekombination iiber Rekombinationszentren und
Auger-Prozesse ermittelt.

Wir wissen daher, dass die Netto-Rekombinationsrate R nur dann ungleich
Null ist, wenn die Ladungstragerdichten (p,n) von den Gleichgewichtsdich-
ten (po,no) abweichen. Wir sehen diesen Zusammenhang anhand des Terms
(np — n?) in allen abgeleiteten Gleichungen fiir die Nettorekombinationsrate
(Gl (2.151), (2.171), (2.185)), durch den R = 0 fiir np = nopy = n? folgt.
Im stationédren Zustand ergeben sich wegen Gl. (2.169) fiir Elektronen und
Locher gleiche Rekombinationsraten

R=R,=R,, (2.187)
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da gleich viele Elektronen und Locher an der Rekombination beteiligt sind
(Uet = Uy, vgl. z.B. GL (2.171)). Dies hat eine weitreichende Konsequenz:
Betrachten wir dotierte Halbleiter, so héngt die Rekombinationsrate der

Majoritatsladungstriager von der Gleichgewichtsstorung An, Ap der Mino-
ritdtstréger ab, da diese aufgrund ihrer Minderheit die Rekombinationsrate
bestimmen.

Da die Rekombinationsrate eine abgebaute bzw. generierte Ladungstréager-
dichte pro Zeiteinheit angibt, liegt es nahe, fiir diesen Vorgang Modellglei-
chungen mit einer Struktur entsprechend ,, Gleichgewichtsstorung bezogen auf
Abbaudauer“ aufzustellen.

Fiir die Nettorekombinationsrate von Elektronen in einem p-Halbleiter lasst
sich dementsprechend eine Modellgleichung angeben:

n—nyg An

R,=R,=R= : (2.188)
Tn Tn
Entsprechend gilt fiir Locher in einem n-Halbleiter
— A
R,=R,=R=12"0_2P (2.189)
Tp Tp

Diese Form der Modellgleichungen beriicksichtigt auch, dass fiir n = ng bzw.
p = po die Nettorekombinationsrate zu Null wird.
Wir verwenden diese Modellgleichungen bevorzugt dann, wenn wir formal
den Vorgang der Rekombination beschreiben wollen, ohne direkt die doch
recht umfangreichen Formeln der Rekombination zu verwenden.
In welchem Bereich die eingangs gemachten Uberlegungen zur Struktur der
einfachen Modellgleichungen richtig sind, ergibt sich aus der Bedingung, fiir
die sich aus der Rekombinationsbeziehung die Modellgleichungen ergeben.
Hier zeigt sich, dass sich unsere Gleichungen fiir die Nettorekombination bei
kleinen Abweichungen von den Gleichgewichtsdichten (quasineutraler Halb-
leiter) so vereinfachen lassen, dass sie in die Modellgleichungen iibergehen.
Zum Beweis verwenden wir die SRH-Gleichung Gl. (2.171) und ersetzen
n =ng+ An und p = py + Ap = py + An. Dabei haben wir mit An = Ap
schon auf die erst spéter hergeleitete Neutralitdtsbedingung nach erfolgter
Relaxation vorgegriffen. Es ergibt sich damit

(po + An)(no + An) — n?

R = . 2.190
(p1 + po + An)7, + (N1 + 1o + An)7, ( )
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Fiir kleine Storungen An < ng, po ergibt sich

An(ng + po) An

~ — 2.191
(p1+po)Tn + (N1 +10)Tp  Teyy ( )

mit der effektiven Lebensdauer-Zeitkonstanten
SR . Bt L P T (2.192)

- Tp -
no + Po no + Po

Dieses Ergebnis gilt entsprechend der Voraussetzung An < ng, po bei schwa-
chen Abweichungen An von den Gleichgewichtsdichten sowohl bei dotierten
als auch bei eigenleitenden Halbleitern.

Fiir ¢ > 1 liegt ein n-Halbleiter, fiir ¢ < 1 ein p-Halbleiter vor. Mit
noPo — n? gehen aus 7., durch Vereinfacflung fiir n- bzw. p-Halbleiter die

Zeitkonstanten
n-Halbleiter: —2 > 1 ; Tepf AT (2.193)
ny;
p-Halbleiter: < Teff = Tn (2.194)
T

hervor. Damit nimmt die Ndherung der SRH-Beziehung in Gl. (2.191) den
Wert der einfachen Modellgleichung (2.188) an.

Die Zeitkonstanten 7,, 7, werden entsprechend ihrer Bedeutung als Lebens-
dauer fiir Locher in n-Halbleitern (7,) bzw. als Lebensdauer fiir Elektronen
in p-Halbleitern (7,) interpretiert.

2.22 Neutralisation wund Abbau von Gleichge-
wichtsstorungen

Bisher haben wir den Halbleiter mit seinen Kenngrofien im statischen bzw.
thermodynamischen (f(t) = const.) und stationdren (%Sf) = const.) Gleich-
gewichtszustand betrachtet. Dabei war der Halbleiter immer homogen und
elektrisch neutral.

Die Kenntnis der Halbleitereigenschaften in diesem Zustand ist wichtig, denn
der Halbleiter befindet sich in der Regel bevor eine Stérung eintritt und nach
Ausgleich der Storung in diesem Gleichgewichtszustand.

Im Betrieb des Halbleiters in elektronischen Bauelementen sind Storungen
des Gleichgewichts der Regel- oder besser der Betriebsfall. Allgemein be-
steht die Aufgabe des Bauelementes darin, bestimmte Anderungen in und zu
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bestimmten Zeiten herbeizufithren oder auf Anderungen zu reagieren. Wir
benotigen dafiir eine Beschreibung der Vorgénge, die in einem Halbleiter bei
Eintritt einer Gleichgewichtsstorung bis zur Wiedereinstellung eines stati-
schen oder stationdren Gleichgewichts ablaufen. Dies ist das Ziel der folgen-
den Uberlegungen.

2.23 Ladungs-Neutralisation durch dielektrische Rela-
xation

Wir betrachten ganz allgemein eine plotzliche Abweichung der Ladungs-
tragerdichten um An und Ap gegeniiber den Gleichgewichtswerten ng und
po- Dieses plotzliche Ereignis soll zum Zeitpunkt ¢ = 0 eintreten. Wir kénnen
diese Storung mit Hilfe der Neutralitatsbedingung ganz formal wie folgt for-
mulieren:

0=p=e(po+ N —ng—Ny) <0, (2.195)
p=ce(po+ Ap+ N —ng— An — Ny) >0, (2.196)

Der Halbleiter war also fiir ¢ < 0 elektrisch neutral. Fiir ¢ > 0 ist die Neu-
tralitdt durch eine Raumladung gestort:

p=celp+ N}, —n—Ny) (2.197)

mit p =py+ Apund n =ng+ An (2.198)

bzw. in einer anderen Formulierung durch Einsetzen von GIl. (2.195) in
Gl. (2.196)
p=e(Ap—An). (2.199)

Bevor wir rechnen, iiberlegen wir kurz, was wir erwarten:

Wir vermuten (die nachfolgende Rechnung bringt die Bestitigung), dass in
dem Halbleiter ein Vorgang ablaufen wird, der die Neutralitdt wieder her-
stellt. Da dies ein Vorgang ist, der iiber die Zeit ablauft, muss sich p von
seinem Anfangswert der Storung immer weiter verringern, bis er schliefSlich
zu Null wird und zeitlich konstant bleibt. Mathematisch formuliert, bedeutet
dies, dass

)
p=0, a—f:o fiir t — 00 . (2.200)
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Die dafiir erforderliche zeitliche Abnahme der Raumladung ergibt sich mit
der Neutralitétsbedingung Gl. (2.197) zu

O _ (%  ONF On 0Ny
ot~ “\ o ot ot ot )’

Unter der Annahme, dass alle Dotierungsatome ionisiert sind und es auch

(2.201)

fiir immer bleiben, sind deren Ladungstragerdichten zeitlich konstant und
Gl. (2.200) vereinfacht sich zu

dp  (Op On
E‘e((’)t - 8t) . (2.202)

Nennen wir die Zeitkonstante, mit der die Raumladung neutralisiert wird,
7,. Dann wird fiir ¢ > 7, die Raumladung neutralisiert sein (p = 0) und es
gilt wegen der Uberlegung zu Gl. (2.199)

@—O 8p_8n

= - = — t> 7, 2.203

R Y i (2.203)

und p =0 — Ap = An, t> 7, . (2.204)

Wir erinnern uns an das vorangegangene Kapitel. Dort waren % und % als

die Netto-Rekombinationsrate R (vgl. z. B. Gl. (2.157), (2.158) und (2.171))
fiir Locher und Elektronen bestimmt worden. Auflerhalb des thermodynami-
schen Gleichgewichtes ist R # 0. Wir erwarten in diesem Fall aufgrund von
Gl. (2.203), dass nach Neutralisation der Raumladung ein Rekombinations-
vorgang mit einer Nettorekombinationsrate ungleich Null fortbesteht.

Alternativ zur Formulierung von Gl. (2.203) kann auch mit Hilfe von

Gl. (2.199) fiir den Endzustand nach Gl. (2.200) geschrieben werden

dp 0Ap  0An
und p =0 — Ap = An, t>7, . (2.206)

Wir berechnen im Folgenden den Abbau der Raumladung;:

Dafiir machen wir eine wichtige Annahme, die uns die Rechnung sehr ver-
einfacht und die in einer Vielzahl der spéter betrachteten Félle erfiillt ist:
Wir nehmen an, dass es sich um kleine Storungen der Ladungstriagerdichte
handelt, fiir deren Maximalwert zum Zeitpunkt ¢t = 0 gilt

An(z) < mo,  Aplx) < po. (2.207)
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Beziiglich der Dotierung des Halbleiters machen wir keine Annahmen. Es
kann sich daher um einen n-, p- oder n;-leitenden Halbleiter handeln. Die
aus der Storung resultierende Raumladung ergibt sich geméf Gl. (2.199) zu

p(x,t) = e(Ap(z,t) — An(x,t)) . (2.208)

Da der Abbau der Raumladung eine Generation bzw. Rekombination von La-
dungstrigern erfordert, bauen wir die Losung sinnvollerweise auf die bereits
in Kap. 2.12.13 besprochene Kontinuitétsgleichung (2.124)

dJ(x)  Op(x,t)
dv 0Ot

(2.209)

auf. Der darin, in der Stromdichte enthaltene Ladungstrigerstrom iiber-
nimmt den notwendigen An- und Abtransport der Ladungstréger. Das Stich-
wort ,, Transport von Ladungstriagern® zeigt direkt den néchsten notwendigen
Schritt zur Losung an. Die Stromdichte kann mit Hilfe der Transportglei-
chung (2.114) ermittelt werden. Sie lautet allgemein

dn dp)

J = e(nlun +pﬂp)E +e (Dn_ — Dp—

2.210
dx Pdx ( )

Zur Wahrung der Ubersichtlichkeit haben wir die Kennzeichnung der Orts-
und Zeitabhéngigkeit weggelassen. Es gilt aber fir J = J(z,t), n = n(z,t),
p=p(x,t) und F = E(x,t).

Wir haben fiir die Berechnung den Fall kleiner Stérungen entsprechend

Gl. (2.207) zugrunde gelegt. Daher ist die Abweichung der Ladungstrager-

dichte von den Gleichgewichtswerten ng, py tiberall (fiir alle ) gering. Der
dn

Anteil des Diffusionsstromes in Gl. (2.114) ist daher wegen % ~ 0 und

g—i ~ 0 vernachléssigbar. Es bleibt der Feldstrom aufgrund der Feldstérke
E. Fir die Ladungstriagerdichten n, p konnen wegen der Annahme (2.207)
in guter Naherung die Gleichgewichtsdichten ng, py verwendet werden. Es
ergibt sich daher mit der Definition der Leitfihigkeit o aus Gl. (2.87) das
Ohmsche Gesetz:

J = e(nopin + pottp) B = oE (2.211)
bzw. in der zum Einsetzen in Gl. (2.209) geeigneten Form

dJ  dE
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wobei wir eine homogene Dotierung annehmen, so dass o keine Ortsabhéngig-
keit aufweist.
Wir miissen als nédchsten Losungsschritt die elektrische Feldstéarke E bestim-
men. Sie bewirkt geméf Gl. (2.211) oder (2.212) durch die Leitfahigkeit o
einen Ladungstriagerstrom (Stromdichte J), der nach der GesetzméaBigkeit
der 3. Maxwellschen Gleichung zum Abbau der Raumladungsdichte fiihrt.
Aus der 3. Maxwellschen Gleichung (2.118) wissen wir, dass eine Raumla-
dungsdichte p die Quelle (Ursache) eines elektrischen Feldes sein muss. In
unserem ansonsten neutralen Halbleiter befindet sich als einzige Raumla-
dung die Stérung nach Gl. (2.208) selbst. Wir setzen also diese Stérung in
die 3. Maxwellschen Gleichung ein, die damit

dE(x,t)

dx

€ = p(z,1t) (2.213)

lautet.

Wir haben damit einen geschlossenen Regelkreis identifiziert: Die Raumla-
dungsstorung erzeugt ein elektrisches Feld (Gl. (2.213)), das einen Stromfluss
von Ladungstriagern bewirkt (Gl. (2.212)), der zu einer Neutralisierung der
Raumladungsstérung (Gl. (2.209)) fiihrt.

Wir bringen diese Gleichungen in einen Zusammenhang. Dazu setzen wir
Gl. (2.213) in (2.212) und diese wiederum in Gl. (2.209) ein und erhalten die
Differentialgleichung

o dp
— —=0. 2.214
e’ * ot ( )
Deren Losung ist bekannt und lautet
plx,t) = p(a:,O)e:Tt : (2.215)
Darin ist mit -
Tp = — (2.216)
o

die so genannte , dielektrische Relaxations-Zeitkonstante“ definiert worden.
Die Losung besagt, dass eine Raumladungsstorung exponentiell mit der Zeit-
konstanten 7, abgebaut wird. Als Naherung gilt fiir ¢ > 37,

t> 37, : p(x,t) =0 (2.217)

Das ist das Ergebnis, was wir bereits in Form von GIl. (2.200) zuvor iiber-
legt hatten. Es ist wegen GIl. (2.199) gleichbedeutend mit der wichtigen
Neutralitéitsbedingung nach Abschluss der Relaxation

t> 37, : Ap(z,t) = An(x,t) (2.218)
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Das Ergebnis in dieser Formulierung besagt, dass es gar keinen Abbau der
Ladungstriger gegeben hat. Vielmehr sind die Ladungstriger neutralisiert
worden, indem sich fiir ¢ > 37, in jedem Ort und zu jeder Zeit gleich viel
Ladungstriager entgegengesetzter Ladung (Locher Ap, Elektronen An) befin-
den.

Dieser mit Relaxation bezeichnete Vorgang lduft sehr schnell ab. Er liegt im
Bereich 0,1... 10ps. AuBer im Bereich der Hochstfrequenztechnik oder fiir
integrierte Hochgeschwindigkeitsschaltungen ist der Relaxationsvorgang im
Vergleich zu allen anderen ablaufenden Prozessen so schnell, dass er als sofort
abgeschlossen betrachtet werden kann. Alle anderen Vorgénge im Halbleiter
erfolgen dann auf Basis der durch die Relaxation eingestellten Neutralitéts-
bedingung Gl. (2.218).

Zur Vollstandigkeit sei angemerkt, dass der Relaxationsvorgang bei Mino-
ritdten- und Majoritatenstérung unterschiedlich ablauft. Prinzipiell gibt es
zwei Moglichkeiten der Neutralisation:

Zum einen kann eine Raumladung aufgrund der zwischen ihren gleichen La-
dungstrigern herrschenden abstoflenden Kréfte auseinanderdriften, wodurch
die Konzentration der Ladungstréger (Dichten An, Ap) geringer wird. Es
geniigen dann wenige(r) Ladungstriger der anderen Polaritiat zur Neutrali-
sation.

Die andere Moglichkeit besteht darin, dass sich Ladungen im Halbleiter so
verschieben (zum Ort der Raumladungsstorung oder davon weg), dass die
sich noch am gleichen Ort befindende Raumladung neutralisiert wird.

Der Vorgang der zweiten Moglichkeit 1auft bevorzugt bei Minoritéatenstorun-
gen ab. Hier sind die zur Neutralisierung benétigten Ladungstriager in der
Uberzahl (Majoritéiten), so dass schon eine sehr geringe Verschiebung von
ihnen zum Ausgleich fiihrt.

Bei Majoritétsstorungen ist dies nicht moéglich, da nicht geniigend Ladungs-
triager zur Neutralisierung vorhanden sind. In diesem Fall lduft der Vorgang
entsprechend der ersten geschilderten Moglichkeit ab.

Im Prinzip konnen beide Moglichkeiten als entgegengesetzt ablaufende
Vorgéange gesehen werden. Bei Moglichkeit eins driftet eine hohe lokale Kon-
zentration auseinander und wird im umgebenden Raum neutralisiert. Bei
Moglichkeit zwei verschieben (konzentrieren) sich im umgebenden Raum die
Ladungstréger so, dass sich lokal die Neutralisation einstellt.

Beachten: Beide Verschiebungen (Drift der Ladungstriiger) erfolgen aufgrund
der von der Raumladung ausgehenden (Coulomb-)Kraft. Es findet in dem
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hier betrachteten Fall keine Diffusion statt. Diese ist durch die Ortsabhéngig-
keit der Ladungstriagerdichte zwar vorhanden, ist aber, wie zuvor festge-

stellt wurde, gegeniiber dem Driftstrom aufgrund des elektrischen Feldes
vernachléssigbar.

2.24 Ladungstriger-Abbau durch Rekombination

Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, wie eine Raumladung durch
Relaxation neutralisiert wird. Nach Abschluss der Relaxation (schnell) liegt

eine neutrale Ladungstriageransammlung vor, fiir die wegen der Neutralitits-
bedingung Ap = An, GlL. (2.218) gilt

p(x) =po+ An =py+ Ap (2.219)
n(z) =no+ An=mno+ Ap. (2.220)

Wir haben also eine Abweichung um die Dichte An = Ap von den Gleichge-
wichtsdichten. Wegen der Neutralitiéit gilt mit G1. (2.209)

dJ 0Jp

—=—=0. 2.221
dr Ot ( )
Das bedeutet, dass die Stromdichte iiber dem Ort konstant ist. In diesem
Fall fithrt die Abweichung An = Ap aufgrund der Kontinuitdatsgleichun-

gen (2.132), (2.133) zu einer Nettorekombination der Ladungstriger

R=—pm=—r. (2.222)

Je nach vorherrschendem Rekombinationsprozess ist fiir R die entsprechende
Beziehung einzusetzen (z.B. Gl. (2.171) fir SRH-Rekombination).

Wir wollen im Folgenden den Fall untersuchen, dass die den bisherigen Be-
rechnungen zugrunde liegenden kleinen Storungen gegeniiber den Gleichge-
wichtswerten Storungen in der Minoritétstréagerdichte sind. Dann kénnen
wir fiir die Nettorekombination R in allen Féllen die einfachen Modell-
gleichungen (2.188) und (2.189) verwenden. Es gilt dann fiir eine Mino-
ritdtstragerstorung An (die durch eine entsprechende Majoritétstriagerdichte
Ap neutralisiert wurde) in einem p-Halbleiter

_An_ dan . An 0An _

_ P _ _oan gan 2.22
Foo = oy = R = — ot =0 (2.223)
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bzw. bei Storung mit Ap in einem n-Halbleiter

Ap 0Ap Ap  0Ap
I N N e 9.924
Tn ot < Tp ot 0 ( )

R,=R,=R
Diese Differentialgleichungen sind vom gleichen Typ wie zuvor bei der Be-
rechnung des Relaxationsvorgangs (vgl. Gl. (2.212)). Anstelle von p steht hier
An, Ap und anstelle 7, stehen 7,,, 7,. Die Losung lautet demenstprechend fiir
den Abbau einer Minoritétstragerstérung An durch Rekombination

An(z,t) = An(x,O)e*% : (2.225)

wobei der Zeitpunkt ¢ = 0 hier mit dem Abschluss der Relaxation
(nach ca. 37,) beginnt. Entsprechend erfolgt der Abbau einer Mino-
ritdtstragerstorung Ap

Ap(z,t) = Ap(x,O)eié . (2.226)
Nach Ablauf einer Zeit von ca. t > 37, 37, gilt dann
t>37,,37,: An=0, Ap=0, (2.227)

d. h. die Minoritatstragerstorung ist abgebaut (sie ist nicht mehr vorhanden).
Der Abbau erfolgt nach Gl. (2.222), wonach sich eine Nettorekombinations-
rate R =1 — g # 0 einstellt. Je nachdem welche Art der Stérung abgebaut
werden muss, werden mehr Ladungstréager generiert als rekombiniert bzw. an-
dersherum. Dies ist der gleiche Sachverhalt, wie er bereits in der Einfithrung
dieses Kapitels im Zusammenhang mit Gl. (2.138)—(2.140) erldutert wurde.
Die Lebensdauer-Zeitkonstanten der Minoritéten liegen in den Zeitspannen

Si: 1079103
Ge:107%.103%s
GaAs: 10711078

Bei Si und Ge hingen sie sehr stark von der Art und Dichte der Rekom-
binationszentren ab. Bei GaAs (direkter Halbleiter) ist die Abhéngigkeit
geringer, da dort die direkte Rekombination dominiert.

Da die Lebensdauer-Zeitkonstanten in der Regel um mehrere Gréfienordnun-
gen grofler als die Relaxations-Zeitkonstante ist, konnen zur Vereinfachung
diese beiden Vorginge getrennt und nacheinander ablaufend behandelt wer-
den.
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2.25 Béindermodell auflerhalb des thermodynamischen
Gleichgewichts

In den vergangenen Kapiteln haben wir bereits ausfithrlich mit den in
Kap. 2.12.2 definierten Uberschussladungstrigerdichten n und p gearbeitet.
Dort wurden auch bereits die beiden Quasi-Fermi-Niveaus Wg, und Wg,
eingefiithrt, mit denen n und p geschrieben werden kénnen als

We—Wpp

n=nyg+ An= Nge =~ T (2.228)
Wpp—Wy

p=po+Ap=Nye — i . (2.229)

Wir wollen im Folgenden Lage und Verlauf der Quasi-Fermi-Niveaus im
Bandermodell ermitteln. Damit lassen sich dann aufgrund der gleichen
Struktur von Gl (2.228) und (2.229) wie bei den Gleichgewichtsdichten
in Gl (2.23), (2.26) die gleichen einfachen Uberlegungen fiir die Uber-
schussladungstragerdichten n, p wie fiir die Gleichgewichtsdichten ng, po
durchfiihren.

Wir setzen wieder eine eindimensionale Ortsabhéngigkeit im Halbleiter vor-
aus, wodurch die Gradientenbildung zu einer Ortsableitung nach x wird. Wir
wollen im Folgenden immer mit Bandermodellen arbeiten, deren z-Achse
tatsdchlich auch die ortsabhéingige z-Koordinate des Halbleiters représen-
tiert?°. Aufgrund dieser Konvention verzichten wir in der Regel auf die ex-
plizite Darstellung und Bezeichnung der Achse.

Wir wollen im Folgenden Konstruktionsvorschriften fiir die Lage der Band-
kanten und Quasi-Ferminiveaus im Béndermodell herleiten. Die Steigung der
Energieverlaufe Wy, We, Wg,, Wg, in dem Béndermodell entspricht der Ab-
leitung nach dem Ort z. Wir leiten daher Gl. (2.228) und (2.229) nach = ab

und erhalten

dn . _ We-Wp, 1 dWFn dWC
dp . A | dWh dWFp

Wir stellen das Ergebnis nach den Steigungen der Quasi-Fermi-Energien um
und multiplizieren dieses Ergebnis noch mit der jeweiligen Beweglichkeit, um

20Falls anstelle der 2-Koordinate ein Béindermodell mit einer Darstellung iiber den Wel-
lenvektor verwendet wird, werden wir an der entsprechenden Stelle ausdriicklich darauf
hinweisen.
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einen Vergleich mit den Transportgleichungen zu ermoglichen:

dWpn dWe dn
dWp, AWy, dp
HpP == = ppp —— = pp kT = (2.233)

Nach Gl. (1.61) ist der Zusammenhang zwischen Energie W und zugehorigem
Potential ¢ eines Elektrons

W = —e @ + const. (2.234)

Die Konstante beriicksichtigt den frei wahlbaren Energienullpunkt.
Uber den Zusammenhang zwischen Potential und elektrischem Feld

dy
E=-—— 2.235
T (2.235)
wird daraus?! -
— =cekF. 2.236
T =€ (2.236)
Dies ist eine wichtige Konstruktionsregel fiir das Béndermodell. Sie besagt,
dass die Steigung des Leitungsbandes %x@) an einem Ort x proportional

zur Feldstarke E(z) an diesem Ort ist.
Da W¢ und Wy immer um ein in erster Naherung konstantes W, auseinander
liegen, weisen beide Verldufe die gleiche Steigung auf, so dass mit Gl. (2.236)
gilt
dWe  dWy,
= ek . 2.2
dx dx ¢ (2:237)

Mit dieser Beziehung kénnen die Verlaufe von We und Wy, in Gegenwart eines

elektrischen Feldes konstruiert werden. Zeigt z. B. E in positive x-Richtung,
steigen die Verldufe mit e £/ in dieser Richtung an. Beide Bandkanten ver-
laufen parallel zueinander im Abstand W,.

Wir leiten noch eine Beziehung fiir die Bestimmung der Steigung der Quasi-
ferminiveaus ab:

Setzen wir Gl. (2.237) in (2.232), (2.233) ein, so erhalten wir mit D,,, D, nach

217u beachten ist, dass Gl. (2.236) aufgrund der Herleitung nur fiir die Energien der
Leitungs- und Valenzbandkanten gilt. Fiir die Quasi-Fermi-Niveaus sind in jedem Fall
Gl. (2.232), (2.233) auszuwerten, die nur im Fall eines reinen Feldstromes eine Steigung
gemif Gl. (2.236) aufweisen.
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Gl (2.106), (2.107) auf der rechten Seite die bekannten Stromtransportglei-
chungen aus Gl. (2.112), (2.113)

AW e d

L T d;: :unneE—i-eDnﬁ:Jn (2.238)
dWF dp

pp— L = ppeE—eDy o= J,. (2.239)

Mit diesen Gleichungen kénnen wir den Verlauf (Steigung) der Quasi-
Fermi-Niveaus aus den Ladungstrigerstromen .J,, J, ermitteln. Durch die
dn

Fallunterscheidung £ = 0 oder % = 0, Z—i = (0 kann dabei auch zwischen

reinem Feld- bzw. Diffusionsstrom unterschieden werden.

Abb. 2.31 zeigt die unterschiedlichen Verldufe im Béandermodell, die
anhand von Gl. (2.237), (2.238) und (2.239) ermittelt werden kénnen. Dabei
wird, wie bei allen folgenden Béndermodellen auch, nur Wert auf eine
qualitativ richtige Darstellung gelegt. Die mafstdabliche Darstellung einer
bestimmten Steigung ist in der Regel nicht erforderlich. Auf der linken Seite
ist das Bandermodell fiir den Fall eines reinen Feldstroms dargestellt. Aus
Gl. (2.237), (2.238) und (2.239) ergeben sich die gleichen Steigungen fiir alle
Verldaufe. Abb. 2.31 Mitte zeigt der Fall eines reinen Diffusionsstroms aus
Lochern (Minoritdten) in einem n-Halbleiter. Wegen E = 0 verlaufen nach
Gl (2.237) W¢ und Wy horizontal. Aus Gl. (2.238), (2.239) folgt

dWg, 1dn dWg, —1dp
~ = — ~— 2.240
dx n dx’ dx p dx ( )
: : : n n n n d dA
Bei homogener Dotierung gilt Z—x = dd—xo + % = % bzw. £ = 7P
Aus der Neutralitatsbedingung (An = Ap) folgt g—z = fTZ' Da es sich um
einen n-Halbleiter handelt, gilt n > p und daher gilt wegen GIl. (2.240)

dvgjn < d‘gf”, d.h. die Steigung von Wpg, ist vernachlassigbar, wahrend

Wgp, eine um % groflere Steigung aufweist. Zu Beginn der Diffusionsstrecke

(z = 0) liegen Wg, und Wp, entsprechend der Abweichungen An, Ap nach
Gl (2.71) um KT In 27 auseinander. Ist nach einer ausreichenden Strecke
die Abweichung abgeb&{ut, fallen Wr, und W, zusammen. Die rechte Seite
von Abb. 2.31 zeigt den analog zu behandelnden Fall des Minoritétsstroms
aus Elektronen in einem p-Halbleiter.

Hilfreich: Oft muss man die Richtung der Steigung (,,nach rechts oder links
steigend“) der Quasi-Fermi-Energien aus der Stromrichtung bestimmen
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Abb. 2.31: Energieverlaufe im Béndermodell auerhalb des
thermodynamischen Gleichgewichts fiir reinen Feldstrom (Links) und
Diffusionsstrome in n- und p-Halbleiter (Mitte und Rechts).

(oder umgekehrt). Hilfreich ist dabei wieder die Vorstellung der Locher als
Luftblasen. Sie sind in unserem Modell eigentlich im Valenzband lokalisiert.
Hier stellen wir uns als Eselsbriicke die Locher unterhalb der Quasi-
Fermi-Energien vor. Als Luftblasen steigen sie entlang eines steigenden
Verlaufs empor. Thre Richtung stimmt dabei mit der Stromflussrichtung
(vgl. Abb. 2.16) iiberein. Dies kann z. B. anhand Abb. 2.31 {iberpriift werden.
Natiirlich kann diese Merkhilfe auch anhand von Elektronen erfolgen. Dazu
betrachtet man die Elektronen wieder als Kugeln, die auf einer fallenden
Bandkante (in Richtung niedrigerer Energie) herunterrollen. Setzen wir
die Kugeln auf die Quasi-Fermi-Niveaus, so rollen sie entsprechend der
Definition entgegen der Stromflussrichtung nach unten.

Thermodynamisches Gleichgewicht: Hier fallen die Quasi-Fermi-Energien

mit der Fermi-Energie zusammen, d.h. es gilt Wg, = Wg, = Wg. Da im
thermodynamischen Gleichgewicht die Stréme J, = 0, J, = 0 Null sind,

muss gelten
AW

dx
d. h. die Fermi-Energie verlduft in allen Bandermodellen im thermodynami-

=0, (2.241)

schen Gleichgewicht waagerecht. Dies ist eine sehr wichtige Hilfe bei der Kon-
struktion von Béndermodellen. Da Gl. (2.241) unabhéngig von der Art der
Dotierung gilt, hat sie auch bei der Kontaktierung von verschiedenen Halblei-
tern (z. B. p-n-Diode) oder bei Metall-Halbleiter-Ubergéingen ihre Giiltigkeit.
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2.26 Drift-Diffusions-Modell (DDM)

Das Drift-Diffusions-Modell (DDM) besteht aus einem System von Annah-
men und Gleichungen, die zur Beschreibung und Berechnung von Halbleiter-
bauelementen verwendet werden. Abhéngig vom Schwerpunkt der Betrach-
tungen gibt es verschiedene, problemangepasste Drift-Diffusions-Modelle.
Wir verwenden hier ein einfaches, aber fiir die Beschreibung der grundlegen-
den Eigenschaften der betrachteten Halbleiterelemente ausreichendes DDM.
Eine wesentliche Einschrinkung, die fiir unsere Betrachtungen jedoch oh-
ne Auswirkung ist, besteht darin, dass der Effekt des velocity-overshoots
(Ladungstriager konnen eine Geschwindigkeit grofier als ihre Séttigungsge-
schwindigkeit annehmen, vgl. Kap. 2.12.10) nicht beriicksichtigt wird. Dieser
Effekt schrankt die Anwendung des DDMs z. B. bei MESFETs und MOS-
Transistoren mit Kanalldngen im Sub-Mikrometerbereich (z. B. 0,3 ym) ein.
Hierfiir eignet sich ein erweitertes System von Differentialgleichungen, die die
Energiebilanz und den Energiefluss beriicksichtigen, das sogenannte hydro-
dynamische Modell (HDM).

Wir werden ein DDM mit 10 Variablen und 10 Bestimmungsgleichungen ver-
wenden, das auf den folgenden Annahmen und Néherungen basiert:

1) Storstellenerschopfung: Alle Dotierungsatome sind ionisiert.

2) Keine Entartung: Die Fermi-Energie liegt um mindestens 3 - kT von
den Bandkanten entfernt in der Bandliicke.

3) Stationdrer Zustand: Alle GroBen sind zeitunabhéngig.

4) Konstante Temperatur: Die Temperatur ist im gesamten Halbleiter
konstant.

5) Eindimensionales Modell: Alle Variablen haben nur eine Abhéngigkeit
von der z-Koordinate. In y- und z-Richtung sind die Halbleiterparame-
ter konstant (homogen).

dWy,
de

6) Die Energieliicke W), ist ortsunabhéngig. Es gilt
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Die 10 Variablen des DDMs sind

p(x), Raumladungsdichte,
n(z), (Uberschuss-)Elektronendichte (n = ng + An),
p(x) (Uberschuss-)Locherdichte (p = po + Ap),

E(x), elektrische Feldstérke,
o(x), elektrisches Potential,
( Energie der Leitungsbandkante (Wy (z) = We(z) + W,),

Wen(z), Quasi-Fermi-Energie fiir Elektronen,
Wpp(x), Quasi-Fermi-Energie fiir Locher,
Jn(x), Stromdichte des Elektronen-Stroms,
Jp(z), Stromdichte des Locher-Stroms.

Die 10 Bestimmungsgleichungen der Variablen sind die Gleichungen
fiir

Raumladungsdichte, Gl. (2.119)
p=e(p+Nj—n—Ny), (2.242)

Elektrische Feldstérke (3. Maxw.), Gl. (2.118)

dE  p
— == 2.243
i (2.243)
Elektrisches Potential, Gl. (2.235)
dy
@w_ 2.244
Y . (2.24)
Feldenergie, Gl. (2.237)
dWe  dWy
= =k 2.245
dx dr O ( )
Ladungstriagerdichten, Gl. (2.228), (2.229)
n=Nge —“F™ (2.246)

W= Wy

p=Nye — (2.247)
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Ladungstrager-Transport, Gl. (2.112), (2.113)

dn
J, = WE+qD,— ) | 2.248
e <nu +q dx) ( )

dp
Jp=e pmpE —qDp—— | (2.249)

mit D,,/, = Up i,/ nach Gl. (2.106), (2.107) und Ladungstriager-Kontinuitét,
Gl (2.132), (2.133)

B paeP =P (2.250)
dx Tp

dJ, n—ng

— = —eR~ . 2.251
dx ¢ ‘ Tn ( )

Die Niherungen in Gl (2.250), (2.251) gelten fiir schwache Uberschiisse
(Ap = p — po bzw. An = n — ng) von Minoritdtstragern nach
Gl (2.188), (2.189). Genauer sind Gl. (2.171) bzw. (2.185) fiir indirekte
Band-Band-Uberginge (SRH, Auger) bzw. Gl. (2.151) fiir direkte Band-
Band-Uberginge.
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3 p-n-Ubergang

3.1 Struktur und Betrieb von p-n-Ubergingen

Bisher haben wir Halbleiter mit homogener n- oder p-Dotierung in z-
Richtung betrachtet (vgl. z.B. Abb. 2.16)*2. Ein solcher Halbleiter weist
prinzipiell immer die gleichen Eigenschaften fiir einen Strom in +z- und
—x-Richtung auf. Dies &ndert sich, wenn der Halbleiter, wie in Abb. 3.1 ge-
zeigt, aus einem n- und einem p-dotierten Bereich besteht. Hier kénnen wir

p—dotiert n—dotiert

| |
Anode i i Kathode A N] K
(A) : | (K) ]
WRLZ
I — I —
—Wp -Xp 0 Xn Wh X
Bahngebiet B, RLZ, RLZ, Bahngebiet By
U
—>
+m_

Abb. 3.1: p-n-Ubergang mit Vorspannung U in Flussrichtung. Auf der
rechten Seite ist das Schaltungssymbol des als Diode bezeichneten
Ubergangs dargestellt.

erwarten, dass sich bei unterschiedlicher Polung der Vorspannung U auch
unterschiedliche Eigenschaften des Halbleiters ergeben.

Ein Halbleiter mit diesem Aufbau wird als p-n-Diode oder kiirzer meist nur
als Diode bezeichnet. Das Schaltungssymbol der Diode ist in Abb. 3.1 rechts
gezeigt. Der Anschluss an die p-Region wird mit Anode, der an die n-Region

mit Kathode bezeichnet. Anode und Kathode stellen jeweils einen Metall-
Halbleiterkontakt dar, den wir zunéchst als idealen Kontakt annehmen wol-

22Eine homogene Dotierung in y- und z-Richtung liegt in unserer vereinfachten eindi-
mensionalen Betrachtungsweise immer vor.
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len.

Im Folgenden werden wir die Eigenschaften der p-n-Diode mit Hilfe der be-
reits ermittelten Gleichungen des Drift-Diffusions-Modells herleiten. Wir wer-
den sehen, dass die wesentlichen Eigenschaften der Diode durch den Bereich
des Ubergangs zwischen p- und n-Gebiet bestimmt werden. Diesen Bereich
bezeichnen wir mit p-n-Ubergang.

p-n-Ubergiinge bilden zusammen mit Metall-Halbleiter-Ubergéingen (Kon-
takte und Schottky-Dioden) und Metall-Oxid-Ubergingen (MOS/MIS-
Transistoren) die Grundlage fiir die Funktion aller Halbleiterbauelemente.
Haben wir den p-n-Ubergang verstanden, so kénnen wir dieses Wissen z. B.
direkt auf Bipolar-Transistoren (pnp-, npn—UbergéLnge), Feldeffekttransisto-
ren (JFET) und Mehrschicht-Halbleiter (z. B. Thyristoren) anwenden. Dieses
Kapitel bildet daher die Grundlage zum Verstédndnis der Funktion von Halb-
leiterbauelementen.

3.2 Konvention fiir Dichtenindizierung

Da wir im Folgenden zwischen den Ladungstridgern im p- und im n-Gebiet
unterscheiden miissen, benotigen wir eine Indizierung, die Auskunft iiber das
betrachtete Gebiet gibt. Wir verwenden daher den Index n, wenn wir eine
Ladungstréigerdichte in einem n-dotierten Halbleiter angeben. p steht ent-
sprechend als Index bei Ladungstriagerdichten bei Halbleitern mit p-Leitung.
So bezeichnet z.B. n,o die Gleichgewichtsdichte der Elektronen in einem
n-leitenden Halbleiter. n,, ist demnach die gesamte Elektronendichte (Majo-
ritatstragerdichte) in diesem Halbleiter.

3.3 Modell des abrupten p-n-Ubergangs

Wir verwenden fiir die folgenden Uberlegungen ein einfaches Modell des p-
n-Ubergangs. Dabei nehmen wir zuniichst an, dass

1. beide Halbleiterbereiche beliebig weit in £z-Richtung ausgedehnt sind
(p-Halbleiter in —x, n-Halbleiter in +z Richtung). Dies ermoglicht die
Betrachtung, dass sich bei geniigend grofiem Abstand vom p-n-Uber-
gang (bei x = 0, vgl. Abb. 3.1) die bereits bekannten Eigenschaften des
homogen dotierten p- oder n-dotierten Materials ergeben.

2. der Halbleiter in y- und z-Richtung homogen und unendlich ausgedehnt
ist (eindimensionales Modell).
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3. der Ubergang zwischen p- und n-Bereich abrupt und ohne Stérung des
Kristallgitters erfolgt.

4. die Energieliicke orts- und dotierungsunabhéngig in allen Halbleiterbe-
reichen konstant ist (We(x) — Wy (z) = W, = const.).

Annahme 3) ist eine sehr idealisierte Vorstellung, da hierfiir ein Dotierungs-
profil mit einer idealen, rechteckférmigen Kante erzeugt werden muss. In der
Praxis lassen sich GauB-férmige oder lineare Ubergiinge realisieren. Da sich
deren Eigenschaften mit der gleichen Vorgehensweise beschreiben lassen, be-
schrinken wir uns im Folgenden auf die Darstellung des abrupten Ubergangs.

3.4 Flachband-Diagramm

Wir kénnen uns in einem Gedankenexperiment den abrupten Ubergang aus
zwei getrennten Teilen des gleichen Halbleitermaterials, das eine p-, das
andere n-dotiert, vorstellen, die an der Stelle z = 0 aneinandergefiigt werden.
Beide Teile sollen in ihrem gesamten Bereich und an der Kontaktfliche ideal
sein, so dass die Energieliicke durchgehend zwischen p- und n-Gebiet gleich
grof} bleibt. Wir fiigen zunéchst die beiden Binderdiagramme der getrennten
Gebiete in Abb. 3.2 links so zusammen, dass Leitungs- und Valenzband
horizontal verlaufen und erhalten die Darstellung in Abb. 3.2 rechts.

p—Gebiet n—Gebiet

We ——M— — =—000 We
WFn """"" . WFn

WFp —————————— WFp _________ JI

Wy o0~ Wy

Abb. 3.2: Links und Mitte: Bindermodelle von p- und n-Gebiet vor dem
Zusammenfiigen. Rechts: Flachbanddiagramm als Gedankenexperiment
unmittelbar nach dem Zusammenfiigen der beiden Gebiete.

Aufgrund des flachen Verlaufs der Bénder wird dieses Diagramm auch
Flachband-Diagramm (,,flatband diagram®) genannt.

Wir sehen in dem Flachband-Diagramm, dass der Verlauf der Fermi-
Energie am Ubergang zwischen p- und n-Bereich einen Sprung besitzt. Da
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nach Gl (2.241) im thermodynamischen Gleichgewicht die Fermi-Energie
waagerecht verlaufen muss, stellt das Flachband-Diagramm in Abb. 3.2
rechts nicht das thermodynamische Gleichgewicht dar. Wir haben aus
diesem Grund bereits in Abb. 3.2 die Quasi-Fermi-Energien anstelle der
Fermi-Energie verwendet.

Dass der im Flachband-Diagramm gezeigte Zustand nicht das thermodyna-
mische Gleichgewicht darstellen kann, wird auch deutlich, betrachtet man
die Situation der Ladungstréger an der Stelle des Sprungs der Quasi-Fermi-
Energien: Beriicksichtigt man die Bedeutung der Fermi-Energie, wonach
die Wahrscheinlichkeit, einen Ladungstrager oberhalb bzw. unterhalb der
Fermi-Energie anzutreffen, jeweils 50% betragt. An der Stelle des Sprungs
werden daher Locher vom p-Gebiet (sind dort Majoritdten) in das n-Gebiet
(sind dort Minoritdten) ,,gehen®, da sie dort eine geringere Energie besitzen
(Energie-Skala nimmt fiir Locher nach ,,oben“, ab). Entsprechend werden
Elektronen vom n- in das p-Gebiet ,gehen“, da sie dadurch ihre Energie
verringern konnen.

Wir erwarten daher einen Strom von Ladungstrigern iiber den p-n-Uber-
gang, durch den sich das thermodynamische Gleichgewicht einstellt. Die
diesem Vorgang zugrunde liegenden Ursachen und Wirkungen schauen wir
uns im nichsten Kapitel an.

3.5 p-n-Ubergang im thermodynamischen Gleichge-
wicht

Wir wissen bereits durch Gl. (2.241), dass im thermodynamischen Gleichge-
wicht die Fermi-Energie waagerecht im Béndermodell verlaufen muss. Wir
verwenden diese Eigenschaft, um das Béndermodell des p-n-Ubergangs in
Abb. 3.3 zu konstruieren.

In geniigend groBem Abstand vom Ubergang erwarten wir keine Auswir-
kung der Ausgleichsvorginge am Ubergang. Daher kionnen wir in diesen
Bereichen, deren Grenzen wir mit x < —z, und = > z,, bezeichnen wollen,
die Bédndermodelle der homogenen p- und n-Gebiete aus Abb. 3.2 links
und Mitte verwenden. An den zunéchst noch unbekannten Stellen —z,
und x, miissen wir Valenz- und Leitungsband so verbiegen, dass sie in
diesem Ubergangsbereich stetig verlaufen. Die Stetigkeit folgt direkt aus
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-
X

Abb. 3.3: p-n-Ubergang im thermodynamischen Gleichgewicht.

Gl. (2.236), da F(x) nirgendwo unendlich wird?®. Bei der Konstruktion muss
beriicksichtigt werden, dass We(z) — Wy (z) = W, = const. im gesamten
Bereich gilt.

Diese Konstruktion konnten wir rein formal basierend auf den Ge-
setzméaBigkeiten von Fermi-Energie und Bandverldufen herleiten. Als
Resultat erhalten wir eine Ortsabhéingigkeit der Bandverlaufe, aus der
eine Reihe von Eigenschaften resultiert, die wir im Folgenden genauer
untersuchen wollen.

Wir betrachten zunéchst die Ladungstragerdichten auf beiden Seiten des
p-n-Ubergangs im thermodynamischen Gleichgewicht. Es gilt entsprechend
der Annahme der Storstellenerschopfung unseres DDMs:

p-Gebiet: pyo~ Ny =~ Na, Np =0, ny = — (3.1)
ppO
n2

n-Gebiet: n,0~ N~ Np, Na=0, po= — (3.2)
Nno

23Eine unendlich grofe Feldstéirke wire nur theoretisch im Innern von elektrischen La-
dungen, z. B. bei Oberflichen- oder Grenzflichenladungen, moglich. Diese sind jedoch in
dem einfachen, zugrunde gelegten Modell nicht enthalten.
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Beispiel: (Abb. 3.5a)):
Mit Ny = 10" und Np = 2-10'8 ergibt sich fiir Si (n; = 1,5-10%m™3)

ppo = 107em ™ ny = 2,25 10%cm ™3

Pno = 1,13 -10%cm ™, nyo = 2 - 10%em ™

Das Beispiel verdeutlicht, dass ein extrem starkes Konzentrationsgefille der
Ladungstriiger zwischen beiden Seiten des Ubergangs herrscht. Die Locher-

3 auf

dichte als Majoritétstrigerdichte im p-Gebiet fillt abrupt von 10" ecm™
die Minoritétstrigerdichte der Locher im n-Gebiet von 1,13 - 102cm ™ ab.
Das sind ca. 15 Zehnerpotenzen! Die gleiche Gréflenordnung besitzt auch
das Konzentrationsgefille der Elektronen vom n- zum p-leitenden Gebiet.
Aus den Transport-Gleichungen (2.248), (2.249) wissen wir, dass mit
einem Konzentrationsgefille von Ladungstragern immer ein Diffusionsstrom
verbunden ist, der so gerichtet ist, dass das Konzentrationsgefille abgebaut
wird (vgl. Diffusionsstrom in Abb. 3.3).

Danach werden frei bewegliche Locher aus dem p-Gebiet iiber den Ubergang
in das n-Gebiet diffundieren. Sie hinterlassen dabei ihre ortsfest in das Gitter
eingebauten negativ geladenen Akzeptor-lIonen. Der gleiche Diffusionsvor-
gang erfolgt auch fiir Elektronen von der anderen Seite des Ubergangs. Sie
hinterlassen ortsfest eingebaute positiv geladene Gitter-lonen. Abb. 3.4 zeigt
diesen Vorgang.

Durch das Abwandern der beweglichen Ladungstrager von ihren ortsfesten
Ionen-Riimpfen sind die davon betroffenen Halbleiterbereiche elektrisch
nicht mehr neutral. Die ortsfesten Ionen koénnen ihren neutralisierenden
Partnern nicht folgen und bilden auf beiden Seiten des Ubergangs eine Zone
mit starker Raumladung. Wir nennen sie Raumladungszone (RLZ) und

markieren ihren Anfang in p- und n-Gebiet mit —z, und z,,. Die gesamte
Weite nennen wir wgy,z.

Die Raumladung entsteht im Wesentlichen durch die ortsfesten Ionen-
Rimpfe, da die frei beweglichen Ladungstriger als Minoritétstréager im
angrenzenden Gebiet rekombinieren und damit elektrisch neutralisiert sind.
Thre Konzentration ist daher vernachlédssighar gering gegeniiber der Raum-
ladungsdichte der Ionen-Riimpfe. Diese bildet im n-Gebiet eine positive, im
p-Gebiet eine negative Raumladung.

Die Raumladung ist nach Gl. (2.243) des DDMs die Ursache eines elektri-
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Abb. 3.4: Diffusion, Drift und Rekombination von Ladungstrégern in der
Raumladungszone (RLZ) mit der Weite wgrz.

schen Feldes, dessen Wirkung darin besteht, die Raumladung abzubauen.
Da die ortsfesten Ionen-Riimpfe durch das Feld nicht verschoben werden
konnen, erfolgt die (Kraft-)Wirkung des Feldes nur auf die beweglichen, in
die Raumladungszone diffundierenden Ladungstriager. Dadurch verursacht
das Feld einen Driftstrom, der dem Diffusionsstrom entgegen gerichtet ist.
Die Summe aus beiden Stromen bildet den Gesamtstrom an jedem Ort x
entsprechend der Transportgleichung des DDMs. Da im thermodynamischen
Gleichgewicht die Stromsumme gleich Null ist, muss das elektrische Feld
genau so grof3 sein, dass dessen Driftstrom exakt den Diffusionsstrom kom-
pensiert. Beide Strome befinden sich dann im Gleichgewicht. Die sich dabei
einstellende Weite der RLZ ist genau so grof}; dass die darin enthaltene
Raumladungsdichte das zur Kompensation notwendige elektrische Feld
hervorruft.

Wir wollen daher im Folgenden den p-n-Ubergang entsprechend Abb. 3.1 in
die neutralen Bahngebiete an den beiden Enden

B, :w, <z <ux,
B, :x,<z<w, (3.3)



Kapitel 3: p-n-Ubergang 181

und die Raumladungszone (RLZ)

Tp <X < Ty, WRLZ = Tn — Tp
mit den beiden Teilen in p- und n-Gebiet

RLZ, : z, <2 <0
RLZ, : 0 <2 <z, (3.4)

unterteilen. Anstelle des Begriffs Raumladungszone wird héufig auch der Be-
griff Sperrschicht verwendet.

3.6 Berechnung des p-n-Ubergangs im thermodynami-
schen Gleichgewicht

3.6.1 Rechteck-Profil-Niherung

Wir nehmen zur Vereinfachung fiir die folgenden Rechnungen an, dass die
ortsfesten Raumladungsdichten im p- und n-Gebiet ein Rechteck-Profil wie
in Abb. 3.5b) gezeigt besitzen. Danach gilt fiir die Raumladungsdichte in der
Diode

0 , in B,
—eNy , in RLZ
e Np , in RLZ,
0 , in B, .

In dieser Storstellenndherung werden freie Ladungstrager in der Raumla-

dungszone vernachlassigt. Man sagt zu diesem Zustand auch, die Raumla-
dungszone ist ,verarmt“ (full-depletion). Dass diese Néherung gerechtfer-
tigt ist, erkennt man z.B. an dem starken Konzentrationsgefille zwischen
p- und n-Gebiet, wodurch im Ubergangsbereich die Ladungstrigerdichte auf
n; abféllt (vgl. z. B. Bandermodell Abb. 3.3 mit Wr in Bandmitte). Aufler-
halb der Raumladungszone gilt aufgrund der abrupten Anderung durch das
Rechteck-Profil fiir die Bahngebiete unmittelbar Gl. (3.1) und (3.2).

Bei bekannter Dotierung sind dadurch insbesondere die Ladungstriagerdich-
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Abb. 3.5: Verldufe verschiedener Kenngrofen des p-n-Ubergangs.

Erlauterungen hierzu vgl. Text.
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ten in den Bahngebieten bis an die Grenze zur Raumladungszone bekannt.

S
Po(x) = ppo = Na, no(x) = ny = ;; in B,

po(x), no(x) in RLZ, und RLZ,

2
no(x) = nno = Np, po(T) = pro = 17\;]3 in B,

Ladungstréger-
dichten:

(3.6)
Im Folgenden werden wir die Ladungstrigerdichten insbesondere an den
Grenzen der Raumladungszone bei z,, und z, als Randbedingung bei der
Bestimmung von Potentialen verwendet.

3.7 Elektrisches Feld am p-n-Ubergang

Wir wissen, dass eine Raumladung die Quelle eines elektrischen Feldes ist.
Zur Berechnung des Feldes verwenden wir Gl. (2.243) des DDMs, die wir
auf die Raumladungsdichte in der Rechteck-Profil-Naherung nach Gl. (3.1)
anwenden.
0 , in B,
dE. 1 J—eNy , inRLZ,

@t _ 2 3.7
dv ¢ |eNp , inRLZ, (3.7)

0 , in B,
Wir integrieren iiber jedes der vier Bahngebiete getrennt, wobei wir die
Feldstdarke an den Réndern der Raumladungszone als Integrationskonstan-
te im Sinne von f; 48 dy = E(x) — E(x0) (zo ist ausgezeichneter z-Wert mit
bekannter Feldstéirke) verwenden. Wir erhalten

E(z,) — E(x) = const. ,in B,

E(z) — E(zp) = =< Na(z — ) , in RLZ,
E(zn) — E(r) = ¢ Np (zn, — 7) , in RLZ,

E(zx) — E(x,) = const. ,in B, (3.8)

Fiir die Ermittlung der Randbedingungen gelten folgende Uberlegungen:

e Die Feldstdrke an den Réndern z,, ,, der Raumladungszone muss Null
sein, da wir auflerhalb der Raumladungszone keine Ursache fiir ein elek-
trisches Feld haben. Daraus folgt E(x,) =0, E(z,) =0 .
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e Da wir keinen Stromfluss in den Bahngebieten haben (thermodynami-
sches Gleichgewicht), muss E(x) = 0 sein in den beiden Bahngebieten.

Es ergibt sich dann aus Gl. (3.4)

(0 ,in B,
—¢Ny(r—=x , in RLZ
Bx)={ ° ale =) e (3.9)
¢Np(x—=z,) ,inRLZ,
\0 , in B,

Den Feldstérkeverlauf zeichnen wir in Abb. 3.5¢).

Wir haben im Ubergangsbereich von p auf n bei z = 0 in der Defini-
tion der Raumladung eine Liicke vgl. Gl. 3.4. Unter der Annahme, dass dort
keine Flichenladungsdichte vorhanden ist, ist E(z) dort stetig und es gilt
mit Gl (3.9) an der Stelle x = 0 (beachten: z,, ist negativ)

—NAZL'p:NDIn . (310)

Dies ist die Neutralititsbedingung fiir die Raumladungen. Sie besagt, dass
die Raumladungen (vgl. Raumladungsdichte in Gl. (3.1)) auf beiden Seiten
des Ubergangs den gleichen Betrag besitzen. Ist die Dotierung einer Sei-
te geringer, wird dies durch eine entsprechend grofiere Weite der Raumla-
dungszone ausgeglichen. Fiir das Zeichnen der Raumladungs-Rechtecke bei
der Rechteck-Profil-Nédherung bedeutet dies, dass beide Rechtecke die gleiche
Fliche geméfl Gl. (3.10) besitzen miissen.

3.8 Elektrische Spannung am p-n-Ubergang

Uber Gl. (2.244) des DDMs ist das elektrische Feld identisch mit der negati-
ven Ableitung des Potentials. Um das Potential zu ermitteln, integrieren wir
daher das elektrische Feld in gleicher Weise wie wir zuvor die Raumladungs-
dichte integriert haben.

0 , in B,
dp(z) _ €Ny (v — ) , in RLZ, (3.11)
dx —¢Np(z—w,) . inRLZ,

0 , in B,
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o(x,) — p(x) = const. ,in B,

p(r) — olzp) = £ Na / (z—xp)dv = £ Na(z—x,)° ,in RLZ,

p(zn) —p(r) = =< Np / (zr —2,)dz = £ Np (v —z,)* ,inRLZ,

o(x) — ¢(x,) = const. ,in B,
(3.12)

Da die Bahngebiete stromlos sind, féllt an ihnen auch keine Spannung ab.
Daher gilt ¢(z,) — ¢(z) = 0 und ¢(x) — p(z,) = 0. Wir definieren die
Diffusionsspannung als die Spannung zwischen dem Ende der RLZ im n-

Bereich und dem Ende im p-Bereich:

Up = ¢(z,) — o(xp) . (3.13)

Eines der Potentiale ist als Bezugspotential frei wiahlbar. Wir wihlen ¢(x,) =
0, so dass Up = ¢(x,) gilt. Damit vereinfacht sich der Potentialverlauf aus
Gl. (3.12) zu

0 , in B,

o) = eMa(z —z,)° , in RLZ, (314
—No (3 —2,)" +Up , in RLZ, '
Up , in B, .

Darin sind die Weiten z,, z,, der Raumladungszone und die Diffusionsspan-
nung Up noch unbekannt und miissen im Folgenden noch berechnet werden.
Formal ldsst sich jedoch schon der Verlauf ¢(x) in Abb. 3.5d) zeichnen.
Er besteht aus zwei Parabelabschnitten, die fiir x = 0 stetig ineinander
iibergehen miissen, damit £(0) einen endlichen Wert besitzt.

Berechnung der Diffusionsspannung

Wir iiberlegen, iiber welche Beziehung des DDMs wir die Diffusions-
spannung berechnen koénnen. Wir wissen, dass die Diffusionsspannung
die Potentialdifferenz zwischen beiden Enden der Raumladungszone dar-
stellt. Wir wissen auch, dass mit dieser Potentialdifferenz unmittelbar das
zuvor berechnete elektrische Feld verkniipft ist. Im thermodynamischen
Gleichgewicht kompensieren sich an jedem Ort = der durch dieses Feld
hervorgerufene Driftstrom und der durch das Konzentrationsgefille der
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Ladungstriger hervorgerufene Diffusionsstrom. Dieser Vorgang wird durch
die Transportgleichungen des DDMs beschrieben. Wir verwenden daher
die Transportgleichung, um iiber das darin enthaltene elektrische Feld
das Potential ¢(z) an der Stelle z, und damit die Diffusionsspannung
o(x,) = Up zu gewinnen.

Die Transportgleichungen (2.248), (2.249) des DDMs (Index 0, da thermo-
dynamisches Gleichgewicht) lauten

Jn(z) = 0 = no(z) E(z) + Uy d”gix), (3.15)
Jp(x) = 0 = po(z) E(x) — Ur dpc‘;ix) (3.16)

Aus jeder der beiden Gleichungen lésst sich die elektrische Feldstérke be-
stimmen, da die Ladungstragerdichten ng, py iiber das Massenwirkungsge-
setz voneinander abhéngen. Zur Vollstandigkeit fiir den spéteren Gebrauch
rechnen wir jedoch mit beiden Gleichungen weiter. Es ergibt sich durch Um-

stellen:
CB(r) — 1 dny(z)
B(a) = Un o5 =0 (3.17)
B 1 dpo(x)
B(w) = Ur - T (3.18)

Wie zuvor (vgl. z. B. Gl (3.12)) berechnet sich daraus durch Integration das
Potential ¢(z). Dabei wihlen wir durch die Verwendung der Integrations-
grenzen ,, x, die bekannten Potentiale ¢(z,) = 0 und ¢(z,) = Up als
Integrationskonstanten.

“ dng(x) no(x,)

_ /”C E(z)dz = w—tp(z) =Ur / o(2) =Ur In 20(2) (3.19)
/x Blw)dv = —¢(x) + plty) = Ur / ‘ZO((;)) = UrIn ;O(fp)) (3.20)

0
Mit den Ladungstriagerdichten ng(z,) = nno(z,) = Np und po(z,) =
Ppo(z,) = N4 entsprechend der Rechteck-Profil-Naherung aus Gl. (3.6) erge-
ben sich daraus unmittelbar

nn0<xn) ND
Up — =Url =Url 3.21
D 90($) T n no(l’) T 1N no(ﬂj) ( )
N
o(x)=Ur In poly) _ Ur In —2 (3.22)

po(z) M '
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Wir werten z. B. GL. (3.21) fiir das Potential an dem anderen Ende der Raum-
ladungszone bei x = x,, aus. Dort gilt wegen unserer Wahl des Bezugspunktes
¢(z,) = 0. Die Ladungstrégerdichte ng(z,) ist gema der Rechteck-Profil-
Néherung no(x,) = ny = 17\1/,24 Damit wird aus Gl. (3.21)

NaNp

2
n;

Up=Urln

(3.23)

Das gleiche Ergebnis erhélt man durch Auswertung von Gl. (3.22).

Beispiel:
Fiir Np = 2-10"® cm™3, Ny = 10" ecm™3, n; = 1,45 - 10*° cm =3 ergibt
sich bei T" = 300 K:

_k-T_0,026eV
e leV
2.10%

Up=26mVIn— ~ 900 mV
(1,45 - 1010)

Ur V =26 mV

Beachten: Die Diffusionsspannung ist weder direkt messbar noch als
Spannungsquelle zu gebrauchen. Der Grund dafiir sind die Kontaktspan-
nungen, die bei der Verbindung zweier unterschiedlich leitender Bereiche
entstehen. In einem geschlossenen Stromkreis ist im thermodynamischen
Gleichgewicht die Summe der Kontaktspannungen gleich Null. Beim
Kontaktieren der Diode entsteht dadurch keine verwertbare Spannung.

3.9 Berechnung der Raumladungsweiten

Die Raumladungsweiten sind bereits in der Potentialgleichung (3.14) enthal-
ten. Da wir Stetigkeit des Potentials in # = 0 fordern (ansonsten wére wegen
E= —‘;—i die Feldstéirke unendlich), miissen die beiden Ausdriicke fiir x = 0
iibereinstimmen und man erhélt durch Gleichsetzen:

GNA 2+€ND 2

— 24
UD 9z ZL‘p 9z Z, (3 )

e
= 2—6(NAx§+NDx?L).

Als zweite Gleichung haben wir die Neutralisierungsbedingung (Gl. (3.10))

Up

—NA[L'p:NDl'n s (310)
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wodurch wir zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten haben, durch die wir
die Raumladungsweiten bestimmen konnen.

Einsetzen von Gl (3.10) in (3.24) fiir x, bzw. z, liefert die gesuchten
Weiten

2€UD NA 1 NA
o A _ o a 3.95
v \/e Np Np+ N, PN, (3.25)
2€UDND 1 ND
. Np — 5, 2D 2
r \/ ¢ NiNp+tNi "N, (3:26)

Die gesamte Raumladungsweite betragt

B i / 2€UD /NA /ND
WRL7Z — Tp, Tp = ND T NA ( ND NA> (327)
2€UD 1
= 2
\/ 2 () (3.25)

Beispiel: Mit Up=900mV aus dem vorangegangenen Beispiel mit Np =
2-10%cm™ und Ny = 107 ecm™ betriigt z, ~ 3um, z, ~ —60 um

und wgrrz ~ 60 pm ~ —x,. D. h. die Weite der Raumladungszone wird in
erster Naherung von der in diesem Fall 20-fach geringeren p-Dotierung
bestimmt. Die Raumladungszone erstreckt sich daher ndherungsweise nur
in das p-Gebiet.

Als Niaherung kann bei stark unterschiedlicher Dotierung wie im vorlie-
genden Fall die Weite der Raumladungszone fiir Np > N4 mit

2€UD

N —x, R 3.29
WrLz R —Tp N, (3.29)
berechnet werden. Analog gilt fiir Nq > Np
2¢ UD
R L, R : 3.30
WRLzZ ~ T e N, ( )

Das Beispiel zeigt, dass die Darstellung der Verlaufe in Abb. 3.5 beztiglich der
Weiten z,,, x, nicht mafistabsgerecht ist. Bei mafistabsgerechter Darstellung
wére x,, vernachléssigbar klein gegeniiber z,,.
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3.10 Berechnung der Ladungstrigerdichten

Aufgrund der Rechteck-Profil-Niherung gilt no(z,) = nno(z,) = Np und
Po(xp) = ppo(xp) = Na. Gl (3.21) und (3.22) liefern nach Umstellen direkt
die Ladungstréigerdichten
p(x)-Up p(x)-Up
no(x) = npo(z,)e v = Npe Ur (3.31)

_ (=) _ p(x)
pO(:E) - pno(l‘p) e Ur = NA@ Ur X

(3.32)

Das dazu gehorende Potential ¢(z) haben wir bereits in Gl. (3.14) berechnet:

0 , B,
e Na o 2
plz) =14 ** (=) L2 (3.33)
—< (g —2,)2+Up ,RLZ,
0 B, .

\

Und auch die beiden Weiten z,,, x, der Raumladungszone sind iiber Gl. (3.25)
und (3.26) mit Up nach Gl. (3.23) bekannt.
Durch Einsetzen der jeweiligen Position x = x,0, z,, ergeben sich z. B. die
drei ausgezeichneten Ladungstragerdichten

_Up
nO(xp) = np0<fcp) = nno(xn) e r pO(xp) = ppo(xp) = Ny (3-34)
U N U N
n0(0) = nuo(z,) e 7r T po(0) = pyo(,) e Or Motia (3.35)
_Up
no(x,) = npo(z,) = Np Po(Zn) = Pro(@n) = ppo(xp) € U7 . (3.36)

Darin haben wir mit ng(x,) = nuo(x,) bzw. po(x,) = ppo(z,) formal unserer
Konvention zur Dichteindizierung Geniige getan. Aufgrund der Rechteck-
Profil-Naherung gilt n,o(x,) = Np und pyo(z,) = Na. Wir verwenden jedoch
weiterhin die ausfiihrlichere Bezeichnungsweise, da sie mehr Information
enthalt (Majoritatendichte an der Stelle z,,,z, im Gleichgewicht).
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Beispiel: Durch den Exponentialterm wird ng(z,) mit den Werten aus

. . _Ub _ 900 ~15
den vorangegangenen Beispielen um den Faktor e Ur = e7 26 ~ 10
gegeniiber ng(x,) = Np reduziert.

Fiir po(z,) = % ergibt sich py(z,) ~ 10" cm™3 = N,. Dieser Wert ist

konsistent mit unserer Rechteckprofil-Naherung nach Gl. (3.6). An der

w2
no(0)

Stelle von = = 0 gilt wegen Np > N4 no(0) & Np und py(0) =

n? _
N—D—1,1-102cm 3,

3.11 Berechnung der Bandverlidufe

Nach Gl (1.61) gilt W = —e - ¢ + const. Daher verlaufen die Bandkanten
We und Wy mit —e proportional zum Potential ¢(z) nach Gl. (3.14).
Der entsprechende Beispielverlauf ist in Abb. 3.5¢) dargestellt.

3.12 p-n-Ubergang auBlerhalb des thermodynamischen
Gleichgewichts

Formal konnte der p-n-Ubergang auBerhalb des thermodynamischen
Gleichgewichts mit Hilfe des DDM’s berechnet werden. Dies kann jedoch
nur numerisch erfolgen und ergibt somit keine analytische Losung. Wir
machen daher im Folgenden eine Reihe vereinfachender Annahmen, die eine
analytische Berechnung ermdglichen.

Rechteck-Profil-Naherung
Wir verwenden fiir alle Uberlegungen den zuvor betrachteten abrupten

p-n-Ubergang mit der Rechteck-Profil-Niherung.

Feldfreie Bahngebiete

Die Bahngebiete, B,,, B, (vgl. Abb. 3.1, 3.5) sind in unserer Betrachtung so
niederohmig, dass bei Stromfluss nur ein vernachléssigharer Spannungsabfall
©(x) an ihnen entsteht. Wegen E = —%‘f nehmen wir in unserem Modell an,
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dass das elektrische Feld in den Bahngebieten vernachlédssigbar ist. Es gilt
also
E ~ 0in den Bahngebieten B,, B, . (3.37)

Als Folge der geringeren Feldstérke sind die Feldstrome der Minoritatstriager
in den Bahngebieten vernachléssighar. Feldstrome der Majoritatstriger sind
aufgrund der hohen Majoritéitstriagerkonzentration vorhanden.

AuBlere Spannung, Boltzmann-Randbedingungen
An die Kontakte der p-n-Diode soll eine Spannung U (vgl. Abb. 3.1) angelegt

werden. Die Kontaktierung des Halbleiters soll ideal sein. Da wir feldfreie
Bahngebiete annehmen, liegt die duflere Spannung direkt iiber der RLZ. Die
Wirkung der Spannung ldsst sich anhand des Béndermodells in Abb. 3.6
erkennen.

W, e RREt et -e ¢ (xp)=0 (Bezugspotential)

(Minoritaten) |

S -€ ¢ (xn)
| N(Xn) = Nno(Xn) =Np
| Wgrz | (Majoritaten)

Xp Xn
Abb. 3.6: Verlauf der Leitungsbandkante bei &uflerer Spannung U > 0.

Wir betrachten darin nur das Leitungsband, da fiir Locher im Valenzband
die entsprechenden Uberlegungen gelten. Der durchgezogene Verlauf zeigt
die Leitungsbandkante im thermodynamischen Gleichgewicht. Entsprechend
der Berechnung in GIl. (3.19) und (3.20) ist die Majoritatstrigerdichte
(Elektronendichte) am Sperrschichtrand im n-Gebiet nyo(z,) = Np. Dieses
Ergebnis geht unmittelbar aus der Rechteck-Profil-Néherung hervor. Nach
Gl. (3.34) ist die Elektronendichte auf der anderen Ssite der Sperrschicht

D
(Minoritatstrigerdichte) nur noch ny(xz,) = Npe Ur oder als Energie
formuliert

—e(@(zn) — (1)) We(an) = We(zp)
nyo(z,) = Npe kT = Npe kT . (3.38)
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(Wir hatten ¢(x,) = 0 gesetzt, daher ist We(x,) = 0 der Nullpunkt der Ener-
gieskala in Abb. 3.6). In der physikalischen Vorstellung kann GI. (3.38) als
Boltzmann-Gleichung interpretiert werden. Darin wire Np die effektive Zu-
standsdichte und We(x,) — We(z,) die zu iiberwindende Energie zwischen
Fermi-Energie und Bandkante. Die Minoritétstragerdichte hingt demnach
von der Energiedifferenz der Bandkanten auf den beiden Seiten der RLZ ab.
Diese betragt im thermodynamischen Gleichgewicht e Up. Fiir Elektronen an
der Stelle z,, bedeutet das, dass ihnen eine Energie e Up zugefithrt werden
muss, damit sie die Potentialbarriere iiberwinden und auf die andere Seite
der RLZ gelangen konnen. Die Potentialbarriere besteht urséichlich in dem
elektrischen Feld F iiber der RLZ, gegen dessen Kraftwirkung die Elektronen
unter Aufwendung der Energie e Up in das p-Gebiet gebracht werden miissen.
Anders ist es fiir Elektronen auf der anderen Seite der RLZ im p-Gebiet. Ge-
langen sie in das elektrische Feld, so werden sie durch das elektrische Feld
automatisch auf die n-Seite beférdert. Dies entspricht auch der Vorstellung
von Elektronen als Murmeln, die die Barriere hinunterrollen. Legen wir eine
aufere Spannung an, so erzeugt diese zusitzliche Spannung iiber der RLZ
ein zusétzliches Potentialfeld (Energie). Wir nehmen an, dass sich die bei-
den Potentialfelder von Diffusionsspannung und &uflerer Spannung beziiglich
ihrer Wirkung auf die Ladungstrager iiberlagern. Dann ist die Energie der
Potentialbarriere

WC(ZI}n) — Wc<$p) = _eURLZ = —€(UD — U) (339)

Dabei wird U geméf der Definition in Abb. 3.1 positiv in Richtung vom p-
in das n-Gebiet (von der Anode zur Kathode) gezéhlt.

Bei einer positiven Spannung in dieser Richtung gelangen mehr Ladungs-
triager auf die andere Seite der RLZ. Die Minoritatstragerdichte dort steigt.
Wir erwarten daher einen héheren Stromfluss und bezeichnen die angelegte
Spannung als Flussspannung. Bei negativem Vorzeichen von U wird die

Potentialbarriere hoher und es gelangen weniger Ladungstrdger auf die
andere Seite. Die Minoritatstragerdichte sinkt und wir sprechen von U als
Sperrspannung.

Wegen der Uberlagerung der Spannungen kann die Wirkung einer &uferen
Spannung z.B. auf die Raumladungsweite einfach dadurch beriicksichtigt
werden, dass in Gl. (3.25) bis (3.28) Up ausgetauscht wird durch

URLZ = UD - U (3.40)
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Fiir die Ladungstrigerdichten auBerhalb des Gleichgewichts (UberschuBdich-
ten) an den Réndern der RLZ erhalten wir durch diesen Austausch aus
Gl (3.34) - (3.36)

7UD7U
nn(xn) - nno(xn) = NDa pn(xn) - ppO(xp)e Ur ; (341)
_Up-U
ny(zp) = npo(rn) e 71, Pp(Tp) = Ppo(Tp) = Na . (3.42)

Darin lassen sich die Exponentialterme durch Einsetzen der Diffusions-
spannung aus Gl. (3.23) noch weiter vereinfachen. Wir erhalten damit die
Boltzmann-Randbedingungen

Ny (zn) = npo = Np Pn(Tn) = Pno eUr ; (3.43)
u

ny(Tp) = nyoe’r Pp(Tp) = Ppo = Na . (3.44)

mit nyy = :,i und p,y = Jzi nach Gl. (3.6).

Wir haben darin zur Vereinfachung der Schreibweise die Ortsabhéngigkeit

der Gleichgewichtsdichten aufgrund der Konvention im néchsten Kapitel
weggelassen.

3.13 Konvention zur Bezeichnung der Gleichgewichts-
dichten

Wir haben bisher fiir Gleichgewichtskonzentration der Ladungstriager an den
Réandern der RLZ an den Stellen

T Mo (T0) Pro(Tn) (3.45)

Tp - Tpo () Ppo(p) (3.46)

geschrieben. Diese Ladungstréigerdichten sind in dem Rechteck-Profil-Modell
in den gesamten Bahngebieten konstant. Sie &ndern sich nur in der RLZ, so
dass dort die Angabe der Ortsabhéngigkeit von x durchaus berechtigt ist.

Im Folgenden werden wir im iiberwiegenden Mafle nur die Ladungs-
tragerdichten am RLZ-Rand und in den Bahngebieten bendtigen. Um
Schreibarbeit zu sparen und die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, werden wir
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im Weiteren auf die Angabe der Ortsabhéngigkeit verzichten, wenn wir die
Dichten am RLZ-Rand bzw. deren im anschlieBenden Bahngebiet konstanten
Wert verwenden. Beachten: die Konstanz in den Bahngebieten gilt nur im
thermodynamischen Gleichgewicht. Daher bezieht sich die Konvention auch
nur auf die Ladungstrigerdichten im thermodynamischen Gleichgewicht

(Index 0).

3.14 Strom-Spannungskennlinie

Die Strom-Spannungskennlinie beschreibt den Zusammenhang zwischen
Strom und Spannung an den #uBeren Klemmen des p-n-Ubergangs, also
an den Anschliissen der p-n-Diode. Formal ldsst sich die Kennlinie durch
numerische Losung des DDM’s bestimmen. Wir bevorzugen eine analytische
Losung, da anhand des Aufbaus der Formeln Riickschliisse auf die Funkti-
onsweise der Diode moglich sind. Das so gewonnene Versténdnis lasst sich
dann auch auf den Bipolar-Transistor iibertragen.

Fiir eine analytische Losung sind Vereinfachungen des DDM’s basierend auf
Néherungen und begriindbaren Annahmen nétig. Aus der Transportglei-
chung des Modells geht hervor, dass der Gesamtstrom durch den Ubergang
aus Drift- und Diffusionsstrom von Elektronen und Loéchern bestehen kann.
Wir betrachten den Gesamtstrom mit seinen Komponenten in verschiedenen
Abschnitten des p-n-Ubergangs genauer und haben dabei das Ziel, Verein-
fachungen herbeizufiihren.

3.14.1 Gesamtstrom

Der Gesamtstrom durch den p-n-Ubergang wird durch die stationére eindi-
mensionale Kontinuititsgleichung (vgl. Gl. (2.124)) beschrieben. Sie ergibt
sich durch Uberlagerung (Addition) der beiden Kontinuititsgleichungen fiir
Elektronen und Locher des DDM'’s zu

dI dI, dI,
= =0 (3.47)

Sie bedeutet, dass der Gesamtstrom an jeder Stelle des Halbleiters konstant
ist. Es geht kein Strom verloren. Dies entspricht der verallgemeinerten
Kirchhoffschen Knotenregel, bei der die Summe aller Stréme, die in einen
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Korper (hier ein Halbleiter) hineinflieBen, gleich Null ist. Ein Strom, der
auf der einen Seite in den Halbleiter (in die Diode) fliefit, kommt auf der
anderen Seite heraus.

Dies fiithrt zur einfachen, aber im Folgenden wichtigen Erkenntnis, dass
die Summe aus Drift- und Diffusionsstrom von Elektronen und Lochern an
jedem Ort konstant und gleich dem Gesamtstrom ist.

Wichtig ist jedoch zu bemerken, dass sich der Locher- oder Elektronen-Strom
itber dem Ort d&ndern kann. Der Strom der jeweils anderen Ladungstréigerart
stellt sich dann nach Gl. (3.47) so ein, dass der Summenstrom iiber dem Ort
konstant bleibt.

3.14.2 Strome in der Raumladungszone

Aufgrund der eingangs getroffenen Annahme, dass die Bahngebiete nieder-
ohmig (nahezu feldfrei) sind, liegt eine von aufien angelegte Spannung direkt
an der RLZ an. Daraus folgt direkt, dass der Strom durch den p-n-Ubergang
durch die Spannung iiber der RLZ bestimmt wird.

Durch die, iiber der RLZ angelegte Spannung weichen die Ladungstriger-
dichten in der RLZ von ihren Gleichgewichtswerten ab. Am Rand der RLZ
stellen sich dadurch die Randkonzentrationen nach Gl. (3.42) und (3.44)
ein. Bei Flusspolung der Spannung (U>0) wird die Potentialbarriere und
damit die Feldstdarke iiber der RLZ verringert. Im thermodynamischen
Gleichgewicht hatten sich Drift- und Diffusionsstrom in der RLZ gera-
de kompensiert. Durch die jetzt verringerte Feldstdrke nimmt der, dem
Diffusionstrom entgegenwirkende Driftstrom ab. In Folge kommen durch
den nun nicht mehr kompensierten Diffusionsstrom mehr Locher aus dem
p-Gebiet und Elektronen aus dem n-Gebiet (beides dort Majoritéten)
in die RLZ. Die Ladungstragerdichten in der RLZ werden also durch
eine Flussspannung angehoben. Auf der jeweils anderen Seite der RLZ
sind die Ladungstrager Minoritdten. Deren Erhohung haben wir bereits
als Boltzmann-Randbedingung in Gl. (3.44) berechnet. Da aufgrund der
Neutralitdtsbedingung bei Gleichgewichtsstorungen An(x)=Ap(zx) gilt, wird

bei Flusspolung die Ladungstrégerdichte in der RLZ erhéht und es gilt

n(z)p(x) > n?.

Bei Sperrpolung (U <0) kommt es entsprechend zu einer Absenkung der
Ladungstrigerkonzentration gegeniiber der Gleichgewichtskonzentration in
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der RLZ. Die Minoritdatendichten kénnen ebenfalls mit Gl. (3.44) berechnet
werden. Es gilt allgemein bei Sperrpolung in der RLZ n(x)p(x) < n?.
Abb. 3.7 zeigt die Verhéltnisse in der RLZ fiir die beiden Fille im Vergleich
zu den Gleichgewichtsdichten.

log pAlogn

logpAlogn
p pp() nno n
s nj
Npo . Png
>
Xp Xn

Abb. 3.7: Ladungstriagerdichten in der RLZ und den angrenzenden
Bahngebieten des p-n Ubergangs. Oben: Bei Flusspolung (U > 0). Unten:
Bei Sperrpolung (U < 0).

Wir fassen aufgrund der Wichtigkeit zusammen:

Eine von aufien an den p-n-Ubergang angelegte Spannung fillt aufgrund
der Niederohmigkeit der Bahngebiete iiber der RLZ ab. Dort steuert
sie die Ladungstridgerdichten in der RLZ. Die Ladungstrigerdichten an
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den RLZ-Réndern ergeben sich iiber die Boltzmann-Randbedingungen.
Danach werden die Minoritatstriagerdichten exponentiell iiber die Spannung
gesteuert. Aufgrund der Abweichung der Ladungstrigerdichten von der
Gleichgewichtsdichte wird eine Nettorekombination einsetzen, um das
Gleichgewicht wieder herzustellen. Hieraus resultiert in der RLZ ein Netto-
rekombinationsstrom I,,, der in einem der nachfolgenden Kapitel berechnet
wird.

3.14.3 Strome in den Bahngebieten

An den Réandern der RLZ zu den Bahngebieten weichen die Minoritéatstrager-
dichten entsprechend den Boltzmann-Randbedingungen um Ap,, bzw. An,
von ihren Gleichgewichtsdichten p,o bzw. n,y ab. Dieser Konzentrationsun-
terschied verursacht jeweils einen Diffusionsstrom der Minoritétstrager auf
beiden Seiten der RLZ in die jeweiligen Bahngebiete. Da diese Randkon-
zentrationen durch die, iiber der RLZ angelegte Spannung verursacht wird,
spricht man auch von einer Injektion von Ladungstrédgern aus der RLZ in
die Bahngebiete.

Entsprechend den Uberlegungen in Kap. 2.23 fiihrt die erhohte Mino-
ritdtstragerkonzentration zu einer entsprechenden Erhchung der Majo-
ritdtstragerkonzentration um Ap,=An, im p-Gebiet bzw. An,=Ap, im
n-Gebiet, wodurch sich Ladungsneutralitdt einstellt. Dies geschieht durch
eine leichte Verschiebung der Majoritétstrager, die gegeniiber der Gleichge-
wichtskonzentration p, bzw. n,o vernachléssighbar (Majoritdten) ist, solange
die im Folgenden vorausgesetzte niedrige Injektion vorliegt.

Durch die Abweichung An,, Ap, im p- und Ap,,, An,, im n-Gebiet setzt eine
Nettorekombination mit dem Ziel des Abbaus der Abweichung ein. Je weiter
ein Ort in den Bahngebieten von den Réndern der RLZ entfernt ist, umso
geringer wird die Abweichung sein. Bei einer sog. ,langen Diode* klingt die
Konzentration der injizierten Ladungstridger (Minoritdten) innerhalb der
Bahngebiete noch vor Erreichen der Kontakte auf den Gleichgewichtswert
ab. Dann ist kein Konzentrationsgefille mehr vorhanden und der Diffusi-
onsstrom wird zu Null.

Da in den Bahngebieten der Driftstrom der Minoritatstrager aufgrund der
als gering (£ ~ 0) angenommenen Feldstéirke vernachlissigbar ist, muss der
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Strom in der langen Diode, weit entfernt von der RLZ, ein Driftstrom der
Majoritétstréger sein. Dies ist moglich, da die Feldstédrke gering aber nicht
Null ist, sie aber die hohe Dichte der Majoritétstriager antreibt.

Der Ubergang zwischen dem Diffusionsstrom der injizierten Minoritétstriager
an den RLZ-Réndern in den Driftstrom der Majoritatstrager muss gemaf
der Kontinuitdtsgleichung (3.47) so erfolgen, dass der Gesamtstrom iiber
das Bahngebiet konstant bleibt. Wie wir noch sehen werden, erfolgt dies
durch eine Nettorekombination in den Bahngebieten der langen Diode, an
der die Minoritatstrager aus der RLZ und die Majoritdtstrager aus den
kontaktnahen Bahngebieten beteiligt sind.

Neben der ,langen* Diode gibt es den Sonderfall der , kurzen“ Diode. Hier
ist das Bahngebiet so kurz, dass die Minoritatstragerkonzentration an den
Kontakten auf den Wert der Randbedingung, den die Kontakte vorgeben,
gezwungen wird. In der Regel kann wegen der Anwesenheit eines Metalls als
Kontakt eine unendlich hohe Rekombinationsgeschwindigkeit angenommen
werden, wodurch sich am Ort des Kontaktes als Randbedingung ebenfalls
die Gleichgewichtsdichte einstellt. Wir werden im Folgenden mit dieser
Randbedingung arbeiten.

3.15 Ortsabhiingigkeit der Strome am p-n-Ubergang

Wir fassen die vorangegangenen qualitativen Uberlegungen in Abb. 3.8 und
3.9 zusammen. Die Wirkung der von auflen angelegten Spannung U auf die
Strome in der Diode lésst sich wie folgt darstellen:

1. Durch die niederohmigen Bahngebiete féllt U iiber der RLZ ab.

2. Durch die Spannung iiber der RLZ weichen die Ladungstrigerdichten
in der RLZ von ihren Gleichgewichtswerten ab.

3. Dadurch entsteht in der RLZ

(a) der Nettorekombinationsstrom I, und

(b) eine ortsabhéngige Ladungstrégerdichte mit den Werten n,(x,),
() sowie p,(z,), ny(x,) an den Réndern x, und z, der RLZ.

4. Fir die Minoritétstrager entsteht aufgrund des Konzentrationsgefilles
in Richtung der Bahngebiete ein Diffusionsstrom ausgehend von den
Réndern der RLZ.
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Majoritatstrager—
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Abb. 3.8: Aufteilung des Gesamtstroms I durch den p-n Ubergang in die
ortsabhéngigen Elektronen- und Locherstrome I, (z) und I,(z). Die Summe
der beiden Stréme ist {iber dem Ort konstant. Dargestellt ist der Sonderfall

gleicher Minoritéatstrager-Diffusionsstrome in beiden Bahngebieten.

Abb. 3.9: Wie Abb. 3.8, jedoch mit unterschiedlichen Diffusionsstromen in
den Bahngebieten. Links: Fall ohne Nettorekombination (R=0) in der
RLZ. Rechts: Mit Nettorekombination in der RLZ.

5. Der Driftstrom ist aufgrund der geringen Dichte der Minoritétstrager
und £ ~ 0 in den Bahngebieten vernachléssigbar.

6. Durch Rekombination im Verlauf der Bahngebiete in Richtung der Kon-
takte nimmt die Minoritétstragerkonzentration und damit auch der Dif-
fusionsstrom ab (Dies gilt fiir die in diesem Beispiel diskutierte ,lange
Diode*. Bei der , kurzen Diode“ erfolgt die Rekombination nicht in den
Bahngebieten sondern nur am Kontakt).

7. Zur Rekombination der Minorititstrager sind Majorititstrager erfor-
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derlich. Deren Strom nimmt in Richtung zu den Kontakten zu, um die
zur Rekombination erforderlichen Ladungstrager zu leiten.

8. Aufgrund der hohen Konzentration der Majoritatstrager ist deren Dif-
fusionsstrom bei niedriger Injektion vernachlissigbar klein (p, ~ Na,
n, ~ Np) gegeniiber deren Driftstrom der durch die Feldstérke in den
Bahngebieten (E ~ 0) angetrieben wird.

9. Bei geniigend langen Bahngebieten sind die, an den RLZ-Réndern inji-
zierten Minoritétstréagerkonzentrationen bis auf die Gleichgewichtswer-
te abgeklungen. Der Minoritédtstriagerstrom ist in diesem Bereich ver-
nachléssigbar.

10. Feldstrom der Majoritdten und Diffusionsstrom der Minoritéten
ergdnzen sich in den Bahngebieten zum Gesamtstrom, der iiber die
gesamte Linge des p-n-Ubergangs konstant ist.

Um den Gesamtstrom durch den Ubergang zu berechnen geniigt es wegen 10.,
ihn an einer geeigneten Stelle zu bestimmen. Wir wéahlen dazu mit © = z,
einen der beiden Rénder der RLZ. Hier gilt fiir den Gesamtstrom z.B. nach
Abb. 3.8 oder 3.9:

[=I(za) + Lzn) = Lo(z,) + Ly + L(xn) . (3.48)

Der Gesamtstrom setzt sich demnach zusammen aus den beiden Diffusionss-
tromen der jeweiligen Minoritéatstriger an den beiden Rédndern der RLZ und
dem Nettorekombinationsstrom in der RLZ.

Die Bestimmung dieser drei Strome wird Aufgabe der néchsten beiden Ka-
pitel sein.

3.16 Nettorekombinationsstrom in der Raumladungs-
zone

Wir wissen aus den vorangegangenen Uberlegungen, dass durch eine
auflere Spannung die Ladungstrigerdichten in der RLZ von ihren Gleich-
gewichtsdichten abweichen. Aus den Uberlegungen zur Generation und
Rekombination von Ladungstriagern (vgl. z. B. Kap. 2.21) wissen wir, dass
sich bei einer Abweichung der Ladungstrégerdichten von den Gleichgewichts-
dichten eine Nettorekombinationsrate R = r — g ungleich Null einstellt. Ziel
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der Nettorekombination ist es, durch einen hoheren Ladungstrager-Abbau
als Generation (R > 0) bzw. mehr Generation als Abbau (R < 0) wieder
die Gleichgewichtsdichten herzustellen. Genau dieser Vorgang lduft auch
in der RLZ ab. Abb. 3.10 zeigt die beiden Vorginge schematisch im
Béanderdiagramm.

Driftstrom > Diffusionsstrom Diffusionsstrom > Driftstrom

I l| I I I >
Xp 9 Xq Xp "9 Xn

Abb. 3.10: Links: Generation (R < 0) von Ladungstréigern in der RLZ zur
Erhohung der Ladungstriagerdichte bei Sperrspannungen (U < 0 bzw.
Urrz > Up). Rechts: Rekombination (R > 0) von Ladungstrigern in der
RLZ zur Verringerung der Ladungstrigerdichte bei Flusspolung (U > 0
bzw. Ugrz < UD)

Bei Sperrpolung iiberwiegt der Drift- den Diffusionsstrom. Durch den,
gegeniiber dem Gleichgewicht erhoten Driftstrom (genauer: durch das
Feld) verarmt die RLZ an Ladungstragern. Daher wird R < 0, wodurch
Ladungstriager in der RLZ generiert werden (Abb. 3.10 links). Aufgrund der
Richtung des vorherrschenden elektrischen Feldes ergibt sich ein Driftstrom
I,4 der generierten Ladungstriager von n- in Richtung p-Gebiet.

Bei Flusspolung {iberwiegt der Diffusionsstrom und R ist > 0. Durch
den hoheren Diffusionsstrom gelangen Elektronen von =z, und L&cher
von z, in die RLZ (vgl. Pfeile an den Ladungstragern in Abb. 3.10) und
rekombinieren dort. Der von z, in die RLZ flieende reine Locherstrom setzt
sich daher als ein bei z, aus der RLZ austretender reiner Elektronenstrom
fort (beachten: Elektronen flieBen entgegen der Stromrichtung). Abb. 3.11
verdeutlicht diesen Vorgang.

Der Gesamtstrom I,, ist entsprechend den Uberlegungen zu Kap. 3.14.1
iitber dem Ort konstant.

I,, entsteht aufgrund der Nettorekombinationsrate R # 0 in der RLZ.
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Abb. 3.11: Rekombination (R > 0) in der Sperrschicht aufgrund der
Flusspolung des p-n-Ubergangs. Links: Schematische Darstellung des
Rekombinationsvorgangs. Rechts: Ubergang von Lécherstrom bei xp in
einen Elektronenstrom bei x,,. Die Summe der Stréme, der
Nettorekombinationsstrom, ist konstant I,, = I, + I,,.

Die beiden darin enthaltenen Elektronen- und Locherstrome erfiillen die
Kontinuitétsgleichungen des DDMs fiir Elektronen und Locher Gl. (2.250),
(2.251) im stationéren Fall

dJ, 1 dl,

Zvn P A4
dx A dx ek, (3-49)
dJ, 1dI,

T (3.50)

Die Addition beider Gleichungen verifiziert nochmals die bereits erhaltene
Aussage, dass der Summenstrom (Nettorekombinationsstrom I,,) konstant
iiber z ist. Da aufgrund des groflen Konzentrationsgefélles an den Réndern

der RLZ gilt

L(xy) = Ly, Ip(zn) =0, (3.51)
L(z,) =1y, In(xy) =0, (3.52)
geniigt eine der beiden Kontinuitdtsgleichungen, um I,, zu berechnen. Wir
wéhlen willkiirlich Gl. (3.50) fiir den Locherstrom. Durch Integration iiber

die RLZ erhalten wir mit dem Strom an den Integrationsgrenzen mit den
Randbedingungen nach Gl. (3.51)

= o
/ d_;: de = I,(x,) — I,(x,) = —e A / R(z) dx (3.53)

P p

I,=eA / n R(z)dx . (3.54)

P
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Fiir R(x) miissen wir die in Kap. 2.15 hergeleitete Beziehung fiir den vor-
herrschenden Rekombinationsmechanismus einsetzen. Fiir den wichtigsten
Fall der Rekombination durch Phononenwechselwirkung (SRH) erhalten wir
mit Gl (2.171)

N O
L, - A/% — d (3.55)

) o + (01 +1(2)) 7

Die ortsabhéngigen Ladungstrigerdichten haben wir fiir das thermodyna-
mische Gleichgewicht bereits in Gl. (3.31), (3.32) berechnet. Setzen wir
die Giiltigkeit unserer Uberlegungen zu Gl. (3.40) voraus, kénnen wir die
Ladungstrégerdichten bei duflerer Spannung U durch Austausch von Up
gegen Urrz = Up — U in Gl (3.31) und (3.32) erhalten. Dazu muss der
Austausch auch in der darin enthaltenen Bestimmungsgleichung (3.14) fiir
¢(x) erfolgen.

Das sich daraus ergebende Integral (Gl. (3.55)) ist geschlossen nicht mehr
losbar. Es gibt jedoch zahlreiche Néherungslosungen, die auf Fallunter-
scheidungen zwischen hoher Ladungstriagerkonzentration (Flusspolung) und
niedriger Ladungstriagerkonzentration (Sperrpolung) beruhen.
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Beispiel: (Ubung)

Eine einfache Losung ergibt sich fiir Sperrpolung, wenn n(z) < nyg
und p(z) < pp; gilt. Das Produkt p(z)n(z) kann in der Form des
verallgemeinerten Massenwirkungsgesetzes

n(z) p(x) = nj e (3.56)

geschrieben werden (zur Ubung zeigen).
Damit lésst sich zeigen (zur Ubung), dass der Nettorekombinationsstrom
bei Sperrpolung

eAn;

[rg(U < 0) = —lpg5 = —
Teff

wRLz(U) (357)

nyTp + P1Tn
L

(3.58)

mit 7epp =

ist. Er steigt also proportional mit der Diodenfliche A und der Weite der
RLZ an. Durch die quadratische Abhéngigkeit von n; weist der Nettore-
kombinationsstrom auch eine Temperaturabhéngigkeit auf.

Die Spannungsabhingigkeit des Stroms wird iiber die Spannungs-

abhéngigkeit der Raumladungsweite gesteuert.

Fiir Flusspolung ergibt sich nach einer Naherungsrechnung (vgl. Anhang A)
ein Ausdruck, der mit dem Nettorekombinationsstrom fiir Sperrpolung nach
Gl. (3.57) zusammengefasst werden kann zu

Ly = Lgs (77 1) (3.59)

e An,;

Teff
Der Nettorekombinationsstrom besitzt demnach bei Flusspolung eine starke

mit 1,59 = wrrz(U) nach Gl (3.57) .

(exponentielle) Spannungsabhingigkeit.
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3.17 Minoritatstriagerstrome an den Rindern der
Raumladungszone

3.17.1 Differentialgleichung der Minorititstrigerverteilung in
den Bahngebieten

Der Strom durch den p-n-Ubergang setzt sich nach Gl. (3.48) aus dem im vor-
angegangenen Kapitel berechneten Nettorekombinationsstrom /,;, und den
im Folgenden berechneten Diffusionsstromen der Minoritédtstrager an den
beiden Réndern der RLZ zusammen.

Zur Berechnung verwenden wir die Transportgleichungen (2.248) und (2.249)
des DDM’s. Bei vernachléssigbarem Driftstrom der Minoritatstrager (wegen
E =~ 0 in den Bahngebieten) vereinfachen sich diese fiir einen Querschnitt A
durch den der Strom fliefit zu

I.(x) =eAD, d?g(x) (Elektronenstrom in B,), (3.60)
T
d
I,(z) =—eAD, pdn_(x) (Locherstrom in By,). (3.61)
T

Die Anderung der Stréme iiber den Ort wird durch die Kontinuitéitsgleichun-
gen des DMM’s (2.250), (2.251) bestimmt

dl,(x) np(x) — Np, .
ek eAR(z) =e A0 - P in B, (3.62)
dl —
(T) —c AR(z) = —eA]M in B, (3.63)
dz Tp

Fiir die Gleichgewichtsdichten darin wird aufgrund der Rechteckprofil-Néhe-
rung keine Ortsabhéngigkeit angenommen. Die Nettorekombinationsraten
R(x) (unterschiedlich fiir die beiden Strome in B, und B,) werden dar-
in durch das einfache Rekombinationsmodell fiir schwache Abweichungen
von der Gleichgewichtskonzentration beschrieben. Die Diffusionsstréme nach
Gl. (3.60), (3.61) miissen der Kontinuitatsgleichung gehorchen. D.h. deren
Ableitung muss Gl. (3.62), (3.63) erfiillen. Daraus folgt durch Gleichsetzen

2 —
eAD,” Z;gm) - MM in B, (3.64)
2 _
_eap, @) @) =P (3.65)

P dx? Tp
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Mit der Definition der Diffusionsléngen fiir Elektronen und Locher
L, =+1.D, , (3.66)
L, =+/17,D, , (3.67)

deren Bedeutung uns anhand der nachfolgenden Losung klar wird, ergeben
sich aus Gl. (3.64), (3.65) die Differentialgleichungen

d*ny(z) _ ny(@) — npg

= /in B, (3.68)
d2pn(x) pn(x) — Png

= in B,. 3.69

da? " (3.69)

Mit ihnen lasst sich die Verteilung der Minorititstrager in den Bahngebie-
ten berechnen. Dazu bendtigen wir noch die im néchsten Kapitel definierten
Randbedingungen.

3.18 Annahmen und Randbedingungen

Die Minoritétstrédger werden an den Réndern der RLZ in die Bahngebie-
te in Abhéngigkeit der von auflen angelegten Spannung injiziert. Die Mino-

ritdtstragerdichte an den Randern hatten wir bereits in Form der Boltzmann-
Randbedingung in Gl. (3.43), (3.44) berechnet

np(Tp) = Mg evr (3.70)
U

Darin sind die Gleichgewichtsdichten n,,, p,, iiber die gesamten Bahngebiete
wegen der Rechteckprofil-Ndherung konstant.

Auf der anderen Seite der Bahngebiete, an den Kontakten, nehmen
wir eine idealisierte, unendlich hohe Rekombinationsgeschwindigkeit an.
Dies ist gerechtfertigt, da die Rekombinationsgeschwindigkeit durch die
Anwesenheit eines Kontaktmaterials stark erhoht ist. Dies wird zusétzlich
dadurch unterstiitzt, dass die Rekombination an Oberflichen (Kontakt) und
Grenzflachen in der Regel hoher ist.

Durch diese Annahme existiert an den Kontakten keine Abweichung von
der Gleichgewichtsdichte, da diese unmittelbar durch Nettorekombination
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verschwinden. An den Kontakten muss daher die Minoritédtstrigerdichte auf
den Wert der Gleichgewichtsdichten abgeklungen sein

np(—wp) = 1, (3.72)
Pu(Wn) = Png (3.73

Dies gilt sowohl fiir die kurze Diode als auch fiir die lange Diode, bei der sich
diese Randbedingung definitionsgeméfl ohnehin aufgrund der Rekombination
itber die Lénge der Bahngebiete eingestellt hat. Anhand dieser Randbedin-
gung lésst sich ein prinzipieller Verlauf der Minoritatstragerverteilung in den
Bahngebieten wie z.B. in Abb 3.12 zeichnen.

Abb. 3.12: Konzentration der Minoritatstrager in den Bahngebieten des

p-n-Ubergangs fiir den Fall einer langen Diode (gestrichelt, Kontakte bei

w,, w;,) und einer kurzen Diode (durchgezogen, Kontakte bei w,, wy,).

3.19 Berechnung der Minorititstrager-Diffusions-
strome
Um die Minoritatstrager-Diffusionsstrome zu erhalten sind zuerst die Mi-

noritatstriagerverteilungen in den Bahngebieten zu ermitteln. Dazu sind die
Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus Gl. (3.68), (3.69)

d*ny () _ np(x) — 1,
dx? L2

dzpn(x) _ pn(-r) — Png
de? L2

,in B, (3.74)

,in B, (3.75)
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fiir das p- bzw. n-Bahngebiet mit den Randbedingungen aus Gl. (3.70)-(3.73)

np(Tp) = N, eUr (3.76)
np(wp) = 1y (3.77)
Pu(0) = Pug €77 (3.78)
Pu(—wn) = Png (3.79)

zu l6sen.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist bekannt und hat z.B. fiir
die Elektronendichte im p-Bahngebiet die Form

ny(r) = A+ Be™ (3.80)

Die Locherdichte im n-Bahngebiet besitzt die gleiche Form. Anstatt bei-
de Bahngebiete hier parallel zu behandeln wird im Folgenden nur das p-
Bahngebiet betrachtet. Die Losung fiir das n-Bahngebiet ergibt sich dann
einfach durch Substitution der Grofien des p-Gebiets durch die des n-Gebiets.
Einsetzen der allgemeinen Losung nach Gl. (3.80) in die Differentialgleichung
(3.74) ergibt wegen der beiden Losungen b = =L ! die Losungsfunktion

ny(z) = n,, + Beln +Celn . (3.81)

Hieraus wird die Bedeutung der Diffusionslédngen L,,, L, nach Gl. (3.66) und
(3.67) klar, die den Abfall der Minoritatstragerdichte iiber dem Ort bestim-
men (&hnlich einer Zeitkonstante). Die Konstanten B und C' werden {iber
die Randbedingungen (3.76), (3.77) durch Einsetzen in Gl. (3.81) bestimmt.
Nach einfacher und kurzer Rechnung (gut zum Uben) ergibt sich die Mino-
ritdtstragerdichte im p-Bahngebiet

sinh (M)
Ny () = Mo + Mo (€77 — 1) —2 L
sinh (—w”;x”)

n

(3.82)

Durch Differentiation ergibt sich tiber Gl. (3.60) der Elektronenstrom im
p-Bahngebiet

Wp+T
d 1 U cosh ( - )
I,(x)=eAD, (@) = —eAD,n,, (eUUT —1) R

dz Ln sinh (wp+xp>

Ly

(3.83)
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und an der Stelle z = z,

D U
I(xy) = e ATy, (e7r — 1) coth (“’%—W> (3.84)

Durch Substitution n,, — prn,, =W, — Wy, T, — T, —€¢ — €, L, — Ly,
D,, — D, ergibt sich aus Gl. (3.82) die Locherdichte im n-Bahngebiet

; (wn—z)
s sinh ~—¢
pn(SU) - pno +pn0 (eUT — 1) Tp) y (385)
sin n—Ln

sowie aus Gl. (3.84) der Locherstrom im n-Bahngebiet an der Stelle x = z,,,
wobei zusétzlich das negative Vorzeichen des Locher-Gradienten aus dem
DDM beriicksichtigt werden muss

I(z,) = eA L g (€ Ur 1) coth (w" _ x”) : (3.86)
Ly Ly
Zur Abkiirzung fithren wir die Linge der Bahngebiete
d, — T (3.87)
d, ( Wy — Tp) (3.88)

ein, die immer positive Werte besitzen.

3.20 Gesamtstrom des p-n-Ubergangs

Mit Gl. (3.84), (3.86) und den Langen der Bahngebiete d,,, d, nach Gl. (3.87)
und (3.88) lassen sich, unter Beriicksichtigung, dass der coth eine ungera-
de Funktion ist, Locher- und Elektronenminoritatstragerstrom zum Gesamt-
strom des p-n-Ubergangs entsprechend Gl. (3.45) zusammenfassen.

I'=1T,(zp) + Ip(zn) + Iy
D, d, D, d, U
—eA <np0 I coth L_ + Pno 7 L, P coth L—p) (et — 1)+ I, (3.89)
I

Wir definieren den Sittigungsstrom Ig des p-n-Ubergangs

D, d, D d,
Is:=€eA <np0 I coth (Ln> +pnoL_: coth (L_p)) (3.90)
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mit dem sich der Gesamtstrom schreiben lasst

[=1Is(e"r —1)+1, . (3.91)
Fiir den Nettorekombinationsstrom lésst sich die Ndherung nach Gl. (3.59)
einsetzen
[=1Is(eVr — 1)+ Ly, (€27 —1) (3.92)
A
mit Iy = ——n; . (3.93)
Teff

Aufgrund der unterschiedlichen Exponenten der e-Funkion lassen sich die
beiden Summanden nur in Form eines interpolierten Ausdrucks der Form

[ =1, (U)(emor —1) (3.94)

zusammenfassen. Darin sind 1<m(U)<2 und I,,(U) so zu wahlen, dass sich
eine moglichst gute Anpassung an die Originalfunktion (3.92) ergibt.

Abb. 3.13 zeigt den Verlauf des Gesamtstroms des p-n-Ubergangs nach
Gl. (3.92) bei Fluss- und Sperrpolung. Zusétzlich ist auch der idealisierte Ver-
lauf ohne Beriicksichtigung des Nettorekombinationsstroms in der RLZ ein-
gezeichnet (I,, s = 0). Die Spannung in Flussrichtung ist in die verschiedenen
Bereiche (a) bis (d) unterteilt, in denen der Interpolationsfaktor m entspre-
chend der Bildunterschrift gewéhlt werden muss, wenn mit der Néherungs-
gleichung (3.94) gearbeitet wird. Da I, s~n; aber I;~n? ist der Beitrag des
Rekombinationsstroms in Gl. (3.92) bei Materialien mit groem n; (Ge) ver-
nachléssigbar. Fiir Materialien mit kleinem n; wie Si gilt [,, s = (10%...10%) I,
so dass fiir U <0 der Gesamtstrom durch den Nettorekombinationsstrom in
Form des zweiten Terms in Gl. (3.92) bestimmt wird. Dieser Term ist auch
noch im Bereich 0<U <7 Ur dominant.

Fiir U>10 Uy ist die der vorangegangenen Rechnung zugrunde liegenden An-
nahme der geringen Abweichung der Ladungstragerdichten von den Gleich-
gewichtswerten nicht mehr erfiillt. Die Minoritétstriagerdichte in den Bahnge-
bieten ist dann nicht mehr vernachléssigbar gegeniiber der Dichte der Majo-
ritdtstrager, wodurch die verwendeten Naherungen n, = Np, p, = N4 nicht
mehr gelten. Eine analytische Berechnung der Kennlinie ist dann nicht mehr
moglich.

Fiir den Gesamtstrom bei grofen Abweichungen von den Gleichgewichtswer-
ten gilt dann (ohne Beweis) die Proportionalitét

U

I ~ er, (3.95)
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)

U
~e?Yr (Hochstrom-
bereich)

u
~e Ur (Diffusions—
strdme dominant)

U
~e2Ur (Nettorekomb.
U i.d.RLZ dominiert)

D

\

- 0 g
Sperrbereich |~ FluBbereich 02 04 06 08 10 Y

Abb. 3.13: Gleichstromkennlinien von p-n-Ubergéngen. Links: Kennlinie,
wie sie sich aus den Berechnungen aus dem Skript ergibt. Tatséchlich ist Ig
im Sperrbereich nicht konstant, sondern wéchst aufgrund der
Spannungsabhéingigkeit der RLZ-Weite in Richtung negativer Strome an.
Der Hochstrombereich geht aufgrund von Spannungsabféllen in den
Bahngebieten in einen ~ U? Verlauf iiber. Rechts: Kennlinien realer Si-
und Ge-Dioden. Fiir den praktischen Gebrauch kann der exponentielle
Verlauf naherungsweise mit Geradenabschnitten und einer Knickspannung
Ur(< Up) angendhert werden.

so dass Gl (3.94) mit m = 2 angenommen werden kann. Zusitzlich ist
die Wirkung der Bahnwiderstédnde zu beriicksichtigen durch die bei hohen
Stromen ein Spannungsabfall in den Bahngebieten entsteht.

Aufgrund der Ahnlichkeiten der Kennlinienverldufe wird in den meis-
ten einfachen Dioden- und Transistormodellen (z.B. Gummel-Poon), die
auch in Schaltungs-Simulationsprogrammen wie z.B. SPICE eingesetzt wer-
den, ein idealisierter Kennlinienverlauf entsprechend Gl. (3.94) angenommen.
In der in SPICE verwendeten Nomenklatur lautet Gl. (3.94)

[=1Ig(emr — 1) (3.96)

Is und n werden darin so gewéhlt, dass sie die bestmogliche Anpassung an
die realen Kennlinienverldufe erzielen. Diese Anpassung der Parameter wird
auch als ,fitting“ bezeichnet. Beachten: Ig in Gl. (3.96) ist in der Regel
nicht identisch mit dem in Gl. (3.90) definierten Sattigungsstrom sondern
besitzt nur aufgrund der im SPICE Gummel-Poon Modell verwendeten
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Nomenklatur die gleiche Bezeichnung. n liegt dabei in der Regel zwischen
1...2. Zur Vereinfachung von Uberlegungen und Rechnungen werden wir in
Zukunft meist mit n = 1 arbeiten.

3.21 Naé&herung fiir kurze und lange Diode

Fiir den Séttigungsstrom /g nach Gl. (3.90) kénnen, je nachdem ob die Diffu-
sionslédngen der Minoritatstrager sehr viel grofler oder kleiner als die Langen
d,, und d, der Bahngebiete sind, die folgenden Né&herungen gemacht werden:

e Kurze Diode: d, < L,, d, < L, (3.97)

Dann gilt wegen coth x &~ % firr <1

D, d D d,
IS =cA (npOL_n COthL—I; "‘pnoL_: coth L_p> s

Dy, D D, D
[S ~ eA (npod— +pn0d—p> ~ eA <Tlp0— +pn0_p) . (398)
D n

wp W,

Meist ist, wie im zweiten Schritt Gl. (3.98) berticksichtigt, die Sperr-
schichtweite vernachlédssigbar gegeniiber der Weite der Bahngebiete und
2 2

es gilt dann wegen d, ~ w,, d, & w, und mit ny, = g, pPoy = 3
D D
Is ~eAn? - L . 3.99
S e AN <prA+wnND) ( )

e Lange Diode: d, > L,, d,> L,. (3.100)

Dann gilt wegen cothx ~ 1 fiir x > 1

D D

Is~eA (npOL—” +pn0L—p> (3.101)
n D

und wegen L = 7,D,, und L = 7,D,, aus Gl. (3.66) und (3.67) auch

L, L
]S ~eA <TLPOE -I—pnOT—:) (3102)
L L
~eAn? z r 3.103
eAn; (NATn + NDTp) ( )
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3.22 Verlauf der Quasi-Ferminiveaus

Mit Hilfe der Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel konnen wir direkt den
Verlauf der Quasi-Ferminiveaus zeichnen. Wir betrachten hier den Fall der

Flusspolung und unterscheiden dabei die drei Gebiete mit unterschiedlicher

Teilchendichte und Transportvorgéangen.

1.

Neutrale Bahngebiete
Bei einer langen Diode sind in ausreichend weitem Abstand von den

Diffusionszonen die Bahngebiete bis zu den Kontakten bei w, und w,
neutral. Den Spannungsabfall, und damit auch die Feldstérke {iber die
Bahngebiete, haben wir als vernachlassigbar angenommen. Daher fal-
len wie in Abb. 3.14 in diesen dufleren Bereichen die beiden Quasi-
Ferminiveaus mit dem Ferminiveau bei thermodynamischen Gleichge-
wicht zusammen.

We | 1 1 1
W|:n ] 3 WC
| T P " Wey =W,
RV SRS A P 27 |
Wr, =W, W ‘
W s s
| | 1 W,
Wy Xp Xn Wy

Abb. 3.14: Verlauf der Quasi-Ferminiveaus bei einer (langen) Diode mit

Flusspolung (Wg, > Wg,).

Bei einer kurzen Diode erzwingt die Randbedingung n,(w,) = n,, und
Pn(Wy) = pry, aufgrund der Annahme einer beliebig schnellen Rekom-
bination an den Kontakten, das Zusammenfallen der Ferminiveaus zu-
mindest an den Kontaktstellen.

. Diffusionszonen in den Bahngebieten

In den Diffusionszonen ergeben sich die bereits in Kap. 2.25 ermittelten
Verldufe. Danach verlduft das Quasi-Ferminiveau der jeweiligen Majo-

ritdtstriger aufgrund ihrer hohen Dichte konstant (Steigung ~ 52—).
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Die Steigung des Quasi-Ferminiveaus der Minoritétstrager ist propo-
tional 242 fiir Elektronen, mit n(z) nach Gl. (3.82). Fiir Locher ist
die entsprechenden Gleichung (3.85) zu verwenden. Es ergeben sich die
Verldufe in Abb. 3.14. 4

3. Raumladungszone (Sperrschicht)

In der Raumladungszone konnen wir den Verlauf der Quasi-
Ferminiveaus iiber Gleichsetzen der beiden identischen Darstellun-
gen der Ladungstriagerdichten nach Gl. (3.31), (3.32) mit Gl. (2.228),
(2.229) ermitteln, dabei ist zu berticksichtigen, dass aufgrund der von
auflen an die Diode gelegten Spannung, Up durch die iiber der Raum-
ladungszone liegende Spannung Ugy, ausgetauscht werden muss.
Nach kurzer Rechnung (zur Ubung) ergibt sich

dWg,
dx

dWrg,
dx

=0, =0, (3.104)
d.h. die Quasi-Ferminiveaus verlaufen wie in Abb. 3.14 gezeigt hori-
zontal in der Raumladungsszone. Aufgrund der Bandverbiegung von
Leitungs- und Valenzband spiegelt dies die uns schon bekannte Tatsa-
che wieder, dass die Ladungstrigerdichten mit wachsender Entfernung
zu dem jeweiligen Bahngebiet in dem die Ladungstriager Majoritéten
sind abnehmen.

3.23 Temperaturabhingigkeit des Diodenstroms

Wir verwenden zur Bestimmung des Temperaturkoeffizienten des Dioden-
stroms die aufwendige Beziechung ohne Interpolation nach (3.92).

Dieser erlaubt es uns, zwischen dem bei Sperrpolung dominanten Beitrag des
Rekombinationsstroms /,, und dem Beitrag des Diffusionsstroms in Form des
Sattigungsstroms Ig zu unterscheiden. Der Diodenstrom ergibt sich demnach
aus

[=1Ig(eVr —1) + Ly, (%7 — 1), (3.105)
mit

Is=eAni-C (3.106)

24Streng genommen gilt der so ermittelte Verlauf der Quasi-Ferminiveaus aufgrund der
Giiltigkeit von Gl. (3.82), (3.85) auch in dem Bereich der neutralen Bahngebiete nach 1.
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nach Gl (3.99) bzw. (3.103), wobei C fiir den jeweiligen Klammerausdruck
in den bei Gleichungen (3.99) bzw. (3.103) fiir die kurze bzw. lange Diode
steht.

Fiir I, s verwenden wir aus Gl. (3.59)

A
Lrys = eAwrz(U) - (3.107)

Teff
Der Diodenstrom besitzt aufler der direkten Temperaturabhéngigkeit iiber
Ur = L in den Ausdriicken I5(T) und I,44(T) noch weitere implizite Tem-
peraturabhéngigeiten in Form von n,;(T), C(T), T.¢(T) und wgz(T).
Zur Vereinfachung wollen wir aufgrund der starken Temperaturabhéngigkeit
von n; nach Gl. (2.36)

3 —wy
ni(T) = aT 2 ezt (3.108)
die Temperaturabhéngigkeiten von C(T), 7ef¢(T") und wgrz(T") vernachléssi-
gen. Eine ausfiihrliche Rechnung, die den Giiltigkeitsbereich dieser Annahme
zeigt, findet sich z.B. in [Moschwitzer, Lunze].
Aufgrund der impliziten Temperaturabhéngigkeit wenden wir die Kettenre-
gel auf Gl. (3.105) an und erhalten

dl  0I dUp 0I dlg oI dl,gs

il 3.109
dT ~0Up dT ' alsdT = al,,, dT (3.109)
U U U v | Ur
= |:[S <_U_721) elr +Irg,s (_ﬁ> €2UT:| . ?
r d[s U dlrgs
U, _ = 2U. _ )
e 1]dT+[eT 1] aT
U u U v
——_ |7 U 1., ,———e?0 3.110
T T e, T} (3.110)
U dIs dn; U dl dn;
U - 1] (A [ 20, o 1] 79,8 . T
e g ar T dn;  dT
Wir bestimmen die einzelnen darin enthaltenen Terme.
Aus Gl. (3.106) folgt
Ig Ig
— 9 An,C =28 3.111
dni can n; ( )
und aus Gl. (3.107) folgt
dIT S IT' S
798 198 (3‘112)

d n; n;
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Fiir den Temperaturkoeffizienten von n; folgt nach kurzer einfacher Rechnung

aus Gl. (3.108)
dni n; 3 Wg n; Ug
== |+ =] === — A1
aT T (2 * 2k:T> 2T (‘(3+ UT) (3:113)

mit der Bandabstandsspannung

Uy = —

W (3.114)
(&

Einsetzen der zuvor bestimmten Terme nach Gl. (3.111), (3.112), (3.113) in
Gl (3.110) liefert den gesuchten Temperaturkoeffizienten des Diodenstroms

dI U U I U
—_— = — Jee U 95 . 2U
qT T-UT(SG T+ 9 e 2Ur
+2I(Ul 1)+1(% 1) ! 3+U9
elr — ro.sl€2Vr — e — | .
s g 2T Ur
(3.115)

U
Bei Flusspolung der Diode (I := Ip) mit Up > Ur gilt ¢20r > 1 und
Gl. (3.115) kann zusammengefasst werden zu

dIr v ] U U 1 U,
22— [ JceT 9,8 320 _ — _9 11
T (SeT+ 5 ¢ T>< T-UT+T(3+UT>) (3.116)

v I.s v \1 U,—-U,
= (ISQUTﬁ—%eQUT)?(?)—FgU—TF) . (3117)

Bei Sperrpolung der Diode (I := Ig) mit U <« Ur gilt ¥t < 1 und
Gl. (3.115) kann vereinfacht werden zu

dlr I 1 U,
2 —_ |7 rgs | -9 ) 11
qT <s+ 5 )T(3+UT) (3.118)

Wird mit dem vereinfachten Ausdruck nach Gl. (3.96) (z.B. in SPICE) gear-
beitet ergibt sich im Flussbereich mit einem geeignet gewéhlten Is (ungleich
dem in Gl (3.117) und (3.118))

dlIp v 1 U,—Ur
= —Jo.enUr . — -9 -~ 11
dT S en-T T (3 + UT ) (3 9)
und im Sperrbereich

dIn 1 U,
bl “a ) 1
=I5 7 <3+ UT) (3.120)
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3.24 Stationire Ladungssteuerung
3.24.1 Gespeicherte Minoritédtstrager

Wir haben bereits ermittelt, dass ein Stromfluss der Diode in Flussrichtung
dadurch entsteht, dass die Minorititstrager-Randkonzentration gegeniiber
den Gleichgewichtsdichten um e% erhoht wird. In den Bahngebieten klingt
die Minoritétstragerdichte gemafl Gl. (3.82) ab. Wir wollen im Folgenden ei-
ne einfache Beziehung herleiten, die den Stromfluss in Abhéngigkeit der, in
den Bahngebieten vorhandenen (man sagt auch gespeicherten) iiberschiissi-
gen Minoritatstragerladungen AQ beschreibt.

Wir betrachten dazu exemplarisch die gespeicherten Minoritéatstriger (Elek-
tronen) im p-Bahngebiet entsprechend Abb. 3.15 und schliefen von dem Er-
gebnis auf die entsprechende Beziehung der Minoritatstrager (Locher) im n-
Bahngebiet. Die Elektroneniiberschussladung AQ, im p-Bahngebiet ergibt

A
A " LY,
Np(X)— A Npo€ ' o Np(X)— 4 Npo€
1 U
SN(e T-1w,
-~ Npo o N [~ Moo
.
T | f
- W Xp (= 0) X W Xp (=0) X

Abb. 3.15: Verlauf der Elektronendichte (Minoritétstriger) im
p-Bahngebiet. Links: Lange Diode mit w, > L,. Rechts: kurze Diode
(w, < L,) mit Diffusionsdreieck.

sich durch Integration von n,(z) — n,, aus GL.(3.82) vom Rand der Sperr-
schicht bei x,, zum Kontakt bei —w,

AQ, =—eA / (ny(x) —ny, ) d (3.121)
U 7 sinh(“2+%)
= —eAny, (et — 1) / i dr (3.122)
sinh (=)
U 1 — cosh(“zt)
=eAny, (1 —1) Ly —— " (3.123)
sinh(=2—2)
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Fir w, > —x,, d.h. w, + z, = w, lasst sich wieder die Fallunterscheidung
zwischen kurzer und langer Diode durchfiihren:

1. kurze Diode (w, < L,,)

Hier ist mit cosh(e) &~ 1 + % und sinh(e) = ¢ fiir |¢] < 1

Yo

AQ, ~ —eAny (efr — 1) > (3.124)

Aufgrund der kurzen Lénge kann hier der exponentielle Verlauf durch
eine Gerade angendhert werden, wodurch sich das in Abb. 3.15 rechts
gezeigte Diffusionsdreieck ergibt. Sein Flacheninhalt multipliziert mit
der Elektronenladung und dem Diodenquerschnitt A (y-z-Ebene) ergibt
die in dem Bahngebiet der kurzen Diode gespeicherte Minoritétstréager-
ladung.

2. lange Diode (w, > L,)

Hier ist wegen 1 — cosh(72) ~ —cosh(32) und tanh(32) ~ 1
AQ, = —eAny (et —1) L, (3.125)

3.24.2 Berechnung des Diodenstroms aus den gespeicherten La-
dungen

Der Diodenstrom setzt sich nach Gl. (3.89) zusammen aus
I = I,(z,) + LI(x,) + Ly . (3.126)

Wir betrachten den Beitrag der Elektronen nach Gl. (3.84) mit den Néhe-
rungen fiir die kurze und lange Diode. Der Beitrag der Locher ergibt sich
durch Substitution der entsprechenden Gréfien.

1. kurze Diode (w, < L)

Mit der Naherung tanh(;*) = 2 folgt fir w, + z, ~ w, aus

Gl. (3.84)

v
In(z,) ~ e ADynyg (e¥r — 1) — (3.127)

Wp
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Wir ersetzen darin die entsprechenden Terme durch die in der Diode
gespeicherte Minoritétstriagerladung nach Gl. (3.124) und erhalten

w2 TBn

(3.128)

mit 7g,, = O (Transitzeit) (3.129)
2D,
Da in der kurzen Diode alle Minoritédtstriager ohne Rekombination
durch das Bahngebiet flielen, ldsst sich der Strom in diesem Fall in-
terpretieren als die Uberschussladung AQ,,, die in der mittleren Zeit
Ten das Bahngebiet durchquert. 75, wird aus diesem Grund auch
Transitzeit der Elektronen genannt.

2. lange Diode (w, > L,)

Mit der Niherung tanh(72) ~ 1 folgt aus Gl. (3.84)

U 1
I(z,) ~ ¢ ADyny (€7 — 1) — (3.130)
und durch Substitution mit Gl. (3.125)
I(z,) = o (3.131)
L2
mit 7, = D—" nach Gl. (3.66) (3.132)

n

Da bei der langen Diode alle Uberschussladungen rekombinieren, ent-
spricht der Strom der Ladung der in der (mittleren) Lebensdauer re-
kombinierten Minoritédtstrager.

Vernachléssigen wir bei Flusspolung den Rekombinationsstrom in der Sperr-
schicht (1,4, = 0) so ergibt sich mit Gl. (3.128) und (3.131) der Gesamtstrom
der Diode zu

AQ, A
n p

Darin ist fiir 7,7 und 7, der jeweilige Ausdruck fiir die lange bzw. kurze Diode
einzusetzen (z.B. fiir 7;¥ Gl. (3.128) bzw. (3.132)). Der Strom durch die Diode
in Flussrichtung wird also durch die Uberschussladungen der Minoritéiten
in den Bahngebieten gesteuert. Der Elektronenstrom ist dabei direkt mit
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der entsprechenden Zeitkonstanten der Elektroneniiberschussladung im
p-Bahngebiet proportional. Entsprechendes gilt fiir den Locherstrom.

Mit anderen Worten bedeutet dies, dass solange eine Uberschussladung
existiert auch ein Strom durch die Diode flieft.

Betrachtet man dynamische Schaltvorgéinge der Diode besteht die Forderung
fiir ein schnelles Ausschalten der Diode (Ubergang von Fluss- in Sperrrich-
tung) darin, die in den Bahngebieten gespeicherten Uberschussladungen
in moglichst kurzer Zeit auszurdumen. Um diese Vorgénge richtig zu
beschreiben, reicht die vereinfachte Kontinuitédtsgleichung unseres DDM’s
nicht mehr aus, da sie nur den stationdren Fall erfasst. Fiir eine korrekte
Beschreibung muss daher die vollstdndige Kontinuitidtsgleichung mit dem
zeitabhéngigen Anteilen % und %—’Z verwendet werden.

Wir beschranken uns im Rahmen dieser Vorlesung jedoch auf die sta-
tiondre Betrachtung mit deren Hilfe auch die im Folgenden Kapitel
beschriebene Diffusionskapazitéit ermittelt werden kann.
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3.25 Diffusionskapazitit

Durch die Flusspolung der Diode werden hohe Uberschusskonzentrationen
(~ e%) von Minoritatstriagern in die Bahngebiete injiziert. Aufgrund der
Neutralisierung steigt die Majoritatstragerdichte durch Umordnung der Ma-
joritétstriger im gleichen MaBe, so dass (quasi) Neutralitdt herrscht. Mi-
noritéts- und Majoritatstrager dndern sich daher bei Variation des Dioden-
stroms gleichzeitig.

Die Variation des Diodenstroms wird durch Anderung der von au-
Ben an die Diode angelegten Spannung bewirkt. Fiir den Strom-
Spannungszusammenhang gilt nach Gl. (3.91) bei vernachlissigbarem Net-
torekombinationsstrom [, (Index F' fiir Flusspolung)

Ur

Ip = Ig(er —1). (3.134)

Aus der Theorie der stationdren Ladungssteuerung wissen wir, dass eine
Anderung des Diodenstroms gleichbedeutend ist, mit einer Anderung der
Minoritétstragerladungen in den Bahngebieten. Nach Gl. (3.133) gilt fiir den
Zusammenhang zwischen Ladungen und Strom

; % + % , kurze Diode (3.135)
= " 4 135
Ag" AT—ij , lange Diode

Wir fassen die gespeicherten Locher- und Elektronenladungen zusammen.
Fiir die gesamte Minoritatstréagerspeicherladung schreiben wir

AQ = AQ, + AQ, (3.136)
und fithren formal iiber eine Definitionsgleichung die gewichtete Zeitkonstan-
te 7r ein A A A

@ = @n + @ . (3.137)

TT 7';’; T;

Fiir die kurze Diode wird 7 auch als Transitzeit bezeichnet:
1 1 AQ, 1A
— = — ¢ — @ (3.138)

TT_Tn* AQ T AQ '

Bei Dioden und besonders bei p — n Ubergingen in Transistoren liegen meist
stark unterschiedliche Dotierungen vor. Damit vereinfacht sich 70 z.B. bei
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2

Np > Ny wegen nyy = ;—i > Ppo = ]:;D, woraus wegen Gl. (3.125) AQ, <
AQ, ~ AQ folgt, zu

’LU2 . . .
Ten = 572  (Transitzeit), kurze Diode

1 1
— = on (3.139)
T T, Ty = é—z , lange Diode

Fiir den Strom in Vorwirtsrichtung erhalten wir in diesem Fall mit der ge-
wichteten Zeitkonstanten anstelle von Gl. (3.135) den sehr einfachen Aus-

druck
L AQ

T

Ip (3.140)

der einen linearen Zusammenhang zwischen Flussstrom und gespeicherter
Minoritatstriagerladung in den Bahngebieten beschreibt.
Durch Gleichsetzen von Gl. (3.140) und (3.134) erhalten wir einen Zusam-
menhang zwischen der gespeicherten Ladung in den Bahngebieten und der
angelegten Flussspannung

Iolets —1) = 29 (3.141)

T

Die Anderung der Ladung dQ eines Zweipols bezogen auf die zur La-
dungsénderung gehorende Spannungséinderung an den Klemmen des Zwei-
pols wird als Kapazitit C' bezeichnet

_aQ
CdU
Durch Ableiten von Gl. (3.141) nach Up erhalten wir die in der Diode zu
einer Spannungsanderung dUr gehorende Ladungsénderung

Ig Ue 1 dAQ
— V7T = —

C: (3.142)

= 3.143
UT TT dU F ( )
Darin definieren wir den Differentialquotienten gemafl Gl. (3.142) als die
Diffusionskapazitét
dAQ Is Ur
Cy:= =Tr —eY 3.144
d dUp Tr Ur e r ( )

Fiir die in den meisten Féllen erfiillte Naherung Up > Ur gilt

U U

Ip=Is(ePr — 1) ~ Igelr (3.145)
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wodurch fiir Cy auch geschrieben werden kann
Cyg=1r—. (3.146)
Das ist ein sehr wichtiger Zusammenhang, der auch beim Bipolar-Transistor

auftritt. Wir wollen mit Hilfe von Abb. 3.16 am Beispiel der kurzen Diode
mit Np > N, die Bedeutung verdeutlichen.

A

dAQn = dAQ ——npe Ur ol g
Ug-dUg
npe U R
le- Al {=-msmmmmmmmmnmees
777777777777777777777777777777777 Npo
_— X, =0 X Ue-dU [ We+dUe U

Ur

Abb. 3.16: Links: Anderung der Minoritétstriger-Uberschussladung dAQ,,
bei Anderung der Flussspannung um dUp. Wegen Np > N, gilt AQ, =0
wodurch AQ =~ Q,,. Rechts: Zugehorige quasistatische Diodenkennlinie.

Bei einer Flussspannung Up soll durch die Diode ein Flussstrom [ flie-
Ben. Die Diffusionskapazitét besitzt dann den Wert C; nach Gl. (3.146). Bei
kleinen Anderungen dUp < Uy der Flussspannung, fiir die weiterhin stati-
ondrer Zustand gilt, ist dann die Diffusionskapazitit Cy wirksam. Die in ihr
gespeicherten Ladungen miissen durch den Flussstrom auf- bzw. abgebaut
werden. Je kleiner die Diffusionskapazitiat umso kleiner die gespeicherte Mi-
noritétstragerladung und umso schneller erfolgt die Umladung.

Das Spannungs-Strompaar Ugp, [r um das die kleine Auslenkung um dUp
bzw. dIr erfolgt, wird als der Arbeitspunkt der Diode bezeichnet. Wegen der
kleinen Aussteuerungen um den Arbeitspunkt wird das aussteuernde Signal
dUp, dIr auch als Kleinsignalaussteuerung bezeichnet. Die Kleinsignalaus-

steuerung ist solange giiltig, wie die Abweichungen von dem Arbeitspunkt
durch die im Arbeitspunkt ermittelte Diffusionskapazitit C,; als Mittelwert
richtig beschrieben werden.

Die Grenzen der stationdren Naherung liegen dort, wo die Ladungsénderung
nicht mehr als Differenz zweier Uberschussladungen im stationsren Fall wie
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in Abb. 3.16 links ermittelt werden konnen. Bei schnellen Anderungen ist zu
beriicksichtigen, dass die Anderung der Uberschussladung an der Grenze der
Raumladungszone beginnt und sich von dort in die Bahngebiete fortsetzt.
Dadurch ergeben sich z.B. die in Abb. 3.17 gezeigten Verlaufe der Elektronen-
ladung, wie sie als Losung der vollstédndigen Kontinuitatsgleichung ermittelt
werden konnen. Der dargestellte Fall zeigt

Np(X)

Y

Abb. 3.17: Verlauf der Minoritétstrigerdichte bei nicht stationdrem Abbau
des Ladungsiiberschusses in (1). Kurve (2) kann als Kleinsignalaussteuerung
bei Annahme des Abeitspunktes in (1) interpretiert werden (vgl. Abb.
3.16). Grofisignalaussteuerung liegt bei Kurven (3) und (4) vor, wenn der
Ausgangspunkt der Aussteuerung in (1) liegt.

mit den Verldufen (3) und (4) auch den Fall der Grofisignalaussteuerung, fiir
den eine bei einem Arbeitspunkt in (1) ermittelte Diffusionskapazitét nicht
mehr giiltig ist.

3.26 Sperrschichtkapazitit

Wir haben bereits in Kapitel 3.9 gesehen, dass in der Raumladungszone der
p-n Diode zwei gleich grofle Raumladungen entgegengesetzter Polaritdt vor-
handen sind, die sich aufgrund der Neutralitdtsbedingung nach Gl. (3.10)

—Nyx, = Npx, (3.147)

kompensieren (Beachten: Der metallurgische Ubergang zwischen p- und n-
Gebiet liegt bei dieser Definition bei x = 0. Aufgrund der Wahl des Null-
punktes ist die z-Koordinate des links von x = 0 liegenden Gebietes negativ).
Unter Verwendung der Rechteck-Profil Ndherung nach Gl. (3.5) ergaben sich
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daraus die Rénder der Raumladungszone nach Gl. (3.25) bei

2eUnis Na_ 1 N
a:n:\/ cURLZ A A (3.148)

¢ NpN.+tNp, PN,

Darin wird die extern an die Diode angelegte Spannung U entsprechend
Gl. (3.40) in
Uprz =Up =U (3.149)

beriicksichtigt. Danach verringert sich die Weite der Raumladungszone bei
angelegten Spannungen in Flussrichtung (U = Up > 0). Entsprechend
vergroflert sich die Weite bei Polung in Sperrrichtung.

Durch die Verschiebung der Rénder der Raumladungszone verdndert sich
auch die in der Raumladungszone befindende Ladung um den von der
Verschiebung betroffenen Anteil. Die Ladungsidnderung erfolgt also nur an
den Réndern der Raumladungszone. Da wir eine homogene Diode in y- und
z-Richtung voraussetzen, beinhaltet diese Anderung z.B. im n-Gebiet, wie in
Abb. 3.18 gezeigt, die in der Raumladungsweiten-Anderung dz,, enthaltene

Ladung
dQ, = —e Adx, Np. (3.150)
AQ
Q d
g Qe
Xp —» ﬂxn

A
|
<Y

dXp—>| |

pP.Na n,Np

Abb. 3.18: Anderung der Weite der Raumladungszone und damit
verbundene Ladungsénderung.

Mit @, bzw dQ), wird die positive Ladung aufgrund der ionisierten Dona-
toren bezeichnet. Entsprechend stehen @, und d@),, fiir negative Ladungen
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aufgrund ionisierter Akzeptoren.

Aufgrund der Neutralitdtsbedingung GIl. (3.147) erfolgt die gleiche La-
dungsénderung auch auf der p-Seite der Diode, wozu auf der Seite eine Wei-
tenénderung dx, = —%—Z’ dz,, notwendig ist. Wir verschieben also durch eine
Anderung der externen Spannung U um dU, zwei im Abstand wgrrz = ©,—,
befindende Platten mit der Fliche A um dx, bzw. dx,, und &ndern dabei die
sich auf* diesen Platten befindende Ladung um d@, (= —d@,). Wie bereits
bei der Diffusionskapazitdt ordnen wir der mit der Spannungsédnderung dU
verbundenen Ladungsénderung d@), eine Kapazitét

@y
dU

zu, die wir aufgrund ihrer Ursache mit Sperrschichtkapazitit bezeichnen.

C; = (3.151)

Aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen erwarten wir als Ergebnis fiir
C; einen Plattenkondensator mit einem Plattenabstand wgy .
Um C; zu berechnen leiten wir Gl. (3.148) nach U ab und erhalten

dﬂ:—\/ S (3.152)
dUu 2¢Urrz Np Nao+ Np
und damit iiber Gl. (3.150) die mit dU verdundene Ladungsédnderung

€ Ny 1
2%Ugrz Np Na+ Np
woraus sich mit der Definition nach Gl. (3.151) die Sperrschichtkapazitét

@, ge N4 Np
= %P _ 4y 154
Ci= \/2(UD—U) Nat Ny (3.154)

dQ, = e ANp dU \/ (3.153)

ergibt. Zwischen der Sperrschichtkapazitit und der externen Spannung be-
steht also ein nichtlinearer Zusammenhang. Zur Ubung sollten Sie einmal
versuchen zu zeigen, wie Gl. (3.154) in die Formel eines Plattenkondensators
mit C' = % iiberfithrt werden kann.

Aufgrund unserer einfachen Annahmen bei der Herleitung gilt Gl. (3.154)
nicht mehr, wenn U sich Up annédhert, wodurch wgrz sehr klein und die
Injektion von Ladungstriagern sehr gro wird. Aufwendigere Berechnungen
und Messungen zeigen das in Abb. 3.19 gezeigte Verhalten der Sperrschicht-
kapazitdt in Abhéngigkeit von der angelegten Spannung. Danach nimmt die

25Genauer miisste es ,in diesen Platten“ heifien, wenn den Platten die infinitesimalen
Dicken dzxy,, dz, zugeordnet sind. Da aber die Dicken sehr viel kleiner als x,, bzw. x,, sind
ist die Vorstellung einer diinnen Platte, auf der Ladungen sitzen, ebenfalls richtig.
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GU) A verlauf nach

Formel Skript

N

i\ __—realer Verlauf

./~ lineare Fortsetzung
(SPICE)

/

FeUp Up u
Abb. 3.19: Abhéngigkeit der Sperrschichtkapazitédt von der angelegten
Spannung.

Sperrschichtkapazitit bei Werten um Up zwar einen Maximalwert an, fallt
jedoch bei grofleren Werten wieder ab.

Im SPICE Gummel-Poon Modell fiir die Schaltungssimulation wird der Pol
bei Up dadurch umgangen und der reale Verlauf besser angendhert, indem
der Verlauf nach Gl. (3.154) ab einer Spannung F¢ - Up linear fortgesetzt
wird. F¢ ist daher ein Parameter des Dioden- und des Transistormodells der
je nach Charakteristik des C'(U) Verlaufs so gewahlt (fitting) wird, dass eine
bestmogliche Anpassung an den realen Verlauf in dem interessierenden Be-
reich um den Arbeitspunkt des Ubergangs stattfindet.

Gl. (3.154) kann auch durch Messung des C(U) Verlaufs dazu genutzt werden
um Dotierungskonzentration und Diffusionsspannung zu ermitteln.

3.27 Grofisignalersatzschaltbild

Wir haben zuvor die Diffusions- und Sperrschichtkapazitét als zwei stark vom
jeweiligen Arbeitspunkt der Diode abhéngige Groflen kennengelernt. Formal
konnen wir fiir den jeweiligen Arbeitspunkt beide Kapazitéten mit Gl. (3.146)
und (3.154) berechnen.

Fiir ein Grofsignalersatzschaltbild der Diode in Abb. 3.20 beriicksichtigen
wir die beiden Kapazitidten daher formal mit Cy(U) und C;(U). Dabei ist
U die an der Diode anliegende Spannung. Aufgrund der Leitfdhigkeit der
Bahngebiete sowie durch Kontakt - und Zuleitungswiderstédnde ist je nach
Erheblichkeit des Einflusses in der Anwendung noch ein zusétzlicher Serien-
widerstand R zu beriicksichtigen. Eine extern an der Diode angelegte Span-
nung U, ist dann um [ - R grofler als die eigentliche Spannung U an der
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Abb. 3.20: Grofisignalersatzschaltbild der p-n-Diode (links) und
quasistatische Kennlinie der eigentlichen Diode (rechts).

Diode. Die Diode selbst wird in diesem Grofisignalersatzschaltbild durch ih-
re Strom-Spannungsbeziechung nach Gl. (3.92) bzw. einfacher nach Gl. (3.94)
oder (3.96) beschrieben, wodurch sich die in Abb. (3.20) rechts gezeigte Kenn-
linie ergibt.

3.28 Kleinsignalleitwert

Wir haben mit der Diffusions- und der Sperrschichtkapazitét schon zwei Bau-
elemente kennengelernt, die die Eigenschaften des p-n-Ubergangs in einem
gewéhlten Arbeitspunkt (Wertepaar {Uy, Ip}) beschreiben. Bei kleinen Aus-
steuerungen um diesen Arbeitspunkt konnen diese Elemente als konstant
angenommen werden.

Wir wollen auch die eigentliche Diode in Abb. 3.20 durch ein lineares Bau-
element beschreiben, das bei kleinen Aussteuerungen um den Arbeitspunkt
konstant ist.

Dazu entwickeln wir die Kennlinie der Diode wie in Abb. 3.21 gezeigt, im
Arbeitspunkt ({Up, Io}) in eine Taylorreihe, die wir nach dem linearen Glied
abbrechen. Wir néhern damit also den Verlauf der Kennlinie um den Ar-
beitspunkt durch eine Gerade an, die die gleiche Steigung hat wie die Origi-
nalfunktion im Arbeitspunkt.

Fiir die Kennlinie der Diode wihlen wir Gl. (3.92).

I(U) = Is(e¥r — 1) + Lng,s(eﬁ —1) (3.155)



Kapitel 3: p-n-Ubergang 229

Abb. 3.21: Linearisierung der Diodenkennlinie um einen Arbeitspunkt

{Uo, Io}

Die Taylorreihe dieser Kennlinie bei einer Abweichung AU vom Arbeitspunkt

Uy lautet

dI(U)
du

1 21
[(Up+AU) = I(Up) + AU+ Z—ég) AU?+... (3.156)

U=Uy

U=Uy
Bei Abbruch nach dem ersten Glied ergibt sich als lieare Approximation der
Tangente im Arbeitspunkt

Ug

Is v I,, o
I(Us+ AU) = I(Ug) + | =2 eUr + 2122 205 | AU . (3.157)
Ur 2Ur

Die Differenz I(Uy + AU) — I(Uy) = AI (vgl. Abb. (3.21) ist die sich bei
linearer Approximation im Arbeitspunkt bei Uy einstellende Stroménderung
bei Anderung der Spannung um AU.

Lassen wir die Anderung infinitesimal klein werden, so erhalten wir den Dif-

ferentialquotienten
. (U +AU) - I(U) .. Al dl Is Do Igs Vo
g = i, AU U AT A A T
(3.158)

den wir als Kleinsignalleitwert g; bezeichnen.

Bei Flusspolung mit Uy ist der Nettorekombinationsstrom vernachlassigbar
(14,5 in Gl (3.158)) und es gilt mit

Yor Uor

IF(UOF) = 15(6W — 1) ~ ]S evr ., (3159)
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und fiir den Kleinsignalleitwert kann vereinfacht geschrieben werden

_ 1r(Uor)
Ur =

Der Kleinsignalleitwert ist also proportional dem Strom im Arbeitspunkt.

9a (3.160)

Aufgrund Ur ~ 25mV ergeben sich fiir Strome im mA-Bereich Leitwerte im
%-Bereich.

Beispiel: Eine Diode wird im Arbeitspunkt mit einem Strom von 27 mA

in Flussrichtung betrieben. Die Temperatur ist gerade so grof3, dass sich

ein Ur = 27 mV einstellt. Daraus ergibt sich ein Kleinsignalleitwert von
2TmA 1

1S=—.

94 % 5rmv 10

3.29 Kleinsignalersatzschaltbild
Mit den bisher ermittelten Grofien lédsst sich das in Abb. 3.22 dargestellte
Kleinsignalersatzschaltbild der Diode zeichnen. Die darin enthaltenen Gréfien

Al (dI)

R
AU

(dv)
94(V) m é Ca(V) —Lr Ci (V)

O
Abb. 3.22: Kleinsignalersatzschaltbild der p-n-Diode.

mit Ausnahme des Kontakt- und Bahnwiderstandes R héngen von dem
gewahlten Arbeitspunkt (Up) ab. Strome und Spannungen in diesem Er-
satzschaltbild entsprechen den, sich auf der linearen Approximation um den
Arbeitspunkt der spannungsabhéngigen Verldufe der Grofisignalelemente in
Abb. 3.20 ergebenden Anderungen.

Spannungen und Strome des Arbeitspunktes sind daher in der Kleinsignalbe-
trachtung in Abb. 3.22 nicht mehr enthalten. Sie bestimmen jedoch indirekt
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die Werte der darin enthaltenen Bauelemente. Fiir die Sperrschichtkapazitét
gilt nach Gl. (3.154)

ge NAND
; =A 161
Ciw) \/2 (Up —U) Na+ Np (3.161)

Fiir die Diffusionskapazitét bei Flusspolung mit U > Up gilt nach Gl. (3.146)

Ip(U
Co(Ur) =r F[(] r) (3.162)

T

mit Up
Ip(Up) ~ IgeTr (3.163)

Und fiir den Kleinsignalleitwert gilt mit Gl. (3.160) bei Flusspolung mit
Ur > Ur und mit Gl. (3.162)

Ir(Ur) _ Ca(Ur)

Ur T

gd(UF) =

(3.164)

3.30 Stoflionisation, Lawineneffekt

Die Ladungstriager in der Diode sind in der Raumladungszone einer ho-
hen Feldstédrke ausgesetzt. Zum Beispiel ergibt sich bei einer Sperrspannung
von 10V und wgpz = lpm eine Feldstidrke von 100kV/cm. Bei solch hohen
Feldstédrken nehmen die Ladungstrager in dem elektrischen Feld soviel Ener-
gie auf, dass sie bei einem Zusammensto3 mit dem Gitter ein Elektron aus
dem Gitter 16sen. Dabei wird dem herausgelosten Elektron die zur Ionisie-
rung notwendige Energie zugefiihrt. Fiir den Vorgang der Stromleitung steht
dann ein zusétzliches Elektron und das durch die Ionisierung vorhandene
Loch zur Verfiigung.

Abb. 3.23 zeigt schematisch diesen Vorgang, der sowohl durch ein Elektron
wie auch durch ein Loch verursacht werden kann.

Nach dem Stofl beschleunigen die freigewordenen Ladungstréiger in dem elek-
trischen Feld. Locher beschleunigen in Richtung des Feldes, Elektronen in
entgegengesetzter Richtung.

Beide erzeugten Ladungstrdger nehmen durch die Beschleunigung im Feld
Energie auf. Reicht diese Energie aus um bei einem erneuten Stoff mit dem
Gitter wieder ein (oder zwei) Elektron-Loch Paar(e) zu erzeugen, so kénnen
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Abb. 3.23: Schematische Darstellung der Stoflionisation in der
Raumladungszone.

auch diese neuen Ladungstriger an dem Paarbildungsprozess teilnehmen. Es
entsteht eine Ladungstrigerlawine, die dem Lawineneffekt den Namen gege-

ben hat. Durch den starken Anstieg freier Ladungstriager steigt die Leitfahig-
keit im selben Mafle und es kommt trotz der Sperrpolung zu einem plétzlich
einsetzenden Stromfluss.

Wir wollen diesen Vorgang mathematisch beschreiben. Dafiir benotigen wir
ein Modell fiir die Ladungstréigergeneration in der Sperrschicht. Hierzu wer-
den die Ionisationskoeffizienten a,, und «, eingefiihrt, die die mittlere Anzahl

von Stoflionisationen angeben, die ein Ladungstréiger langs eines Wegelemen-
tes dx erzielt. Aufgrund der vorangegangenen Erlduterungen ist verstéandlich,
dass a,, und o, stark feldabhéngig sind. Abb. 3.24 zeigt diese Abhéngigkeit
fiir Si, Ge und GaAs.

Zur Beschreibung der Verlaufe eignet sich z.B. folgendes Modell

E™

—| =K-|E" (3.165)

a = Qg E
0

Mit Hilfe der lonisationskoeffizienten kann fiir die Generationsrate g, der
durch Stofionisation erzeugten Elektron-Loch Paare ein einfaches mathema-
tisches Modell aufgestellt werden:

9s = gsn = Ggs, = QnNUD, + QpPUD, - (3.166)

Samtliche darin enthaltenen Groflen sind aufgrund der ortsabhingigen
Feldstédrke auch ortsabhéngig. Das Modell besagt, dass die an einem
Ort pro Zeiteinheit generierten Elektron-Loch Paare proportional der
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Abb. 3.24: Ionisationskoeffizienten «,, o, fiir Si, Ge und GaAs.

dort herrschenden Ladungstriigerdichte (n, p), der Geschwindigkeit?® der
stofenden Ladungstrdger und den Ionisationskoeffizienten sind. Da es
sich um Elektron-Loch Paare handelt sind die Generationsraten fiir beide
Ladungstrigerarten gleich.

Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir fiir die Ionisationskoeffizienten
einen geeigneten Mittelwert o an, wodurch aus Gl. (3.166)

gs = (nvp, +pvp,) a (3.167)

wird. Fiir den Mittelwert o kann z.B. fiir Si K = 1073V "cm® und m = 7
verwendet werden.

26Die Zahl der Paare, die ein Ladungstriger auf dem Weg dz erzeugt ist d proportional.
Betrachtet man diese Anzahl pro Zeitintervall dt (Generationsrate) so stellt Ccll—'f = vp die
Driftgeschwindigkeit dar.
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Mit der allgemeinen Formulierung fiir die (Feld)Stromdichte (vgl. Gl. (2.85))
J=e(nvp, +pup,) (3.168)

lasst sich Gl. (3.167) umformen, wobei zu beachten ist, dass die Stromfluss-
richtung aufgrund der Sperrpolung in negativer z-Richtung verlauft

1
gs=——al. (3.169)

e

Wir setzen diese Generationsrate in die Kontinuitédtsgleichung fiir Elektronen
(fiir Locher ergibt sich die gleiche Vorgehensweise) ein und beriicksichtigen
dabei noch den Anteil der SRH-Rekombination in der Sperrschicht mit Rgry.

dJ,

E:e-R:e(r—g):e(RSRH—gS):eRSRH+OzJ (3.170)
Darin wird der Elektronenstrom mit dem Gesamtstrom (Stromdichte J),
der durch die Raumladungszone fliefit, verkniipft. Da dieser ortsunabhéngig
konstant sein muss (Kontinuitidtsgleichung) ergibt eine Integration von

Gl. (3.170) iiber die Raumladungszone

In(T0) — Jn(zp) =€ /RSRH dx + J/ada:. (3.171)

Wir verwenden Strome anstelle der Stromdichten (Division durch A) und er-
setzen dabei das Integral der SRH-Rekombination durch den entsprechenden
Rekombinationsstrom 1., aus Gl. (3.54)

Tn

L(z,) — (In(xp) + Lg) = +1 /adx (3.172)

Tp

Die linke Seite ldsst sich umformen. Dazu verwenden wir Gl. (3.48), die uns
den Gesamtstrom durch die Diode angibt

Iro = L(x,) + Ly + L(,) (3.173)

Dies ist der (Sperr)Strom ohne die StoBionisation, denn wie man sich leicht
anhand von Abb. 3.23 verdeutlichen kann, sind I,(z,) und I,(z,) die in die
RLZ eintretenden Stréme, die noch nicht durch die Stolionisation vergrofiert

sind.
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Einsetzen der nach (I,,(z,)+1,4) umgestellten Gl. (3.173) in Gl. (3.172) liefert
unter der Berticksichtigung, dass I,,(z,) + I,(z,) = I der Gesamtstrom der
Diode mit Ladungstragermultiplikation (vgl. Abb.3.23) ist

Tn

und umgestellt
Iro
l=——F——=1Ipy-M 3.175
1— fmp” adz fo ( )
mit dem Multiplikationsfaktor
M= — (3.176)
T1— f;" adx '

P

Er beschreibt um wieviel der Diodenstrom aufgrund des Lawineneffektes
grofer als der Sperrstrom Iry ohne Ladungstragermultiplikation ist.
Fiir Igy gilt wegen U > Ur nach Gl. (3.92)

Iro = Is+ I (3.177)
Fiir
/ada: =1 = M- (3.178)

geht M und damit der Diodenstrom gegen oo. In der Praxis wird der Strom
schon allein durch vorhandene Serienwiderstdnde begrenzt. Da « definiert ist
als die mittlere Anzahl von Stoflionisationsvorgédngen die ein Ladungstriager
langs eines Weges dz erfihrt, ist die Forderung nach Gl. (3.178) identisch
mit der Aussage, dass im Mittel jeder Ladungstriger in der RLZ ein
Elektron-Loch Paar durch Stoflionisation erzeugt. Dies ist der Einsatz des
Lawineneffektes.

Ist der Wert der Spannung bei dem der Lawineneffekt einsetzt bekannt, kann
der Multiplikationsfaktor alternativ zu Gl. (3.176) auch beschrieben werden

durch
1
M=——_ (3.179)
1— U
Ubr
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wobei n eine empirisch zu ermittelnde Groéfle im Bereich 2 < n < 6 ist.
Die Grofle Uy, wird als Durchbruchspannung bezeichnet, das FEinsetzen
des Lawineneffektes mit Durchbruch. Ug ist die an die Diode angelegte

Sperrspannung.

Temperaturabhéngigkeit:

Die Wabhrscheinlichkeit, dass ein Ladungstrdger im elektrischen Feld
geniigend Energie fiir eine Stoflionisation aufnehmen kann, steigt mit der
mittleren freien Weglédnge. Bei kleinen freien Wegldngen geben die Ladungs-
trager durch Streuung an Phononen bereits Energie ab, so dass hohere
Feldstédrken notwendig sind um die notwendige kinetische Energie aufneh-
men zu konnen. Da die mittlere freie Weglénge mit steigender Temperatur
abnimmt, sind hohere Feldstéarken fiir den Durchbruch notwendig. Fiir den
Einsatz der Diode als Bauelement bedeutet dies, dass bei hoheren Tempera-
turen der Durchbruch erst bei héheren Durchbruchspannungen Uy, erfolgt.
Der Lawinendurchbruch hat also einen positiven Temperaturkoeffizienten
(TK).

3.31 Tunnel-Effekt (Zener-Effekt)

Der Stromfluss iiber den p-n-Ubergang infolge des Tunneleffekts wird auch
Zener-Effekt genannt. Zum Verstdndnis dieses Effekts betrachten wir das
Bindermodell des p-n-Ubergangs. Das elektrische Feld in der Raumladungs-
zone mit B(zr) = —2%2 bewirkt dort eine Bandverbiegung um —e - ¢(z) mit
dem Maximalwert —e (Up — U) zwischen den Réndern der Diffusionszo-
nen zur Raumladungszone. Eine Sperrspannung U < 0 vergroflert also die
Bandverbiegung und ab einer bestimmten Sperrspannung liegen Niveaus des
Valenzbandes und des Leitungsbandes auf gleicher energetischer Hohe. In
Abb. 3.25 sind die Bandkanten und die Quasi-Fermi-Niveaus fiir diesen Fall
dargestellt. Die Ausdehnung der Raumladungszone ist dabei stark iibertrie-
ben.

Es stehen viele mit Elektronen besetzte Niveaus im Valenzband auf der p-
Seite vielen leeren Niveaus im Leitungsband auf der n-Seite gegeniiber. Nach
den Gesetzen der klassischen Physik miissen die Elektronen des Valenzbandes
jedoch zunéchst ins Leitungsband gelangen, um durch die Raumladungszone
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Abb. 3.25: Bandverliufe und Quasi-Fermi-Niveaus bei einem p-n-Ubergang
mit starker Sperrpolung (U < 0).

hindurchzukommen. Dann kann die aufgenommene Energie durch Thermali-
sierung wieder abgegeben werden, wobei ein Platz mit gleicher oder geringerer
Energie als zunéchst (vorher) im Valenzband eingenommen werden kann.
Aufgrund der Wellennatur kénnen Elektronen jedoch einen Potentialwall der
Hohe Ap und der Langsausdehnung d mit der Wahrscheinlichkeit

fr(W) = exp (—4% (QmZeAgo)%d> (3.180)

durchqueren ohne vorher Energie aufzunehmen, um den Potentialwall zu
iitberwinden. In Analogie an das Durchqueren eines Berges in einem Tunnel
anstelle des Aufnehmens und Abgebens potentieller Energie beim Uberfahren
des Passes nennt man diesen Vorgang auch tunneln. Die Wahrscheinlichkeit
des Tunnelns ist umso grofer, je niedriger und je diinner der Potentialwall
ist. Bei ortsabhéngigem Potential ist die Tunnelwahrscheinlichkeit gegeben
durch

xr2
A7

fr(W) = exp 5 /(sz eAgo(x))%dx . (3.181)

Mit Ap(z) = ep(x) — W, wobei W das Energieniveau ist bei dem der
dquienergetische Tunneliibergang stattfindet (vgl. Abb. 3.25). Die Inegrati-
onsgrenzen ergeben sich aus der Lage der Bandkanten bei der Energie V.

Durch das Tunneln fliefit ein Strom vom Leitungsband zum Valenzband (I¢v)
und vom Valenzband zum Leitungsband (Iy¢). Diese Strome sind jeweils pro-
portional der Zahl der besetzten Zustande auf der Ausgangsseite und der Zahl
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der unbesetzten Zustdnde auf der Zielseite. Mit fo(W) ist die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit eines Zustandes im Leitungsband und mit fy (W) die eines
Zustandes im Valenzband bezeichnet, wobei zu beachten ist, dass in fo (W)
und fy (W) unterschiedliche Quasi-Fermi-Niveaus einzusetzen sind, ndmlich
Wep in fo(W) und W, in fiy(W). De(W) und Dy (W) sind die Zustands-
dichten des Leitungsbandes und des Valenzbandes. Ar ist eine kompliziert
zusammengesetzte Konstante, die eA als Faktor enthélt. Die Stromanteile
ergeben sich durch Integration von der Leitungsbandkante auf der n-Seite
bis zur Valenzbandkante auf der p-Seite, da innerhalb dieses Energiebereichs
aquienergetische Durchquerungen der Energiebarriere moglich sind.

Wy (xp)

Ioy = Ar b/° F2(W) De(W) fo(W) Dy(W) (1 — fu(W))dW, (3.182)
We(zn)
Wy (zp)

Ivo = Ar t/ F2(W) Dy (W) (W) De(W) (1 — fo(W))dW. (3.183)
We(zn)

Der Tunnelstrom ist die Differenz beider Strome:

Wy (mp)
h=&~/(MWdeDMWMMW—hMWWﬁ(M%

We(zn)

Wegen W — Wg,, > 0und W — Wg, < 0 gilt fo(W) — fir(W) < 0, so
dass Ir < 0 ist.

Unterscheidung zwischen Lawinen- und Zenerdurchbruch:

Ob der Einsatz des Durchbruchs auf Stoffionisation oder den Beginn
der Bandiiberlappung, also auf den Zener-Effekt zuriickzufiihren ist, léasst
sich aus dem unterschiedlichen Temperaturverhalten entscheiden. Die
Stoflionisation wird durch Temperaturerhohung behindert, da dabei die
mittlere freie Weglidnge der Ladungstréager abnimmt. Der Durchbruch setzt
also erst bei hoherer Sperrspannung ein.

Dagegen wird die Tunnelwahrscheinlichkeit durch Temperaturerhohung
vergrolert, da der Bandabstand mit der Temperatur abnimmt. Genauer gilt
némlich:
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- fiir Si: Eg(T) = (1.21 — 3.60 - 107* - T)eV |
- fiir Ge: Eg(T) = (0.785 — 2.23 - 107 - T)eV .

4 Bipolar-Transistor

4.1 Prinzipieller Aufbau und Definition

Der Bipolar-Transistor wurde 1948 von John Bardeen und Walter Brattain
entdeckt und zusammen mit William Shockley weiterentwickelt. Sie erhielten
1956 fr ihre Forschungsarbeiten und die Entdeckung des Transistor-Effekts
den Nobel-Preis in Physik. Als Halbleitermaterial diente damals Ge, da mit
den damals realisierbaren grofilen Basisweiten nur Ge eine ausreichend grofie
Diffusionsldnge aufwies um den bipolaren Transistoreffekt zu ermoglichen.
Warum die nétig ist, werden wir im Folgenden verstehen.

Je nach Anwendung gibt es zahlreiche Arten Bipolar-Transistoren die sich
itber Strukturfolgen und Technologieschritte unterscheiden. Allen gemeinsam
ist, dass der eigentliche Transistor sich auf eine einfach npn- bzw. pnp-Folge

n- bzw. p-dotierter Halbleiterschichten reduzieren 1afit. Die Wirkung der
Umgebung (peripherer Transistor) kann durch zusétzliche Elemente im
Ersatzschaltbild oder durch Korrekturfaktoren zu den Parametern des
eigentlichen Transistors beriicksichtigt werden.

Wir beschéftigen uns im Rahmen dieser Vorlesung nur mit dem eigentlichen
Transistor und meinen, wenn wir im Folgenden von Transistor sprechen
immer den eigentlichen Transistor. Um das Wesentliche in den Transis-
toreigenschaften herauszustellen, werden wir den (eigentlichen) Transistor
als nahezu ideales Bauelement mit entsprechenden Vereinfachungen fiir die
Standardanwendung beschreiben. Aufgrund seiner, speziell in integrierten
Schaltungen, hoheren Verbreitung, die aus seiner im Vergleich zum pnp-
Transistor hoheren Geschwindigkeit resultiert, werden wir uns ausschliefSlich
mit dem npn-Bipolar-Transistor beschéaftigen. Alle Ergebnisse sind jedoch
uneingeschriankt auch fiir den pnp-Typ giiltig, wenn die Polaritdat, der an
den Transistor angelegten Spannungen im Arbeitspunkt umgekehrt wird.
Abb. 4.1 zeigt die Schaltungssymbole mit den, fiir den normal-aktiven
Betriebsfall notwendigen Vorspannungen (Arbeitspunkt).

Zur Eindeutigkeit der Spannungsrichtungen wird iiblicherweise (bitte nicht
darauf verlassen, da Abweichungen moglich) die Reihenfolge der Indizees
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npn - Typ © pnp - Typ @
O O
YO, =) 4
O O—{n]
°]
UBE IE UBC
O O

Abb. 4.1: Schaltungssymbole des Bipolar-Transistors mit Schichtenfolge fiir
npn-Typ (links) und pnp-Typ (rechts).

in Pfeilrichtung genannt. Danach ist Upg eine positive Spannung von der
Basis zum Emitter gepolt. |Ugg| liegt in der Grolenordnung der Diffusions-
spannung Up, ist aber in jedem Fall kleiner als Up. Die Transistoranschliisse
werden mit

E: Emitter (engl: to emit = aussenden)
B: Basis (engl: base = Basis, da dieser Anschluf} bei

den ersten Prototypen die Grundplatte (Basis) war)
C: Kollektor (engl: to collect = einsammeln)

bezeichnet. Die Richtung des Emitterpfeils lédsst sich leicht merken,
beriicksichtigt man die Schichtfolge. Beim npn-Typ zeigt der Emitterpfeil
von der Basis zum Emitter, also vom p- in das n-Gebiet. Das ist die
gleiche Richtung, den der Pfeil einer p-n-Diode hatte. Man stellt sich daher
immer fiir die Schichtfolge die entsprechende Richtung des Diodenpfeils
vor. Neben dem normal-aktiven Betriebsbereich gibt es noch eine Reihe
anderer Betriebszustinde des Transistors, die in Tab. 4.1 zusammengefasst
sind. Sie ergeben sich durch eine entsprechende Einstellung der Spannungen
und/oder Strome am Transistor, die der Schaltungsentwickler vornehmen
muss. Die Spannungen und Strijse, die den Transistor in den jeweiligen
Betriebsbereich bringen, bezeichen wir in ihrer Gesamtheit als Arbeitspunkt.

Wir konzentrieren uns im Folgenden ausschliefllich auf den npn-Typ, im
normal-aktiven Zustand. Abb. 4.2 zeigt schematisch die entsprechende
Schichtfolge mit einer dufleren Arbeitspunkt-Beschaltung fiir den normal-
aktiven Betrieb.

Die Dicke der Schichten bezeichnen wir nijerungsweise mit w,, w;, und w,
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Betriebszustand BE-Diode BC-Diode Anwendung
normal aktiv leitend gesperrt Verstéarker, Schalter,
Logik
invers aktiv gesperrt leitend -
normal geséttigt leitend schwach leitend | Low Power Elektronik,
(Flusspolung) Gesittigte Logik
invers gesattigt | schwach leitend leitend -
(Flusspolung)
gesperrt Kapazitétsdioden,
C(U)

Tabelle 4.1: Einteilung der verschiedenen Betriebszustdnde des Bipolar-
Transistors.

wobei bei genauerer Betrachtung von den Weiten noch die Raumladungswei-
ten abgezogen werden mssen (vgl. z.B. Abb. 4.4). Es sei vorweggenommen,
dass die Darstellung der Weite in Abb. 4.2 nicht mafstéblich ist. Insbesonde-
re die Kollektorweite w, ist in der Regel viel gréfer als wj,. Die Emitterweite
ist bei integrierten Bipolar-Transistoren meist in der gleichen Grofenordnung
wie wy, dies ist jedoch fiir den Transistoreffekt nicht unbedingt erforderlich.

We wy, W, ‘ X

n p n
Emitter Basis | Kollektor

/AR /R
~— ~—
Uge Ucs

Abb. 4.2: Prinzipieller Aufbau eines npn-Transistors mit einer
Arbeitspunkt-Beschaltung fiir den normal-aktiven Bereich
(Upe ~ Up, Ucp > 0).
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NE: NB: N c*= NC =
+ +
n |p
}«We»{ f We
I W -

__—Naherung

16 i n

10

1014 n 3

We Wp We X

Abb. 4.3: Querschnitt durch den eigentlichen Transistor mit
entsprechendem Dotierungsprofil.

Abb. 4.3 zeigt ein reales Dotierungsprofil der drei Bereiche fiir das Beispiel
eines Hochfrequenztransistors fiir den GHz-Bereich. Wir nehmen zur Verein-
fachung eine homogene Dotierung der drei Bereiche mit

Ng(z), Donatordotierung = const. in w,, sonst = 0
Np(x), Akzeptordotierung = const. in wy, sonst = 0

N¢(z), Donatordotierung = const. in w,., sonst = 0

an. Weiterhin nehmen wir, wie bei der p-n-Diode, Storstellenerschépfung
und Rechteckprofil-Nidherung fiir die ortsfeste Raumladung an den beiden
p-n-Ubergéingen an.

4.2 Ladungstrigerdichten in einer npn-Schichtfolge

Um das prinzipielle Verhalten der npn-Schichtfolge zu verstehen, analysieren
wir in einzelnen Schritten die Verhéltnisse in den einzelnen Bahngebieten
und Raumladungszonen. Wir benétigen dazu nur unser bereits fiir den p-n-
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Ubergang hergeleitetes Wissen. Die einzelnen Schritte werden anhand von
Abb. 4.4 illustriert.

1. Durch die Flusspolung der Basis-Emitter-Diode wird das Gleich-
gewicht zwischen Diffusions- und Driftstrom in der Basis-Emitter-
Raumladungszone zugunsten des Diffusionsstroms veréndert. Als Re-
sultat diffundieren Locher aus der Basis-Emitter-Raumladungszone
in den Emitter und Elektronen in die Basis. Die Randkonzentra-

tionen dieser Minoritétstrager sind entsprechend den Boltzmann-
UBE

Randbedingungen (Gl. (3.41) und (3.42)) um den Faktor e Ur  ge-
geniiber den Gleichgewichtsdichten erhoht. Abb. 4.4b zeigt diese
Verhiltnisse.

2. Aufgrund der Flusspolung sind die Randkonzentrationen gegeniiber der
jeweiligen Gleichgewichtsdichte in den Bahngebieten erhoht. Hierdurch
stellt sich ein Diffusionsstrom der Minoritédtstrager in die Bahngebiete
ein (vgl. Richtung der eingezeichneten Ladungstriager in Abb. 4.4b).

3. Die Minoritatstragerkonzentration in den Bahngebieten konnen wir wie

bei der p-n-Diode ermitteln. Als Randbedingung hatten wir bei der
p-n-Diode angenommen, dass an den Enden der Diffusionsstrecke (in
Abb. 4.4b bei x = 0 fiir die Diffusion im Emitter-Bahngebiet) die La-
dungstrigerdichten die Gleichgewichtsdichte annehmen.
Dies ist aufgrund einer beliebig hohen Rekombinationsrate fiir den
Emitterkontakt bei © = 0 gewihrleistet. Fiir das Ende der Diffusi-
onsstrecke in der Basis (bei z.) ist dies fiir Uge = 0 erfiillt. Diese
Randbedingung ist mathematisch dquivalent mit einem idealen Kon-
takt bei z.. Jedoch besteht physikalisch der Unterschied, dass die bei z..
am Basis-seitigen Rand der BC-RLZ ankommenden Minoriti; strijer
nicht rekombinieren sondern durch die BC-RLZ driften und auf dem
Kollektor-seitigen Rand als Majoriti;4stri; der austreten.

4. Wir betrachten exemplarisch die Minoritétstrégerdichte in der Basis.
Fiir den Verlauf der Minoritétstriagerdichte im Emitter, sowie die im
weiteren Verlauf iiber eine Spannung Ucp # 0 in Kollektor und Basis
verursachten zusétzlichen Minoritéitstragerstrome, gelten die gleichen
Uberlegungen.

Nach Gl. (3.82) gilt fur die Minoritétstriagerdichte in der Basis mit
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L . - o ‘ . .
Emitter—-Bahngebiet Basis—Bahngebiet , BC-RLZ ' Kollektor-Bahngebiet

|
BE-RLZ

(@) (neutral) i i (neutral) i i (neutral)
n l l p 1 l n
We : Wbe} Wh | Whc : We
(b)
log(n) 4
log(p)
X
(€)

Pco

Abb. 4.4: Ladungstriagerdichten in einem npn-Bipolartransistor

a) Definition der Raumladungszonen (RLZ) und Bahngebiete.
Zur Beachtung: Die Spannungsabhéngigkeit der BC-RLZ ist
in der Darstellung nicht beriicksichtigt.

b) Ladungstriagerdichten bei normal-aktivem Betrieb (BC-
Diode in Sperrpolung)

¢) Minoritéatstragerverteilung in den Bahngebieten bei Gera-
dennéherung fiir kurze Bahngebiete.
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Te <z <x.beilUpgc=0

Ve ) sinh (%> "

nb(:c) = Npo + Nyo (eUT —1
sinh (252 )

Darin kann x maximal x. annehmen (Ende der Diffusionsstrecke). Das
Argument des sinh kann damit maximal

Te — Te Wp

. " I. (4.2)
betragen. Darin ist w, = x. — . die Weite der Basis zwischen
den Raumladungszonen-Réndern zu Emitter und Kollektor (vgl.
Abb. 4.4a). Fiir eine diinne Basis mit 7+ < 1 (entspricht Naherung

fiir kurze Diode) gilt dann mit der Niaherung sinh(z) ~ = fir z < 1

Usp Te— X
nb(x) = Npo + Nyo (6 Ur — 1) <

(4.3)

wp
D.h. die Ladungstréigerdichte fallt linear von dem, iiber die Boltzmann-
Randbedingung eingestellten Maximalwert von dem Rand der in Fluss-
richtung gepolten Raumladungszone ab, auf die Gleichgewichtsdichte
am Ende der Diffusionszone. Abb. 4.4c zeigt diese Geradenndherung in
Form der dicken, durchgezogenen, fallenden Kurve.
Ebenfalls dargestellt sind ein Fall fiir Vorspannung der Basis-
Kollektordiode in Sperrpolung U < 0 sowie fiir den normal geséttig-
ten Betriebsfall mit Ugc > 0.

5. Fiir lange Bahngebiete (gilt niemals fiir die Basis) muss anstelle der
Geradennéherung Gl. (4.1) oder die Néherung fiir die lange Diode ver-
wendet werden, wodurch sinh(z) = %ex gesetzt werden kann. Bei ei-
nem langen Bahngebiet (gilt unter Umstédnden fiir Emitter und Kol-
lektor) ist das Bahngebiet viel langer als die Diffusionslédnge der Mino-
ritdten. D.h. die Minoritdten sind ldnger als ihre mittlere Lebensdauer
in den Bahngebieten unterwegs. Sie rekombinieren daher mit den Ma-
joritdten. Durch die Rekombination geht der Minoritéatstrigerstrom in
einen Majoritétstragerstrom iiber. Die Summe beider Strome {iber dem
Ort bleibt wegen der Aussage der Kontinuitédtsgleichung konstant.

6. In einem kurzen Bahngebiet (gilt immer fiir die Basis) verweilen die
Minoritéten nur kurze Zeit, verglichen mit ihrer (mittleren) Lebens-
dauer. Es kommt daher nur zu einer geringen (fr die Basis im Idealfall
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vernachlissigbaren) Rekombination, wodurch am Ende der Diffusions-
strecke (Unterschied zu langem Bahngebiet) noch immer ein Strom aus
Minoritétstragern vorliegt. Eine Netto-Rekombination findet in diesem
Fall erst an dem Kontakt statt. Fr die ber die Basis-Emitter-RLZ in
die Basis injizierten Minoriti; strijier ist das der Kollektor-Kontakt an
der #uljarsten rechten Seite.

7. Wir nehmen im Folgenden zur Vereinfachung kurze Bahngebiete in

Emitter, Basis und Kollektor an, so dass die Minoritéatstragerkon-

zentrationen nijserungsweise durch die in Abb. 4.4c gezeigten linea-
ren Verlaufe angendhert werden kénnen. Es kann dann anstelle von
Abb. 4.4b mit der linearen Approximation der Minoritatstragerverliufe
in 4.4c gearbeitet werden, wodurch die Ermittlung der Steigung der
Minoritatstragerverlaufe sehr einfach wird. Aufgrund ihrer Form wird
der Verlauf der Minoritéatstragerkonzentration als Diffusionsdreieck be-

zeichnet.

4.3 Strome in der npn-Schichtfolge ohne Rekombinati-
on

Wie bei der p-n-Diode ermitteln wir die Strome in der npn-Schichtfolge {iber
die Diffusionsstrome der Minoritétstréager an den Grenzen der Bahngebiete
zur jeweiligen Raumladungszone. Wir verwenden dabei die beiden schon bei
der p-n-Diode angewandten Annahmen.

1. Die Feldstdirke in den Bahngebieten ist so gering, dass die
Minoritatstriager-Feldstrome wegen der geringen Minoritédtstrager-
Konzentration vernachlassigbar sind. Es existieren daher nur Mino-
ritatstrager-Diffusionsstrome.

2. Der Netto-Rekombinationsstrom in der Raumladungszone iiberlagert
sich den anderen Stromkomponenten. Er kann und wird daher zur Ver-
einfachung fiir die folgenden Betrachtungen zu Null gesetzt werden.
Seine Wirkung kann im Nachhinein durch das Hinzufiigen eines Netto-
Rekombinationsstrom-Terms in den Gleichungen bzw. eines zusétzli-
chen Bauelements in den Ersatzschaltbildern beriicksichtigt werden.

Wegen der zweiten Annahme ermitteln wir die Stréme in den Schichten
fiir den Fall, dass keine Netto-Rekombination der beiden Raumladungs-
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zonen stattfindet. Ein Elektronen- oder Locherstrom bleibt daher in den
Raumladungszonen konstant. Er hat daher an der Grenze zur Raumla-
dungszone, wo er ein Majoritatstragerstrom ist, den gleichen Wert, wie an
der anderen Grenze der Raumladungszone, wo er wegen Annahme 1) ein
Minoritatstriager-Diffusionsstrom ist.

Diese Uberlegungen gelten unabhiingig von der Lénge der Bahngebiete. Die
Minoritétstrager-Diffusionsstrome ergeben sich allgemein aus der Transport-
gleichung.

An den Grenzen der Basis-Emitter-Raumladungszone ergeben sich die
Diffusionstrome zu:

dpe
Ip(xe —wpe) = —e AD, Pe(2) (4.4)
dx Te—Whe
dny(x
Iyn(z.) = e AD, db; ) ) (4.5)
An den Grenzen der Basis-Kollektor-Raumladungszone gilt:
dny(x
Ibn(xc) - eADn db:i ) . (46)
dpe
Io(@e+ ) — —cAD, 1) (4.7)
dx Te+Whe

Im allgemeinen Fall muss fiir die Ableitung der Ladungstriagerverteilung die
entsprechende Bezichung wie z.B. in Gl (4.1) fiir ny(x) bei Uge = 0 ein-

gesetzt werden. Fir [,,(z) = e A Dn% ergibt sich dann direkt der bereits

fiir die p-n-Diode bei der Randbedingung ny(z.) = ny also fiir Uge = 0
ermittelte Stromverlauf

U 1 cosh (%)
In(z) = —e AD,my (e O — 1) N1 ) (4.8)
Ly ginh (—L“’b)

wodurch sich fir = x, und x = z. die gesuchten Werte nach Gl. (4.5) und
Gl. (4.6) ergeben. Fiir unsere vereinfachende Annahme kurzer Bahngebiete
kénnen wir die Steigung einfach an den Diffusionsdreiecken in Abb. 4.4 able-
sen. Es ergibt sich unter Beriicksichtigung der Boltzmann-Randbedingung fiir
den Kollektor-seitigen Rand der Basis. An den Grenzen der Basis-Emitter-
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Raumladungszone:
Upp
Ip(xe —wpe) = —eAD, peo(+T—1) (4.9)
I(z.) = —eAD, Mwle™ —¢™) (4.10)
Wp
An den Grenzen der Basis-Kollektor-Raumladungszone:
Ipn(7c) = Ton(w) (4.11)
Upc
I,(x.+wp) = eAD, Iw . (4.12)

Dies sind die gleichen Ergebnisse, wie sie zuvor auch fiir die kurze p-n-Diode
erhalten wurden. Wir definieren zur Abkiirzung der Schreibweise die Sétti-

gungsstrome
Ly == eAD, 2 (4.13)
Iy = eAD, ™ (4.14)
Wy
DPeo
Ics = €ADPEC . (415)

Aufgrund des linearen Verlaufs der Minoritdtstragerkonzentration in den
Diffusionsdreiecken sind die Diffusionsstrome in ihrem gesamten Bahnge-
biet konstant. Wir benotigen sie fiir die weitere Rechnung zwar nur an den
Réndern der Raumladungszonen, lassen aber aufgrund der Konstanz die An-
gabe der Ortsabhingigkeit im Folgenden weg. Mit den zuvor definierten Satti-
gungsstromen lassen sich Gl. (4.9) bis (4.12) schreiben

UBE

L, = —Ly(etr —1) (4.16)
UBE Upc
Ibn = —]bs(eﬁ — 1) + ]bs<6W - 1) = ]bcn — ]ben (417)
Lyen Lyen
Upc
I, = Is(e’r —1). (4.18)

Der Minoritéatstriagerstrom in der Basis wurde in Gl. (4.17) so umgeformt
(die —1 in den beiden Klammern hebt sich weg), dass er sich aus einem von
Upg bei Uge = 0 gesteuerten Anteil [, und einem von Ugc bei Ugg = 0
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Iy, gesteuerten Anteil zusammensetzt. Jeder der beiden Terme steht fiir ein
eigenes Diffusionsdreieck in der Basis, an dessen Ende die Gleichgewichts-
konzentration nyy erreicht wird. Abb. 4.4c zeigt dies fr den Fall, dass das
sich fr Ugc > 0 ergebende Vierec(}{ in das gepunktete Dreieck mit der kol-

ZBC
lektorseitigen Konzentration nye U und das gestrichelte Dreieck mit der
UBE
emitterseitigen Konzentration nype Ur  zerlegt werden kann.

Entsprechend der mathematischen Vorzeichendefinition im DDM sind
Strome mit positivem Vorzeichen in Richtung der positiven z-Achse gerich-
tet. Abb. 4.5 links zeigt die dementsprechenden Strome aus Gl. (4.16) bis
(4.18) an den Réndern der sie steuernden Raumladungszone. Im Folgenden

n P n n p n
Tep|Iben — Ige [Ice

Iben |cp lec|lsc

E B C E B C

X X

Abb. 4.5: Links: Uber die Minoritétstriger-Injektion von Basis-Emitter-
und Basis-Kollektor- Raumladungszone gesteuerte Minoritétstragerstrome
in den Bahngebieten von Emitter, Basis und Kollektor. Rechts: Die selben

Strome wie links, jedoch mit physikalisch orientierte Stromflussrichtung.

werden wir anstelle der mathematischen Richtung (+x) die Stréme physi-
kalisch positiv orientieren. Das bedeutet, dass die von der Spannung iiber
eine der beiden Raumladungszonen gesteuerten Strome positiv gezéhlt wer-
den, wenn diese Raumladungszone in Flussrichtung gepolt ist. Wir definieren
daher die auch in der Literatur iiblichen Stréme

UBE

[BE = _[ep = [es (6W - 1) 4.19
UBg
Icg == —Ipen = Is(e V7 —1)

]EC = Ibcn - Ibs (@ﬁ - 1)

UBc

Ipc =1, = Is(e 7 —1)

(
(
Usc (
(

die in Abb. 4.5 rechts dargestellt sind. Der Stromfluss (Transfer) vom Kol-
lektor zum Emitter erfolgt {iber die Basis mit den beiden Strémen Iop und
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Igc. Es ist daher iiblich diesen Strom als Transferstrom I7 mit einem Trans-
fersattigungsstrom Ig zu definieren

UBE Usc UBE
ITZICE—IEczls(e Ur —BUT)WLgeUT %[CE- (423)
Mit "
Ig:=1Is=ecAD, 2 (4.24)
Wy

aus Gl. (4.14). Im normal-aktiven Betrieb ist die Basis-Emitter-Strecke
leitend und die Basis-Kollektor-Strecke gesperrt. Dann gilt die Ndherung in
Gl (4.23).

Ige lec )
? é kurzes Bahngebiet oder langes

mit Kontakt —* Bahngebiet

1 N |
lge O—’:‘—DJ§J“7EI \‘W_VDV ‘_Eb_’ lec

langes kurzes Bahngebiet
Bahngebiet mit Kontakt

lcg O—+ C}ﬁ‘»g(}» O+—— O~ e
| | | | | |
IEC : | : [ O_> 3 : I :O_> IEC
| | | | | |
i We, kurz | : Wi : i W, ,kurz i
77777 We,lang wW?e :Wbc W, Iangfﬁﬂ
Xe Xc

Abb. 4.6: Ladungstragerfliisse und Strome in einem npn-Transistor im
normal-aktiven Betrieb ohne Rekombination in der Basis und ohne
Netto-Rekombination in den Raumladungszone.

Abb. 4.6 zeigt den zu den Minoritétstragerstromen gehérenden Ladungs-
tréagerfluss fiir einen Transistor im normal-aktiven Betrieb. Die darin einge-
zeichneten Dreiecke deuten die zuvor besprochenen Diffusionsdreiecke an.
Der verldngerte Strich an den Diffusionsdreiecken steht fiir die Gleichge-
wichtskonzentration. Entsprechend der Polung der beiden p-n-Ubergiinge zei-
gen die beiden Basis-Emitter-Dreiecke einen Ladungstrédgeriiberschuss, die
beiden Basis-Kollektor-Diffusionsdreiecke zeigen einen Ladungstragermangel
gegeniiber der Gleichgewichtskonzentration. Das Bild unterscheidet zwischen
kurzen Emitter- und Kollektor-Bahngebieten, in denen die Minoritédten bis
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zum Kontakt gelangen ehe sie dort rekombinieren, und langen Bahngebie-
ten, in denen {iber eine Netto-Rekombination der Minoritatstragerfluss in
einen Majoritétstriagerfluss iibergeht. Die Netto-Rekombination im Emitter-
Bahngebiet ist wegen des Ladungstrédgeriiberschusses eine Rekombination,
die im Kollektor-Bahngebiet aufgrund des Ladungstragermangels (Sperrpo-
lung) eine Generation.

4.4 Einfaches Groflsignalmodell des Transistors

Uber die physikalische Zuordnung der einzelnen Ladungstrigerstrome in
Abb. 4.6 zu einzelnen Bauelementen kann das in Abb. 4.7 gezeigte elektrische
Ersatzschaltbild des npn-Transistors gezeichnet werden. Das Ersatzschaltbild

Abb. 4.7: Elektrisches Ersatzschaltbild (GroBsignalmodell) eines
npn-Transistors mit den Modellgleichungen (4.19) bis (4.22).

gilt fiir alle Betriebsbereiche des Transistors, da hinsichtlich der darin ent-
haltenen Bauelemente noch keine Naherungen eingefiihrt wurden. Aufgrund
seiner Giiltigkeit iiber grofie Spannungsbereiche (und damit auch Stromberei-
che) wird es auch als Grofisignalmodell bezeichnet.

Igg und Iog sind in Abb. 4.7 iiber die Spannung Ugg voneinander abhéngig.
Entsprechend sind Igc und Ig¢ iiber Uge voneinander abhéngig.

Die Basis soll der Eingang des Transistors sein, der mit wenig Strom einen
groferen Strom zwischen Emitter und Kollektor steuert. Wir definieren daher
fiir das Verhéltnis der beiden jeweils von einer Spannung abhéngigen Strome
die Vorwértsstromverstiarkung (Gl. (4.19), (4.20), (4.16), (4.17))

Ice  Iys  Dynyowe
BF = — = —
Ipg Is Dp Peo W

(4.25)
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und die Riickwiirtsstromverstérkung (Gl (4.21), (4.22), (4.17), (4.18))

IEC [bs Dn Npo We
Bri=—=—=— : 4.26
f [BC [cs Dp Peo Wy ( )
Thre Namen erkldaren sich anschaulich dadurch, dass im normal-aktiven Be-
reich die Basis-Emitter-Diode in Flussrichtung (vorwirts, ,,forward“) gepolt

ist und die Basis-Kollektor-Diode gesperrt ist. Dann ist Br das Verhéltnis

von dem in die Basis flielenden Steuerstrom und dem dadurch gesteuerten
Strom, der iiber den Transistorausgang (Kollektor-Emitter-Strecke) fliefit.
Entsprechendes gilt fiir die Riickwértsstromverstarkung bei gesperrter Basis-
Emitter- und leitender Basis-Kollektor-Diode.

Damit ergeben sich die in Abb. 4.8 gezeigten Grofisignalmodelle bei denen
zuséatzlich die beiden Stromquellen ¢, Iog entsprechend Gl. (4.23) durch ei-
ne Transferstromquelle I ersetzt worden sind. Beide Modell sind identisch,

Iy =
BF IBE - BR IBC

Abb. 4.8: Transferstrom-Grofisignalmodelle des npn-Transistors. Links:
Modell nach Gummel-Poon, das in SPICE Verwendung findet. Rechts:
Identische Variante, bei der der Transferstrom iiber die steuernden Strome
ausgedriickt wird.

besitzen jedoch aufgrund ihrer iiber die Stromverstirkung umgerechneten
Strome je nach Aufgabenstellung Vorteile. Die Variante links findet z.B. im
Schaltungssimulator SPICE zusammen mit vielen Erweiterungen als Grund-
lage des Gummel-Poon-Modells Einsatz. Die rechte Variante ist von Vorteil
bei der Schaltungsentwicklung, denn hier wird in der Regel die Ausgangs-
grofle in Abhéngigkeit von der steuernden Eingangsgrofie benotigt.
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4.5 Stromverstirkung (quasistatisch)

Fiir den Einsatz in elektrischen Schaltungen sind nicht die einzelnen Ladungs-
tragerstrome, sondern nur der in dem jeweiligen Transistoranschluss flielende
Gesamtstrom von Bedeutung. Fiir die Verstarkung, die ein in die Basis flie-
Bender Strom zum Kollektor erfiahrt, wird fiir diesen Zweck die quasistatische

Stromverstarkung
B = fo (4.27)
Ip
definiert.
Mit den aus Abb. 4.8 ablesbaren Zusammengéingen kann B ausgedriickt wer-

den als

1, Ir—1 Ir—1
B_ c  _ T BC _ A7 BC (4.28)
Igp—1Ic Ir+1Ipg —Ir+1Ipc Ipe+ Ipc
und mit:
It = Br Ipg — BrIpc (4.29)
Brlgr — (1 + Bp)I
p_ Prlee (1+ Br) BC (4.30)
Ipp + Ipc

Aus dieser Beziehung lassen sich einige Dimensionierungsvorschriften fiir
den Transistor ableiten, wenn eine hohe Stromverstarkung erwiinscht ist. Im
normal-aktiven Bereich gilt Igp > Igc mit mehreren Zehnerpotenzen Unter-
schied. Fiir eine grofle Stromverstirkung ist daher in erster Linie eine grofle
Vorwértsstromverstarkung Br notwendig. Dafiir gilt in Kurzschreibweise die
folgende Uberlegung (vgl. Gl. (4.25))

BFTjnbOTapeOlmweTawbl (431)
.9 .9
ﬁﬁT,ﬁl,weT,Uﬁ,l (432)
Pro Teo
= P by Meo Ty we T, wy | (4.33)
:>NB\L7NET7weT7wbl (434)

Fiir eine hohe Vorwértsstromverstiarkung ist daher eine niedrige Basisdotie-
rung und eine kurze Basisweite, sowie eine hohe Emitterdotierung und ein
langer Emitter notwendig. Die Forderung des langen Emitters wiirde kon-
sequenterweise ein Emitterbahngebiet mit w. > L, (Diffusionsldnge der
Locher im Emitter) verlangen. In einigen Biichern wird daher der Bipolar-
transistor mit langem Emitter behandelt, wodurch w, durch L, in Gl. (4.25)
und (4.30) ersetzt werden muss.
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Fiir die Riickwértsstromverstirkung Br ergeben sich aufgrund Ipe < Igg
keine Forderungen um eine hohe Stromverstirkung B zu erhalten (vgl.
(4.30)). Prinzipiell gelten jedoch fiir kleines Br die entgegengesetzten Forde-
rungen aus Gl. (4.31)-(4.34) wobei E' — C' zu ersetzen ist. Danach kann, ohne
die Dimensionierung fiir Br T zu beeintrachtigen, we | und Ng | gefordert
werden. Fiir einen so dimensionierten Transistor gilt die Ndherung

B~ Byp. (4.35)

Typische Werte fiir B bei npn-Si-Bipolar-Transistoren liegen zwischen 100-
300.

4.6 Ebers-Moll-Ersatzschaltbild

Neben dem Transferstrom-Grofsignalmodell aus Abb. 4.8 wird haufig auch
das Ebers-Moll-Ersatzschaltbild des Bipolar-Transistors verwendet. Es ist
gleichwertig mit dem Transferstrom-Modell, wobei jedoch die darin enthal-
tenen Elemente sich nicht direkt den jeweiligen physikalischen Ursachen zu-
ordnen lassen.

Das Ebers-Moll-Ersatzschaltbild kann durch die einfache, in Abb. 4.9 ge-
zeigte Umformung aus dem Transferstrommodell gewonnen werden. Ziel der
Umformung ist es, die eine, von Igc und Iog abhéingige Transferstromquel-
le, durch zwei einzelne, jeweils nur von einem der beiden Strome abhéngige
Stromquelle, umzuwandeln.

Abb. 4.9: Umwandlung des Transfermodells in das Ebers-Moll-Modell.
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Die Umwandlung von dem linken zum mittleren Bild in Abb. 4.9 erfolgt
rein auf zeichnerischer Basis ohne Rechnung. Dabei ist nur die Kirchhoft-
sche Knotenregel fiir den Basisanschluss zu beriicksichtigen. Das Ebers-Moll-
Ersatzschaltbild auf der rechten Seite geht durch Definition der Vorwirts-
(Forward) und Riickwérts-(Reverse) Strome

Ick 1 Icp
Ir =1, — =Ilepg(l4+ —)=—7 4.36
F cE T B ce(l+ BF) A (4.36)
Ig ::IEC—#LE—C:IEC(l—i—L):]E—C (4.37)
BR BR AR
. Br Br
t Ap:= d Ag:= 4.38
B - P (4.38)
aus der mittleren Abbildung hervor.
Der Strom-Spannungszusammenhang ergibt sich damit zu
v I
Ip = Ipg (e o 1) mit g = —> (4.39)
Ar
und
v 1
IR = ICS (6 UBTC - 1) mit ICS = —S (440)
Ar

worin Ig aus Gl. (4.25) stammt.

Fiir den normal-aktiven Betrieb ist I ~ 0 und die betreffende Diode
und Stromquelle kénnen aus dem Modell entfernt werden. Es ergibt sich
dann das einfache Groflsignalmodell in Abb. 4.10.

4.7 Rekombination in der Basis

Wir haben im vorangegangenen Kapitel die Forderung nach einer geringen
Basisweite wj, aufgestellt, um eine hohe Stromverstarkung zu erzielen. Dies
rechtfertigt im Nachhinein auch die eingangs aufgestellte Forderung, dass
die Basisweite klein gegen die Diffusionsliange L,;, der Minoritdten in der
Basis sein soll. Diese Forderung sorgt neben einer hohen Stromverstirkung
aufgrund der kurzen durch Diffusion in der Basis zuriickgelegten Strecke,
auch fiir eine geringe Netto-Rekombination in der Basis.

Da die Diffusionsléange nur ein Mittelwert ist, gibt es immer auch Ladungs-
trager die selbst bei kiirzester Basis rekombinieren. Wir wollen im Folgenden
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Abb. 4.10: Vereinfachtes Ebers-Moll-Ersatzschaltbild fiir den
normal-aktiven Betrieb eines npn-Bipolar-Transistors.

die Verhaltnisse bei Netto-Rekombination in der Basis betrachten.
Abb. 4.11 zeigt den, um die Netto-Rekombination in der Basis erweiterten
Ladungstrigerfluss im Transistor aus Abb. 4.6.

(I-ag)lce  (I-ay)lec

lge Isc .
? ? ? ? kurzes Bahngebiet oder langes
mit Kontakt Bahngebiet
o
T T T
\\ | |

langes kurzes Bahngebiet
Bahngebiet I mit Kontakt

—

lgg O—= 1~ =0 ? O N O—— =0 |
} - M‘ L—ﬁ o }
T T T T T T T T T

lce O— Oﬁ’&(}» O+—— O Oylee
| | | / \ \ | | |
5 o >0

atrIEC | | "‘Oﬁ | O : -0 IEC

| | | | | |
| W, kurz Wi Lo W, kurz

77777 We,lang ‘Wt‘)e W W, lang

X, %

Abb. 4.11: Ladungstrégerfliisse im normal geséttigten npn-Transistor mit
Netto-Rekombination in der Basis.

Fiir den Fall, dass der npn-Transistor im normal geséittigten Bereich betrie-
ben wird (Basis-Kollektordiode leicht in Flusspolung). Fiir die nachfolgende
Herleitung ist die Richtung der Polung jedoch ohne Bedeutung.

Durch die Netto-Rekombination in der Basis werden die bei z. bzw.
r. in die Basis eintretenden Strome Icgp bzw. Ipc beim Austritt am
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jeweils anderen Ende der Basis verkleinert (Rekombination aufgrund
Ladungstriger-Uberschuss) oder vergrofiert (Generation aufgrund Ladungs-
trager-Mangel).

Wir betrachten zunéchst das Verhiltnis des in Vorwirtsrichtung flieBenden

Stroms Icg an den Stellen x, und x, und schreiben fiir das Verhéltnis mit
Hilfe der von der Diode bekannten Beziehung Gl. (3.83)

I . cosh <$C;m°> 1
ay = Jop(ze) _ e ] . (4.41)
) ™ o () on (2)

ayp wird als (Basis-)Transportfaktor in Vorwértsrichtung bezeichnet. Wir

konnen wieder den cosh(x) fiir kleine x anndhern durch die beiden ersten
Glieder der Reihenentwicklung, wodurch

1 1w\
oztfz—Qzl—é T (4.42)
1 ({ w nb
1y ()
folgt. Tm zweiten Schritt darin haben wir von der Niherung (1 + &)™! =
1—¢e+¢e2—...~1—¢ Gebrauch gemacht. Es gilt also fiir wy, < Ly

Iop(ze) = Icp(ze) - oup = Iop(ze) - (1 - % (Lw_;> ) (4.43)

Da Icg(xp) der in das Basis-Bahngebiet eintretende Strom noch ohne Re-
kombination ist, gilt Icp = Icg(wy), wobei I die Stromkomponente der
iiber den Emitter zuflieBenden Elektronen ist. Das Ergebnis in Gl. (4.43)
bestétigt die intuitive Aussage, dass der durch Rekombination in der Basis
entstehende Basisstrom

1/ w )\
ICE(Ie) — ICE(wc) = (1 - Oétf)ICE = = —b ICE (444)
2 Lnb
umso geringer wird, je geringer die Basisweite im Verhaltnis zur Diffusi-
onslédnge der Minoritatstréager in der Basis ist.

Fiir eine Injektion von Minoritatstragern iiber die Basis-Kollektor-
Raumladungszone kann fiir das Verhéltnis von Igc(z.) zu Igc(zp) aufgrund
der Symmetrie der Anordnung die gleiche Beziehung wie fiir o in
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Gl. (4.41) verwendet werden. Wir erhalten fiir den (Basis) Transportfaktor
in Riickwértsrichtung

I . cosh (—mC;me> 1
oy = LECT) _ b ] =y . (4.45)
Ipc(ze)  cosh (%) cosh (Lw—l’b)

Es gilt also wegen der Symmetrie der Anordnung, die man aufgrund
der in beiden Richtungen identischen elektrischen Eigenschaften auch als
Reziprozitéit bezeichnet

1/ wy 2
r= =: =1—-(— . 4.46
o=y =ar=1-3 (1) (4.46)

Aufgrund der Reziprozitiat haben wir in Gl. (4.46) ar allgemein fiir Vorwérts-
und Riickwartsrichtung als den Transportfaktor definiert.

Mit bekanntem a7 kann das aus den Stromfliissen in Abb. 4.11 abgeleitete
Grofisignal-Ersatzschaltbild fiir die Schaltungstechnik verwendet werden.

Abb. 4.12: GroBsignal-Ersatzschaltbild eines npn-Transistors mit einer iiber
ar beriicksichtigten Netto-Rekombination in der Basis.

Aufgrund von ar # 1 ergibt sich ein zusitzlicher Basisstrom (iiber Knoten-
regel)
IBB = (1 — OéT)(ICE + IEC) (447)
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dessen Wirkung iiber eine modifizierte Stromverstiarkung

Io 1
= = 4.48
Ipp + Ipc + Ipp %—i——[fCB (4.48)

*

beriicksichtigt werden kann. Aufgrund der Struktur von Gl. (4.48) wird B*
von der jeweils kleineren Stromverstirkung (B bzw. I;—CB) bestimmt. Wir
werden im Folgenden von einer entsprechend modifizierten Stromverstiarkung

ausgehen und weiterhin mit dem Transistor-Modell nach Abb. 4.8 arbeiten.

4.8 Netto-Rekombination in Raumladungszonen

Wie bei der Diode ermittelt, findet in den Raumladungszonen von Basis-
Emitter und Basis-Kollektor eine Netto-Rekombination statt, die jeweils
einen Netto-Rekombinationsstrom I, nach Gl. (3.59) bewirkt:

Upg Uk

]rg,BE = ]rg,bes ’ (6 r — 1) = ]SE (enE vr — 1) =IrE (449)
Upc Upc

[rg,BC = [rg,bes : (6 Ur — 1) = [SC (enc Ur — 1) = ILC . (450)

Diese Strome koénnen als Diodenstrome mit dem Nichtidealitdtsfaktoren
ng = 2,n¢c = 2 aufgefasst werden.

Im SPICE Transistor-Grofisignalmodell werden sie als sogenannte Leckstrom-
dioden mit den Stromen Iz und I o und den Modellparametern Isg, Isc
und ng,nc beriicksichtigt. Abb. 4.13 zeigt das entsprechend modifizierte
SPICE-Modell.

4.9 Sattigung

Gelangt im normal-aktiven Betrieb die Basis-Kollektorspannung in den
Flussbereich, bzw. ist die Schaltung bereits fiir den normal geséttigten
Betrieb dimensioniert, werden Minorititstrager aus der Basis-Kollektor-
Raumladungszone in das Basis- und Kollektor-Bahngebiet injiziert. Durch
die Flusspolung der Basis-Kollektor-Diode steigt der Basisstrom an.

Von der Ladungssteuerungstheorie wissen wir, dass der Stromfluss durch
eine Diode iiber die sich in ihren Bahngebieten befindenden Minoritétstrager
gesteuert wird. Zu der Ladung Basis-Emitter-Diffusionskapazitit kommt
daher bei Sattigung noch die Basis-Kollektor-Diffusionskapazitdt, deren
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|T=
lce ~ lec

Abb. 4.13: SPICE Transistormodell mit Leckstromdioden Iy, I g zur
Beriicksichtigung der Netto-Rekombination in den Sperrschichten.

Speicherladung umgeladen werden muss. Da dies zu einer Verlangsamung
der Schaltzeiten bei schnellen Schaltvorgédngen fithrt, ist in diesen Féallen
der Sattigungsbereich unbedingt zu meiden. Die Verlangsamung betrifft
insbesondere das Ausschalten des Transistors, nachdem er sich im geséttig-
ten Betrieb befunden hat. Damit der Kollektorstrom sinken kann, muss
zunéchst durch einen negativen Basisstrom und durch Rekombination die
Uberschussladung in der Basis abgebaut werden.

Diese Vorgénge lassen sich quantitativ in einer einfachen Naherungsrechnung
sehr gut mit Hilfe der Diffusionsdreiecke und der Ladungssteuerungstheorie
beschreiben. Das Vorgehen entspricht dem anhand der Diode gezeigten
Uberlegungen. Um den Rahmen der Vorlesung nicht zu sprengen, wird
jedoch an dieser Stelle auf eine Darstellung verzichtet.

Eine einfache Abgrenzung zwischen normal-aktivem Bereich und Séttigungs-
bereich ergibt sich, wenn als Grenze zwischen den beiden Bereichen Ugs = 0
definiert wird. Dann gilt

UBC =0= Ugg = UCE (451)
und damit durch Einsetzen in Gl. (4.23)

Uce
It |UBC:0 =lIseUr ~lI¢ |UBC:0 (452)

d.h. im Io(Ucg) Ausgangskennlinienfeld ergibt sich als Grenze fiir Uge = 0
eine Exponentialfunktion, die den Bereich zwischen normal-aktiv und Satti-
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gungsbereich markiert.

4.10 Modulation der Basisweite, Early-Effekt

Wir haben die, iiber die Raumladungszonen gesteuerten Diffusionsstréme
im Transistor iiber die Minoritatstragerrandkonzentration in den jeweili-
gen Bahngebieten bestimmt (vgl. Gl (4.16)-(4.18)). Fiir den Fall kurzer
Bahngebiete konnen wir auf die Ndherung mit Hilfe des Diffusionsdreiecks
zuriickgreifen. Fiir den normal-aktiven Bereich wird der Ausgangsstrom
(Transferstrom Ir) iiber das durch Injektion vom Emitter stammende Dif-
fusionsdreieck in der Basis bestimmt. Fiir dessen Weite haben wir allgemein
wy, gesetzt, wobei w, der Abstand zwischen den basisseitigen Grenzen der
Basis-Emitter-Raumladungszone und der Basis-Kollektor-Raumladungszone
ist, die wir in Abb. 4.3 mit x. und x. bezeichnet haben. Die metallurgischen
Ubergiinge in den Raumladungszonen hatten wir mit xj. und x ;. bezeichnet.
Sie sind physikalisch durch die Breite der dotierten Bereiche gegeben und
sind daher nicht ortsverdnderlich. Dagegen ist die Weite der Raumladungs-
zone und damit die Basisweite w;, von der Grofle der Spannung an den
beiden Raumladungszonen abhingig.

Wir untersuchen im Folgenden den Einfluss der spannungsabhéngigen
Basisweite auf die Eigenschaften des Transistors. Hierzu machen wir wieder
einige vereinfachende Annahmen und Naherungen:

1. Wir betrachten den Transistor im normal-aktiven Bereich.

2. Die Basis-Emitter-Spannung Upg soll wegen 1. ndherungsweise kon-
stant sein (erldutern Sie zur Ubung, warum das angenommen werden
kann).

3. Wegen 2. ist auch z, ndherungsweise konstant und die Basisweite wird
nur iiber die Spannungsabhéngigkeit von z. verdndert.

Zur Vereinfachung der Rechnung legen wir in Abb. 4.14 den Nullpunkt
an die Stelle . und bezeichnen die basisseitige Weite der Basis-Kollektor-
Raumladungszone mit Awy,.

Die Weite Awy, konnen wir direkt mit dem FErgebnis der p-n-Diode aus
Gl (3.26) bestimmen, wobei Up — (Up pc — Upc) ausgetauscht werden
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Abb. 4.14: Zur Definition der spannungsabhéngigen Basisweite

muss

25(UDBC_UBC) NC 1
Awy, = ’ < . 4.53
“ \/ e Ni Ne + N (4.53)

Darin ist Up pc die Diffusionsspannung der Kollektor-Basis-Diode und Upc

die iiber der Basis-Kollektor-Raumladungszone abfallende Spannung. Wir
kénnen diesen Ausdruck umformen in

Ay, = | WD80) Ne 1 |- Use (4.54)
be € NB N0+NB UD,BC’ '
Aw;(0>
Usc

Awbc = Awa(O) 1-— (455)

Up,sc
Hiernach ergibt sich die spannungsabhéingige Weite der Basis-Kollektor-
Raumladungszone aus der konstanten Weite Awy.(0) bei Upc = 0 multi-
pliziert mit dem spannungsabhéngigen Wurzel-Term.

Im normal-aktiven Bereich ist Ugc < 0 und der Wurzel-Term kann in erster,
grober Nédherung an der Stelle Uge = 0 durch eine Taylor-Reihe bis zum
linearen Glied approximiert werden, so dass gilt

dAwy,

Awpe  Awy,(0) + =2t Use (4.56)
dUBC Ugc=0
1 Usc

Awpe = Awpe(0) — = Awy(0) ) (4.57)
2 Up,Bc

Die Basisweite lasst sich damit schreiben als (Nullpunkt bei z, = 0)

Wy = Tje — A (4.58)
1 U
= zjc — Awpe(0) + = Awy(0) Bo_ (4.59)
S—— 2 UD,BC

wp(0)
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Darin ist wy(0) die Basisweite bei Uge = 0. Wir formen noch etwas um:

Upc
Wy = wb(O) 1 + m (460)
A7—ch(0)
und erhalten mit der Definition der Early-Spannung
—wb(O) 2 wb(O) UD BC
Uy = = ’ 4.61
AT daw, Awy(0) (4.61)
dUBC Upc=0
das Ergebnis
U
wy = wy(0) (1 + ic) . (4.62)
Ua

In der Definition der Early-Spannung in Gl. (4.61) ist der erste Ausdruck die
formale Definition, die sich ergeben hétte, wire die Taylor-Reihenentwicklung
nicht direkt in Gl. (4.57) berechnet, sondern bis in Gl. (4.60) beibehalten
worden.

Durch die spannungsabhéngige Basisweite wird auch der Transferstrom I

durch seinen Séttigungsstrom Is(w,) = Is(Upe) moduliert.
Es gilt nach Gl. (4.14)

Is(0)

T Tl
IS(UBc):eADN—:eADN == . (463)
Wy wy(0) (1 + %3;) 1+ Ulf;f
Fiir |Upc| < Ua kénnen wir mit der Niaherung ﬁ ~ 1 — ¢ schreiben
U U
Is(Upe) = I(0) (1 - =22} =I5(0) (14 =2E (4.64)
UA UA

wenn im normal-aktiven Bereich Usp > Upgg erfiillt ist, kann Ugp ~ Ucg
gesetzt werden, wodurch sich

U

Is(Ucr) ~ Is(0) (1 + —UCE) (4.65)
A

ergibt. Den Transferstrom unter Beriicksichtigung des Early-Effekts konnen

wir damit im normal-aktiven Bereich schreiben als

UBE U, UBE
Ir ~ Is(Uog) e Ur = I5(0) (1 + %) e Ur (4.66)
A
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Fiir den Schaltungsentwickler folgt aus diesem Ergebnis das wichtige Fa-
zit, dass obwohl die Basis-Kollektor-Diode im normal-aktiven Bereich ge-
sperrt und ihre Stréme dadurch vernachldssigbar sind, die Wirkung der
Kollektor-Basis- bzw. Kollektor-Emitter-Spannung den Transferstrom (Kol-
lektorstrom) mitbestimmt.

Auch erfolgt iiber diese Abhéngigkeit ein Einfluss auf die Stromverstéarkun-
gen Br und Bpg nach Gl. (4.25) und (4.26) wobei im normal-aktiven Bereich
nur Br von Bedeutung ist.

4.11 Lawinen-Durchbruch, 1. Durchbruch

Fiir den Lawinen-Durchbruch beim Bipolar-Transistor gelten die gleichen
Uberlegungen wie fiir die p-n-Diode. Im normal-aktiven Bereich ist der
Kollektor-Basis-Ubergang bei groBer Sperrspannung besonders gefihrdet.

Definieren wir mit
Icgr := Reststrom I fir Iz = 0 und Ucp > Ur

und
Ucpo := Durchbruchspannung der C'B-Diode bei Ig =0

so konnen wir direkt mit Iogr = Iy und Ugpg = Uy, das Ergebnis der p-
n-Diode aus Gl. (3.175) mit (3.179) fiir den Kollektor-Basis p-n-Ubergang
anwenden:

I
Io=—8 — — M- Icpr (4.67)

U
- ()

Me— 1 (4.68)

L ()
Gegeniiber der Diode wird durch Beschalten des Emitters der Strom, der
in der C'B-Raumladungszone in den Bereich der Stoflionisation eintritt, um
Ap - Ip vergroBert. Daher ist Irg (hier = Icpg) in Gl. (3.173) bzw. (3.175)
um /g zu ergénzen. Aus Gl. (4.67) wird entsprechend

mit

Ie =M - (Iopr + Ap - Ip) . (4.69)

Gl. (4.69) gibt den Kollektorstrom in Abhéngigkeit des Emitterstroms an.
Die Einsatzspannung des Durchbruchs héngt darin nicht vom Emitterstrom
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ab.

Wir leiten eine entsprechende Beziehung in Abhéngigkeit des Basiss-
troms her. Dazu ersetzen wir in Gl. (4.69) I = I + Ip und erhalten

M- (IB AF + ICBR)

Ic = 4.
¢ 1— M- Ap (4.70)
als den Kollektorstrom bei Durchbruch und endlichem Basisstrom.
Fiir Iz = 0 ergibt sich der Sonderfall
M
Io =—+—1 4.71
C= 1A, CBR (4.71)
darin ist M
—_— 4.72
1— MAp (472)
der Multiplikationsfaktor bei /g # 0 und offener Basis (/5 = 0).
Der Durchbruch erfolgt in diesem Fall, wenn
M- -Arp=1 (4.73)

gilt. Die Spannung Ucp, bei der dies erfiillt ist, bezeichnen wir mit Ucp cro-
Durch Einsetzen von Gl. (4.68) ergibt sich

Ap

1— Uc,cEO
Ucno

=1 = UCB,C’EO = UCBO(l — AF)% . (474)

Bei Ucp,cro handelt es sich um eine Kollektor-Basis Spannung. Es wird je-
doch wegen, der bei Sperrpolung der BC-Diode im Durchbruch gut erfiillten
Néherung Uscp > Uggp = Ucp = Ucg, so dass wir anstelle der Kollektor-
Basis Spannung die Kollektor-Emitter Spannung verwenden kénnen. Wir set-
zen daher

Ucpo := Ucn,cro (4.75)
Aus Gl. (4.74) sehen wir wegen Ap < 1 (z.B. Ap =0,99) dass immer gilt

Ucro < Ucgo - (4.76)

Die C'B-Durchbruchspannung bei offener Basis ist also immer geringer als
die bei offenem Emitter. Fiir die Schaltungsentwicklung ist dies von grofler
Bedeutung bei der Wahl der Grundschaltung in der ein Transistor betrie-
ben wird. Die Forderung Ip = 0 bzw Ip = 0 muss in der Schaltungstechnik
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nicht gleichbedeutend mit einem offenen Emitter- bzw Basisanschluss sein.
Es geniigt auch eine Ansteuerung durch eine hochohmige (Leerlauf) Strom-
quelle, deren Strom unabhéngig von den Stromen im Durchbruchsfall ist.
Durch eine Ansteuerung der Basis mit einer Quelle mit endlichem Wider-
stand ergibt sich eine Durchbruchspannung Uqgp fiir die entsprechend

UCEO < UCER < UCBO (477)

gilt.

4.12 Zweiter Durchbruch

Setzen wir in Gl. (4.69) fiir [ = Ig — Ip ein und stellen die Gleichung nach
Ip um, so ergibt sich

Ip=(1—MAp) Iy — Mlcpg (4.78)

Im Fall eines Lawinendurchbruchs kehrt nach Gl. (4.79) ab MArp > 1
der Basisstrom sein Vorzeichen um. Dies ist die Folge des sehr groflen,
durch die Lawinenvervielfachung in der CB-RLZ entstehenden Stroms.
Er fliet als Majoritatstragerstrom zum groflen Teil iiber die Basis ab
und verursacht dort einen Spannungsabfall im Basis-Bahngebiet. Das
Bauelement im Ersatzschaltbild, an dem dieser Spannungsabfall auftritt ist
der Basisbahnwiderstand rg, den wir in dem Transistor-Ersatzschaltbild in

Abb. 4.15 beriicksichtigt haben.

Aufgrund der Transistorgeometrie ist die durch den negativen Basisstrom
verursachte Basis-Emitter Spannung U, ortsabhéingig. Diese Ortsabhéngig-
keit ist in unserem eindimensionalen Modell nicht beriicksichtigt, da sie
aufgrund der Anordnung vertikal auftritt, so dass sich Unterschiede zwischen
oberem und unterem BFE-Rand ergeben. Als Folge der Ortsabhéngigkeit
konzentriert sich der Strom in den Bereichen der grofiten Basis-Emitter
Spannung. Durch die daraus folgende hohere Injektion steigt Ip und damit
auch die Stromdichte in diesem Bereich an. Durch den Anstieg von Ig
kommt es wiederum nach Gl. (4.79) zu einem grofleren Basisstrom, wodurch
eine Mitkopplung einsetzt. Diese Mitkopplung begriindet den Einsatz des
zweiten Durchbruchs.
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Ic A
- 2.Durchbruch
:/1.Durchbruch
Ucko Ucer Ucgo Uce

Abb. 4.15: Links: Vergroflerung der inneren Basis-Emitter Spannung Uy,g
bei Ugg = const. durch negativen Basisstrom (I < 0). Rechts: Riickldufige
Kennlinie durch negativen Basisstrom bei Einsetzen des Zweiten
Durchbruchs.

Durch die hohe Stromdichte, aufgrund der lokalen Konzentration des
Stroms wird, wenn keine ausreichende Strombegrenzung z.B. durch Seri-
enwiderstéande erfolgt, der Transistor durch den zweiten Durchbruch zerstort.

Dieser Effekt erkldrt die Riicklaufigkeit der Kennlinie in Abb. 4.15
rechts bei Einsetzen des zweiten Durchbruchs. Aufgrund der grofieren
inneren Basis-Emitter Spannung U, steigt bei auflen konstanter Spannung
Upg der Kollektorstrom, wodurch die Kollektor-Emitter Spannung sinkt.
Die Kennlinie in Abb. 4.15 gilt auch fir I = const. Hier ist zwar der Strom
konstant, verteilt sich aber aufgrund der vertikalen Inhomogenitét so, dass
er sich lokal an den Stellen einer grofleren inneren Basis-Emitter Spannung
konzentriert, so dass es wiederum zu der damit verbundenen Mitkopplung
iiber I und dem damit verbundenen Durchbruchmechanismus kommt.

4.13 Physikalisches Grofisignalmodell

Wir koénnen unter Verwendung der bisher abgeleiteten Ergebnisse fiir
den Transistor, unter Zuhilfenahme der Ahnlichkeit zur p-n-Diode, das in
Abb. 4.16 gezeigte Grofisignalmodell erstellen.

Darin sind rg, rc und rg die Bahn- bzw Zuleitungswidersténde des Transis-
tors. Cop und Cgg sind die Sperrschichtkapazitiaten des BC- bzw B E-Uber-
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- lec

e

Abb. 4.16: GroBsignalmodell des npn-Bipolartransistors. Links: AuBere
Anschliisse mit parasitdren Elementen und eigentlichem (innerem)
Transistor. Rechts: Grofisignalersatzschaltbild des eigentlichen Transistors

gangs. Sie liegen parallel zu den Diffusionskapazititen C'pe und Cpp der BC-
und BE-Diode. Ihre Werte bestimmen sich analog zu der Vorgehensweise bei
der p-n-Diode.

Im Fall des normal-aktiven Transistors ist die BC-Diode in Sperrrichtung
gepolt. Daher ist Cpe < Cep und kann vernachléssigt werden.

Fiir die Diffusionskapazitit der Basis-Emitter-Diode kénnen wir mit
Gl. (3.144) schreiben

dAQ ]S Use
Cpg = =71 —eVY 4.80
DE dUpg T UTe T, ( )
wobei AQ die in den BFE-Gebieten gespeicherten Minoritéatstragerladungen
sind. Mit
Unp
IC ~ ]5 e Ur (481)
im normal-aktiven Bereich wird aus Gl. (4.80)
I
Cpp = T — . (4.82)
Ur

Fiir 7 konnen wir wegen Gl. (4.34) die Naherung aus Gl. (3.139) verwenden

Wg
2D,

(4.83)

T = TB, —



Kapitel 4: Bipolar-Transistor 269

4.14 Kleinsignalmodell

Wir wollen zunéchst die zwei fiir die Schaltungstechnik wichtigen Begriffe
Arbeitspunkt und Kleinsignal anhand des kompletten Kennlinienfeldes des
Bipolar-Transistors in Abb. 4.17 definieren.

lc A

Us Lastgerade

Abb. 4.17: Ausgangskennlinienfeld eines npn-Bipolar-Transistors mit
Arbeitspunkt in {Uggo, I5 o, Ico, Ucro}- Die Kleinsignalparameter ergeben
sich aus den Steigungen {«, 3,7, 9} der jeweiligen Kurven im Arbeitspunkt.

Wir nehmen dazu an, dass der Transistor in einer, vom Schaltungsentwick-
ler vorgegebenen, Schaltung betrieben wird. Wir wollen an dieser Stelle keine
speziellen Annahmen zu der Schaltung machen. Wir gehen jedoch davon aus,
dass sich, durch diese Schaltung bewirkt, an den Anschliissen des Transistors
bestimmte Spannungen und Strome einstellen.

Als Arbeitspunkt bezeichnen wir dann die Strome und Spannungen an den
Anschliissen des Transistors, die im Ruhezustand der Schaltung vorliegen.
Ein vollstandiger Satz von Spannungen und Strémen im Arbeitspunkt sind
die in Abb. 4.17 eingezeichneten Groflen {Ucg o, Ico, o, Usro}. Den mit
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einem Komma getrennten Index 0 haben wir zur Kennzeichnung des Ru-
hezustandes (,,quicent“) verwendet. Wenn keine Gefahr zur Verwechslung
mit der Durchbruchspannung Uggg besteht, kann und wird das Komma im
Folgenden auch weggelassen. Ein Arbeitspunkt kann (muss aber keinesfalls)
zum Beispiel durch eine Beschaltung nach Abb. 4.18 in der folgenden Weise
eingestellt werden:

1. Zwischen Basis und Emitter wird eine Spannung Ugg angelegt.

2. Uber die Steuerkennlinie Ip(Ugg) im dritten Quadranten folgt daraus

ein Basisstrom Ipgg.

3. Durch die Stromverstarkung B = % (zweiter Quadrant) flieit ein um
B - Igy = I groBerer Kollektorstrom im Arbeitspunkt.

4. Dieser Kollektorstrom verursacht an R¢ einen Spannungsabfall, so dass
sich bei einem Spannungsumlauf Iog Rc + Ucpo = Up die Kollektor-
Emitter-Spannung Ugpgg im Arbeitspunkt ergibt.

Abb. 4.18: Einfache Beschaltung zur Einstellung eines Arbeitspunktes fiir
einen Transistor in Emittergrundschaltung.

Es ldsst sich einfach zeigen (Elektronik IT), dass I¢ und Ucg in der Schaltung
nach Abb. 4.18 ausschliellich Werte auf der im ersten Quadranten eingezeich-
neten fallenden Lastgeraden annehmen kénnen.

Durch Einspeisen eines Signals in die Schaltung dndern sich Strome und
Spannungen am Transistor gegeniiber dem Arbeitspunkt. In der Schaltung
in Abb. 4.18 konnte ein Signal z.B. durch eine in Reihe zur Spannungsquelle
Uggo geschaltete Signal-Spannungsquelle eingespeist werden.

Abhéngig von der Grole (Amplitude) des eingespeisten Signals stellen sich
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die Werte {Ucg, Ic, Ip, Upg} am Transistor ein. Die Anderung
{AUCE7 AIC: AIB? A(]BE} -
{Uce — Ucgo, Ic — Ico, Ip — Ipo, Upe — Upko} (4.84)

bezeichnen wir als Aussteuerung (um den Arbeitspunkt). Sie entspricht den
Signalspannungen und -stréomen.

Ist die Aussteuerung so klein, dass der Verlauf der Kennlinien in Abb. 4.17
durch eine Geradenndherung mit ausreichender Genauigkeit beschrieben
werden kann, so sprechen wir von einer Kleinsignalaussteuerung oder von

Kleinsignalbetrieb. Der Arbeitspunkt entspricht also dem ersten Glied einer
Taylor-Reihenentwicklung (vgl. z.B. I(Up) in Gl (3.156)), das den Funk-
tionswert, um den entwickelt wird, angibt. Der lineare Teil der Kennlinie
wird durch das zweite Glied der Taylorreihe beschrieben (%UU) I AU in
GL (3.156)). ’

Eine Kennlinie in einem Quadranten von Abb. 4.17 wird jeweils durch

Wertepaare auf den Achsen dieses Quadranten gebildet. Zum Beispiel sind
dies fiir die Steuerkennlinie /5(Ugg) die Groflen Ig und Ugg. Offen bleibt,
welche Werte die jeweils beiden anderen Groflen des aus vier Parametern
bestehenden Datensatzes haben. Im Fall der Steuerkennlinie fehlt die
Information dariiber, welche Werte Usgp und Io haben. Fiir den Fall der
Ausgangskennlinien im ersten Quadranten ist offen, welche Bedingung fiir
die Eingangsgrofien Ig, Ugg der Eingangskennlinie gelten. Diese Festlegung
wird im folgenden Kapitel am Beispiel der Definition der Hybridparameter
nachgeholt.

4.15 Hybridparameter

Fiir den Fall der Kleinsignalaussteuerung liegen lineare Abhéngigkeiten zwi-
schen den Signalspannungen und -strémen vor. Es kann daher der Uberla-
gerungssatz angewendet werden. Dieser erlaubt die Ermittlung der Gesamt-

wirkung durch Uberlagerung der Wirkungen der einzelnen Ursachen. Bei der
Ermittlung der Wirkung einer einzelnen Ursache werden die anderen Ursa-
chen zu Null gesetzt. Beachten: Das Null-Setzen einer Grofle bezieht sich auf
die Signalaussteuerung und entspricht einem konstanten Wert im Arbeits-

punkt.
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Bei der Ermittlung der Kleinsignalparameter eines Transistors werden je nach
verwendeten Parametern unterschiedliche Groflen zu Null gesetzt. Wir be-
trachten hier beispielhaft die Hybridparameter. Hier gilt vereinbarungsgeméfl
fiir einen Transistor in Emittergrundschaltung nach Abb. 4.18 AUgg = 0
bzw. Ucpg = const. fiir den zweiten und dritten Quadranten (linke Seite von
Abb. 4.17), und Alg = 0 bzw. Ig = const. fiir den ersten und vierten Qua-
dranten (rechte Seite von Abb. 4.17). Aus Abb. 4.17 lassen sich mit diesen
Randbedingungen die folgenden vier Hybridparameter ablesen

ou 1
hy = —=BE =1, = — , Eingangswiderstand (4.85)
8IB Ucg=const.=Ucgo gbe
ol
hoy = 8TC =0 , Stromverstérkung (4.86)
B Ucg=const.=Ucgo
ou
his = 8UBE , Spannungsriickwirkung (4.87)
CE Ip=const.=Ipg
ol
hay = 8Uc = go , Ausgangsleitwert . (4.88)
CE Ip=const.=Ipq

Beachten: Die Hybridparameter sind Kleinsignalparameter und daher
abhéngig vom Arbeitspunkt {Ucgo, Ipo} der Schaltung.

Die Forderung Usp = const. bzw. Ig = const. entspricht fiir die Signalsteu-
erung wegen AUcg = 0 einem Kurzschluss des Signals am Ausgang bzw.
wegen Alp = 0 einem Leerlauf des Signals am Eingang.

Zur FErmittlung der Hybridparameter kann das Grofsignalmodell aus
Abb. 4.16 verwendet werden. Wir betrachten zunédchst den eigentlichen Tran-
sistor mit dem Ersatzschaltbild auf der rechten Seite. Fiir die Basis-Emitter-
Diffusionskapazitat kann als Kleinsignalwert der Wert im Arbeitspunkt nach
Gl. (4.82) verwendet werden.

Fiir den invers-aktiven Betrieb kann der Beitrag des eigentlichen Transis-
tors in Form der Kollektor-Basis-Diode und deren Diffusionskapazitit ver-
nachlassigt werden. Sie konnen fiir diesen Betriebsfall aus dem Modell ent-
fernt werden. Fiir die restliche Schaltung gelten mit Gl. (4.66) fiir den Early-
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Effekt die Beziehungen:

U,
Io ~ Ion (1 + ﬂ) (4.89)
Ua
I, = B (4.90)
Br
Uce Ic
By:=B 1+— ) =— 4.91
N F ( + U ) Tn ( )
UBE
Iop ~ Ige 01 (4.92)

Mit By wird dabei die Vorwértsstromverstiarkung eingefiihrt, die sich durch

Einsetzen der spannungsabhéngigen Basisweite nach Gl. (4.62) in die Strom-
verstiarkung nach Gl. (4.25) ergibt.

Die Basis-Emitter-Diode des Grofisignalmodells kann wie in Gl. (3.160) bei
der p-n-Diode gezeigt, durch den Kleinsignalleitwert nach Gl. (4.85)

ol 1 1 I
he = =2 _K (4.93)
oUsk\y.,, Br Ur Ur
ersetzt werden.
Fiir die Stromverstirkung wird die quasistatische
Kleinsignal-Stromverstérkung nach Gl. (4.86)
01 00BN I 0B
Bo= =2 =EE) —By+Ip =N (4.94)
Ilp Ucko OIp Ucko Ilp Ucko
eingesetzt. Bei arbeitspunktunabhéngiger Stromverstdrkung gilt
fo = By = Br (4.95)

wobei im zweiten Schritt der Naherung By =~ Bp auch der Early-Effekt
vernachlissigt wurde. Es lisst sich einfach zeigen (zur Ubung), dass fiir 5,
auch geschrieben werden kann

Bo=Im (4.96)
Gbe
mit oI /
C Co UBE
m = =— , IogxIlg-eUr 4.97
g Upp - Ur C S ( )

als die Steilheit des Transistors. Sie gibt an, wie stark sich der Kollektorstrom
des Transistors bei kleinen Anderungen der Eingangsspannung Ugp dndert.
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Die Spannungsriickwirkung hio ist, aufgrund des exponentiellen Strom-
Spannungszusammenhangs, in der Regel vernachléssigbar, so dass

OUgg
oUck

~0 (4.98)

Ipo

angenommen werden kann.
Der Ausgangsleitwert unter Beriicksichtigung des Early-Effektes ergibt sich
durch Ableiten von Gl. (4.89) zu

I
~ OUcp

N UCE—FUA.

9o (4.99)

Ipo
Damit kann das in Abb. 4.19 gezeigte Ersatzschaltbild des eigentlichen Tran-
sistors gezeichnet werden.

Die darin enthaltenen Grofien entsprechend den in Gl. (4.85) bis (4.88) defi-

b Iy Im* Ype=Bo 1o .

Qbe CDE Obe Jdo ch

Abb. 4.19: Kleinsignalmodell des eigentlichen Transistors.

nierten Hybridparametern. Zur Kennzeichnung, dass es sich bei den Strémen
und Spannungen des Ersatzschaltbildes um Signalamplituden handelt, wurde
die Phasorenschreibweise gewéhlt.

Abb. 4.20 zeigt das vollstiandige Kleinsignalmodell des Transistors, das
gegeniiber Abb. 4.19 um die Bahnwiderstinde und die Sperrschichtkapa-
zitdten entsprechend Abb. 4.16 links erweitert wurde. Es wird auch als
Giacoletto-Ersatzschaltbild bezeichnet.

Strome und Spannungen in den Ersatzschaltbildern sind, entsprechend ih-
rer Herleitung, Signalamplituden, was durch die Phasorenschreibweise aus-
gedriickt wird.

Der Arbeitspunkt des Transistors ist in den Werten der Elemente des Er-
satzschaltbildes beriicksichtigt. Auch fiir das vollstdndige Ersatzschaltbild
konnen die Hybridparameter bestimmt werden. Da sdmtliche darin enthalte-
nen GroBen bereits linear sind, kénnen die Bestimmungsgleichungen (4.85)
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Abb. 4.20: Vollstédndiges Kleinsignalersatzschaltbild eines
Bipolar-Transistors (Giacoletto-Ersatzschaltbild).

bis (4.88) linear und in Phasorenschreibweise ausgedriickt werden
U
hyy = =2 ) (4.100)
lB Ucp=0
Ic
hyy = 7= ; (4.101)
g Ucp=0
U
hyy = _U—BE 15=0 5 (4.102)
YcE
e
hoy = 57| 15=0 - (4.103)
YoE

Die Hybridparameter lassen sich demnach durch einfache Wechselstrom-
rechnung mit Phasoren aus der Schaltung in Abb. 4.20 berechnen. Dies wird
eine der Aufgaben der Vorlesung Elektronik II sein.

4.16 Transitfrequenz

Durch das Beriicksichtigen der Kapazitédten im Giacoletto-Ersatzschaltbild
in Abb. 4.20 weicht der innere Basisstrom I, mit zunehmender Frequenz von
dem duBerem Basisstrom I ab. Es gilt mit Gl. (4.82)

Cpe =Cie+Cpeg =Cig+ Trgm (4.104)
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fiir das Verhéltnis der Basisstrome bei vernachléassigbarem Strom durch C¢
lb ~ Gbe o 1 - 1
Iy " e+ jwCpe 1+jw% B 1+i_“;

Gbe

Cpr

Der innere Kollektorstrom ist iiber die reellwertige Stromverstéarkung (3, nach

(4.105)

mit der § -Grenzfrequenz wg := (4.106)

Gl. (4.95) bzw. (4.96) vom inneren Basisstrom abhéngig. Definiert man die
Wechselstromverstiarkung beziiglich der dufleren Transistorklemmen, so er-

gibt sich fiir U,y = 0 bei vernachlissigbarem r¢ mit Gl. (4.105)

ﬁ:l_c _bBody  Bo

= Ip Upp=0 I 1+ %

(4.107)

Die Stromverstarkung fallt also oberhalb der 3-Grenzfrequenz ab, so dass fiir
w > wg naherungsweise

gzﬁo.wﬂzﬁqfﬂ:fl (4.108)

Jw g Jrf

gilt. Darin ist die Transitfrequenz

fr = 0o [3 (4.109)

die Frequenz, bei der |3 (f = fr)| = 1 gilt. Wir konnen mit Gl. (4.96) und
(4.106) fur den Kehrwert der Transitfrequenz auch schreiben

1 2
L% 27Cp _, Copt Cpr (4.110)
fr o gm Goe Im
woraus mit Gl. (4.82)
1 Ur
=Cjp— 4.111
27 fr P L ( )

wird. Die Transitfrequenz ist also in erster Naherung abhingig vom Arbeits-
punkt (I¢g), der Basis-Emitter-Sperrschichtkapazitat und von der Transitzeit
7r. Bei vernachlassigharen Minoritéatstriagerladungen in Emitter und Kollek-
tor kénnen wir fiir 7p ~ 75, nach Gl. (4.83) setzen.

Bei genauerer Berechnug unter Beriicksichtigung von 7, r. und C;¢ (go kann
in der Regel weiterhin vernachléssigt werden) ergibt sich die Transitfrequenz

aus
1

2 fT

U
= (CJE+CJC)[—T+TT+(T6+TC) Cic . (4.112)
c
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5 Unipolare Bauelemente

5.1 Metall-Halbleiter-Ubergang

Metall-Halbleiter-Ubergéinge haben wir bereits bei der p-n-Diode und fiir
den Bipolar-Transistor verwendet. Wir haben dort den Kontakt der Bahn-
gebiete als ideal in dem Sinne angenommen, dass der Gesamtstrom aus dem
kontaktierten Bahngebiet in gleicher Hohe durch den Kontakt flieen kann.
Der Kontakt selbst hatte keinen Einfluss auf die Hohe des Stromes. Wir be-
trachten diesen Metall-Halbleiter-Ubergang mit Hilfe des Bindermodells in
Abb. 5.1 und Abb. 5.2 etwas genauer.

Wy qu,
Wiy w. 200 (©) W

Wy

Abb. 5.1: Béindermodelle eines Metall-Halbleiter-Ubergangs mit groferer
Austrittsarbeit des Metalls als Halbleiter. Links: Metall und Halbleiter vor
dem Zusammenfiigen. Rechts: nach dem Zusammenfiigen, mit
metallurgischem Ubergang bei xj.

Da bei einem Metall Valenz- und Leitungsband iiberlappen und ein kontinu-
ierliches Energieband darstellen, 148t sich fiir das Béndermodell des Metalls
kein Leitungs- und Valenzband sondern nur der Verlauf der Fermienergie an-
geben?’.

Zur Konstruktion des Béndermodells fiir Metall und Halbleiter wird daher
die Energie e¢, eines freien, ruhenden Elektrons auflerhalb des Festkorpers
hinzugezogen. Die Energie, die einem Elektron im Festkorper im Mittel zu-
gefithrt werden muss, um auf dieses Ruhe- oder auch Makropotential ¢ zu
gelangen, ist bei dem Metall die Austrittsarbeit W), und bei dem Halbleiter

2TDie Fermieinergie des Metalls ist die Energie zu dem Radius der Fermikugel (vgl. freies
Elektronengas) in deren Inneren alle Elektronen des Metalls untergebracht sind.
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Abb. 5.2: Béindermodell eines Metall-Halbleiter-Ubergangs mit kleinerer
Austrittsarbeit des Metalls als Halbleiter. Links: Metall und Halbleiter vor
dem Zusammenfiigen. Rechts: nach dem Zusammenfiigen, mit
metallurgischem Ubergang bei xj.

die Austrittsarbeit Wy. Die Energie, die die Elektronen an der Leitungsband-
kante benotigen, um auf das Makropotential zu gelangen ist die Elektronenaf-
finitét W,. Aus dem gleichen Grund wie bei dem Leitungs- und Valenzband,
muss auch das Makropotential stetig verlaufen, solange keine Dipolladungen
in der Grenzfléache bei z; vorhanden sind. Mit dem Kriterium der Stetigkeit
lassen sich unmittelbar die Bandermodelle in Abb. 5.1 und Abb. 5.2 rechts
nach Zusammenfiigen von Metall und Halbleiter zeichnen. Dabei verlauft
das Fermi-Niveau im thermodynamischen Gleichgewicht waagerecht ( d;‘;F
= 0). Abb. 5.1 zeigt, dass Elektronen vom Metall in den Halbleiter eine

Energiebarriere

AW =Wy — W, (5.1)

zu iiberwinden haben. Elektronen im Halbleiter (Dotierung Np angenom-
men) miissen dagegen nur die Barriere

e Up = Wy — Wy = WM—W¢—szn(ﬁ4D) (5.2)
AW

iiberwinden®®. Daher gelangen mit hoherer Wahrscheinlichkeit (Emission
durch thermische Anregung) Elektronen vom Halbleiter in das Metall. Der

28Unter der Annahme, dass die Elektronendichte im Leitungsband gleich der Donator-

dichte Np ist, gilt: ng = Np = N¢ exp( WFk}WO), woraus sich die zur Bestimmung der

Barriere eUp benétigte Energiedifferenz W — W ergibt.
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Ubergang auf der Seite des Halbleiters verarmt daher an Ladungstrigern.
Wie bei der p-n-Diode verbleibt als Folge der Verarmung eine ortsfeste (posi-
tive) Ladung der Donator-lonen im Bereich z; < z < x,, (vgl. Abb. 5.1) der
entstandenen Raumladungszone. Aufgrund der Neutralitdtsbedingung wird
diese Ladung durch eine gleich grofie negative Ladung auf der Oberfliche
des Metalls kompensiert. Die entsprechenden Uberlegungen lassen sich auch
fiir den Metall-Halbleiter-Ubergang fiir den Fall, dass die Austrittsarbeit des
Metalls kleiner ist als die des Halbleiters, anstellen. Hierdurch gelangen Elek-
tronen aus dem grofien Reservoir im Metall mit gréflerer Wahrscheinlichkeit
in den Ubergangsbereich im Halbleiter. Durch die Anreicherung wird der
Ubergangsbereich niederohmig und leitfshig.

Zur Vollstéandigkeit sei hier erwihnt, dass in der Praxis eine ideale Grenz-
schicht zwischen Metall und Halbleiter nicht realisierbar ist. Auch weisen Me-
tall und Halbleiter an ihren Oberflichen andere Eigenschaften als in ihrem
hier als homogen behandelten Volumen auf. Es ergeben sich Gitterstorungen,
Verunreinigungen sowie Oxidschichten bei der Kontaktierung. Deren Einfluss
kann durch zusétzliche, in der Energieliicke verteilte Energieniveaus beriick-
sichtigt werden. Werden diese besetzt, so ergibt sich eine zusétzliche Ladung
an der Grenzschicht (fiihrt zu Bandverbiegung), die das Verhalten des Uber-
gangs erheblich beeinflussen kann. Die isolierende Oxidschicht in Verbindung
mit der Grenzschichtladung entspricht im Aufbau einem MOS-Kondendator
mit sehr diinner Oxidschicht (Si0;). Dieser bildet die Grundlage zu dem in
einem der nachfolgenden Kapitel behandelten MOS-Feldeftfekttransistor. Die
gleichen Uberlegungen konnen bei Bedarf auch hier fiir die Betrachtung der
Wirkung einer isolierenden Oxidschicht fiir den Metall-Halbleiteriibergang
angestellt werden.

5.2 Metall-Halbleiter-Kontakt

Um einen moglichst idealen Kontakt zu einer p-oder n-leitenden Schicht
herzustellen, bieten sich zwei Moglichkeiten an. Zum einen kann, wie in
Abb. 5.2 und 5.3 links gezeigt, ein Metall mit einer kleineren Austrittsarbeit
als fiir den Halbleiter (W), < W) verwendet werden.

Héufiger wird von der Moglichkeit eines Tunnelkontaktes Gebrauch gemacht.
Hierzu geniigt es, den Halbleiter am Kontakt sehr hoch (z.B. n™ fiir den Kol-
lektoranschluf} in Abb. 4.3) zu dotieren. Dadurch ergibt sich wie in Abb. 5.3
angedeutet, eine sehr geringe Weite wgrrz der Raumladungszone. Fiir die
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Wahrscheinlichkeit des Durchtunnelns der Potentialbarriere AW bedeu-
tet dies nach Gl. (3.181) mit d = wgpyz ~ \/#—D eine exponentielle Erhohung.

| —_ === eq)()
D —
_ _|\_ _____ W

Abb. 5.3: Beispiele fiir Bindermodelle von Metall-Halbleiter-Kontakten.
Links: Bei Wahl eines Metalls mit W, < Wg. Rechts: Bei starker
n*-Dotierung des Halbleiters.

5.3 Schottky-Diode

Fiir den Metall-Halbleiter-Ubergang mit Wy, > Wy ergibt sich das in
Abb. 5.1 gezeigte Bédnder-Modell mit einer Raumladungszone im Halblei-
ter aufgrund der vom Halbleiter in das Metall geflossenen Elektronen. Die
Kraftwirkung des Feldes in dieser Raumladungszone bewirkt, dass weniger
Elektronen vom Halbleiter in das Metall gelangen. Im thermodynamischen
Gleichgewicht ist die Emission von Elektronen vom Halbleiter in das Metall
genauso grof, wie vom Metall in den Halbleiter. Die Elektronenfliissse (=
Strome) kompensieren sich. Durch das Anlegen einer Spannung wird wie bei
der p-n-Diode dieses Gleichgewicht gestort. Die Berechnung des Ubergangs
erfolgt wie zuvor bei der p-n-Diode unter Verwendung der Rechteckprofil-
Néaherung fiir die Raumladungszone und wird im Anhang dargestellt. Es
ergibt sich fiir die Schottky Diode die gleiche funktionale Abhéngigkeit von
Strom- und Spannung wie bei der p-n-Diode
U

[ = Is(eTr —1). (5.3)

Fiir den Fall, dass die Raumladungszone lang gegeniiber der mittleren freien

Wegliange der Ladungstréager ist, ist der Strom durch die Schottky-Diode in
erster Ndherung ein Diffusionsstrom der Majoritétstrager. Bei Vernachléssi-

gung der Minoritétstragerstrome sowie der Rekombinationsverluste der Ma-
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joritétstriger in der Raumladungszone ergibt sich nach Rechnung (folgt im
Anhang)

Is == e ANcvpne #7 | (5.4)
Darin ist vp, die Driftgeschwindigkeit der Elektronen und A die homogen
vom Strom durchflossene Fliche der Diode. Fiir den Fall, dass die Weite der
Raumladungszone kleiner ist als die mittlere freie Weglénge, muss der Strom
mit Hilfe eines Emissionsmodells fiir Ladungstréger iiber einen Potentialwall
berechnet werden (Emissionsmodell nach Bethe). Es ergibt sich nach ldngerer

Rechnung (folgt im Anhang) ein Séttigungsstrom

Uthn 7AW

[S = GANC 4 KT (55)

Der Sattigungsstrom der Schottky-Diode wird also in beiden Féllen mafigeb-
lich von der Energiebarriere AW bestimmt.

Fiir das Ersatzschaltbild der Schottky-Diode kann das der p-n-Diode ver-
wendet werden. Im Unterschied zur p-n-Diode erfolgt der Stromfluss in
den Bahngebieten durch die Majoritatstriager. Es ergibt sich daher nur ei-
ne vernachléssigbar kleine Minoritétstragerladung im Bahngebiet. Die Dif-
fusionskapazitéit der Schottky-Diode ist daher in der Regel gegeniiber ihrer
Sperrschichtkapazitéit vernachlassigbar. Fiir die Weite der Raumladungszo-
ne kénnen wir die fiir die p-n-Diode ermittelte Beziehung anwenden. Da die
Raumladungsweite im Metall viel geringer als im Halbleiter ist, konnen wir
N4 — oo setzen und erhalten aus Gl. (3.25) mit Up — Ugrz direkt

/25URLZ / U UD
€ND €ND (56)

Darin ist nach Gl. (5.2) das Potential der von den Elektronen zu iiberwin-
denden Energlebarrlere

1 N,
Up = =(Wy —W,) — len( C) : (5.7)
e Np
die Diffusionsspannung der Schottky-Diode. Mit x,, aus Gl. (5.6) ergibt sich
die Sperrschichtkapazitiat der Schottky-Diode zu
-A
C; = = A (5.8)

Tn
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5.4 Allgemeine Uberlegung zum Transistor-Effekt

Transistoren sind Bauelemente, die die Steuerung einer Ausgangsgréfie durch
eine Eingangsgréfie ermoglichen. Eine Verstdrkung wird dadurch erreicht,
dass fiir kleine Anderungen der Eingangsgroe eine grofie Anderung der Aus-
gangsgrofle erfolgt.

Fir den Bipolar-Transistor ist ein solcher Zusammenhang z.B. fiir
Ic = B-Ig =g, -Upg gegeben. Auf physikalischer Ebene kommt beim
Bipolar-Transistor der Steuerungsvorgang durch die, in den Bahngebieten
(im wesentlichen in der Basis) gespeicherten Minoritatstrager zustande.
Eine ganz andere, sehr naheliegende Moglichkeit zur Steuerung einer Aus-
gangsgrofle besteht darin, den elektrischen Leitwert zwischen den Ausgangs-
anschliissen durch die Eingangsgrofie zu steuern. Ist die Eingangsgrofie eine
Spannung, so verhélt sich das Bauelement wie ein spannungsgesteuerter Leit-
wert. Abb. 5.4 links zeigt den Aufbau eines solchen Bauelementes schematisch
(vgl. auch Abb 2.16).

0 y |_ y n- dotiert

Abb. 5.4: Links: Prinzipieller Aufbau eines Transitors mit Steuerung des
Leiterquerschnitts. Rechts: Realisierung als Sperrschicht-Feldeffekttransistor
mit Metall-Gate (MESFET)

Darin steuert eine Spannung Ugg die Weite (Hohe) we eines Widerstandes
mit den Anschliissen Source (S) und Drain (D). Die Steuerspannung wird
zwischen den Anschluss Gate (G) und Source angelegt. Dies ist an dieser
Stelle zunéchst willkiirlich, entspricht aber den Moglichkeiten der spéteren
Realisierung. Die Leitfahigkeit zwischen zwei Kontakten, hier Source und
Drain, eines homogen dotierten Halbleiters ist bereits in Gl. (2.87) allgemein
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berechnet worden und lautet

Jp  IpL
E  AUpg '

o = e (nopn + pofty) = (5.9)

Darin kann unter der Annahme homogener Verhéltnisse im Widerstand
J=12 und E = % gesetzt werden. Es wird also durch eine Abhéngigkeit

A
A(UGS) =b- wC(UGS) (510)
der Ausgangsstrom
AU, b
ID— (LGS)O'UDS: ZUUDS'wc(UGS’) (5.11)

durch die Eingangsgrofle Ugg gesteuert. Der gesteuerte Leitwert des Aus-
gangs betrigt allgemein

Ip b

b
= —ow.(Usgs) = + e (noptn + popty) we(Ucas) (5.12)

G(Ugs) = Ups I i

und bei Dotierung des Widerstandes mit nur einer Ladungstrégerart, so dass
zum Beispiel ng > pg gilt

Ip b

G(Ugs) = Toa T M0k w.(Ugs) - (5.13)

DS
Beachten: Bei der Herleitung der Leitfahigkeit o in Gl. (2.87) wurde fiir
die Geschwindigkeit der Ladungstriger die, der Feldstdrke proportionale
Driftgeschwindigkeit angenommen. Wir wissen aber aus Kapitel 2.12.9, dass
mit zunehmender Feldstéirke diese Proportionalitéit in einen Sattigungsver-
lauf iibergeht, der ab E > F,, vorliegt. Wir miissen daher im Folgenden
beachten, dass bei Feldstédrken oberhalb E,,; kein linearer Strom-Spannungs-
Zusammenhang Ip = Upg - G vorliegt.

5.5 Sperrschicht-Feldeffekttransistor

Abb. 5.4 rechts zeigt die direkte Umsetzung des Leitwert-gesteuerten Transis-
tors am Beispiel eines n-dotierten Halbleiters. Auf einem n-dotierten Halb-
leiter der Dicke h = wpgrz + w,. sind die Kontakte fiir Source und Drain
des Ausgangskreises aufgebracht. Die Kontakte konnen wir uns wegen der
n™ Dotierung im Halbleiter als Tunnelkontakt mit den Widerstanden Ryg
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und Rgp vorstellen. Zwischen den Bahngebieten von Source und Drain, de-
nen wir die Widersténde r,¢ und 7,p zuordnen, liegt der aktive Bereich des
Transistors. Die Weite des stromdurchflossenen Kanals bezeichnen wir mit
w, (Index ¢ fiir ”channel”). Die in der zweidimensionalen Abbildung rechts
nicht sichtbare Breite bezeichnen wir, wie auf der linken Seite, mit b.
Zwischen den beiden Kontakten ist der Gate-Kontakt (man sagt auch Gate-
Elektrode) aufgebracht. Sitzt sie direkt auf dem zu steuernden Kanal, so
bildet sie mit dem Halbleiter eine Schottky-Diode. Wir sprechen in diesem
Fall vom Metal-Semiconductor-Field-Effekt-Transistor kurz MESFET. Bei
Sperrpolung der Schottky-Diode (Ugs < 0) dehnt sich die Weite wgp, der
Raumladungszone aus und verringert bei konstanter Hohe A die Weite des
stromdurchflossenen Kanals iiber

we(y) = h —wrez(y) - (5.14)

Dabei nehmen wir durch die Abhéngigkeit von y an, dass sich die Weiten
itber der Lénge L &ndern konnen. L ist definiert als die Lange des Kanals
unter dem Gate, dessen Querschnitt und damit dessen Leitwert gesteuert
werden kann.

Bei der zweiten Variante des Leitwert-gesteuerten Transistors, die wir JFET
nennen, wird das Gate-Metall wie in Abb. 5.5 gezeigt, auf einen stark p*-
dotierten Bereich iiber dem auszubildenden Kanal im Halbleiter gesetzt.

Ups

©
o) o@

__,/
4 Weiz(Y). ]
R KS

Tbs | Uc(y)

Wriz(Y)

W)

0 y L y n- dotiert O y |_ y

Abb. 5.5: Querschnitt durch einen JFET (links) und ein einfaches Modell
fiir die Berechnung (rechts).

Der Metall-p™ Ubergang bildet dann einen Tunnelkontakt. Der neu entstan-
dene p*-n Ubergang bildet eine einseitig schwach dotierte p-n-Diode.
Sowohl fiir den MESFET als auch fiir den JFET ergibt sich die gleiche Be-
rechnung der Kennlinien.
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Unter der Annahme, dass der Strom im Kanal ein reiner Driftstrom ist und
eine lineare Abhéngigkeit der Driftgeschwindigkeit der Elektronen von der
Feldstdrke besteht, kann Gl. (5.9) verwendet werden, wonach allgemein fiir

den Drainstrom
Jp=0cF (5.15)

gilt. Bei n-Dotierung des Halbleiters mit ng = Np > p, gilt zum Beispiel
oc=eNp -y, .

Da wir annehmen, dass die Weite des Kanals ortsabhéngig ist, miissen wir

auch I
Iply) = —2- 5.16
und damit auch a0.(y)
c\Y
E 5.17
) =5 (5.17)
ortsabhéingig annehmen. Damit wird Gl. (5.15) zu
dU.(y)
Ip=0cA . 1
Fiir A(y) kénnen wir mit w,.(y) aus Gl. (5.14) schreiben
A(y) = b-we(y) = b(h — wrLz(y)) - (5.19)

Bei einem JFET ist fiir A nicht die Gesamtdicke des Halbleiters, also der
Bereich bis unter das Gate-Metall sondern nur bis zur Unterseite des p™
dotierten Bereiches einzusetzen.

Fiir die Weite der Raumladungszone konnen wir das Ergebnis der einseitig

stark dotierten p-n-Diode verwenden, das wir auch fiir die Schottky-Diode in
Gl (5.6) eingesetzt haben. Danach gilt bei n-dotiertem Kanal des Halbleiters

2e (Up — Uge
WRLZ = Tp = \/M (5.20)

GND

Darin ist Up bei einem MESFET iiber Gl. (5.7) der Schottky-Diode definiert.
Bei einem JFET ist Up die Diffusionsspannung der p-n-Diode nach Gl. (3.23)
mit der Dotierung N4 des Gate-Anschlusses, im Halbleiter.
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Die Spannung Ug. in Gl (5.20) ist die Spannung iiber der Raumladungs-
zone, also zwischen Gate und Kanal. Sie ist wegen der Ortsabhéngigkeit
der Spannung U.(y) iiber dem Kanal ebenfalls ortsabhéngig. Sie setzt sich
nach Abb. (5.4) rechts, bei Vernachlissigung der Spannungsabfille an den
Kontakt- und Bahnwiderstdnden, zusammen aus

Uac(y) = Uas — Uc(y) - (5.21)

Damit lasst sich die Weite der Raumladungszone aus Gl. (5.20) schreiben als

2 —
WRLZ = \/ =(Un +€ch\%) Uss) : (5.22)

Fiir die weitere Rechnung definieren wir die Spannung, die zwischen Gate
und Source angelegt werden muss damit die Weite der Raumladungszone bei
y = 0 den gesamten Kanal abschniirt als die Schwellspannung oder Pinch-off

Spannung U,.
Da bei y = 0 der Referenzpunkt (Nullpunkt) fiir U.(y) ist, gilt mit U.(0) =0
fir UGS = Up

2¢ (UD -U )
—h=g =2 TP 2
WRLZ eNp (5.23)
U, ist also definiert durch (Umstellen von Gl. (5.23)):
h?e N
U, = Up — 265 D _Up—U, (5.24)
h?e N
mit Uy i= 2 (5.25)

Um Konfusion zu vermeiden, sei angemerkt, dass in der Literatur auch Vari-
anten der Definition angetroffen werden, bei denen anstelle von U, die Thres-
holdspannung Uy, und anstelle von Uy die Pinch-off-Spannung U, verwendet
wird.

Um die Strom-Spannungskennlinie des Sperrschicht-Feldeffekttransistors zu
erhalten, setzen wir wgrz nach Gl. (5.22) in die Fldche nach Gl (5.18) ein
und diese wiederum in Gl. (5.19). Wir erhalten

(5.26)

1 [2e(Up+ Udy) —Ugs) | dU.(y)
Ip= 1- =
D obh h\/ €ND dy
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worin wir noch die Hohe h vor der Wurzel durch die Pinch-off-Spannung nach
Gl. (5.23) ausdriicken

UD + Uc(y) — UGS dUc<y>
In = 1— . 2
b ”bh< \/ Up — U, dy (5:27)

Diese Differentialgleichung lésst sich durch Integration losen. Wir integrie-
ren im Bereich 0 < y < L mit den Spannungen U.(0) = 0 und U.(L) =
Ups als Randbedingung und erhalten die Strom-Spannungskennlinie des
Sperrschicht-Feldeffekttransistors fiir den aktiven Bereich

Ups +Up — Ugs %_ Up — Uss \ ?
UO UO

die sich mit dem S&ttigungsstrom

bh 2
ID—O'T (Ups—gUo

schreiben lasst als

3 3
3U U Up — U, 2 Up — U, 2
ID:IDSS<2£)S_( DS+U§ G’S) +(DTGS> ) . (5.30)

Darin ist U nach Gl. (5.25) definiert.
Diese Kennlinie beschreibt den Strom-Spannungs-Zusammenhang des
Sperrschicht-Feldeffekttransistors im aktiven Bereich.

Wir {iberlegen uns welcher Giiltigkeitsbereich den aktiven Bereich bestimmt.
Aufgrund des symmetrischen Aufbaus besteht fiir die Ausbildung des Kanals
kein Unterschied zwischen Source und Drain. Daher wird entsprechend der
Definition von U, bei einer Spannung zwischen Gate und Drain von

Uap = Ugs — Ups = Up = wC(L) =0 (531)
oder umgestellt nach der in diesem Fall anliegenden Drain-Source-Spannung
Ups =Ugs — Up = wC(L) =0 (532)

am Drain-seitigen Ende des Kanals (y = L) die Sperrschichtweite die Wei-
te des gesamten Kanals einnehmen (wgpz(L) = h), wodurch der Kanal bei
y = L eingeschiirt wird (w.(L) = 0). Der Querschnitt an der Stelle y = L
wird damit zu Null (A(L) =b-w.(L) =0).
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Bei einem Strom Ip = 0 bedeutet dies aufgrund von Jp = %D =0 - F wegen
A — 0 eine unendlich grofle Feldstéarke. Da fiir £ > Ey,; vp = vsy = const.
gilt, ist die Geschwindigkeit der Ladungstriger am Ort der Abschniirung bei
y = L konstant. Eine konstante,von der Feldstédrke unabhéngige, Driftge-
schwindigkeit bedeutet einen konstanten,von Ugp bzw. Ups unabhingigen,
Strom. Der Strom bleibt daher auch fiir gréfiere Spannungen Upg > Ugs—U,
konstant auf dem Wert, den er fiir Upg = Ugg — U, erreicht hat. Wir nennen
diesen Spannungsbereich, in dem die Ladungstréiger ihre Sattigungsgeschwin-
digkeit erreicht haben, den Séttigungs- oder Abschniirbereich.

Wir kénnen den, in diesem Bereich konstanten Strom direkt aus Gl. (5.30)

bestimmen, indem wir fiir Ups = Ugg — U, einsetzten. Mit der Abkiirzung
Uy = Up — U, aus Gl. (5.24) folgt fiir den Drainstrom im Abschniir- oder
Sattigungsbereich (Ups > Ugs — U,)

3
3 Ugs — U, Up —Ugg\ 2
In=1 e | _ 5.33
D DSS (2 U, +( A ) ) ( )
oder umgeformt
3
Ipss Up — Ugs Up —Ugs \?
Ip = 1-3— 42— . 5.34
P ( 0o ( Uo ) > (5:34)

Die Gleichungen (5.30) und (5.33) sind fiir die Schaltungsentwicklung recht
kompliziert zu handhaben. Einfacher ldsst sich mit den Ndherungen (ohne

Herleitung)
; UGS - Up < 0
Ip = 2ﬁ<UG$ — Up — %) Ups (1 + )\Ups) , Ups < Ugs — Up (535)
B(Ugs — Up)? (1 4+ AUps) , Ups 2 Ugs — U,

arbeiten, die in dieser Form auch in SPICE eingebaut sind. Darin gilt

Ipss
= 5.36
8="03 (5.36)
A (= 0,default) ist ein Parameter, der die Verkiirzung der Kanallénge auf-
grund der Verschiebung des Einschniirpunktes zu kleineren y bei Vergrofle-
rung von Upg iiber Ugs — U, hinaus berticksichtigt. Der Faktor (1 + A Upg)
hat die gleiche Wirkung, wie die Early-Spannung U, beim Bipolar-Transistor.
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Dabei steht A fiir Ugl. Fiir A = 0 ergeben sich dann die Gleichungen, mit
denen eine einfache Berechnung von Schaltungen moglich ist:

0  Uss — U, <0
Ip = 2fUD§s (Ugs — Uy, — 22\ Ups , Ups < Ugs — U, (5.37)
IDUﬁPz (Ugs — Up)? , Ups 2 Ugs — U, .

Abbildung 5.6 links zeigt den Verlauf der Kennlinie eines n-Kanal
Sperrschicht-Feldeffekttransistors. Auf der rechten Seite von Abb. 5.6 ist die

O T AT T [ e o ° =
| 7,UD|S:I15V/ Ip Ups=15V]
D [ |rt=25c / |/ Loy (mA)
(MmA) [T A ! 4
2,5 / Uss=0V]
’ / N Ly ~_
[ 2 it
/I LY T
[

/ —1,5V| 5Vl
= —av R
- 25 0,0 10 Ups 20 0 100 T(°C) 200

\Y

Abb. 5.6: Links: Kennlinien des n-Kanal JFET’s BF 256, Rechts:
Temperaturabhéngigkeit des Drainstromes.

Temperaturabhingigkeit von Ip im Sattigungsbereich dargestellt, die wir im
Folgenden fiir den JFET herleiten.
Wir verwenden dazu Ip nach Gl. (5.33), in der Up iiber n; und Ipgg iiber p,

(n-Kanal-Typ) temperaturabhéngig sind. Aus Up nach Gl. (3.23) mit %

nach Gl. (3.113) ergibt sich nach kurzer Rechnung die Temperaturabhéngig-
keit der Diffusionsspannung

dUp 1
d_T:T(UD_3UT_Ug><O (538)

und hiermit nach kurzer Rechnung

dip  Ip dp, 1 oI
D _ 10 flin (Up = 3Ur —U,) 55
D

T n @ T (5.39)
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mit p, ~ T —3 (vgl. Kap.2.12.6) und der Steilheit des Feldeffekttransistors
entsprechend der Definition

olp olp

m = = — 5.40
Im = OUes U (5.40)
ergibt sich der Temperaturkoeffizient
d]D o 3ID Jm
ﬁ__ﬁ+?'(3UT+Ug_UD)' (541)

Darin ist der erste Summand < 0 und der zweite Summand ist > 0. Fiir
grofles Ip iiberwiegt der erste Summand. Bei geniigend groflem Drainstrom
im Arbeitspunkt nimmt daher der Drainstrom mit steigender Temperatur
ab. Durch dieses Verhalten stabilisiert der Sperrschicht-Feldeffekt-Transistor
seinen Arbeitspunktstrom iiber der Temperatur. Der Verlauf der Tempera-
turabhéngigkeit ist fiir ein Beispiel in Abb. 5.6 rechts dargestellt.

Abbildung 5.7 links zeigt das GroBsignalmodell des Sperrschicht-FET’s.
Auf der rechten Seite ist das zugehorige Kleinsignalmodell dargestellt. Fiir

6 Rip * oo
Cop

B

Cgd y
»—N—» © ©
©@o—s @ Ve l G 9mUgs
: ) E

J ) : Ip (Ugs,Ups

o

Ces
@ Ris *Tps s
® ®

Abb. 5.7: Grofisignalmodell eines Sperrschicht FET’s (links) und mit
Kleinsignalmodell (rechts).

9ds

die Steilheit gilt im Abschniir-(Sattigungs-)bereich Ups > Ugs — U, mit
Gl (5.37):

olp _o Ipss

I
=500 =27 (Uas —U,) =2, 251, . (5.42)
p

U,?

Im
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Der Ausgangsleitwert ist nur bei Modulation der Kanallinge mit A nach
Gl. (5.35) von Null verschieden. Er entspricht dem Leitwert am Ausgang des
Bipolar-Transistors aufgrund des Early-Effektes
olp Ap
. = =A3(Ugs —Up)? = ————.
9a 8UDS ﬁ( oS p) 1+)\UDS

Auf eine Bestimmung von Cy,, Cyq sowie 74, 7, und 74 wird hier aus Zeit-

(5.43)

griinden verzichtet. Abbildung 5.8 zeigt die Schaltungssymbole von n- und p-
Sperrschichtfeldeffekttransistoren mit den prinzipiellen Verlaufen ihrer Kenn-
linien und einem Beispiel zur Arbeitspunktbeschaltung.

n- JFET
S G D ()lupo
G S
J
S ()lupo
p- JFET
D ()lupo
G S !
s Tl (Do

Abb. 5.8: Kennlinien und Beispiel zur Arbeitspunktbeschaltung fiir einen n-
und p-Kanal JFET.

5.6 MIS-Feldeffekttransistoren, MOS-FET

MIS-Feldeftekttransistoren gehéren, wie der zuvor behandelte Sperrschicht-
feldeffekttransistor, zur Gruppe der leitwertgesteuerten Transistoren. Als Un-
terschied wird bei den MIS-Typen diese Steuerung nicht iiber den Quer-
schnitt, sondern iiber die Ladungstrigerdichte im Kanal erreicht. Uber die
Spannung am Gate werden hierbei Ladungstriger aus dem Halbleiter durch
Influenz an dessen Oberfliche unter dem Gate angereichert (Enhancement-
Typ) oder eine bestehende Anreicherung verarmt (Depletion-Typ). Das Ga-
te ist dabei durch einen Isolator von dem Halbleiter getrennt. Das System
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Metall-Gate-Isolator- Halbleiteroberfliche (Metal, Insulator, Semiconductor)
bildet in erster Nédherung einen Plattenkondensator mit dem Isolator als
Dielektrikum. Im allgemeinen Fall spricht man daher von einem MIS-
Feldeffekttransistor. In der iiberwiegenden Zahl der Fille wird der Isolator
durch Oxidation des Si unter dem Gate erzeugt. Es bildet sich dann Si0,
mit €, ~ 4. Das so entstandene Bauelement wird MOS-FET genannt. Dabei
steht MOS fiir Metall-Oxide-Semiconductor.

Abbildung 5.9 zeigt den prinzipiellen Aufbau der vier moglichen MIS-FET-
Typen und ihrer Schaltsymbole. Als zusétzlichen Anschluf}, besitzt der MIS-
FET einen Substrat (Bulk) AnschluB, der es erlaubt, das Substrat und damit
den Bereich des auszubildenden Kanals unter dem Gate auf ein vom Gate-

oder Source-Potential unabhéngiges Potential zu legen (Substratsteuerung).

n- Kanal Enhancement p- Kanal Enhancement n- Kanal Depletion p— Kanal Depletion
(selbstsperrend) (selbstsperrend) (selbstleitend) (selbstleitend)
J D J D D D
. -, EI EI
G G G G
T s j s s S

Abb. 5.9: Die vier verschiedenen Typen von MOS-FET’s und ihre
Schaltungssymbole.

5.7 Funktion und Bindermodell am Beispiel des An-
reicherungstyps

Wir beschranken uns auf die Darstellung des n-Kanal-Anreicherungs-Typs.
Die Funktionsweise des p-Typs ist bei Vorzeichen-Umkehr aller Spannungen
identisch. Ohne Spannung Ugg sind keine Ladungstrédger unter dem Gate
influenziert. Zwischen Source und Drain liegt dann eine ntpnt Dotie-
rungsfolge vor, die prinzipiell der eines npn-Transistors entspricht. Es flief3t
daher nur ein sehr geringer Strom, vergleichbar dem Reststrom Ioggr beim
Bipolar-Transistor.

Beim Anlegen einer positiven Spannung Ugp zwischen Gate und Bulk
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(B), was im stromlosen Zustand Ip = 0 identisch mit Ugg ist, werden
durch den MOS Kondensator Ladungstrdger an den Oberflichen von
Metall und Halbleiter influenziert. Im Halbleiter sind dies bei geniigend
groflem positiven Potential der Gate-Elektrode Elektronen (Minoritéiten).
Der influenzierte Kanal besitzt in diesem Fall n-Leitung. Der Leitungstyp
des p-Halbleitermaterials wird also invertiert und man spricht von einer
Inversionsschicht. Durch den n-Kanal liegt zwischen Source und Drain eine
leitfahige n™ nnt-Strecke vor. Die Leitfahigkeit ist iiber die influenzierte
Ladungstrégerdichte proportional zur angelegten Spannung.

Die Beschreibung des MOS-Kondensators, speziell die Influenz und das
Verhalten der influenzierten Ladungstrager, ist relativ aufwendig. Daher
soll an dieser Stelle darauf verzichtet werden. Als Ergénzung ist im Anhang
die Herleitung der iiber die Spannung am MOS-Kondensator influenzierte
Ladungstrigerdichte im Kanal dargestellt. Das Ergebnis zeigt Abb. 5.10
rechts in Form der iiber das Oberflichenpotential Ug gesteuerten Ladung.
Diese bildet bei geniigend groflem Ug im Bereich der starken Inversion
den Inversionskanal. Ug wird wiederum, wie wir im weiteren Verlauf sehen
werden, iiber Ugp bzw. Ugg gesteuert.

Das Béandermodell des MOS-Kondensators ist in der Abbildung links
dargestellt. Es ist identisch mit dem Béndermodell des MOS-FET’s in
dem Bereich, der den MOS-Kondensator bildet. Bei der Konstruktion
des Béndermodells ist zu beachten, dass bei idealem Isolator und nicht
angeschlossenem Bulk(B)-Anschluss (vgl. Abb. 5.9) auch bei Anlegen
einer Spannung Ugg kein Strom in z-Richtung flieit. Daher verlaufen die
Fermi-Niveaus waagerecht. Sie unterscheiden sich zwischen Metall und
Halbleiter um Wgy — Wrgs = eUgp.

Die Spannung Ugp teilt sich in zwei Teile auf. Ein Teil fillt iiber den
Isolator ab und tréagt zur Potentialdifferenz U; bei. Der zweite Teil féllt im
Halbleiter ab und triagt zur Potentialdifferenz Ug bei. Wir haben bewusst
den Begriftf "beitragen” gewéhlt, denn bei unterschiedlichen Austrittsar-
beiten von Metall Wj,; und Halbleiter Wy sind bereits fiir Ugp = 0 diese
Potentialdifferenzen U;y und Ugy vorhanden.

Abbildung 5.11 verdeutlicht diese Verhéltnisse an den Bénderdiagram-
men von Metall, Oxid und Halbleiter vor und nach dem Zusammenfiigen.
Wie beim Sperrschicht-Feldeffekttransistor dient wieder die Vorgabe eines
stetigen Verlaufs des Makropotentials als Konstruktionsvorgabe. Neu hinzu
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positive Ladung auf Zwischenzustanden Q
. Elektronen (beweglich) n— Kanal Q,
positive . Qsi
Oberflachen- lonisierte Akzeptoren (ortsfest) Q
ladung Qu | ( Lécher (p- Dotierung) neutral
A Qs
G C
o— B
(Bulk) . 1403
p— Halbleiter
+10"*
eU, +/10°°
-0,3 0,3 0,6 09 Us
eUgg Anrei— Verar— schwachel starke
Wen 00 Q. cherung | mung Inversion

Abb. 5.10: Links: Ladungen in einem MOS-Kondensator bei starker
Inversion mit zugehorigem Béandermodell. Rechts: Gesamte Ladungsdichte

eu
Wy Wy Won 0 T
W
Y
w } Ve
FM eUy Wy W —_— - =
”””””””””””””””” - - = FS
? i wh
Wgo
Dotierung Na
Y W,

Qsi = @Qpn + @ im Silizium.

Abb. 5.11: Komponenten des MOS-Kondensators vor (links) und nach dem
Zusammenfiigen als MOS-Struktur im thermodynamischen Gleichgewicht.

gekommen gegeniiber dem Sperrschichtfeldeffekttransistor ist der Isolator,
der hier idealisiert als Halbleiter mit grofiem Bandabstand (z.B. 9eV)
beriicksichtigt wird. Die Elektronenaffinitdt Wyy des Isolators SiO, ist mit
ca. 0,9eV im Vergleich gering. Die Fermienergie des Isolators liegt idealisiert
wie bei Eigenleitung in der Mitte des Bandabstandes. Die Elektronenaffinitét
des Halbleiters betragt bei Silizium Wyp ~ 4,15eV. Uber dem Isolator
fallt eine innere Spannung Uy, ab. Sie bildet mit dem Spannungsabfall
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Usp aufgrund der Bandverbiegung des Halbleiters die Kontaktspannung im
thermodynamischen Gleichgewicht

Uk =Up+Uso , (5.44)

die anhand der Beziehungen im Béndermodell ausgedriickt werden kann als

1 N
UK = — (W¢H + Wg — kT In (—V) — WM) . (545)
(& NA

Darin ist N4 die Dotierungskonzentration des Halbleiters im Bereich des
MOS-Kondensators.
Uk wird als Kontaktspannung bezeichnet. Die Flachbandspannung

UFB = —UK (546)

muss angelegt werden, um einen geraden Verlauf der Bander zu bekommen.
In diesem Fall gilt Us = 0 und es werden keine Ladungen an der Oberfliche
des Halbleiters influenziert. Bei gleicher Austrittsarbeit von Metall und Halb-
leiter (WM = WH) ist UFB = 0.

Die Kontaktspannung in dem Beispiel in Abb. 5.11 ist positiv in Richtung
vom Gate in das Substrat (=Bulk). Eine von auflen angelegte, ebenfalls po-
sitive Spannung Ugp addiert sich zur Kontaktspannung, so dass fiir die re-
sultierenden Bandverbiegungen U; und Ug gilt

U+ Us=Up+Uso+Ugp =Uxg +Ugp - (5.47)

Uber Ugp kann also Ug und damit nach Abb. 5.10 rechts die Ladungstréger-
dichte im Inversionskanal gesteuert werden.

Das Zustandekommen des Inversionskanals lédsst sich wie folgt anschaulich
erlautern (vgl. dazu Abb. 5.10 links):

Von Ug = 0 an werden mit wachsender Spannung Ugg (> 0) immer mehr
Elektronen von der Metall- und Lécher von der Halbleiteroberfliache in
tiefere Schichten in Richtung des Gate- und Bulkkontaktes verschoben.
Dabei verarmt die Oberflache des Halbleiters aufgrund der viel geringeren
Ladungstrigerkonzentration mit einer grofien Raumladungsweite wgyz
wihrend an der Metalloberfliche durch Ladungsverschiebung nur eine
Oberflichenladung @), vorhanden ist. Je grofler Ugp wird, umso weiter
ragt die Raumladungszone in das Halbleitersubstrat. Die Spannung Ugp
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teilt sich dabei nach Gl (5.47) auf den Isolator und das Halbleitersubstrat
auf und bewirkt eine Bandverbiegung.

Aufgrund der Bandverbiegung liegt das Leitungsband im Bereich der
Halbleiteroberfliche unterhalb des Ferminiveaus Wrg. Dies fiihrt zu einer
hohen Besetzungswahrscheinlichkeit der oberflichennahen Leitungsband-
Zustande. Die Ladungstriger fiir die Besetzung dieser Zustdnde werden
durch Generation von Elektron-Loch-Paaren erzeugt. Diese Generation ist

die Folge der Verarmung der Raumladungszone. Die erzeugten Elektronen
bewegen sich entgegen der Feldrichtung bis an die Halbleiteroberfliche
an die Grenze zum Isolator. Sie bilden als sog. Inversionsschicht mit der
Ladung @,, den n-leitenden Kanal des MOS-FET.

Die Locher bewegen sich in Feldrichtung in den Halbleiter hinein. Zwi-
schen n-Inversionsschicht und dem quasi-neutralen p-leitenden Inneren
des Halbleiters liegt die Raumladungszone mit der negativen Ladung @,
aufgrund der ionisierten Akzeptoren.

Wir wollen uns im Rahmen dieser Vorlesung mit dieser einfachen Betrach-

tungsweise zufrieden geben. Bei genauer Betrachtung ist in jedem Fall noch

die positive Ladung )z von besetzten Zwischenzustéinden im Gateoxid zu
Qz

berticksichtigen. Dadurch muss die Flachbandspannung um —## vergroflert

werden. C,, ist dabei die Kapazitit der SiOs-Isolatorschicht.

5.8 Vereinfachte Berechnung der MOS-FET-Kennlinie

Wir wollen eine Reihe vereinfachender Annahmen machen, die eine sehr
anschauliche Herleitung der Kennlinien des MOS-FETSs erlaubt. Dazu ver-
nachlassigen wir die Ladung Q7 der Zwischenzusténde im Oxid. Wir nehmen
weiterhin an, dass Ladungen ), und @), gleichméflig iiber x in Form eines
Rechteckprofils im Halbleiter verteilt sind. Es ergibt sich die Darstellung der
Ladungsverteilung in Abb. 5.12 rechts. Zur Berechnung verwenden wir das
links daneben dargestellte Modell des MOS-FET.

Bei der Berechnung der statischen Strom-Spannungs-Kennlinie des MOS-
FETs miissen wir mit Ladungen und Kapazititen arbeiten, da aufgrund
des isolierten Gates keine Strome flieen. Die gegeniiberliegenden Fléchen
von Gate und Halbleiteroberfliche bilden wie in Abb. 5.13 gezeigt, einen
Plattenkondensator mit dem Isolator als Dielektrikum. Da die Hohe des
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Qwm

oy

Abb. 5.12: Links: Querschnitt durch einen n-Kanal MOS-FET mit
Ladungsverteilung an einer Stelle 0 < y < L im Kanal.

Dielektrikums sehr gering ist, kann das Randfeld des Plattenkondensators
vernachléssigt werden (Annahme homogener Feldverteilung) und seine Ka-
pazitit C,, ergibt sich zu

ox bL
Cow = = (5.48)
d0$
Q G
N
~ + 4+ | 44
pr— U|
QnﬁT
+Qp Kanal

Abb. 5.13: Idealisierte Beschreibung des Gate-Isolator-Halbleiter-Aufbaus
als Plattenkondensator. (MIS-Kondensator).

Liegt eine in y-Richtung (iiber dem Kanal) konstante Spannung U; > 0 {iber
dem Kondensator, so wird auf seinen Oberflachen die Ladung

Qn + Qp - _Com UI - _QM s (549)

die auf beiden Platten wegen der Neutralitdtsbedingung den gleichen Betrag
aber entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, influenziert. Fir U; > 0 ist
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Qn > 0 und daher @, + @, < 0.

Die influenzierte Ladung im Halbleiter setzt sich zusammen aus der
ortsfesten unbeweglichen Ladung (),, der ionisierten Akzeptoren in der
Raumladungszone und aus der Ladung @), der beweglichen Elektronen des
Inversionskanals.

Eine konstante Spannung in y-Richtung gibt es nur dann, wenn iiber dem
Kanal keine Spannung abfillt, also der Strom (/p) im Kanal gleich Null ist.
Im allgemeinen Fall ist U; abhéngig vom Ort, so dass auch die Ladungsver-
teilung iiber die Kanalldnge ortsabhéngig ist. Es gilt dann allgemein fiir die
Ladung an der Halbleiteroberfliche nach Gl. (5.49)

Qu(y) + Qp(y) = —Coy Ur(y) (5.50)

Die Ladung der ortsfesten Akzeptorionen an einem Ort y hangt von der Wei-

te der Raumladungszone

253 . Us(y)

5.51
TN, (5.51)

WRLZ =
ab. Darin ist g die Dielektrizitéitskonstante des Halbleiters und Ug(y) die
itber der Raumladungszone liegende Spannung. Sie entspricht wie bei der
p-n-Diode der Hohe der Bandverbiegung zwischen Halbleiterinnerem und

der Oberfléche (vgl. Abb. 5.10).

Wir wollen im Folgenden annehmen, dass die Weite der Raumladungszone
iiber der Kanallange konstant bleibt:

Qp(y) = Qp = const. (5.52)

Wie sich im Folgenden zeigt, fithrt diese Annahme direkt zu einer kon-
stanten Schwellspannung U, (oft auch mit Ur = Threshold-Spannung
bezeichnet). Da auch eine aufwendigere Berechnung mit der Annahme einer
ortsverdnderlichen Raumladungsweite auf eine konstante Schwellspannung
fiihrt, rechtfertigt dies im Nachhinein diese vereinfachende Annahme.

Die Ladung der beweglichen Elektronen im Kanal ldsst sich iiber die
Elektronendichte n und das Volumen b L w, des Kanals mit der Dicke w,
(vgl. Abb. 5.12) angeben als

Qn(y) = —en(y)bLw, . (5.53)
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Dabei wird w,, als konstant angenommen. Einsetzen der Elektronenladung
in Gl. (5.50) und umstellen nach der Elektronendichte ergibt

_ Cou Ui (y) + Q@

n(y) bLaw. (5.54)
und wegen @, <0
 Cu @]
) = oy (ot - (5.55)
COI
n(y) = b (Ur(y) — Up) (5.56)
mit der Definition der Schwellspannung
@y
U, := C_o]; . (5.57)

Gl. (5.56) bietet eine gute Interpretationsmoglichkeit der Schwellspannung.
Danach muss die zwischen Gate und Halbleiter angelegte Spannung U;(y)
mindestens die Schwellspannung U, betragen, damit eine Elektronendichte
(n(y) > 0) im Kanal influenziert wird. Ist U;(y) = U, dann ist die Ladung
des influenzierten Kanals gleich der ortsfesten Ladung in der Raumladungs-
zone (Qn(y) = Qp)

Um die Strom-Spannungskennlinie zu ermitteln, verwenden wir die Trans-
portgleichung des DDM’s. Den Strom im Inversionskanal beschreiben wir als
reinen Driftstrom, der durch die darin herrschende Feldstérke zwischen Drain
und Source getrieben wird. Bezeichnen wir den Spannungsabfall ldngs dem
Kanal (in y-Richtung) zwischen Drain und Source mit U(y), so ergibt sich
mit der Feldstiarke F(y) = %Z(Jy) der Driftstrom

I'=eApu,n(y) E(y) = ew,bpu,n(y) dlfl_;y) . (5.58)
Da wir keine Abhéngigkeit von x angenommen haben, liegt Gl. (5.58) eine
homogene Strom- und Ladungsverteilung iiber dem Querschnitt A = w, b
zugrunde. Der Strom in jedem Querschnitt ist aufgrund der Kontinuitéts-
gleichung konstant, da wir weder einen Strom vom Kanal zum Gate noch
zum Substratanschluss (Bulk) angenommen haben. Es gilt daher

I(y) = const. = Is = Ip (5.59)
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mit /p = Drainstrom und Ig = Sourcestrom d.h. der Strom besitzt in unse-
rem Modell keine Ortsabhéngigkeit.

Einsetzen der Ladungstriagerdichte n(y) aus Gl (5.56) in Gl. (5.58) liefert
fiir den Drainstrom (wegen Gl. (5.59))

Cox dU(y)
Ip = _ - —_— )
p = €ew,b i, L. (Ur(y) —U,) a0 (5.60)
Mit
Ui(y) = Ugs — U(y) (5.61)
Up
- o D
A
n+ ] n+
‘ U(y)
0 y L

Abb. 5.14: Zur Definition der Spannungsabfélle in Oxid und Kanal.

vgl. Abb. 5.14 ergibt sich

Hn Eox b

Io==0.

Uas = Uly) = Up) —= (5.62)

wobei fiir C,,, Gl. (5.48) eingesetzt wurde. Durch Integration mit den Randbe-
dingungen U(0) = 0 und U(L) = Upg gelangt man zur Kennliniengleichung
des MOS-FET

Eop b U?

[ _ ox o DS .

o= = ((Wos - ) Ups — °2) (569
Ubs
In =k (Uas = Uy = =22 ) Uns (5.64)
mit .
80(13

k= u, - . 5.65
g T (5.65)
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Wird fiir k = 215’255 gesetzt, ergibt sich fiir den MOS-FET die gleiche Kenn-
liniengleichung wie fiir den Sperrschicht-Feldeffekttransistor im aktiven Be-
reich vgl. Gl. (5.37).

Entsprechend sind auch die Uberlegungen aufgrund der Symmetrie beziiglich

Drain und Source durchzufiihren, die beim Sperrschicht-Feldeffekttransistor
zur Unterteilung in aktiven und Abschniirbereich gefiihrt haben:

GemifB der Definition der Schwellspannung U, muss U;(y) > U, gelten, da-
mit ein Kanal angereichert wird. Setzen wir diese Forderung in Gl. (5.61)
ein, ergibt sich

UGS - U(y) Z Up (566)
und mit U(L) = Upgs
Uas —Ups =2 Uy (5.67)
bzw.
Ups <Ugs — U, . (5.68)

Ist diese Forderung nicht mehr erfiillt, wird, beginnend am Drain (y = L),
kein Kanal mehr angereichert. Der Kanal ist dann an dieser Stelle, wie beim
Sperrschicht-Feldeffekttransistor, abgeschniirt. Mit den gleichen Uberlegun-
gen folgt daraus, dass im Abschniirbereich Upg > Ugg — U, der Drainstrom
konstant auf dem Wert bei Ups = Ugs — U, bleibt. Es ergeben sich daher
die gleichen Beziehungen wie fiir den Sperrschicht-Feldeffekttransistor. Zur

Vollstandigkeit geben wir diese nochmals an, verwenden aber die MOS-FET
typische Variante unter Verwendung von k nach Gl. (5.65)

0 , Ugs < Up
Ip=1{k (Ugs —U,— %8\ Ups , Ups < Ugs — U, (5.69)
% (UGS — Up)2 ) Ups > Ugs — Up :

U, ergibt sich bei genauerer Berechnung (vgl. Anhang) zu

A
Up =Urp + c vVdecgiNapp + 20p (5.70)

worin pp der Abstand der Ferminiveaus des Halbleiters bei Eigenleitung W;
in dotiertem Zustand W, ist:

1(Wi — Wks) . (5.71)

Yr =
e
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5.9 Substratsteuerung (Body-Effect)

Bei der Betrachtung des MOS-Kondensators im aktiven Bereich des MOS-
FET hatten wir als Gegenelektrode zum Gate den Bulk-Anschluss des Halb-
leitersubstrates gewahlt. Ohne Stromfluss (Ip = 0) hat dieser Anschluss auf
die Ausbildung der Raumladungszone (Ladung (),) ndherungsweise die glei-
che Wirkung wie der Source-Anschluss. Fiir die MOS-FET-Kennlinie haben
wir den Source-Anschluss verwendet, da er das (linke) Ende des Kanals bei
y = 0 bildet. Die Wirkung des Bulk-Anschlusses haben wir in der Berech-
nung der Kennlinie nicht explizit beriicksichtigt. Sie steckt jedoch implizit
in der Schwellspannung U, da U, iiber Gl. (5.57) durch die in der Raumla-
dungsweite nach Gl. (5.51) enthaltene Ladung definiert ist.

Die Raumladungsweite kann durch eine Spannung Usp zwischen Source-
Anschluss und Bulk verdndert werden. Fiir Usg > 0 vergréflert sich bei
dem n-Kanal MOS-FET die Weite der Raumladungszone. Damit nimmt die
sich in der Raumladungszone befindende ortsfeste Ladung (), zu, wodurch U,
steigt. Durch Anlegen einer geeigneten Spannung Ugsp kann so die Schwell-
spannung verschoben werden. Es ergibt sich (vgl. Anhang)

V2ee5iNa(2pr + Usp) + 20r - (5.72)

A
Up:UFB+C

oxr

5.10 MOS-FET Ersatzschaltbilder

Abb. 5.15 rechts zeigt ein Grofisignalmodell des MOS-FET, das sich aus dem
Aufbau links des Bauelementes ergibt. Die eingezeichneten n*p~-Dioden sind

C
Ces Cep GD Ip(Ugs.Ups)
T

n+

/ I
= CsB Ip(Ugs.Ups) CJDB
Py Eﬂ rsp o~ Fis gespeme{ CisB CJDB

Diode

Abb. 5.15: Grofisignalmodell eines MOS-FET mit Bulkanschluss.

im Normalbetrieb des MOS-FET gesperrt und kénnen durch ihre Sperr-
schichtkapazitidt und den Bahnwiderstand des Halbleitersubstrates ersetzt
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werden. Der innere MOS-FET ist in diesem Modell als trigheitsloser MOS-
Transistor beriicksichtigt. Bahnwiderstdnde wurden vernachléssigt.

Als Kleinsignalersatzschaltbild des MOS-FET kann direkt das in Abb. 5.15
rechts dargestellte Grofsignalmodell mit einer Linearisierung von Ip im Ar-
beitspunkt verwendet werden.
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A Naherungsrechnung fiir Flusspolung

Fir U > 0 kann n(x) > ny und p(x) > p; fir z, < z < z,, angenommen
werden. Fir p(z) - n(z) im Zé&hler von Gl (3.54) kann Gl. (3.55) eingesetzt
werden, wodurch sich Gl. (A.1) ergibt.

Tn

dx
1)/ (n(@) + )7, + (p(2) + p1)70

Tp

s
Iy = qAn}(eUr — (A.1)

Der Hauptbeitrag zum Integral in Gl. (A.1) kommt von dem Bereich, in dem
nt, = p7, ist, da dort der Nenner minimal wird. Diese Bedingung ist erfiillt

1
T2 (Up-u)
eUr = (ﬂ) : e K . (A.2)

fiir

Hiermit erhalten wir

U
nT, + pTy, = 24/TyTn\/ Np N4 ¢~ 20r ¢ 07 , (A.3)
und mit Gl. (3.23)
U
nT, + pT, = 2/TpyT, n; €307 . (A.4)
Hiermit liefert GL. (A.1)

Iy = _w(U) 5 : (A.5)

Mit

Teff = 24/TpTn (A.6)
fiir U > 0, also einem anderen Wert als fiir U < 0 lassen sich die Gleichun-
gen (3.56) und (A.5) zusammenfassen zu

Iy = Ly o(U) (™7 — 1) (A7)

mit A
qAany;
LgulU) = L0 (U) (A.8)
Teff
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B Genauere Berechnungen zu Unipolaren
Bauelementen

B.1 Berechnung der Kennlinien des Sperrschichtfeld-
effekttransistors

Anmerkung: Berechnung derzeit noch nicht vorhanden.

B.2 Berechnung der Influenz von Ladungen auf einem
MOS-Kondensator

Anmerkung: Berechnung derzeit noch nicht vorhanden.

B.3 Berechnung der Kennlinie eines MOS-FET

Anmerkung: Berechnung derzeit noch nicht vorhanden.



