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. Rcaifra[(e,s @sl'yU ‘
durch Elektronen mit einem k der entsprechenden Richtung besetzt werden. : |
Dies ist z. B. in Abb. 1.37 fiir die unterste Energieliicke fiir k1o der Fall, die e ? /

[ L ]

durch Wellenfunktionen in kjq;-Richtung geschlossen werden. °
- = 6 /
— YEREIMFRCHTE . '3‘/.
1.27 | Reduziertes Bandschemq DRRSTELLUNG, I

Aufgrund der Periodizitét gibt es im reziproken Gitter keine ausgezeichneten 2
Punkte. Die Wahl eines bestimmten Gitterpunktes erfolgt willkiirlich. Die !
von einem gewdhlten Ursprung ausgehend ermittelten Ergebnisse, z. B. die Gl'uff i sfeeﬁodésol_‘l
Lage einer Brillouin-Zone, miissen auch (fiir andere Elektronen) um einen J

beliebigen anderen re"ziproken Gitterpunkt als Ursprung gelten. Geue MQC%CAA'
Basierend auf dieser Uberlegung |48t sich eine gegeniiber Abb. 1.37 reduzier- m Pur i

te Darstellung der Dispersionskurven erzielen. Dabei stellt man sich vor, daf3 \l 1(

sich ausgehend von dem néchsten benachbarten Gitterpunkt als Ursprung " I
wieder die gleiche Dispersionskurve ergibt, ebenso von dem darauffolgenden Jedv @"HU’WM q-

A ) . . ) . : it MM
und allen weiteren Gitterpunkten. Die Urspriinge der Dispersionskurven sind 'TJ—JML\Z
< s ¢ eiwe (are: eﬂ/)

dann jeweils um einen reziproken Gittervektor der betrachteten Richtung

von k entfernt. Im Beispiel in Abb. 1.37 befinden sich also die Urspriinge Nd 9& ~Belge
in der Emg-Richtung im Abstand Goo und in der kj;1-Richtung im Abstand Whe

ey Upsreuge ina
Abb. 1.38 zeigt die Uberlagerung der einzelnen Dispersionskurven mit den bl 6'1\0,2_
Urspriingen im Abstand der Gittervektoren. Es ergeben sich periodisch

fortgesetzte Energiebénder. & ‘u

Aus der Darstellung kann man sehen, dafl sich innerhalb des reduzierten U loer (D‘QUWAU\
Bereichs im Abstand der Lénge eines halben reziproken Gittervektors der Vém 'Dl‘m?d;\f{
jeweiligen Richtung (3Gi00, $G111) stimtliche Verldufe der Energiebander QIU;\V&,(PQMLCQA'
wiederfinden. \“/ ‘
Man verwendet daher h&ufig die sogenannte reduzierte Darstellung, bei _
der die auferhalb liegenden Verldufe um einen reziproken Gittervektor M
verschoben werden, so daf sie im reduzierten Bereich liegen. Die reduzierte DRRJEL UM &
Darstellung fiir Abb. 1.37 bzw. Abb. 1.38 ist in Abb. 1.39 links nochmals —
zur Verdeutlichung gezeigt.

Auf der rechten Seite ist das zu den Verldufen gehérende Béndermodell

angegeben. Es besitzt eine Energieliicke W, im Bereich der nicht iiber-
lappenden Verldufe. Ist das obere Band ohne zusétzliche Anregung noch
unbesetzt, so stellt es das Leitungsband dar. Das darunter liegende Band ist
das Valenzband.
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Die realen Bandverldufe sind natiirlich viel komplizierter als die hier mit der
vereinfachten Annahme Bragg-reflektierter freier Elektronen hergeleiteten
Kurven.

Um sie genauer zu bestimmen, miifite die Schrédingergleichung fiir den
gesamten Kristall geldst oder mit aufwendigen Verfahren und Annahmen
N#herungslésungen erarbeitet werden.

Die fiir unser Verstindnis der Bauelemente wichtigen Aussagen bleiben
jedoch qualitativ die gleichen und kénnen daher auf dem einfachen Stand
der hier gebrachten Herleitung belassen werden.

Eine Erweiterung ist jedoch anzubringen, die auch in aufwendigeren
Losungen notwendig ist. Sie betrifft die Lage der Minima und Maxima der
jeweiligen Bénder. Diese liegen sich in unserem einfachen Modell immer bei
gleichen Werten der k-Vektoren auf der Grenze der Brillouin-Zone gegeniiber
(vgl. Abb. 1.39).

Abb. 1.40 zeigt demgegeniiber die realen Verldufe der einzelnen Bénder fiir
Si, Ge und GaAs. Hier ist zu erkennen, daf sich Maxima und Minima nicht
immer an den Grenzen der Brillouin-Zone ergeben.

Als eine wichtige Eigenschaft ist zu sehen, daB sich aufler bei GaAs
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Abb. 1.38: Uberlagerung der Dispersionskurven von k-Vektoren mit
Ursprung an den einzelnen reziproken Gitterpunkten in der jeweiligen
Richtung von k.
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Abb. 1.39: Links: Reduziertes Dispersionsdiagramm. Rechts: Vereinfachtes
Béndermodell mit einer Energieliicke W, aufgrund des mit Vektoren in
k111- und Emg-Richtung nicht zu schlieBenden Bereichs W,.
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Abb. 1.40: Skizzierte reale Bandverldufe und Energieliicke fiir Si, Ge und
GaAs. Ganz links ist nochmals der bisher besprochene vereinfachte Verlauf
dargestellt.
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das Minimum des Leitungsbandes und das Maximum des Valenzbandes

nicht gegeniiberliegen, d.h. sie liegen nicht bei dem gleichen Wellenvektor. é;a @._S :
Diese Halbleiter nennt man indirekte Halbleiter. GaAs dagegen wird als

direkter Halbleiter bezeichnet. Diese Unterscheidung ist wichtig, wenn es d/‘fﬁw
um die Fahigkeit eines Halbleitermaterials geht, Licht zu emittieren. Diese HOUUPL’”
Fahigkeit besitzen nur direkte Halbleiter, weswegen GaAs zur Herstellung %\J‘
von Leuchtdioden verwendet wird. Wir kommen spéter im Kapitel ,,Direkte QJM\f
Rekombination® darauf zuriick. ¢icht-
Abb. 1.40 zeigt eine weitere Besonderheit in der Art des Maximums des \[I/
Valenzbandes. Dieses wird durch die Maxima von zwei Béndern gebildet, die /& /)

jedoch eine unterschiedliche Kriimmung besitzen. Wie wir spéter se_f}en wer- (Lel Ad,,jda‘adij
den, besteht ein direkter Zusammenhang der Kriimmung der W (k)-Kurve -

mit der Masse der Ladungstréger.

Wir haben in den letzten Kapiteln mit Hilfe des Modells freier Elek-
tronen mit Streuung an der Gitterstruktur ein genaueres Versténdnis fiir
die Ursache und den Verlauf der Bandstruktur in Halbleitern erlangt.
Das angewendete Modell stellt eine andere Betrachtungsweise dar als die
eingangs verwendete Vorstellung sich aufspaltender Energieniveaus bei der
Bildung von Kristallen. Letztendlich liefern beide Vorstellungen ausgehend
von ihrer Betrachtungsweise eine Beschreibung des gleichen Festkérpers
und fithren zu den gleichen Resultaten. So sind z. B. die sich aus Abb. 1.18
ergebenden Energiebénder mit der Energieliicke W, identisch mit denen
in Abb. 1.18. Der Vorteil des Modells freier Elektronen ist, dal es gerade
die freien Ladungstréger sind, die die fiir uns wichtigen Eigenschaften von
Halbleitern bestimmen.

1.28 Unscharferelatlon, Phasengeschwmd1gke1t Grup— | ZC IR
pengeschwindigkeit w

1.28.1 Unschirferelation (‘!JCUAOJ wer {(5‘
'2;6/&{3 )

Wir betrachten das Elektron in seiner Darstellung als Wellenfunktion.
Abb. 1.41 zeigt eine Wellenfunktion, die sich aus der Uberlagerung meh-
rerer Wellenfunktionen 4, mit unterschiedlichen Frequenzen ergibt.

Jede der Wellenfunktionen 9, beschreibt eine zeitabhéngige, sich im Raum
ausbreitende Welle. Wir betrachten willkiirlich und ohne Einschréankung der
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Abb. 1.41: Uberlagerung von monofrequenten Wellenfunktionen zu einer
Wellenfunktion % mit drtlich lokalisierter Aufenthaltswahrscheinlichkeit
|#0|2. Je mehr Schwingungen pro Frequenzintervall bis zu w — oo
hinzukommen, umso kleiner wird die ¢rtliche Lokalisation Az.

allgemeinen Aussage eine Ausbreitung in z-Richtung. Die Wellengleichung

el .y s thlean gleichinny (rell)

Y = COS(wnt — kn) . ‘ (1.114)

Durch die Uberlagerung einer Anzahl N dieséf_Wellengleichungen entsteht
die in Abb. 1.41 rechts gezeigte Wellengruppe

(o lagU ey ol btlen war'
| V=3 ¢n. \ (L15) () ... W,
| n=1 f'

4

Sie besitzt je nach der GrdBe von N eine ortliche Ausdehnung ihres

Maximums von Az. Das ist i.e. der Bereich, in dem wir das Elektron

erwarten. Er ist in dem oberen Beispiel mit N = 3 aufgrund der vielen (6)
Schwingungszyklen in der Wellengruppe relativ groff. Jedoch ermdglichen es

die vielen in Az enthaltenen Wellenzyklen auch, die Wellenléinge genau zu

bestimmen. AX o ¥
Wird N erhoht, werden mehr Schwingungen aus einem grofler werdenden ‘FL{M‘
Frequenzbereich iiberlagert. Dadurch verringert sich die Breite Az der

Ortsunsicherheit. Im Grenzfall N — oo geht Az — 0. AL —= o
Demgegeniiber erhsht sich die Unsicherheit bei der Bestimmung der Wel-
lenlinge mit dem groBer werdenden Frequenzbereich, da Az abnimmt (vgl, \U/

Abb. 1.41 unten).

(ot war Gimam heshmn.
(Meian pe bre kg
S tlotrum )
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Uber die de Broglie-Wellenléinge nach Gl. (1.3) ist der Wellenlinge ein Au Ut

Impuls p = % und damit auch eine Impulsunsicherheit (man sagt auch W e
Unschérfe oder Unbestimmtheit) Ap zugeordnet. Mit Ap ergibt sich die i ’
Heisenbergsche Unschérferelation in ihrer bekannten Formulierung
h Ap- Az >k ) HG:SL(MA %gj§011/1168—' UAASO!”&F&&
p= y p:ar2h . (1.116) relodom
Setzt man fiir Ap = 2 = Ak, erhilt man eine Formulierung fiir die Unbe-
stirl/rllmtheit der '\jVT?_Henfunktion Q,{_ lruasdive Dorg Mw\,\‘)
il = = = Ak -Az > .
AP= 3y > = | Ak z>or | (1.117)

Darin ist Ak der Bereich (Bandbreite) der Wellenvektoren k; ... ky, die nach

Gl (1.115) tiberlagert werden. A Rndbrek der helo HUMU [tVorer 1w

el
G —Raumn

1.28.2 ;S Phasengeschwindigkeit \

Wir betrachten eine der Wellenfunktionen nach Gl. (1.114) und fragen, in ‘
welcher Zeit At eine bestimmte Phase ¢ den Weg Az (Az hat hier kei- a}Dgw.OAlﬂ
nen Zusammenhang mit der Ortsunsicherheit des vorangegangenen Kapitels)

zuriickgelegt hat. COs (W{' 2 X )
Zu Beginn sei der Einfachheit halber t = 0, dann ist die Phase (Argument ‘{

des cos) an der Stelle x4

—

|90=;k$1-l (1.118)'»\_)t=0, X= %4

An der Stelle z; + Az miissen wir eine Zeit At warten, bis diese Phase ¢
erscheint. Es gilt daher e

i ' = WA

l'r sol| 3[&'(1« St ! l ¢ = —kx; = WAL — k(z1 + Ax) E (1.119) b) X= ket S
und daraus folgt durch UmSM = &t

wAt = kAzx ,p (1.120) 4——‘*—"2"
Az w H F}'SEN - C

=== 1121) | Vo= —2

PTAL TR \, Gescum- (12D | p=—2C
die Phasengeschwindigkeit v5: D& KEIT i

Zu beachten ist, daf die Phasengeschwindigkeit der de Broglie-Welle wegen
Gl. (1.8) immer grofler als die Lichtgeschwindigkeit ist.

Fiir die Geschwindigkeit des Elektrons, das wegen des Maximums von [¢|* in-
nerhalb des Bereichs Az der Wellengruppe lokalisiert ist (vgl. Abb. 1.41), ist
die Geschwindigkeit der Wellengruppe mafigeblich. Diese Gruppengeschwin-
digkeit betrachten wir im néchsten Kapitel.

N sl
x“fé‘l‘
x |
AX .




C‘folujvbt L) rz,bl + 1 = 2cos

Der erste cos-Term beschreibt eihe bekannte Wellenfunktion mit der Pha-
_sengeschwindigkeit . (1.121). Der zweite COS-W

-~

belanyy

- W
V(.v- ﬁ'
(Phepn -
jestaw, )

"

lelabar wind be:
ra
[’LH = Wax

e:buar/'-'l

12
Jﬂ_} € leldhrer bewey‘ sic b
"1 b
wil " o Gruppe
Wir betrachten die Uberlagerung von zwei Wellenfunktionen im Sinne von
Gl (1.115) (N = 2). Wir nehmen an, die beiden unterscheiden sich in Fre- HU"[?AJUMJ

quenz bzw. Wellenvektor um £Aw bzw. Ak von ihren Mittelwerten w und
z. Die Wellenfunktionen lauten dann:
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1.28.3 rGruppengeschw1nd1gke1t

¢ Cobwingua,

(1122) iy T4 1 AR
(1.123)

| Py = cos((w + Aw)t — (k + Ak)z)
Py = cos((w — Aw)t — (k — Ak)z) T

Die Uberlagerung o + 9, 1aBt sich mittels Additionstheorem umformen zu
(wt — kz) cos(Awt — Akz) (1.124)

Hiillkurve, dhnlich der gestrlchelten Umbhiillenden der Gruppe in Abb. 1.41 u/w,bw ” tucle :
oben links. Analog zur Herleitung der Phasengeschwindigkeit l&8t sich die AW
Geschwindigkeit v, der Hiillkurve der Gruppe anhand des Arguments der V= 'Z'}Z

zweiten cos-Funktion bestimmen.
A'L QN,{V [/) OLe -
(1.125) & _J
_

At Ak 67@‘64W'“M(jk&4—
das fiir kleine Anderungen Ak und Aw iibergel tibergeht in die Gruppengeschwindig-

et )"’j Sosesli A% pu

. An-sdk  (11%6) | At AL
Dies ist die GeschwmdlgkeltMElektron bewegt. \H,
Fiir beliebige Richtungen von  im Dreidimensionalen geht Gl. (1.126) iiber de Ak=dwaT

@ 2-Dim (1.127)  (Umscharfe -
reloh'eas )

1.29 Konzept der effektiven Masse

in

Reale Bandverldufe haben eine kompliziertere Struktur, die von dem einfa-
chen parabelfésrmigen Verlauf des freien Elektronengases abweicht (vgl. Abb.
1.37 und 1.40).

In den meisten Fillen!® geniigt die Betrachtung der Verldufe an den Band-
kanten, die die Energieliicke bilden, da diese Bereiche den Stromfluf} in einem

1°Wir betrachten hier z.B. nicht die Méglichkeit, dafl zwischen den verschiedenen, in
Leitungs- und Valenzband enthaltenen Béndern mit Nebenminima und -maxima Wechsel-
wirkungen auftreten kénnen (Interband- bzw. Intrabandstreuungen).
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mE () belhauoll} oo Saun,

Halbleiter maBgeblich bestimmen (vgl. Kap. 1.15). Wir betrachten daher in

bb. 1.40 die Dispersionskurven an der Oberkante (Maximum) des Valenz-
bandes und an der Unterkante (Minimum) des Leitungsbandes. \M‘)\L
Um eine Néherung der Bandverlédufe im Bereich dieser Punkte zu erhalten,
kénnen wir die Klgl;rven in den Punkten als Taylorreihe entwickeln. Wir be- /9 B@ﬂmdm}c
schréinken uns hier der Einfachheit halber auf den zweidimensionalen Fall, WWr EG"""“C‘“" o
also die Reihenentwicklung in eine bestimmte kristallographische Richtung. duiokle
Mit kg als dem Betrag des Wellenvektors im Minimum/Maximum der Disper- ?‘) Enlu
sionskurve des Leitungs-/Valenzbandes in der betrachteten Richtung, ergibt l"/(%‘) an Urz

sich als Taylorentwicklung um kq (E'_c‘l;%cf:w cﬁ*‘«
‘ ke

B AW(k)| AR EW(R)
WMRSMET S0 D e

o (1.128) '
b Y Taylorre he
ichung des Wellenvektors gegeniiber dem ko o
v,c alternativ die Energie des Leitungsband- g) Wier:
inimums W¢ oder des Valenzband-Maximums Wy, /\/E r‘&'vt(“‘*"“”“(j
ir brechen die Entwicklung nach dem quadratischen Glied ab, niéhern also Einda'ma»sim@.
den tatséchlichen Verlauf durch eine Parabel an. Abb. 1.42 zeigt an einem (eiwe loeSHmuma ke
hypothetischen Bandverlauf die Naherung fiir Leitungs- und Valenzband. Ari's qu ph.

wy)
4) L;'hea_r.u & lred

=6
(1.129) do /u Exbrem -
werF eantivitlee

Darin ist Ak = k — ky die Ab
ind Minimum/Maximum und

\ Da wir beide Bénder um ihren Extremwert entwickeln, gilt

& E'w/ ek lun
. 1.130) 7 AW bls Buma
ko ( ) g‘ylﬂdm'kﬂb’/’»& -
h &l (04(

Ak d*W (k)
2 di?

Bevor wir anhand dieser Beziehung eine Néherung fiir Elektronen an den
Bandkanten herleiten, betrachten wir die Aussage von Gl. (1.129). Aus ihr
geht hervor, daf die Energie eines Elektrons an der Bandkante nicht vom
Wellenvektor abhéingt. Dies hat eine unmittelbare Auswirkung auf die Ge-
schwindigkeit des Elektrons:

Fiir die Geschwindigkeit v, eines Elektrons kénnen wir nach Gl (1.126) die

Gruppengeschwindigkeit
dw
dk

UYs 555 Ugpis (1.131)
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Abb. 1.42: Approximation von Maximum des Valenzbandes bzw. Minimum
des Leitungsbandes durch eine Taylorreihenentwicklung zweiter Ordnung.
Den Wert der Approximation an der Stelle &y in GL. (1.128) erhélt man
z.B. fir Ak = k; — ko,c. Da fiir das Maximum des Valenzbandes kg = 0
gilt, ist fiir die Reihenentwicklung des Valenzbandverlaufs in diesem
Beispiel Ak = k.

E' de ' ‘0' GeSdnwfhdﬁ'gk-
S MAUD!  setzen. Mit der Energie des Elektrons nach Gl. (1.5), W = h- f 1a8t sich die d. Eleltons !

(Vas hoedou e} (Kreis-)Frequenz der Elektronenwelle angeben Nkt o dw
e 9T J%
"42:02’ .C > W = hw =il L (1.132) ? dz

dxe - w=h<x = SSOS T = ) D> =W

wodurch sich aus Gl (1.131) die allgemeingiiltige Beziehung Ol \f],

1 - V= ok

€
h v, = %(Z—Z/ b (1.133) dx ¥

ergibt. |
Da an den Bandkanten (k = ko v, ko) aber die Energie des Elektrons nicht d/;c(') : 5
vom Wellenvektor abhéngt, ist die Geschwindigkeit der Elektronen an den OU;M" D}S@U
Bandkanten gleich Null. S1dnas d/m.g r.
Dieses Ergebnis geht auch anschaulich aus der zuvor zur Entstehung der %_,
Bandliicken verwendeten Erklérung der Bragg-Reflektion an den Grenzen
der Brillouin-Zone hervor: Wir betrachten an der Bandkante Elektronen mit gahd I(OM
einem Wellen-Vektor ky, der der Bedingung fiir Bragg-Reflektion geniigt. O{W
g 2,

ol%
Bawd Famk: Brogg ~Pefle 6kt L
> skhade lelle &= = Ve = ©

( .

N

— Lerech VUMIL((] Ay Elelon e, ggc:,ﬁ,\ y, -
e U
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Die Wellenfunktion fiir Bragg-reflektierte Wellen ist aber eine stehende Wel-

le (vgl. Abb. 1.36). D.h. die Elektronen sind an einem Ort lokalisiert und

bewegen sich nicht.!! Daher ist v, = 0.

Wir wollen im folgenden eine Néherung herleiten, die es uns erlaubt, Elektro-

nen im Bereich der Bandkanten von Leitungs- und Valenzband des Halblei-

ters genau wie Elektronen im freien Elektronengas zu behandeln. Dies gelingt

uns, indem wir den Elektronen im Halbleiter eine effektive Masse m?: geben,

durch die sie Eigenschaften wie Elektronen mit der Elektronenmasse m? in

einem freien Elektronengas besitzen. Wir vergleichen dazu die (mittlere) Ge-

schwindigkeit eines Elektrons im Elektronengas mit der im Halbleiterkristall. é, ) @ejfa ch ZC,
Mit der Energie eines Elektrons in freien Elektronengas nach Gl (1.77 b) Di THig

[ tfpﬂS‘M

1 e Surve |-
S, i (1134) feie. Eleldmen

ergﬂ;?'dh/aus Gl. (1.133) die Geschwindigkeit des Elektrons im freien Elek-

tronergas (vgl. auch GL. (1.77d))  P=5 ’_7_) Rerecdtne :
— e e luint
oo BTy ) (1.135) g Yierer,
Me M Me me —_— E(_'e)(\[’@“"‘“‘*

Im zweiten Teil von Gl. (1.135) wurde ﬁbe_[rT die de Broglie-Wellenlénge

nach Gl. (1.3) der Ubergang zur(Teilcheneigenschaff) hergestellt. Uber den SC‘AC; u!

II“IlpT..llS me.- v ergibt sich die. kir}etis‘che eschwindigke:it v identisch zu 'ue,?, Clbe'sUMj Wi

die iiber die Gruppengeschwindigkeit der Wellenfunktion des Elektrons mit ‘ ¢
GL (1.131) hergeleitet wurde. Té;(dﬂeuﬂdehxl‘d

(P=%)
Wir berechnen zum Vergleich die Geschwindigkeit des Elektrons im Is+ ﬂ@djsleh.i“
Halbleiter. Dazu verwenden wir die N#herung des Bandverlaufs nach b 6.26(_ aJ”

1Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daB es sich bei der Betrachtung um statisti- é QCJANI'Md/"ﬁk‘(-""
sche Gréfien handelt. Genaugenommen ist nur die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen

mit der Energie W (ko) gleich Null. ( = 6' . —
qegclnm'!adn'ﬂ ke
f
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g) Berechue 2un Voyleh

Gl (1.130). Durch Einsetzen in Gl. (1.‘133) ergibt sich Cle IU[KDL\CAA ey Lyw/hday i
— lal
L _ldW _1d | BB W) i 136)!014 Cn's
skrist = 5 °dk  hdk w"f T dk2+ e we,vweude/ Tay(sr
_1EW(k)| 1 dAk® (1.137) mum%vw.u;)
T hde? |2 dk

=4 (k—ko)2=2Ak

1 d2W (k '
( Ve, krist = —ﬁ-Tkg—) koAk‘ X Cc‘)ld.d < (?Z";to) & (1138)

Legen wir den Ursprung der Wellenvektorskala. Ea;:t}! Stelle des jeweiligen
Minimums/Maximums des Leitungs- oder Valenzbandes, dann ist kg = 0
(z.B. ist dann ko = 0 bei Betrachtung des eltungsbandes in Abb. 1.42).
Damit wird aus Gl. (1.138) i (NML(PW«H") Cy

i V Jud,mUHUPUM
F: %d dkﬁ )| & = :ik .{x-\gl/q ol (1.139) L
ko | et g J_, Ap) Very (&4 G5

4

Auf der rechten Seite wird durch Verglelch mit der Geschvﬁ?ldlgkelt eines W‘/fé

&
Elekt f Elekt Gl. (1.135)) die effektive M me.
ektrons im freien Elektronengas ( )) die e_-e _H;ve Tz:;,\s;; _ { SP Gede
2 [ g[(
1 s 1 d&°W (k) < (1.140) clelbrentn,
m - Roae ||| MRSSE

eines Elektrons im Kristall definiert. Die effektive Masse m? beschreibt das % \ '
Verhalten von Elektronen in den als parabelférmig angenommenen Extrem-b/l :!é #(_k &l
werten eines beliebigen Bandverlaufs so, als wiren es freie Elektronenmit der

Masse m;. Die so definierte effektive Masse ist unabhéngig von k, da fiir die da W "'!

Approx1mat10n des Bandverlaufs eine Parabel verwendet wurde, deren zweite el A d2-| A/
Ableitung eine Konstante ergibt. I y %2‘.
Aus Gl. (1.140) lassen sich einige wichtige Eigenschaften der effektiven Masse

herleiten: =COlnb ,

1. Da die zweite Ableitung einer Kurve ein MaS fiir deren Kriimmung ist ane\asdo'ffw
besagt Gl. (1.140), daB die effektive Masse umso kleiner ist, je starker = . A
die Dispersionskurve W (k) gekriimmt ist. An der Bandkante verlauft 4) m,~

die Kurve flach mit einer horizontalen Tangente, wodurch dle effektive K ‘.('
Masse der Elektronen unendlich wird. iM S0 be Wob 2oulolemen
© Rondver (ot

2. Minima haben eine positive zweite Ableitung, Maxima einen negati-
ven Wert. Daher gilt zwischen der effektiven Masse eines Elektrons an
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N J
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—— 1% d“w
4 A duoy| | DB M 50
e’ L A b A N VR: Maximum, d*w
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(i \”/

der Bandkante des Leitungsbandes und des Valenzbandes bei gleichem 2 Eiek'b‘“

Betrag der Kriimmung be; gle! il What 'y " .
y m i O
ﬂ Mo =—mgy / lrimany 14y B g
. VB: m, < ©
3. Aus der Definitionsgleichung der effektiven Masse in Gl. (1.139) ergibt
sich unmittelbar der Impuls. ' 3
h A — crisatlwpuls3)
Ve,iust - me* = l M Ve krist = Pk 7 Pt (1.142)

eines Elektrons im Kristall an den quadratisch gendherten Verldufen
von Leitungsband und Valenzband. Er wird zur Unterscheidung zu dem
eines freien Elektrons mit ,Quasi-Impuls“ oder Kristallimpuls bezeich-

net. '4
t Cf) Duro .

Fiir ein freies Elektron mit der (effektiven) Masse m? brauchen die in- Me=> Me
neren Krifte des Kristalls nicht beriicksichtigt werden, da ihre Wirkung {w reles Elelbou
in der effektiven Masse erfat ist. Daher kénnen direkt die Beziehungen
der Newtonschen Mechanik angewendet werden. So gilt z. B. bei einem Keswe kistall -
von auBen an den Kristall angelegten elektrischen Feld E fiir die Kraft Prrafde f

auf ein Elektron

F=—eE. (1.143) Mewvowsdre
.’ : : dile Meuhamlc
Dadurch erféhrt das Ele;:-lftron eine Beschleuri%ung ¢ entsprechend Oucirbinil bt
Feneg - . J5 B Q'—' S
+ =M | F=m;—==—cE. (1.144)
B e 3@'\/(’};‘ g igléa ch UMS

GI. (1.144) beschreibt eine Bewegungsgleichung fiir Elektronen im Kris-
tall aufgrund eines z. B. von aufien angelegtes Feldes.

Wir haben bisher eine beliebige, aber bestimmte Richtung von k im Zwei-
dimensionalen betrachtet. Dabei sind die Richtung der Geschwindigkeit und
die Richtung des Wellenvektors identisch.

Im Dreidimensionalen erfolgt die Richtungsableitung durch Bildung des Gra-
dienten im k-Raum und aus Gl. (1.133) wird

U= %grad,—c- W (k) . (1.145)
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3-Dim: Ve = %—- graelz> w(%) (4~Diwa e
Die BeschlmWist damit =
. - d%e 4 Jp

. dve = dk . _ﬁ . L S
3&‘4[8“%\30”!.0 3y E /'|: g‘fad,;(ve)a—t = grad;(ve)-g (1 146) a%‘ ti a-:
i / . ﬁ" ) _"i‘_. d -
Ve= Ve () 73 grady(grad; W(k)) — (1147 Tt o
1 e 5 8
= LW () F (1.148) = M@
dv L ¢ 17
kol S (1.149) P
d [mz (k)] = F
i h
mit |
o 2 2 2 - | 4
5 = Masse T emsar
! - 5 = ;
iy BV =g | g mE shaw || (1150)
e 2 2 2 ‘ .
aizg;;x Bigglfcy %kvé/’ g ’ ( S‘/Mlmfj‘n)‘}'ﬁ
Die effektive Masse des Elektrons im Dreidimensionalen ist also ein Tensor. \J/

Dies hat zur Folge, da88 z.B. in Gl. (1.149) die Beschleunigung eines Elek- chpf achayu
trons im Halbleiterkristall nicht in Richtung einer &uferen Kraft F erfolgen s@qﬁ,\g{&rw
muB. Fiir bestimmte Werte von k entartet der effektive Masse-Tensor zum

Skalar. \L

Da der Tensor in Gl. (1.150) symmetrisch ist, 18t sich eine Hauptachsen- L% v irs! &
transformation durchfiithren, wodurch nur die Elemente der Hauptdiagona-

len ungleich Null sind. Durch Inversion ergibt sich daraus der Tensor der

effektiven Masse |

T om0 01! SW. Maye Temsdr
(me= 0 mg; 0. () o B s
0 0 mgs | | i

Aus diesem Tensor 18t sich fir makroskopische Eeltrachtungen ein Skalar |, o1, ~ A
bilden. Das Bildungsgesetz, also die Kombination und Wichtung der einzel- 3l&,chc QJCng
nen Komponenten des Tensors hdngt von der betrachteten Grofe ab. Naloear

Fiir Leitfahigkeitsuntersuchungen ist wegen J = —end, eine skalare Masse zu J/
bestimmen, die zu einer guten Néherung fiir den Mittelwert der Geschwin- Mal(mkq;“ (
digkeit 7, der Elektronen fithrt. Wir nennen diese Masse Leitfihigkeitsmasse @ [oolutt o
my,. Sie ist in Tabelle 1.3 fiir wichtige Halbleitermaterialien angegeben.

Fir die Bestimmung der Zustandsdichte ist zu beriicksichtigen, dafi sich © (’}UL

anstelle der Kugel des freien Elektronengases fiir Fléchen gleicher Energie die Cgﬁ!d Mﬂ%e

S lalar
@ Jur (,ﬁ,vl\@« L&#SMJUJL(&UMJW el

7 W) - !of"!"lwf—;ﬁr :
1 =Emg 2 3954-'0%«0. Sl(o lare Masse se, [(oAm

(A~
dof Vc_ gl C!Me}w:*,.lner wivf i \i{i&l,%w(‘
= il &Jfah:a!(&hm& \M Gt A
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Abb. 1.43: Flachen gleicher Energie in der ersten Brillouin-Zone fiir Ge und
Si. Es handelt sich bei den Flachen um Rotations-Ellipsoide, die bei Ge
nur jeweils zur Hélfte in der ersten Brillouin-Zone liegen.

in Abb. 1.43 gezeigten Rotationsellipsoide bilden. Daher muf die effektive
Masse zur Berechnung der Zustandsdichte so gewahlt werden, da8 die sich
damit ergebende Zustandsdichte bei Berechnung als freies Elektronengas
mit der der Ellipsoiden {ibereinstimmt. Der hieraus berechnete effektive
Masse-Skalar heifit Zustandsdichte-Masse m?,. Sie ist ebenfalls in Tab. 1.3
angegeben.

Bei den Berechnungen der effektiven Massen von Ge, Si, GaAs ist
auch die Entartung des Valenzbandes zu beriicksichtigen. In Abb. 1.40 ist zu
sehen, daf die an der Bandoberkante iiberlappenden Bénder unterschiedliche
Kriimmungen und damit auch unterschiedliche Massen aufweisen.

Im néchsten Kapitel werden wir den Begriff ,Loécher® fir die an der
Oberkante des Valenzbandes zur Stromleitung beitragenden Ladungstréiger
einfiihren. Bei Lochern in einem Valenzband mit geringer Kriimmung spricht
man daher von ,schweren Léchern“. Im Band mit der starken Kriimmung
tragen ,leichte Locher® zur Stromleitung bei.

1.30 | Elektronen und Léche \(

Halbleiter zeichnen sich dadurch aus, daf fir T = 0 das Valenzband voll
besetzt und das Leitungsband leer ist. Bereits in Kap. 1.15 wurde festgestellt,
daBl ein voll besetztes Band keinen Strom leiten kann, da alle Energieniveaus

4leche Snogie
tan len'y E QLL .

E;wlafd-ww\i

VE- Ok’
“schwere " e

“Leickke”
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besetzt sind. Die gleiche Aussage gewinnt man aus der Betrachtung aller
k-Vektoren in einer Brillouin-Zone. Sind alle Zustinde besetzt, gibt es zu
jedem Elektron mit einer Wellenfunktion (k) aufgrund der geometrischen
Symmetrie auch eines mit (- ) D.h. zu jedem Elektron existiert ein
Partner, dessen Richtung genau entgegengesetzt ist, so daB im Mittel kein
Stromflufl zustande kommt.

Das Ziel bei der Realisierung von Halbleiterbauelementen besteht dar-
in, Elektronen aus dem Valenzband zu entfernen, um so einen Stromfluf
zu ermdglichen. Wie sie entfernt werden und wohin, wird spéiter noch
ausfiihrlich diskutiert.

Durch das Fehlen von Elektronen im Valenzband sind freie Zustinde
vorhanden. Die restlichen Elektronen des Valenzbandes kénnen dann an
einem Stromflufl teilnehmen, indem sie durch Aufnahme von Energie durch
ein von ,auflen“ an den Halbleiter angelegtes elektrisches Feld diese Plitze
besetzen. Die Stromdichte im Halbleiter aufgrund dieser Elektronen im
Valenzband betrégt — )

| v - Y (-e)i, | (1.152)

' = ’

besetzte |
Zusté s

worin V' das Volumen des Halbleiterkristalls ist, —e die Ladung eines Elek-
trons und #, die mittlere Geschwindigkeit in dem jeweiligen Zustand ist.

Diese Formulierung ist insofern unpraktisch, da wir iiber alle besetzten
Zusténde summieren miissen, wogegen wir zur Erméglichung der Stromlei-
tung unbesetzte Zustédnde geschaffen haben. Es fillt uns daher in der Regel
leichter, Aussagen iiber die Anzahl der von uns geschaffenen unbesetzten
Zustédnde zu machen. Dafiir kann Gl (1.152) umformuliert werden, indem
die besetzten Zusténde als Differenz aller Zusténde minus nicht besetzte

Zusténde ausgedriickt wird.

Jvp = % ___Z%-e)rae - -117 Z (—e)7. (1.153)

s/ alle _Ainbesetzte™.

Zustind Zusténde
Der erste Term kann nicht zum'StromﬁuBb\alTa/gan, da ein volles Band
keinen Strom leitet. Daher \iefgmfa.cht sich GL. (1. 153) zu

unbesetzte unbesetzte
Zustdnde Zustdnde

' ‘“JA/& A Cine v‘e,(%ﬁsevttm
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besetzt sind. Die gleiche Aussage gewinnt man aus der Betrachtung aller
k-Vektoren in einer Brillouin-Zone. Sind alle Zusténde besetzt, gibt es zu
jedem Elektron mit einer Wellenfunktion (k) aufgrund der geometrischen
Symmetrie auch eines mit (- ) D.h. zu jedem Elektron existiert ein
Partner, dessen Richtung genau entgegengesetzt ist, so dafl im Mittel kein
Stromflufl zustande kommt.

Das Ziel bei der Realisierung von Halbleiterbauelementen besteht dar-
in, Elektronen aus dem Valenzband zu entfernen, um so einen Stromfluf
zu ermoglichen. Wie sie entfernt werden und wohin, wird spéter noch
ausfiihrlich diskutiert.

Durch das Fehlen von Elektronen im Valenzband sind freie Zusténde
vorhanden. Die restlichen Elektronen des Valenzbandes kénnen dann an
einem Stromflufl teilnehmen, indem sie durch Aufnahme von Energie durch
ein von jauflen“ an den Halbleiter angelegtes elektrisches Feld diese Plitze
besetzen. Die Stromdichte im Halbleiter aufgrund dieser Elektronen im
Valenzband betrégt — }

f JVB—% S (o), | (1.152)

worin V das Volumen des Halblelterkrlsta Is ist, —e d1e Ladung eines Elek-
trons und 7, die mittlere Geschwindigkeit in dem jeweiligen Zustand ist.
Diese Formulierung ist insofern unpraktisch, da wir iiber alle besetzten

Zusténde summieren miissen, wogegen wir zur Erm&glichung der Stromlei-

tung unbesetzte Zusténde geschaffen haben. Es fallt uns daher in der Regel
leichter, Aussagen iiber die Anzahl der von uns geschaffenen unbesetzten
Zusténde zu machen. Dafiir kann Gl. (1.152) umformuliert werden, indem
die besetzten Zustidnde als Differenz aller Zustéinde minus nicht besetzte
Zusténde ausgedriickt wird.

7, - = Z (—e)d. (1.153)

7 alle nbesetzte*
Der erste Term kann nicht zum StromfluB beitragen, da ein volles Band

keinen Strom leitet. Daher vereinfacht sich Gl. (1.153) zu

unbesetzte unbesetzte
Zustinde Zustinde

r«—fvla —-% 2., leeiy, = — Z (1.154)Iubprcw .'
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Diese Beziehung kann so interpretiert werden, daff der StromfluBl in einem
teilbesetzten Band durch positiv geladene Teilchen (+e€) entsteht, die auf den
(von Elektronen) unbesetzten Zusténden sitzen. Wir nennen diese Teilchen
Lacher'? und werden sie im Folgenden immer dann verwenden, wenn wir im
physikalischen Sinn (in der Realitéit) fehlende Elektronen meinen.

Nach Gl. (1.154) besitzt ein Loch die gleiche Geschwindigkeit wie ein Elek-

tron, das dem zugehérigen unbesetzten Zustand zugeordnet ist. Dies bedeu- £ ocher L}QI"W
tet, daB sich das Loch im Ortsraum genauso bewegt, wie ein Elektron, das dt 3Lf«‘ che

sich auf dem Zustand des Loches befindet.

éesohhﬂflf\dﬂ’ﬂk'

Wir kdnnen daher fiir die Bewegungsgleichung eines Lochs mit Gl (1.144) ¢ el eLeld.

. . Ll oleeSerma
schreiben Bl | Be\,wej umﬁja(. - (_{ it aad \7)
Masse — T Yir /Sckee~  (1.155) 0
Darin haben wir mit mj, formal eine effektive Locher-Masse eingefiihrt. Fiir
ein Elektron in diesem Zustand gilt entsprechend
"-——T—-—ﬁ Tgewe_ﬁ.JL
* Ve -
m, - dt = —pf y 1 \(vqu‘ e’[e’l)ﬂ‘aﬂt&n(llf’ﬁ)
woraus durch Vergleich direkt folgt, daB
| m;, = —m [ (1.157)
fir die effektive Masse eines Lochs gelten muf.
Die effektiven Massen von Si, Ge und GaAs sind in Tab. 1.3 bezo-
gen auf c}w Masse eines freien Elektrons angege.ben. = Id LR ¢
; Ge | Si GaAs ‘
Zustandsdichte-Masse S ’_(CL[-DL e
Elektron 2 | 0,55 | 1,08 | 0,067 Mo ste
Loch 24 | 0,37 | 0,811 | 0,45 ( {ur dre
Leitfahigkeits-Masse (et
Elektron 7= | 0,12 | 0,26 | 0,067 Eﬁ re Ol L Unnfis. ‘
Loch Zhe | 0,21 | 0,386 | 0,34

Tabelle 1.3: Effektive Massen fiir Elektronen und Lécher in Ge, Si, GaAs.

2Hiufig wird auch der Begriff des ,, Defektelektrons® verwendet.




