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1 Festkorperphysik fiir Elektroniker

eteltronen -
1.1 Grundlagen des Atomaufbaus hiille
el
1. Das Atom in der klassischen Teilchenvorstellung besteht aus einem / ff"_is \
Atomkern und einer um den Kern liegenden Elektronenhiille. Atome "/ |z iy
liegen in der GroBenordnung von einem bis zwei Angstrom (A) = | ‘e Ketn /‘/’/
Lo TmReT O

2. Der Kern besteht aus einer Anzahl Z Protonen und in etwa genauso viel | é——-—*l
Neutronen. Die Anzahl{Z heift Ordnungszahl [md ist charakteristisch
fiir ein Element. Die verschiedenen Arten eines Elements mit unter- ‘Lm/ﬂg)ayﬂ'd«
schiedlicher Anzahl von Neutronen heiflen Isotope. Der Kern besitzt

0
nur ca. toeo; der AtomgréBe und liegt in der Grijﬁenordnun ﬁ‘ﬁ o
i

3. Die Hiille eines nicht ionisierten, elektrisch neutralen Atoms besteht o €,6m
aus Elektronen, die den Kern auf bestimmten ausgezeichneten Bahnen /[
(Orbitalen) umlaufen. Die Grofie eines Elektrons liegt in der Gréfien- -
ordnung des Atomkerns = 5,6 - 107% nm. Daher wird die GroBe eines

Pﬂlmlgro‘ﬁf’ =

Atoms in guter Naherung nur durch die Gréfie der Elektronenhiille be-
Grope des

stimmt. ;
Cleltrovew olle

4. Die Masse der Protonen und Neutronen im Atomkern ist sehr viel
groBer als die der Elektronen [m, = 9,1 - 1073 kg}. Daher bestimmt Ele oM (esca}
der Atomkern im wesentlichen die Masse des Atoms. Ketn schwer

5. Die Ladung jedes Protons im Kern betrégt|+e = 1,6 10‘“’@ Neutro-
nen sind elektrisch neutral. Ein Elektron tragt die Ladung —e. Daher ist
ein nicht ionisiertes Atom von aulen gesehen (makroskopisch) neutral.

vou “auﬁw“ -

1.2 Atommodelle (walteslepisdy)
1.2.1 Planetenmodell NEUTRRL o= Zete +2-C

Das klassische Rutherfordsche Atommodell, bei dem die Elektronen den
Kern auf Kreis- oder Ellipsenbahnen umlaufen, wie die Planeten die Sonne,
dient heute (nur) noch als Hilfe bei der Vorstellung des Atomaufbaus.
Physikalisch ist dieses Modell nicht haltbar. Die Elektronen erfahren auf
ihren Kreisbahnen eine Beschleunigung. Die Ladung der Elektronen, die
diese Beschleunigung erfdhrt, miisste demnach eine elektromagnetische
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©

Welle abstrahlen, deren Energie jedoch dem System verloren geht. Aufgrund
der geringeren Energie miisste dann aber ein Elektron auf einer Kreisbahn
mit niedrigem Radius fliegen, was letztendlich dazu fiihrt, dass das Elektron
in den Kern stiirzt.

1.2.2 Bohrsches Modell

Abhilfe gegen diese planetarische Katastrophe liefert das von Niels Bohr 1913
postulierte Axiom, wonach es nur noch bestimmte stabile Bahnen der Elek-
tronen um den Kern gibt, auf denen ein Elektron keine Energie verliert. Die
Gesamtenergie eines solchen stabilen Zustandes ist konstant und besteht aus
kinetischer und potentieller Energie. Der Unterschied zwischen den Energi-
en der Bahnen ist aufgrund der einzelnen erlaubten Bahnen fiir die stabilen
Zustidnde quantisiert. Die Energieaufnahme oder -abgabe erfolgt demnach
in quantisierten Mengen, in sogenannten Quanten. Zum Wechsel von einem
Energieniveau auf ein anderes muss Energie z. B. in Form von Licht (Photo-
nen) aufgenommen oder abgegeben werden. Bohr postulierte stabile Bahnen
auf Basis einer Quantelung des Drehimpulses m - v - 7 eines Elektrons der
Masse m, das sich mit der Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit dem
Radius 7 um den Kern befindet. Danach darf der Drehimpuls nur ganzzahlige

Vielfache vonl h= % (h = Planksches Wirkungsquantum = 6, 626 - 10~% Js/

betragen:

Tm-v-r=n-ﬁ 7

(1.1)

Mit dieser Quantelung des Drehimpulses lassen sich quantisierte Ener-
giezustdnde berechnen, die bei Anwendung auf das Wasserstoffatom zu
einer Ubereinstimmung der Ergebnisse von Modell und Experiment fiir
das Absorptions- und Emissionsspektrum (Balmer-Serie) fithren. Bei An-
wendung auf komplexere Atome mit mehr als einem Elektron liefert das
Bohrsche Atommodell falsche Ergebnisse.

/
/

1.2.3 De Broglies-(Wellen-)Modell
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de Broglie

Teilchenn ba’vw
Ein Photon (Lichtquant) mit der Frequenz f hat als bewegtes Teilchen den WBUW 8
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Impuls e schaffem
Die Wellenldnge des Photons ist demnach euo’;‘g uad )
Twmpuls (P
Aeluelle —ﬁg A-h \ ' sl (1.3) Mp
<@ Telth T&ld/teweuzw

De Broglies Welleneigenschaft von bewegten Teilchen postuliert, dass diese 50\"&[ t
Beziehung sowohl fiir Photonen als auch fiir alle anderen Teilchen gilt. D. h.

jedes Teilchen kann auch als Welle mit einer Wellenlinge )\ aufgefat werden.

Der Impuls eines Teilchens der Masse m und Geschwindigkeit v ist p = mv.

Die de Broglie-Wellenldnge dieses Teilchens betrigt dann

‘ Aszfv (14) P=mV

Die kinetische Energie eines Teilchens und der Ruhemasse my betragt

F/Vkin = %mDUQ . ([ }l(fl 31 ij d&e M PCJL f:.{-t;: {(
S | [Um‘d $ rf.(m'\' 1/")!‘7'56’/1/
Die Geschwindigkeit des Teilchens v ist nicht identisch mlt der Phasenge-
schwindigkeit v, = f - A der Welle (y=A-cos2mf(t— )) 'Dies sicht man, V # VP
wenn man di '?itraﬁﬁéﬁtheoretzsche Darstellung der Energ ie A~
Telchen ]

@ (1.5) welle
Cphmwae‘

mit der relativistischen Gesamtenerg1e ei es Teilchens Sclw \!d“ig )-&‘J’)

(W = D= + Wi (16)

gleichgesetzt und nach der Frequ z umstellt

(1.7)
Die Phasengeschwindigkeit der de Broglie-Welle ist daher mit G1. (1.4) -
2 Vph> C N
vph—f /\-———-———v (1.8) ©
_"L -
P wv
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Da die Geschwindigkeit des Teilchens immer kleiner als die Lichtgeschwin-
digkeit ist, ist die Phasengeschwindigkeit der de Broglie Wellenldnge im-
mer grofler als die Lichtgeschwindigkeit. Dies klingt zunéchst spektakulér,
ist aber bei genauerer Betrachtung ein Resultat der gewdhlten mathemati-
schen Beschreibung. Die physikalische, die Geschwindigkeit eines Teilchens im
Raum beschreibende Grofle der Gruppengeschwindigkeit, liegt immer unter
der Lichtgeschwindigkeit und entspricht daher den Vorhersagen der Relati-
vitédtstheorie. |

Je grofler die Masse des Teilchens, umso kleiner ist die Wellenldnge seiner de
Broglie-Welle. Zu beachten inistische Masse

bezeichnet (my ist die Ruhemasse).

1.2.4 Anwendung auf das Bohr-Modell des Wasserstoffatoms

Abb. 1.1 zeigt ein Bahnmodell des Wasserstoffatoms.

\}
\ /Elektron
-8

T2
Abb. 1.1: Kréftegleichgewicht zwischen Zentripetalkraft Fz und
Anziehungskraft F, aufgrund der Ladungen +e.

Auf einer stabilen Bahn gilt

mu? e
Fp=—=F, = : 1.10
z T dmeqr? Sl
Daraus bestimmt sich die Geschwﬂipgkeit des Elektrons zu
= (1.11)

gmpedatlcmi t=

relochy vishsde
Mo UE

SJQLJI'(_E, Ralan :

(oulombltrelt
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Einsetzen in Gl. (1.4) ergibt die de Broglie-Wellenlénge

)\=E 471'607" \

€ m N

De Brogies Postulat fiir eine tabilen. Orbit des Elektrons beruht auf der
Weﬂeneigenschaft des Teilchens. Danach muss das Elektron auf sog. stabilen

Kreisbahnen mit Radien r, laufen, fiir deren Umfang gilt:

(1.12)

Stabi ler Ot

(1.13)
= Slehemdd
Darin ist n = 1,2,3,... die Hauptguantenzahl des Orbits. Die Einhal- L«JCM .
tung von Gl. (1.13) gewéhrleistet, dass die Wellenfunktion (Schwingung) des
Elektrons fiir jeden Umlauf gleichphasig (konstruktiv) iiberlagern. Die orts-
abhéngige Amplitude der Wellenfunktion ist in diesem Fall zeitunabhéngig
und man spricht von einer stehenden Welle. In allen anderen Féllen kommt
es zu einer Ausloschung der Wellenfunktion aufgrund der Uberlagerung mit
beliebigen Phasenlagen. Abb. 1.2 zeigt Beispiele fiir Wellenfunktionen auf
stabilen Kreishahnen mit n = 1, 2 und 3.
2T, = A
Aclduug

We

Abb. 1.2: Gedankenmodell fiir die konstruktive Uberlagerung der
Wellenfunktion nach der Bedingung in Gl. (1.13). Beachten: Die
Abbildungen fiir n = 1,2, 4 sind in unterschiedlichen Mafistdben.

Mit den nach Gl (1.13) erforderlichen Wellenléngen ergeben sich aus

mmkﬂ“”

Gl. (1.12) die Radien des Bohrschen Atommodells’ H- R{owm
T n?hl ' =
Lrn= - n=123,.... \ (1.14) £ = S\3 Dum
Tme

Der innerste Radius des Wasserstoffatoms (Bohrradius) lasst sich damit zu
71 =5,3-1072 nm berechnen.

IDie gleichen Radien kénnten auch unter Verwendung des Bohrschen Postulats fiir den
Bahndrehimpuls gewonnen werden.
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Die Energie W), des Elektrons im Wasserstoffatom in Abhéingigkeit des Bahn

radius ergibt sich als Summe seiner kinetischen Energie
<—-—""_'_‘—/-—._‘_-_.—.—-ﬂ_

i
\ Whin = Emv2 (1.15) {Uué’f—l‘sd (
und seiner potentiellen Energie im elektrostatischen Potential seines Atom-
kerns mit der Ladung eim?s Pwng) g0 lovel Eu et
e j ‘
= : 1 !
l Wpot dreor "\ (1 6) E?RC‘AMUM& Ly

’ . l)’/;wnb
Abb. 1.3 zeigt den Verlauf der potentiellen Energie in Abhéngigkeit vom
Abstand r vom Kern.

A Wpot

Polensh ol Yop r

o1 F
. Proton

Abb. 1.3: Potentielle Energie W), eines Elektrons auf einer Kugelfliche mit
dem Abstand r vom Atomkern.

Die potentielle Energie bildet demnach einen Potentialtopf, in dem sich das
Elektron befindet. Die Gesamtenergie des Elektrons ist

: .
S b i .

Einsetzen der Geschwindigkeit aus L(G(I/ (1.11) liefert allgemein

;I/——l I A (1.18)
= VaTeomr dreor  8meqr '
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Fiir Radien 7, nach Gl. (1.14), deren Umfang ein ganzzahliges Vielfaches der
de Broglie-Wellenlénge entspricht, ergeben sich die quantisierten Energien cuer ,een

> y das Eleoho
W. = B = = . l— = Wl (1 19) H H ™ R’@“
n 8meoTn 86(2)h2 n2 /@ : : wm "

n=1,2,3,... wird als Quantenzahl bezeichnet. W; ist die Grundenergie im
nicht angeregten Zustand. Abb. 1.4 zeigt'die Energiezustédnde grafisch.

freies
Elektron
LB g + W —%
Q 3779 angeregte
n=2—1w, W; ( Zustande

| 5
&/ [ Qj,(Ju‘AJ‘ vd

W4

" be\{l‘&:# :
(iomim‘ﬂ* ]

| 4 - Niorn
O: n=1—lw,  Gromd 2 shanm A )__fﬁ_t

(2
Jy

Abb. 1.4: Quantisierte Energien des Wasserstoff-Elektrons.

Fiir n — oo gilt die Energie des Elektrons gegen Null und es ist nicht mehr
an den Kern gebunden. Man spricht von einem freien Elektron. In diesem
Fall ist das Wasserstoffatom ionisiert. Die Energie, die dem Wasserstoffatom
zugefithrt werden muss, um das Elektron aus dem Grundzustand in den freien
Zustand zu bekommen, ist —W;.

1.3 Wellenmodell des Atoms — Schrédingergleichung

Schwierigkeiten bei der Vorstellung der Materiewelle von de Broglie bereitet
die Vorstellung, was (welcher Gegenstand / Objekt) genau die Wellenbewe-
gung (oder Schwingung) ausfiihrt. In der von begreifbaren Gegensténden
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geprégten menschlichen Vorstellung ist man geneigt, sich das Elektron als
Teilchen auf einer gewellten Kreisbahn (vgl. Abb. 1.2) vorzustellen. Diese
Vorstellung ist aber falsch. Vielmehr miissen wir in der Wellenvorstellung
dem Elektron seinen Teilchencharakter nehmen und es in seiner Gesamtheit
als Welle betrachten. (Stellen Sie sich z.B. Licht oder allgemein ein elek-
tromagnetisches Feld Ihrer Handy-Antenne vor.) Wenn wir Elektronen in
einem Orbit um den Kern betrachten, handelt es sich um stehende Wellen
mit der de Broglie-Wellenlange. Fiir freie Elektronen ergeben sich Wellen,
die anderen Randbedingungen geniigen.

Schrodinger formuliert 1926 eine (die !) bedeutende Wellengleichung, die
allen Teilchen Welleneigenschaften zuschreibt und damit die moderne Quan-
tenmechanik begriindet. Er definiert hierzu eine komplexe Wellenfunktion
¥(7), die die Welleneigenschaft eines (oder mehrerer) Teilchen? beschreibt.
() ist eine abstrakte mathematische GréBe, beinhaltet jedoch alle physi-
kalischen und damit anschaulichen und (be-)greifbaren Eigenschaften des
beschriebenen Systems. Durch mathematische Operationen kénnen diese
aus ihr gewonnen werden.

Die Schrédingergleichung in ihrer allgemeinen zeitabhingigen Form
ist eine der fundamentalsten Gleichungen der Physik. Sie enthilt die
Newtonschen Grundgleichungen und iiber die Dirac-Erweiterung auch die
Maxwellschen Gleichungen und die spezielle Relativitéitstheorie. Sie kann
nicht aus bisher bekannten physikalischen Prinzipien hergeleitet werden,
sondern stellt selbst ein auf Experimente gestiitztes physikalisches Axiom
dar. Aufgrund ihrer Méchtigkeit sind Lésungen der Schrédingergleichung in
der Regel sehr umfangreich.

Wir begniigen uns im Rahmen dieser Vorlesung mit Losungen zu sehr
einfachen Modellen, die jedoch zum Verstindnis von Ursachen und deren
Wirkungen sowie von Methoden zu deren Beschreibung geniigen. Wir be-
trachten stationédre Systeme, in denen sich also iiber der Zeit nichts dndert.
In diesen Systemen existieren nur stehende Wellen und es gilt die vereinfachte

*Hinsichtlich der TeilchengroBe gibt es keine Einschriankung. Theoretisch kénnten auch
Murmeln oder Fuibille als Welle beschrieben werden.

wir be\[MdAkM uu

Slokougee (e fuuch haipige) Vag‘bﬁ-‘;

= olehade wellew

vereaufach &

= Dic %ﬁé’dg MUU‘EM-

?_pr lex

Sdnrad}wi
- Mew lousche 6.
- Muwemd«,“
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Loglace Gpeato Poternth elle Cuegl €
zeitunabhéngige Schrédingergleichung / / e Saume! ) te

=

S BY(F) + Wyl = W) () = 0. } (1.20)
masse L =t

Darin ist m die Masse |des betrachteten Teilchens, Wy, (7) die potentielle
Energie des betrachteten Systems am Ort 7 und A = —2-':; Die Gesamtenergie
W des Systems (in der [Regel kinetische plus potentielle Energie) ist wegen
des Energieerhaltungssatzes eine feste Zahl und héngt nicht von einer Ortsko-
ordinate ab. Der auf ¢(7) angewendete Operator A ist der Laplace-Operator,
der in kartesischen Koordinaten

92 & o Je;
l AP(F) = AyY(z,y,2) = (@ t 52 T @) W(z,9, 2) (1.21)

lautet. Fiir einfache eindimensionale Bét Birachtungen wird nur eine Abhéngig-

keit von 9(7) in eine Richtung angendmmen. Fiir () = 1(z) vereinfacht

sich Gl (1.21) zu - e e M sional
e @M} (122) =75 )

und die eindimensionale Schrodingergleichung bekommt die Gestalt: (55 e¥ ‘0-; "
—h2 6‘2 \
> %éﬁ (‘/'C)+(WPO‘£($) —W)’(,[)(.’E) =0. l (123) &GJ bedwki‘
Eine wichtige Eigenschaft der Schrédingergleichung ist ihre Linearitét: MCHT

wenn 97 und ¥, Losungen der Schrédingergleichung sind, dann ist auch ay; + dﬂ,s oL 331(11
b, eine Losung. Zu beachten ist dabei, dass a und b so gewéhlt sein miissen,
dass die spéter diskutierte Normierungsbedingung nach Gl. (1.36) erfiillt sein
muss.

1.4 Wellenfunktionen e e

Die Orts- und Zeitabhéngigkeit einer in einer Dimension (hier in z-Richtung)
fortschreitenden harmonischen Schwmgung (z.B. einer Saite) ldsst sich durch
die Wellenfunktion e ] A= A

Y(z,t) = Acos2rf (O— Q) (1:24) sell evoftmdthor.

beschreiben. Darin ist A die Amphtude der Welle, f die Frequenz und vp die 3 o' 217( t

Phasengeschwindigkeit. Wenn wir mit v, die Geschwindigkeit der de Broglie- £
Welle mit der Wellenlinge A = & (vgl. GL (1.4)) bezeichnen, gilt Et:2rI X
: V
vp=fA, (1.25) P
—’
£ A
Yo A

\ienl | S
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d.h. die Welle hat eine Orts-Periode von z = A. )L X5 Z'rr_?-(-
GL (1.24) kann mit der Definition der Krelsfrequenz w = 27 f geschrieben (1
werden:

Y(z,t) = Acos (wt — kz) . (1.26)
Darin ist mit e q?( 187
i TR 20 1 ell eyl

die Wellenzahl der in 2-Richtung fortschreitenden Welle definiert worden.
In drei Dimensionen wird k£ zum Wellenvektor

k= &k = kyé, + kyE, + k&, 9 (1.28)

und die Ortskoordinate = geht iiber in einen Raumvekt{br 3 - d_4' w si@ua[ =

Aus der Wellengleichung (1.26) wird dann

7=z, + Y&, + ze“z] (1.29) Efwe, JOW«DJ
¢

\r Y(7,t) = Acos (wt - Ef’) J 3 "(‘}430 e ?awm

GL. (1.30) beschreibt eine in Richtung & fortschreitende ebene Welle. D. h. auf
Ebenen senkrecht zu k ist die Amplitude fiir t=const. konstant. Abb. 1.5 zeigt
einen Ausschnitt dieser in Raum und Zeit fortschreitende Wellenfunktion.

09 Ethewa O w () 2U Bienn besHimmim ?C)jﬂl’d'\k

F(t) 4 bestivmten erepun It
(t-0) welle

g 4l S
\/ iR

1

f :

4 e ékr\ : e Pen'ocle

\ l’CLuf.M(A (]

20t che Perode

Abb. 1.5: Links: Wellenfunktion an einem festen Ort (r = 0) in
Abhéngigkeit von der Zeit. Rechts: Wellenfunktion zu einem Zeitpunkt bei U buﬁ/‘
Bewegung in Richtung 7= ér.

ebene elle

In Gl (1.30) wurde willkiirlich eine cos-Schwingung verwendet. Um einen
allgemeinen Ansatz der Wellenfunktion als Losung der Schrédingergleichung
zu erhalten, ist es sinnvoll, der cos-Schwingung noch eine sin-Schwingung zu
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d. h. die Welle hat eine Orts-Periode von = = A. ¥ =21 _?..(-v
Gl. (1.24) kann mit der Definition der Krelsfrequenz w = 27 f geschrieben (1
werden:
Y(z,t) = Acos (wt — kz) . (1.26)
Darin ist mit 62 1 sY
pmZ LT (1.27)
T g LJ(,U e %:OI.L![

die Wellenzahl der in z-Richtung fortschreitenden Welle definiert worden.
In drei Dimensionen wird k& zum Wellenvektor

k = &k = kyly + ky€y + k&, (1.28)
und die Ortskoordinate = geht {iber in einen Raumvektor <= M sioual €

T = z€ + yéy, + 2€, (1.29) Erwe, llO(A/kj
Aus der Wellengleichung (1.26) wird dann 1

Lw(ﬁt)gﬂlm _) welle )&430§—0Hm Koumn

Gl. (1.30) beschreibt eine in Richtung k fortschreitende ebene Welle. D. h. auf
Ebenen senkrecht zu k ist die Amplitude fiir t=const. konstant. Abb. 1.5 zeigt
einen Ausschnitt dieser in Raum und Zeit fortschreitende Wellenfunktion.

w(t) 1‘ °§"e§lmi‘m ort e e 59[?2_'"“-“‘1 ’EC)I)OCJ'JC

Al (=0 & Pulh welle
O /\ \ ‘/:\’lf
\/ A

el o
ae:&aa«c, S BN bouunlivhe Penbete

Abb. 1.5: Links: Wellenfunktion an einem festen Ort (r = 0) in
Abhingigkeit von der Zeit. Rechts: Wellenfunktion zu einem Zeitpunkt bei U IOU/“

Bewegung in Richtung 7= éjr.
ebene e le
———

In GL (1.30) wurde willkiirlich eine cos-Schwingung verwendet. Um einen
allgemeinen Ansatz der Wellenfunktion als Losung der Schrédingergleichung
zu erhalten, ist es sinnvoll, der cos-Schwingung noch eine sin-Schwingung zu

Coi(*%}) » Co3 (x +277)

= C@u(ﬁ'+3777
= & K+ MTT/)
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iiberlagern. Man bedient sich bei der Uberlagerung vorteilhaft der komplexen
Zahlen und versieht (willkiirlich) den sin-Term mit dem imaginéren Vorfaktor mﬂ o
j. Dadurch ergibt sich die Moglichkeit, beide Schwingungen elegant in der ve ‘VJMEAUB a

Euler-SchreiMl- (1.32) zusammenzufassen: > YM«(J{EX—'&
hir. 1) = Acos'(wt - EF) A—@ﬁlsin (wt - EF) . (1.21) n W‘ﬂd
P e ' = Siu +CoS
Y(F,t) = Agf@tHT) (1.32) ?
— J prtboreucde

Im zeitunabhéngigen Fall t=const.=0 geht Gl. (1.32) iiber in : |Ohw e

s aﬂlﬁgmeauf
l Wk, 7) = Aeij.g Ebene  (1.33)
WUle

Aus Linearkombinationen von Gl. (1.33) gehen wieder é‘ﬁe/ zuvor verwandten
sin- und cos-Schwingungen hervor.

Beispiel /Ubung;:

Ermitteln Sie zur Ubung die resultlerende F\mktion aus der Uberlagerung
von (k,7) + ¢(—k,7) und ¥(k,7) — ¥(—Fk, ) entsprechend Gl. (1.33)
unter Zuhilfenahme der Eulerschreibweise a(cos ¢ + jsin ) = ae’?.

Wichtig: Fiir Elektrotechniker ist das Arbeiten mit Phasoren zur Vereinfa- )\(‘,{/LJ‘ :
chung von Berechnungen selbstverstindlich geworden. Bei der Verwendung y {_

: A
von Phasoren wie z.B.

U= IR+ juC) wilicl
wird definitionsgeméB der Ubergang zur reellen Zeitfunktion durch Realteil- ?f DW('U ley
bildung vollzogen: 9(44!4&

u(t) = Re {|U]e/* et} 1 Oy om i
u(t) = e { || R+ juC|eitersarcian rciot | it bey AU

Diese Vorgehensweise ist fiir die komplexe Wellenfunktion nicht richtig! Sie C'(.Q d)ol‘@dm U
ist tatsdchlich eine komplexe Funktion. Die komplexe Schreibweise dient
hier nicht zur Vereinfachung von Berechnungen.
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1.5 Physikalische Interpretation der Wellenfunktion @_Wlwl—h“ﬁc

Da die Wellenfunktion letztendlich Losungen zu realen, von uns mess- und \N'C,u %{th"
erfahrbaren Problemen enthélt, ist eine physikalische Interpretation der { lation
Wellenfunktion notwendig. Wir erwarten von dieser Interpretation, dass sie J,J:“"’P o
iﬁr un?b reell\gertife.undl.d?mit in Form von Messergebnissen (Experimenten) [)hy n\I(CUSCI" e
egrelibare kirgebnisse lietert. Ercdonisse

Die Quantentheorie postuliert, dass das Betragsquadrat |¢(7)|* der Wel- ( eQ,SUM)ﬂM )
lenfunktion ein MaS fiir die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen an dem Ort
7 anzutreffen. Die Wahrscheinlichkeit f(7), dass das Teilchen in einem Volu-

menelement dx dy dz an der Stelle 7= (z,y, z)’ angetroffen wird, ist :
L i) e Wwalrschen D
f(@) = |¥|? dz dy dz = |1,!)|2dV \ (1.34) dﬁjs Te.lchey
e RS v dV b

Damit stellt das Betragsquadrat der Wellenfunktion

-
(1.35) 1Y) st J
. . ' Loohescliu Biele -
eine Wahrscheinlichkeitsdichte dar. Mchle
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo in einem beliebig grofien Vo-
lumen zu finden, ist 100%. Daraus ergibt sich die Normierungsbedingung

e e g \ wo
/ / f [Y|*dz dy dz = 11 (1.36) Jimas
T ed Telcher <&

1.6 Die Schrédingergleichung und das Wasserstoff-

atom.

Das Wasserstoffatom ist das am einfachsten aufgebaute Atom. Hier bewegt

sich nur ein Elektron im Potential des Atomkerns. Trotz seines einfachen Auf- é 5 se

baus ist die Losung der Schrédingergleichung wegen der dreidimensionalen Ly G)JIF.O' d . G;L
Struktur bereits aufwendig. Die einzige Grofle, die zur Lésung bekannt sein

muss, ist die potentielle Energie des Atomrumpfes, in der sich das Elektron \ﬁ:’" H—Mm"-
bewegt. Wir haben sie bereits in Gl. (1.16) angegeben. Sie betrigt

2 Lramdhe wnmr
Woar = dmegr | \L.16) @ol%*e“ﬁ
ehg ,‘{, d.

Slewdfegie : (d5e fur H-Rlow ( elnteck )
3 u'lw\bay; Lo".muj ] amolee 1) #otree



Kapitel 1: Festkorperphysik fiir Elektroniker 13

Die Gesamtenergie des Atoms sowie die Wellenfunktionen ergeben sich als
Losung der Schrédingergleichung. Diese wird zur Losung in Kugelkoordina-
ten nach Abb. 1.6 dargestellt, da aufgrund des kugelsymmetrischen Potentials
(Wpot = const. auf Kugelschalen um den Kern) ebenfalls Losungen mit Ku-
gelsymmetrie zu erwarten sind.

z » Vg Jesische  Yoord.
e ?(‘( \a( 2:

. /? X gdl(oaf‘d!\ s e

|
O} PR (b! OI "
:
[
[
I
|

-----—---‘_'":\'\""—/, => ﬂ’)ro‘/ WM&‘&MJ OFQ
‘(Uffdsywwe)b‘ @—:CQYOLL

Abb. 1.6: Zusammenhang zwischen Kugelkoordinaten (7, ¢, ) und
kartesischen Koordinaten (z, y, 2).

Die zu lésende Schrodingergleichung in Kugelkoordianten mit ¥ = ¢(r, ¢, )
lautet mit der potentlellen Energie nach Gl. (1.16)

- waj \ e (osem
’?+ ' =0, i (1.37)

wobei der auf 1(7) angewendete Laplaceoperator in Kugelkoordinaten

___( a¢) 1 3( o 1oy Schauwt
_r28r ar) " 7256 o0 89) rzsn#aaTb? (1:38) schwer

oS

einzusetzen ist.

Die Losung von Gl. (1.37) ist bekannt und erfolgt, dhnlich wie die Losung
der aus der Elektrostatik bekannten Laplacegleichung, tiber die Separation L 5.5 Um 3
der Variablen mit Hilfe des Produktansatzes

) Y(r,¢,0) = [&ﬂa@

Nach etwas Rechnung ergeben sich die drei entkoppelten Differentialgleichun-
gen:
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Schrod. Gl aafawr kocky evwas TZohi ang ) (9 3 %/ﬁcgoﬁﬁfcbé;(

Fﬁr@ \\
2
1 d [ sdR 2 2 \(H 1)
m ([ e &
ﬁ%( dr)+(F (41reor+w)_ e )R=O. (42

Die Losungsfunktionen fiir die Differenzialgleichung in ¢(¢) sind bekannt:

—

W{gD) —-———Q&d&/ﬁ\ o(¢) = Ae™ | (1.43)

Aus der Bedingung der stehenden Welle geht hervor, dass ¢(¢) nach jedem
Umlauf ¢ + 27 den gleichen Wert haben muss. Es muss also gelten

‘ Ae™d — Aejm:(wﬁw)i Pa&d boo'/!'uhzltz;; - squ%c,(.L

welle
| , | DM ~penede
Hieraus folgt, dass] m; = O,il,iQ,_[.. sein muss. m; wird magnetische
Quantenzahl genannt. Wy Waagu 64
Die Differenzialgleichung fiir 9¥(f) hat Loésungen, vorausgesetzt [ ist einé @uaub'«w[
ganze Zahl, die grofler gleich |m,| ist (ohne Beweis). Daraus folgt m; =

™,

‘ j 0,+1,%2,... + L. [Die Konstante { wird Nebenquantenzahl genannt. Hiufig
W 6) werden anstelle der Zahlen Buchstaben verwandt. Es gelten die Definitionen
i )
Losuu _ - s fir l =0, 1/ (,o '
Y allggw,. Deb wikien ks 1(6) ol Lo
7 4 gfiri=1 B Q'J‘f}a"‘%{%‘m[
d flir ! =2 und : :
ffir i =3. > L7 |my |
= i, = O+
7 [MJL Qf‘-d/ T’-'Zi"e
Die Lésung von R(r) fiir den radialen Anteil erfordert als Nebenbedingung, 2 Mebers -
dass die Gesamtenergie positiv ist oder einen der negativen Werte W, an- s Jensdalsd
nimmt, die bereits anhand des Bohrschen Atommodells in Gl. (1.19) ermittelt ¥
wurden: i1
— . —me
) (/7 st il — 1.5
“Cr) Lolumpn, 5 W, s LA (1.45)
= Wn wyb Enegleen dey Bolsdeer, H"’uu“

o eh m o,
= > L+
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n ot
Hierbei darf n nur gleich oder gréfler I + 1 sein. Die Konstante n wird als Haupt Py
Hauptquantenzahl bezeichnet. Fiir die Quantenzahlen ergeben sich daher : etle Lq'u

die bekannten Bedmgungen

SR o
Hauptquantenzahl n = 1,2, 3, .. ., S ?eo’,: Ma
Nebenquantenzahl I = 0(s), 1(p), 2(d), . . (n - 1), dp
Magnetische Quantenzahl m = 0, +1, :!:2, e l \ Lo‘guu!,u,,

[

In Analogie zur gebriuchlichen Schreibweise ist der Index [ bei m

weggelassen worden, da es hier nicht zur Konfusion mit der Elektronenmasse
kommen kann.

Hinzu kommt noch die vierte bekannte Quantenzahl, die LoSum J 1 (QML +

—

\
Spinquantenzahl s = +3, — I < ?:U.Sa @(ﬂ OLIQ 2

—_—

—— ___._,_r +relier 1‘9 va ol
die unabhéngig von allen anderen Quantenzahlen ist. Sie kann zwei verschie-
dene Werte +%, —3 (spin-up, spin-down) annchmen. Sie ergibt sich nicht
aus der Lésung der Schrédingergleichung, sondern muss iiber die erweiterte
Form der Diracgleichung ermittelt werden.
Zu jedem Satz von Quantenzahlen ergeben sich Losungen

P(7) 7f;pn“l_ m ‘sA(F) ; (1.46)

l*- \

mit einer zugehérigen Energie ".‘
W=W,ims. _ (1.47)

.y T ——— = — —

Beispiel: Fiirln = 1,1 =0, m = O(ergeben sich (ohne Beweis) die Losun-
gen '

o(9) =2r71, = cowl:

9(0) =273, = comal.

Rir) =2 a5 %e_ﬁ mit 7, als kleinstem Radius des Bohrschen Atommo--+— YW _
dells nach GI. (1.14). Yodsus

Einsetzen in Gl. (1.42) (zur Ubung) liefert W nach Gl. (1.45). Rl ha ‘*‘p& ket

v

.
Die Energie zu einem bestimmten Satz Quantenzahlen kann, muss sich aber %’ “‘JC/“(}LMA“
nicht von der Energie eines anderen Satzes Quantenzahlen unterscheiden. “ D

Sie wird nach Gl. (1.45) nur durch die Hauptquantenzahl n bestimmt. Sind ur ij ip)
X X%




TABLE 6.1 Normalized Wave Functions of the Hydrogen Atom for n = 1, 2, and 3*

Atn ‘ , Ur, 6, ¢) = 5@) - ©(6)- ??U‘)‘

n I m () o1{0)
! g iy 1 Ay
L A Vam V2 ay? Vet
1 ! ’ 1 A W ! ( S A5 oy
= B °{v* Vi ‘vr*(z o) Vi@ \' @)/
1 ¥
2 1 0 —2—‘(:05 6 éam ““‘ﬁ ~Hany W'gge“w“‘?‘ cos §
V3
2 1 ] me*“’ —2-sin ] me me“"i’a araé”‘ L e gin g g=ie
1 1 \ P ; -
m:a = e e Pl | 27 = 18— 3 — ri3ag
> & = , Vair V3 81V3ay- (27 o af-) g sszméﬂ ( % b)
L0 e e e (6 - L} L g0 e (6——’%)~’—r*'f3ﬂc cos 8
% Van - Slgéaé" a9/ ag Slvwaé“’z - gl
1 V3 4 A | 1 ry r " )
+ Xigh i | i | e MG 6 o —b — 30 o i
3 i 1 LVt 3 sin @ Svea? (6 40)&0( ‘ W( ac)aoe sinfe
1 V1o 5 4 e ’ 1 7
. - ~r/3ag = (3 g~1
3 2 0 7-2? & (3cos’ 8- 1) SV @ = SIVera @ ol cos? )
V15 4 r ' i 08
+ Zigh “rf3ag -—-_wm— 1360 o '] xidh
3 2 =1 7—: 3 sin @cos 8 BIV3I0 o aé ¢ SivVra @ ¢ sin fcos e
V15 4 r 1 r# )
3 2 o t2id iyl — =g — I i d x2id
2 V-z-e P sin® 8 BV @ 3 o @ ¢ sin® fe

“The quantity ap = 4meh/me? = 5.202 X 107" m is equal ta the radius of the innermost Bohr orbit,

To exhibit the dependence of R, ©, and ¥ upon the quantum numbers n, I, m, we
may write for the electron wave functions of the hydrogen atom
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eny arfong :

die Gesamtenergien fiir verschiedene Sitze von Quantenzahlen gleich, so 4 |eiche. Enyle
spricht man von einer Entartung. Fiir das Wasserstoffatom (und nur da) (o VUW‘M&C-
sind alle Zustédnde mit m, [ und s fiir die gleiche Hauptquantenzahl n entartet. ¢ Jd}"— -

e ; ) Guamezalde
Werden fiir die verschiedenen Quantenzahlen aus den Losungen der
Wellenfunktion %, ;ms(7) die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
nach Gl (1.34) bestimmt, so ergeben sich die bekannten Orbitalformen, von
denen einige Beispiele in Abb. 1.7 gezeigt sind. Insbesondere zeigen sich die
kugelsymmetrischen s-Orbitale und die hantelférmigen p-Orbitale. Sie geben
an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, das Elektron in einem bestimmten
Raumsegment zu finden.

®=0 |=0 |=1 |=2 }

®=0| m=0 m=0 m:ﬂ m=0 m:ﬂ m:t% - A,
\ Qe bi /

n=1 108 - s Teil

ro )la { SYIMM

n=2

n=3

3s 3p 3p
ugel ~  Noamiel -Fom
Abb. 1.7: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Elektrons im
Wasserstoffatom bei Betrachtung im Winkel © = 0, ® = 0. Bei
rotationssymmetrischen Orbitalen kennzeichnet der Pfeil die
Rotationsachse. Die beiden nicht rotationssymmetrischen 3d-Orbitale
besitzen die gleiche Form, jedoch eine unterschiedliche Anordnung im
Raum.
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Orbital 1 m s Zusténde | Zustande
fiir jedes 1 | fiir jedes n
1s 0 0 % —%‘ 2 2
2s 0 1 0 15 =2
2% 1 R gy I M T
3s 0 0 %, —? >
3p 1 -1,0,1 515 6
3d 2 eyl 0 1. 2 %, —% 10 18
4s 0 0 %, —% 2
4p 1 1, 0, 1 31 T3 6
4d 2 2, -1,0,1, 2 3 —3 10
4f 31-3,-2,-1,0,1,2,3 | 3, -1 14 32

Tabelle 1.1: Mogliche Quantenzustédnde des Elektrons des Wasserstoffatoms
bis n = 4.

1.7 Quantenzustinde des Elektrons

Fiir die spéter benotigte Herleitung der Béndertheorie ist die Kenntnis der
méglichen Quantenzustédnde und deren Besetzung wichtig. Jeder Quantenzu-
stand ergibt sich als Lésung 9y, ;m,s iber die Wahl der Quantenzahlen, wobei
die im letzten Kapitel dargestellten Abhiingigkeiten und Einschrankungen
von n, [, m und s zu beachten sind. Tabelle 1.1 zeigt die méglichen Zusténde
des Elektrons fiir die ersten vier Hauptquantenzahlen. Die Gesamtzahl der
moglichen Quantenzustdnde bis zum 4 f-Orbital ist demnach 2+8+18+32 =
60.

1.8 Lo&sung der Schrodingergleichung fiir allgemeinen
Atomaufbau

Um die Schrodingergleichung fiir einen allgemeinen Atomaufbau mit einer
bestimmten Anzahl Z Elektronen und Protonen zu losen, ist formal die
gleiche Vorgehensweise wie fiir das Wasserstoffatom gezeigt, méglich.

Die potentielle Energie der Elektronen ergibt sich aus der potentiellen
Energie der Elektronen im Feld des Atomkerns sowie der Abstofiung der Z
Elektronen untereinander. Die Wellenfunktion ¢ = (1, 7%,...,7%z) hingt
damit von den Ortsvektoren 7,73,...,7z ab, wobei jeder Ortsvektor durch

Stwai ybﬂ‘j

Moy Atk e

Bl uonmpen —
U ol

Ao, Crelobow

[_eum“fm:fj AU

Olluoim b B f.
i g Y04
Rondetheste

(f/\/\qbdd&d-d}
ob Eteldr
v VE

oty L8 )
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drei Variablen (z,y, z bzw. 7, ¢, 6) beschrieben wird. (vgl. Abb. 1.8).

Elektron2

Elektron3

Kern

Abb. 1.8: Darstellung eines allgemeinen Atomaufbaus mit Ortsvektoren 7,
zu den einzelnen Elektronen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte [1/|? gibt dann an, wie groB die Wahrschein-
lichkeit ist, das Elektron 1 am Ort 7 und gleichzeitig die Elektronen
2,3,...,2 am Ort 73,73, ..., T, zu finden.

Eine analytische Losung der Schrodingergleichung selbst fiir das einfache
Heliumatom mit Z = 2 ist nicht mehr méoglich. Es bietet sich jedoch
die Moglichkeit, numerische Verfahren und/oder N#herungsmethoden zur
Losung einzusetzen.

Eine sehr einfache und flir den hier angestrebten Verstandnis-Anspruch
ausreichende Niherung beruht auf der Ubertragung der Losungen des
Wasserstoffatoms auf alle Atome. Hierbei wird jeweils nur ein Elektron des
Atoms betrachtet. Die restlichen Z — 1 Elektronen befinden sich entspre-
chend ihrer Wahrscheinlichkeit verteilt in ihren Orbitalen um den Atomkern.
Die einfache Naherung besteht darin, anzunehmen, da das betrachtete
Elektron als effektive Ladung, die sein Potentialfeld erzeugt, eine positive,
verschmierte (verteilte) Ladung e sieht, da die Z — 1 negativen verteilten
Ladungen der restlichen Elektronen vom Kern kompensiert werden.

Das Elektron dieses allgemeinen Atoms befindet sich daher, dhnlich wie das
Elektron im Wasserstoffatom, im Potential einer positiven Elementarladung.
Jedoch ist diese Elementarladung nicht mehr punktférmig im Atomkern
lokalisiert, sondern verteilt (verschmiert).

Mit dieser Néherung erhalten wir fiir das eine Elektron Losungen der
Schrodingergleichung, die analog zu den Losungen des Wasserstoffatoms

emiha (F il
2-1 vesdumierke

ElekDorer ® & | buchkles
2 Prolover. Etelion

ajﬂw&'ue) Rowrau tha
7/” "%(’fca; F;— )

,ZHZ Walrsthein h‘ch_{’uf‘
a&’dm 4 be l‘,f

£ LT

(DS AR
‘gacé-sﬂ‘gd -6l.
selov- lcompl 20T
(,p,l,d wich! melr
Ml}‘ 'HS:JA)
J
Eiulohe

Telrochk

“awei(s wu/l
eiu Eeloboy

refliche €L
onol K2V
bildleam
Laoluuﬂ + €
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lassen sich die folgenden Aussagen machen:

gewonnen werden. Aufgrund der Ahnlichkeit der betrachteten Struktur ﬂwa%’%‘
R 206 W
Aunlichle: T

Es ergeben sich aufgrund der Ndherung Abweichungen in der Orbital- +, |, Yo

T
form, jedoch bleibt die Kugelsymmetrie der s-Orbitale und die Hantel- Ohh‘"d‘e' Orh et
form der p-Orbitale erhalten. :

Jede Losung der Schrbdingergleichung Yn,im,s Wird wieder durch die wa@mle .
vier Quantenzahlen n, [, m, s bestimmt.

Die Losungen v, 1,m,s werden dhnlich denen des Wasserstoffatoms sein. 6bmudae. % b

Zu jedem Satz von Quantenzahlen gehoren wieder Energien W, . Envgleen
Deren Werte unterscheiden sich jedoch von denen im Wasserstoffatom. Wln owm s

Die Entartung der Energie beziiglich [, m, s wie beim Wasserstoffatom ober W\n,’
muss nicht mehr vorliegen. D.h. bei der selben Quantenzahl n kénnen ¢, deyern WuJu,
durch I, m, s bestimmte verschiedene Energien vorliegen. oad et F

Basierend auf diesen einfachen Aussagen ldsst sich der Aufbau der Elektro- &‘Ia,éf,}
nenhiille von beliebigen Atomen verstehen. Es existieren entsprechend den
Quantenzustidnden Orbitale, die mogliche Zusténde fiir ein Elektron darstel-

len. Bei einem Atom mit Z Elektronen werden Z dieser Zustdnde besetzt.

1.9 Pauli-Prinzip

Die Besetzung der moglichen Zustédnde regelt das Paulische Ausschliefungs-
prinzip. Es besagt:

Fermionen diirfen nie Zustinde einnehmen, die in allen Quantenzah
len tbereinstimmen.

] s

—————

LFermlonen sind Teilchen mit einem halbzahligen Spml Daher sind auch =t e,}ﬂ,"dw

Elektronen Fermionen und folgen dem Paulische Ausschliefungsprinzip.

Damit ist jedem Satz Quantenzahlen genau ein Elektron in einem Zustand "
zugeordnet. Das Pauli-Prinzip gilt insbesondere in allen Atomverbiinden Fow
(z.B. Molekiil, Kristall) in denen sich die Wellenfunktionen der Lésungen

der Schrodingergleichung der einzelnen Atome zu einer Gesamtlosung

iberlagern.
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