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Da wir frei in der Wahl des Potential-Nullpunktes sind, legen wir dieses
konstante Potential aus Punkt 1 als Nullpunkt fest.

Die Potentialbarriere an den Kristallgrenzen soll unendlich hoch sein.
Fiir das Potentialfeld, in dem sich das Elektron bewegt, gilt dann

0 firo0<z<L,
Woot(z) = (1.64)
‘ oo sonst.

- Ko levaoole!

. Wir betrachten nur ein freies Elektron und unterstellen, dass die dafiir 6 Perodas

erhaltenen Ergebnisse auf eine beliebige Anzahl Elektronen iibertragbar ij Ioed; : _

ist (keine Wechselwirkung). e
—_OKMg or
Wir suchen stationére Losungen, also Losungen, die nicht von der Zeit 4 els eérj e L

abhéngen.

Ll —= oo

6. Die Losungen sollen fiir Halbleiterkristalle mit beliebiger Grofie gelten.
Als Variable fiir die GréBe nehmen wir einen Wiirfel mit der Kan—-GEDnNK&—'Y”
tenldnge L an, wobei L beliebig w#hlbar ist. MoDELL
; : : ; : " . bn 25& Krisva
Wir machen ein kleines Gedankenexperiment, um eine wichtige Randbedin-
gung fiir die Losung der Schrédingergleichung zu erhalten: T Kreds // Fuy
a) Wenn die Losung fiir beliebige Kantenlinge L gilt (vgl. 6.), dann muss = G‘(et{fot« o
sie auch fiir L — oo gelten. im  KrSs
( = L 2o )
b) Fiir L — oo lafit sich der Kristall zu einem Kreis( mit unendlich
grofiem Radius,)biegen (Gedankenmodell), dessen Anfang und Ende sich = x =/ , x = ¢
beriihren. (all B1n el O
c) In dieser Vorstellung lauft das Elektron im Kreis (eindimensional) bzw. \[Jr

in der Kugel (dreidimensional), da Kristall-Anfang und -Ende aufein- Jur J\lf_d-,(‘ e
ander gebogen sind (vgl. Abb. 1.23). Die Potentialschwelle entfillt in :r_ob{.seq’}* R
dieser Vorstellung, da das Elektron in dem Kasten mit L — oo unend- :
lich lange lguft, um an die Kristallgrenzen zu gelangen. Y [X) =Y (x= ,‘}

Abb. 1.23 zeigt das ,,Biegen“ in einer Dimension zu einem Kreis. Da-
durch fallen Anfang (z = 0) und Ende (z = L) in einem Punkt zusam-
men. Da das Elektron (die Elektron-Welle ¢) unnedlich lange lauft,
bedeutet dies auf der Kreisbahn, dafl nur Losungen existieren, die eine
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stetige und periodische Fortsetzung mit der Periode L besitzen. Fiir
Periodizitdt im Eindimensionalen gilt

\ PY(z) =z +L). AD (1.65) | Penoclisclas

—

Da alle drei Dimensionen gleichberechtigt sind, muss fiir den Wiirfel Rowmel Joe cl.

[6(@v.2) = w(e+ L, y+L, 24) | 3D (L66)

¢

gelten. Wir nennen diese Randbedingung: ., periodische Randbedin-

gung®.
PN
W—« W—c O
© Sl o A
x=0 x=L o X —= o Umfang L

Abb. 1.23: Biegen (gedanklich) einer Kristalldimension (hier x) zu einem
Kreis, um einen unendlich ausgedehnten Kristall zu beschreiben. Beachten:
Da es sich nicht um die tatséchliche physikalische Anordnung, sondern nur
um ein Gedankenexperiment beziiglich des Fortschreitens der
Wellenfunktion handelt, treten keine Radialkréfte und damit verbundene q C J

Energien auf. Rel. Punlcd ; Wt =0 =7 W‘W 7~
[ \\

— i m tf
1.20 | Losungen der Schrédingergleichung fiir freie —1—9625:“&,

Elektronen ! o/
Schawaclae

Wir suchen stationédre Losungen der Wellenfunktion und kénnen daher die Nortag d

zeitunabhingige Schrédingergleichung Gl. (1.20) verwenden. Mit dem sta- peno dtiS‘(,]/% e

tischen Potential Wp,: = 0 in unserem Modell fiir freie Elektronen lautet (3, Jerelsad

N e Momarsiim
G | —gEave - wues). | ) Wk =0

Da das Elektron sich in keinem Potentialfeld bewegt, stellt W die rein kine- %. dische
tische Energie des freien Elektrons dar. (vur Jaued=t
enegle )
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Die Schrédingergleichung (1.67) besitzt die gleiche Form wie die in der Hoch-
frequenztechnik bekannte homogene Helmholtz-Gleichung, die die Wellenaus-
breitung in (quell-)freien Raum beschreibt. Sie hat als Lésungen ebene Wellen

der Gestalt | Cosumgs J’_IIQR'W‘!AO(%‘(TE(.
¥ = ael \f bt £ ebome wdlc)(l.ﬁg)
¥ ¥’ i (wellor aus—
AY = W Y mithe = ket + k& + ki | (Ko, by, ke = const.) (1.69) b&ﬁz‘ff\ Vn
und F=zé; +yeé,+z2¢,. (1.70) Pt EM%L)
Gl. (1\68) in die Schrodingergleichung (1.67) eingesetzt ergibt unmittelbar

die kinetische Energie des Elektrons

o ( lcinehische ) Enesleern
'$1W=2m, mitk2=k§+k§+k3.\ (1.71) oles

— ; * relo, Elelbens
Sie ist unabhéngig von der Kantenléinge L unseres Kristalls. u VARHAAGIE |
Die Amphtude a von ¢ ergibt sich aus der Normierungsbedingung (1.55) z(; VoN L
a= L%, wodurch die Wellenfunktlon aus (1 68) lautet

1 L S
// em . (172) N ocmierings—
\ ﬂér? .qlv AB

s ’___________—_.——-———"
Rechnen Sie zur Ubung doch einmal Gl. (1.71) und (1.72) nach (leicht).
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons an einem beliebigen Ort 7 ff [41°
im Kristall ist

il
-,

L 2 ‘ kT . _ l Cle 'C\bo/vv |
- LI 2 ppe— Ausa—»aidemﬁ
Das freie Elektron beﬁndet sich also iiberall im Krlsta,ll mit der gleichen 't (&cla
Wahrscheinlichkeit. Man sagt, das Elektron ist iilber den Kristall ,ausge- Wahmlqem(«'
schmiert®. ) ( ausaesdnunlu't )
Der Wellenvektor k& der Wellenfunktion mufl unserer Randbedingung fiir Pe-

riodizitat geniigen. Dies ist erfiillt fiir Komponenten des Wellenvektors

aly
ks = ﬂ:n“f7T ky = :I:nfﬂ, oy in‘fw (1.74) i :
\ ! L. "
mit den natiirlichen Zahlen {th O&/\JOLL ?g
Mgy Ty My = 0,21, 2, 43 ... . ) (1.75)

Damit existieren unendlich viele Lésungen fiir den Wellenvektor E, die sich . (BSVL
aus der Wahl und Kombination der n,,n,,n, ergeben. Da iiber die k- ?
Richtung und Wellenldnge der Wellenfunktionen unterschieden werden, stellt

. ;JP e
] e o i £ o — g 2T
A CL = n X ’ZTFZﬂ e " QV vl
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mehrere Atome im Kristallgitter gelost werden. Das ist analytisch nicht, G‘) ‘ %em‘]‘ﬁmf’
und numerisch nur mit grofem Aufwand moglich. wat ‘Oﬁ/ﬁodds cloew
Eine Naherung, dle'eme fs,nallytlsche Be?rechnung er.laubt, ist das Kronig- ?Dlw Wal U
Penny-Modell, das ein periodisch moduliertes Potential (z.B. rechteck- oder

eke
cos-formig) einer unendlich ausgedehnten Atomkette beriicksichtigt. QJ‘WM \¢ )
(2.8. krowmq-Peuny-Mol. |
Die Berechnung ldsst sich mit dem Studium vermittelten mathemati- \ ‘ i

schen Kenntnissen leicht durchfiihren. Sie erfordert jedoch in der kompletten “r_ da&‘,‘:_‘ el foe
Herleitung einen gehorigen Aufwand, liefert aber verglichen mit dem viel abu hies wic
einfacheren Modell fiir freie Elektronen (unter Einbeziehung der spiter i 5‘?%‘(}
hergeleiteten Bragg-Bedingung) keine fiir diese Vorlesung bendotigten zusitz-

lichen Informationen. Im iibrigen liefern beide Modelle eher qualitative (,,)» wollem

Ergebnisse und sind nicht in der Lage, die tatséchliche, relativ komplizierte als {okve
Bandstruktur von Halbleitern quantitativ zu beschreiben. —(‘!’—u»——/-”_‘
A hssapian
Das Modell freier Elektronen geht von Elektronen aus, die nur schwach oder \I/
gar nicht an die Atome im Kristallgitter gebunden sind. Elektronen, die ke ‘\(E) herole
dieser Bedingung geniigen, befinden sich also in etwa in dem in Abb. 1.22 vere -
schraffierten Bereich oberhalb des periodischen Potentialverlaufs. QV’U‘ alimem;
Wi We o W00 _’(\O.S‘)'U/'-l""” il
,:l‘_IAan.iﬂ/m 7
©
1. Womstomltes
(}g R L _%()_. -~ Podaskot
L x 0 L X { }'L ene
Mo dunlofie..
Abb. 1.22: Links: Energiebereich fiir schwach gebundene und freie ot
Wahlc

Elektronen. Der Kristall soll einer Kantenlédnge L haben. Rechts: l 7
vereinfachtes Kastenmodell mit einem Elektron innerhalb einer unendlich TWOUST. P i
; ; adks M llpor
groflen Energiebarriere.

Wir gehen in dem Modell fiir freie Elektronen von folgenden vereinfachenden * - Pey. Ba
Annahmen aus: ¢ beraclits
1. Der Atomkern und innere Elektronen werden nur ortsunabhingig (kei- nur elw
ne Modulation) durch ein konstantes Potential beriicksichtigt. = &_’: v .

. m‘. S‘J‘O\“L\.&m._r,'
, ({T_.OS.(,'/‘.#’,
(2

5 S
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jeder k-Vektor einen moglichen Zustand des Elektrons dar. Wie zuvor fiir das
Elektron des Wasserstoffatoms haben wir auch fiir das freie Elektron einzelne
Zusténde der Wellenfunktion gefunden. Hier sind diese iiber Gl. (1.71) mit
der Energie des Elektrons verkniipft. Abb. 1.24 zeigt die diskreten Energien
des Elektrons in Abhéngigkeit des Betrags seines Wellenvektors. Wir nennen
eine solche Darstellung in Abhéngigkeit des Betrags eines Wellenvektors auch
als Darstellung im k-Raum (auch Zustands- oder Phasenraum). Wir stellen
uns dabei vor, dafl die Komponenten k, k,, k, des Wellenvektors ihren eige-
nen Raum, den k-Raum, aufspannen.

s W B
A Wik i © % . Elelchouey
\ . \/\/()2-)= > quabd "
8 ¢ i, -
° ,’d \giskrete
: iewerte
% Ja— Energiewe ] ) a
' 4 2= ("'“"f"%)
L L4

-6-5-4-3-2-1 1 2 345678 k

..... N (

Abb. 1.24: Diskrete Energien (entartet) fiir die verschiedenen Zusténde des
freien Elektrons in einem Kristall.

Durch Einsetzen von Gl. (1.74) in (1.71) wird unmittelbar klar, daf die
Zusténde des Elektrons beziiglich der Energie entartet sind:

2 2w\ . a g </
W(k) - an,ny’nz —i— (_) (n, + n’ + nz) & (1 76)
2me \ L |
. Ny Vllé L)
Wir konnen in Analogie an die Losungen des Wasserstoffatoms die ng, ny, 4, ol
n. als Quantenzahlen interpretieren. Quantoniald
Gleichbedeutend mit den Quantenzahlen kann jedoch auch der Wellenvektor 2:0 i d—l« i
k verwendet werden, wovon wir im Folgenden Gebrauch machen werden. 5 )

{reow, Glell
Wir merken uns folgende Eigenschaften der Wellenfunktion des freien
Elektrons:

e Das Elektron nimmt nur diskrete Energien W (k(ny,ny,n.)) an.
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¢ Das SHebbou ninpt nar s krefe Snegreen W (%em,, "y “3)) o
Die Energien werden durch den Betrag k des Wellenvektors bestimmt.

Die Energie steigt quadratisch mit k.

(Evergle 2 stlancle (Sohe von Quanebwrale (et uy ny 1
Zu jedem Iszxime;e!n mehrere IR, ~ =), }/;I‘ Ee;;f-a.)

Jedes k beschreibt einen Zustand (eindeutig).

= Lusdond !
) Eleldr. §
($piv up, dowu )

Jeder Zustand kann wegen des Pauli-Prinzips mit maximal zwei Elek-
tronen mit antiparallelem Spin besetzt werden.

Fiir einen Wellenvektor

| 2 om? 2r\ {
) (o2 +n2 10 = () W 1.77)
‘ ’ L LT \L o fwfmi-d'; M (ng vy,
ergeben sich fiir N, = 1 sechs Zustéinde, die durch 12 Elektronen besetzt
werden kénnen. Fiir N, = 2 ergeben sich 12 Zusténde, fiir N, = 3 bzw. 4 ?5\?{.‘

aber nur 8 bzw 6 Zustande. Uberpriifen Sie das zur Ubung doch einmal. 'y, 'E lelds,

Fiir grofe N, wird die Berechnung von Hand schnell aufwendig. Wollen wir "~ | Ny A/E
10%® Elektronen unterbringen, benétigen wir 4 - 10%® Zustéinde, die sich auf 4 [ & | A2

‘ [ ;
Kombinationen der n.,ny,,n, verteilen. 2 142 | 2¢
Wir fithren im néichsten Kapitel einen einfache Systematik zur Abschétzung -5 & [ A ,':
der Abschétzung der Zusténde ein. “ 16 |/

i AW

Aus der Vielzahl der Zustédnde wird deutlich, da8 die diskreten Energiewerte A | A Czs
=0 40
2

so héufig und dicht aufeinander folgen, so dafl man die Parabel im k-Raum
als kontinuierlichen Verlauf ansehen kann.

e

L} (/"/‘e\ \C.{ta ,;,w\'i /e ):‘L ches
Zum Abschluf dieses Kapitels berechnen wir noch aus der Lésung der A/~ A" nothg

Wellenfunktion einige Grofien der Teilchennatur des Elektrons: 2 btaucdh &
’ M ethaoole L
‘—?5:’ 3 ﬁf; _.u:[ AA
Die Energie des freien Elektrons ist rein kinetisch, daher gilt mit GI.
1,71 —
S& Rk 1, p? l e Lo(/LW-*
| W — 2mc — Emcv — 2me, (177 b) VLO‘-LMF "
woraus durch Vergleich g ole &
7= Nk =HTa (1L.77¢) [ Elelotors

und l - d .
(L7 d) () b uan G
folgt. ‘ Jd

<y
Il
3 |’Uj
Il
3|
ol |
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w \

1.21 LZustandsdichte freier Kristallelektronen \ D‘lﬂ*‘!{ ey W
-?;L{J\lﬁ nde [ wua

Wir haben im letzten Kapitel den Begriff des k-Raumes eingefiihrt. Wir stel- ;];_ N .
len uns dabei vor, daf die drei Komponenten k., k, und k., der méglichen i
Wellenzahlen i_c.(nm, ny, N;) einen dreidimensionalen Raum aufspannen.
Wir benutzen diese Vorstellung, um die Vielzahl der moglichen Wellenzahl-
vektoren rdumlich darzustellen.
Da sich sémtliche Wellenzahlen in allen Raumrlchtungen aus Vielfachen von

gf zusammensetzenf deﬁmeren wir eine Einheitszelle aus den drei Vektoren

- 27r S /

E=(F.00) | - st
e | DE_‘L‘. ‘»;‘.(_J‘Q tC.' ! 7 ]/l ';J.ﬂ.) :E-C/( tt‘: ,}
e = 2 N .i :: /

- o\ T
kz = (0, 0, f)
] veluw ean M

or\?
VEZ:(T) ) EluwheNszelle (1.79)

Diese Einheitszelle kann in allen drei Raumrichtungen durch Addition eines ‘\serstla 1ebeaq

\)
L‘)f‘-\

mit dem Volumen

Translationsvektors : 5 i e ¥ s~ ( sla P eln)
= T I M : =2 ha
ﬁ: T (maymy,n) L pelclec (180) v EZ I
e - .S ‘-.D J?CUA.V‘: \y
verschoben werden. '“““"‘“ (TV) il T

Jeder Endpunkt im dreidimensionalen Raum stellt dann einen mr‘jglichen“"‘|

Zustand dar. Abb. 1.25 zeigt die Einheitszelle und den sich daraus ergeben-b" e /Jélf. =
den Gitteraufbau. Jeder Gitterpunkt ist durch ein Kreuz markiert. h g'i‘?* [ * __7)/ ¥ o
Wellenvektoren mit gleichem Betrag haben in dieser Darstellung den’ " ez] | A
gleichen Abstand zum Nullpunkt, liegen also auf einer Kugelschale mit dem’ & ?'_ _?E \; —
Mittelpunkt im Ursprung,. Wiy
Da iiber Gl. (1.71) die Energie des Elektrons fiir einen bestimmten Zustand

nur von k abhéngt, besitzen sdmtliche Zustinde, deren k auf der gleichen

Kugelflache liegt, auch die gleiche Energie.

»

Wir fassen zusammen:

e Kugelschalen im k-Raum sind Fldchen mit konstanter Energie.

e Schalen mit kleinerem Radius k gehéren zu geringeren Energien.
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( C?_ ",= (_@Am\-‘!. -'—‘;) lCu%--,U wmile

Ky

Kugelhile

Dnzahl dv Satdude

Einheitszelle v dJ K(&}d‘fkl}\uﬂ
Kantenlénge %‘

R —
-

L Dnzall A, -

Abb. 1.25: Darstellung der Wellenvektoren sémtlicher Zustinde eines freien S fues fszellen
Elektrons in einem Kristall der Kantenlénge L. Die durch Kreuze i.d. [uvl,f/y.[k,
markierten Zustédnde formen eine dreidimensionale Gitterstruktur, die durch

Verschiebung der Einheitszelle um 2;; in allen Raumrichtungen entsteht.

e Eine Kugel mit dem Radius k beinhaltet demnach nur Zustdnde mit
Energien W < i

2me

Die Anzahl Nz der Zusténde in einer Kugel mit dem Radius k entspricht der
Anzahl der, in der Kugel enthaltenen Elementarzellen”, Mit dem Volumen
der Kugel —

\/@{_f}t-,L eAq

V}c(k) s AT s ’ Kugel 't Racius & (1.81)
ergeben sich mit dem Volumen der Elﬂheitszelle nach GL (1 79)

¢ (47:@ L3k3 Vk3 é %US{'OMQ‘Q =
‘NZ VEZ = (2%) = 62 67[‘37_7_.“: (1 2)

durch Elektronen besetzbare Zusténde. V ist darin das Volumen des Kristalls

mit der Kantenldnge L.

Jeder Zustand kann mit zwei Elektronen besetzt werden, wodurch

VES \ ELEKTRONEN - feoler wa
b Ngz =2Nz = 307 2USTANMDE  (1.83) 'L 2 Elc.
- T bese 5o

"Die Zuordnung Anzahl Elementarzellen zu Zustéinden fillt einfach, wenn man sich die .
Einheitszellen um eine halbe Translationsvektorlidnge verschoben vorstellt. Dann liegen die (%pa w e/

k-Werte jeweils in der Mitte einer Zelle.
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Das Arbeiten mit Zustandsdichten wird uns durch das ganze Skript
hindurch begleiten. Daher ist ein Verstdndnis der Aussage einer Zu-
standsdichte wichtig. Dabei ist zu merken, dal es sich um die Anzahl
der Elektronenzustinde in einem Volumen (Dichte) in einem Energiein-
tervall dW handelt, also genau genommen um die (Energie-) Dichte einer
(Volumen-) Dichte. '
Dies wird klar, wenn wir die Anzahl der Elektronenzustdnde d Ngz in einem
Energieintervall dW ausrechnen:

n-’hdeuj #rAnzahl der Elektronen-  dNgz
zustinde pro Volumen V..~V

= D(W) - dW (1.87)

i Q/\A W/ aq Al

N
| Andwway A Anzahl der Elektronenzustinde = dNgz =V - D(W).dW } (1.88)

M euem Vol. V' bed Audtrung der Euangie ww dw

N,
A4

B 7

-

i~

L22 Fermienergie, Fermikugel

Wir nehmen an, wir haben N, freie Elektronen in unserem Kristall. Unter der
Annahme, daf8 keine Wechselwirkung zwischen den Elektronen stattfindet,
stehen alle im vorangegangenen Kapitel berechneten Elektronenzusténde zur
Besetzung durch die N, Elektronen zur Verfiigung. Nach dem Pauli-Prinzip
werden beginnend mit der niedrigsten Energie alle Elektronenzusténde nach-
einander aufgefiillt, bis das letzte Elektron untergebracht ist. Dann wurden
genau Ngz = N, Elektronenzustinde besetzt. Den Wellenvektor mit dem
Radius der Kugelhiille, die die Ngz Elektronenzusténde umschliefit, nennen
wir Fermiwellenvektor kg. Tch ha
Die zu kr gehérende Kugel nennen wir Fermikugel und die Energie der letz- N&- Etelc
ten Zusténde auf der Hiille nennen wir Fermienergie Wg:

Selelron e - J.L

”7,._-— 5{4\‘_1_"&'_ Lo W

T L A Y
4 ol U=l i v | |

- Me  ci(1.89) 2R i B . o

. . . .‘_ . " ’ N . E.Leldré“i |

Die Fermienergie ist also eine Funktion der Volumendichte 3¢ der freien One o ats b

Elektronen in dem Kristall. “‘
Ist die Anzahl der freien Elektronen pro Volumen eines Kristalls be-
kannt, so kann mit Gl. (1.89) dessen Fermienergie abgeschitzt werden. ME =
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Elektronen auf den Zusténden in einer Kugel mit dem Radius k unter-
gebracht werden koénnen. Wir bezeichnen Ngz im Folgenden als Anzahl
der Elektronenzusténde. Die Energie der Elektronen steigt entsprechend
Gl. (1.71) von den inneren Kugelschalen mit wachsenden k-Werten konti-
nuierlich an und erreicht auf der Kugelhiille ihr Maximum.

Da nach Gl. (1.71) jedem k-Wert eine Energie zugeordnet ist, konnen wir

die Anzahl der Elektronen auch uber die maximale Energie W (k) auf der
Kugelhiille ausdriicken: //’_Th& 121

4/8'2- = 3_7‘2‘ / (,\/ —
VvV [(2mW 2
anmrily (S, 88

Darin héngt die Anzahl der Elektronenzustinde von dem Volumen V des
betrachteten Kristalls ab. Wir mochten fiir die weitere Berechnung lieber
mit Groflen arbeiten, die unabhéngig von den Abmessungen eines Kristalls
sind. Wie immer in einem solchen Fall bildet man eine spezifische Grofle,
indem man das Ergebnis auf die Abmessung bezieht. Da in unserem Fall die
Abmessung ein Volumen ist, stellt die spezifische Gréfe eine Dichte dar. Wir
erhalten fiir die spezifische Anzahl der Elektronenzustéinde die Dichte

Nez 1 (2mW\?
V 32\ R '

Bei Anderung der Energie W der Kugelhiille dndert sich die Dichte der Elek-
tronenzusténde, da sich iiber k(1¥') das Volumen V; der Kugel im k-Raum
éndert, die die moglichen Zustédnde einschlieft.

Durch Ableitung von Gl. (1.85) ergibt sich die Anderung

(1.85)

m.? W .

(1.86)
D(W) gibt die Anderung der spezifischen Anzahl der eingeschlossenen
Elektronenzusténde an, fiir eine Anderung um dW der Energie (= Radius)
der Kugelhiille bei einem Wert W. D(W) ist eine wichtige Gréfie. Wir
bezeichnen sie als Zustandsdichte.
Da Gl (1.86) fiir das Modell der freien Kristallelektronen hergeleitet
wurde, beschreibt sie die Zustandsdichte freier Kristallelektronen (bzw. des
Elektronengases).

3 3
- d NE’Z 1 2me v * D.cd _ (2mg)5 1 87l'\/_
B Y= 37r'-’( ) 0= M=

/ W/ Vs :
\__...,.—..J
volum on di'ch ¢ Did \ k. eln
. _,...—-“Y——ﬁ.-. - =

(-_-":"h.aq f-e, AA'OL! A

Drude Wen
durch W (%)
S

WSPQ%I'L»\S'CL A
@‘4%‘:&.[/'-(, d.

E lelohou e Hi.\'l.
aud Vel. V

PYSCIVS

-Z:U &‘TJ}N
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Beispiel: Fiir das Beispiel des Na-Kristalls steht ein freies 3s!
Elektron pro Atom zur Verfiigung. Na kristallisiert in einer kubisch-
raumzentrierten Struktur (bec = body-centered-cubic). Abb. 1.26 zeigt
die Anordnung der Atome in einer Elementarzelle, das bcc-Raumgitter
sowie zwei weitere Kristallgitter, das einfache kubische Gitter (sc = sim-
ple cubic) und das kubisch flichenzentrierte Gitter ( fcc = face-centred-
cubic). ‘

Jede Elementarzelle teilt sich die Atome auf ihren Ecken mit den benach-
barten Elementarzellen.

Im Fall der bee-Struktur entfallen auf eine Elementarzelle zwei Atome,
also auch zwei freie Elektronen.

Die Gitterkonstante (Abstand der auf den Ecken sitzenden Atome) be-
tragt bei Na 4,225 A=0,4225 nm.

Daher betrédgt die Elektronendichte

(2 2107
(0,42“2510—9)3 m3 0,075 m3
o- . :
mit der Elekttonenmasse m. = 9, 1-1073! kg und dem Wirkungsquantum

= h- 27 sich aus Gl (1.89)

()

_ (£6,63-10734Js)?
~2.9,1.103kg

J2g?
kg
=5,2-1071J=3,2eV

o |
= L1028 =
= = 2,65 108

(2]

Wr

- 2m,

2
(3w2 +2,65 - 1028—13.)
m

=6,1-107%=—.8,5- 1019i2
m

(1eV =1,602-10719))

— g ——p

2 kubisch raumzentriert (bcc)
Gitterpunkte _ 1+%=2 Gitterp

kubisch flichenzentriert (fcc)
unkte = _5 1:! =4

einfach kubisch (sc)

SGitterpunite _8 _,

Einheitszelle 8 Einheitszelle 2°8

Einheitszelle

Volumen: V= o3 .

Abb. 1.26: Elementarzellen (Einheitszellen) fiir die drei einfachsten
Kristallgitterstrukturen. a ist die Gitterkonstante
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FRAMGE: lad {)G&SN‘H; weun Elel(Vore
duy pevodisdrie &/ #rpolndhol set c.

1.23! Str(enlf_irf_g_ﬂgin;Kristallgitter ((Ursache oor Roneollucke

Bisher haben wir angenommen, dass sich die nicht oder nur schwach an g
die Atome im Kristallgitter gebundenen Elektronen frei bewegen koénnen.
Als Ergebnis bekamen wir Wellenfunktionen, die zeigen, dass in diesem
Fall die Elektronen iiber den Kristall ausgeschmiert sind. Es ergab sich ein
quasi-kontinuierlicher parabelférmiger Verlauf der kinetischen Energien der
Elektronen in Abhéngigkeit des Betrags des Wellenvektors.

Die Struktur der realen Verlaufe von Valenz- und Leitungsband eines
Halbleiters werden wesentlich durch die Wechselwirkung der Elektronen
mit den Atomen im Kristallgitter bestimmt. Um den qualitativen Einfluss
des Gitters zu verstehen, filhren wir im folgenden einige sehr einfache
Uberlegungen durch.

Wir definieren zunichst einige niitzliche Groflen des Kristallgitters.

Haudw erls 2o

2ur Beschre,l. ‘
pasT —— g e Ve ‘
1.24 TDeﬁnition von Richtungen und Flidchen in Kris- s et ol
tallgittern )

In Abb. 1.26 haben wir drei Elementarzellen kennengelernt, aus denen sich L{' ('S Jall-
Kristallgitter aufbauen lassen. Sie gehren zu dem kubischen Kristallsystem, Sy slomae
das gleiche Kantenlingen und Winkel von 90° aufweist. Das kubische ( Bravoy s~ GoNer)
Kristallsystem ist eines von 14 méglichen Kristallsystemen (Bravais-Gitter), . 1
aus denen sich alle Kristalle aufbauen lassen. Der Aufbau geschieht durch l&ues o
raumlich identische Fortsetzung der Elementarzelle. Die Fortsetzung erfolgt i bi schees

iiber Translationsvektoren (@, b, ¢), die mit den drei Achsen der Elementar- 1€ stalloyst.
zelle identisch sind (vgl. Abb. 1.27). " 9le{d.~c; lcow e
Uber einen Vektor (awgra

Tn = (n1@ + ngb + n3c) - ?j q0°
188t sich jeder Gitterpunkt erreichen. _ Elewenarzelle

Eine Richtung wird durch Angabe der [ni, mg, ng] beschrieben. So ist C{"l ]: ,f )
z.B. [1,0,0] die mit @ in Abb. 1.27 zusammenfallende Richtung. [2,1,1] ist

die Richtung des Vektors @ in Abb. 1.27.

Eine Fliche wird {iber Achsenabschnitte mit Hilfe der Miller-Indizierung
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e o o I sy | — : R e Mumg  dureb
rh - ([410" : 'Ad_b + MS Ca-) : é-_-_: ------- d‘) ——————————— ‘L — ——
y . [ P ot nygahe Ade
1 - ' - e

Wird jede & berpumlct
2 1Mea dat

(2,8,8)

Abb. 1.27: Translationsvektoren einer Elementarzelle. Eingezeichnet ist
auch ein Beispielvektor # fiir die Richtung [2,1,1].

ben. Abb. 1.28 zeigt ein Beispiel. ‘ |
angegeben zeigt ein Beispie 26%3_1 olauuis j e’ uer

T\\‘ [
_‘,J.,O’.‘w,‘ —y \
—(r ! durechs
Relsenabsdan, He TIeot. s
Qp 2. 2.5\
e\ %}'i o / /QA,\JQ{')C_ dﬂf
N AT 7S . e
1A b Ml -dudizes
e | 2CGe ¢ 2a, s — -
2ablle  x 24 y,
Rau%&a 3 (lf(‘,.h%—_%(}l&[/lllf_, kf-!’lr- 5

5 | lal=lbl=lcl=a : .
o Tk ° werke oW Achsen -

ahschni e
Wn'ller Thoaz € Abb. 1.28: Beispiele fiir die Miller-Indizierung von Flédchen. Links: v ‘ )
(2,41 ) Schnittpunkte bei den Achsenabschnitten ag, 2ag, 2ag mit den Kehrwerten
' a3 305+ 305+ Woraus sich die Miller-Indizes (2,1,1) ergeben. Rechts:
Achsenabschnitte bei ag, ag, oo mit Miller-Indizes (1,1,0).

Die Vorgehensweise bei der Miller-Indizierung:

1. Bestimmung der kleinsten ganzzahligen Achsenabschnitte in Einheiten
von
||, 8], || = u,v,w
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2. Verwendung der Kehrwerte

QS| -
S

=

3 L

3. Multiplikation der Kehrwerte mit ¢ als dem kleinsten gemeinsamen

1

Vielfachen von u, v, w, falls eine der Zahlen 1—1“ = % ein Bruch ist, ergibt

die Miller-Indizes (h,k,l). olawnpaialle.
= (h1 k, l) J :F{.C:CLW I o

. i it v B yleihe MLl

Zwei planparallele Flachen haben also die gleichen Miller-Indizes. Man ver- Did, €.

wendet geschweifte Klammern h, &, [, um die Gesamtheit aller gleichwertigen

Ebenen zu bezeichnen.

Den Abstand zwischen zwei planparallelen Flachen bezeichen wir mit dj x,

wobei auch Teile davon erlaubt sind. So bezeichnet z.B. dq10 in Abb. 1.29

SIS

q
e
v

SHES

Qlyl (1() L)& Vdan

E;‘ E—?ﬁ/i E‘E"’.a F/‘&’t“ P L

dlurchy Rugabe AU

Al er - Judi 2 -

%77

2

e ture
{220 iy AT \QST ;Q’:).&JWM{ zwistheu
, X8, ,xf. 5{/)@ €
{110} A 24 4 5(220) wes b f, L Eoa
- SR —y
Abb. 1.29: Beispiel zur Definition eines Abstandes zwischen benachbarten 2\l 5(;)4 eAq -
planparallelen Flachen. eloer. erq \

5
_f.?‘*!,—: 4 ; "aT e

den Abstand zweier benachbarter (110)-Ebenen und dszy den halben Abstand o

zwischen den (110)-Ebenen. \[}
: ’d’fdﬁ.@ __ (,‘i ;

1.25 Bragg-Reflektion e h kol

Die Wellenfunktion der freien Elektronen sind ebene Wellen, die durch

Gl. (1.68) beschrieben werden:

-

¥ =aef . (1.68)
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™

Sie unterscheiden sich durch verschiedene Wellenvektoren k = ke + kyéy +o@ raes E(eebom
k.€;, die aufgrund der Abhéngigkeit der k,, ky, k; von ng, ny, n, (vgl zebone W%E
Gl. (1.74)) in (nahezu) beliebige Raumrichtungen zeigen und mit Ausnahme %z a e’ i
de%‘ entarteten Zu.stétnde auch unterschiedl‘iche Betrige besitzen. o Auwb N'-Ju“jé.. &
Wir betrachten eine solche ebene Welle, die nach Abb. 1.30 unter einem be- s Mlae 9,_
liebigen Winkel ¢ auf eine Kristallebenenschar mit einer Orientierung (h.k,l) 3
fllt. (e eleldn Luelle ¢ =a RS o Jallt aut

| Ebouowselas
UM"” LJI'MH ‘\

o Wird _:ﬁLc_tbzl’
weln 7 Beding.
} dna Yir Brogy-
red(elehion
erfullt

Tomgeuda (=
kswpamente

Abb. 1.30: Einfall einer ebenen Welle auf eine Kristallebenenschar (h,k,l).
Links: Zerlegung des Wellenvektors in eine Normal- und eine
Tangentialkomponente. Rechts: Zweidimensionale Darstellung der
Zerlegung mit Blick auf die durch EG, k und E,, aufgespannte Flache.

Der Wellenvektor 18t sich immer in zwei Komponenten aufteilen: Die Kom-
ponente kg steht senkrecht auf der Kristallebene (h,k,l) in Richtung der

Flichennormalen €. Die Tangentialkomponente k; liegt in der Kristallebe-

ne. Abb. 1.30 rechts zeigt eine zweidimensionale Darstellung der Zerlegung MW«;M
mit Blick auf die, durch die Vektoren aufgespannte Fliche. Mytwed = o I e]m.a,‘sufk
Fiir die Aufteilung gilt o ’ / Homponentt (gt die Ebene )
W A= bt el \ Tangew- (190) Phaserdlochen

Der Wellenvektor in Richtung der Flachennormalen oL~ kownpo L ebmen Shh
} I~ 0y, TS b

- cb(_ii‘uﬁ AU Metwal- Konna POV Ohu-[(_ 97&
beschreibt eine ebene Welle, deren Phasenflichen parallel zi den Flichen 3 ;

(h,k,l) sind. Gem&fl dem Huygens-Fresnelschen Prinzip entsteht an jeder der 1, ). 1} = C/M’"

- e T
Flichen eine Reflektion®, die in entgegengesetzter Richtung zu kg lduft. Die ird 1& dj g
AMR ¥ 1}
8Genauer miifite man sagen, dass von der, durch die einfallende Welle stiumlierten ( Hy M § - Freonel~

Elektronenverteilung der Gitteratome Elementarwellen (Kugelwellen) ausgehen, die sich * * *

im Fernfeld zu einer ebenen Welle — der Reflektion — iiberlagern. : '



. % |

’ -
Y = e &, 'C"\'*l' & o R, BN e s
';/Q c = (3 9 &, Ay, eﬁj l(g: 26 oluget
: o — © *—0—f——p—
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Reflektionen addieren sich entsprechend ihrer Phasenbeziehung.
Die Phasendrehung, die die einfallende Normalkomponente auf der Strecke

d s sl et o o .
nk,1 von einer Ebene bis zur nachéten Elial}rt, ist sza B A {f bl ¢
y p—— :
é  Fo i e =Fa diii s f 1.92) A VoMal-
Lf' G dhki € = kg dnk (1.92)

| AR ¢ . Welle vornm ener
Sie wird dort reflektiert und erfahrt nochmals die gleiche Phasendrehung, bis |,0,4 ~&Lew e
sie wieder an der davor liegenden Ebene ist. Dort tiberlagert sie sich mit einerg,~ A/d ol
von dieser Ebene reflektierten Welle. Die Uberlagerung erfolgt konstruktiv

leichphasi ter der Bedi f %
e e ey Bedauguing Yo I
2 kg dh,k,z =n-2r= kg = dnﬂ i t (1.93)3(01/16()4h-“ ve
2- Y . hok,l ) r), W
—o—0 ¢ o e v G
Mit der Konvention d—"fi = dph,nknl = dpk, €rgibt sich i ‘?U_ 7
' | REREL
A s ‘ R REN &l
n =% e - kg—m—ksmqb. e (1.94)

Diese Reflektionen finden zwischen allen Ebenen der Ebenenschar statt und

ergeben, wenn Gl. (1.94) erfiillt ist, eine konstruktive Uberlagerung.

Wir bezeichnen GI. (1.94) nach seinem Entdecker als Bragg-Bedingung und

die, in diesem Fall stattfindende Reflektion als Bragg-Reflektion.

Gehen wir davon aus, dass die der Reflektion zugrunde liegende Streuung \Wic sieht

elastisch ist, so bleibt die Energie erhalten. Die Energie der einfallenden Welle r¢{ (El(*?‘ff’;"l(‘ )
Welle 2 aus T
B = ok (1.95)

c c
Wo = hfe=hy—=hy

A Q s o

ist dann gleich der Energie der reflektierten Welle. Deren Wellenvektor muss Qlietabiin
daher den gleichen Betrag, aber wegen der entgegengesetzten Ausbreitungs- .
richtung ein entgegengesetztes Vorzeichen haben. ol
Unter der Annahme, dass die Tangentialkomponente &; der einfallenden Wel-
le aufgrund ihrer Orientierung im Kristall keine Reflektion erfahrt, iiberlagert -~  — 7,
sie sich unveréndert mit der reflektierten Normal-Komponente. Daraus ergibt

sich der Wellenvektor der reflektierten Welle \ \ies

e | F=-ke+h.} ° (196) be

Abb. 1.31 veranschaulicht die Beziehung zwischen den Wellenvektoren von Jor
einfallender und reflektierter Welle.
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(3“

e .
Abb. 1.31: Zusammenhangzwischen den Wellenvektoren von ein- und
ausfallender Wellg Dei Annahme von elastischer Streuung.

§N -5 ubwlr/ e ober refl, el

Aus Abb. 1.31 kann direkt abgelesen werden

Elne avder Tor
F-F=2fg=g. | dv ~(197)
dh k1 Eoqy ~ Beda v
Wir definieren mit D i \L; A
Gh = d_eG . (1.98) o~
hk,l 200 lcer 64 kervelttsy

einen Vektor des reziproken Gitters mit den Eigenschaften

[MN oloaq

1 éh,k,; steht senkrecht auf der Ebenschar (h,k,0) | we&,m‘ (1.99) g;a;m
g &, ) {dorn
2. [ - (1.100)
dh ki

und kénnen damit fiir Gl. (1.97) schreiben
r_ - - - dai ' e
‘ — k' =Ghpy - . (1.101)
:.l . oS ‘..ﬁ y~ K 1: ]
Dies ist eine sehr einfache vektorielle Beziehung, wobei beriicksichtigt werden
muss, dass diese Gleichung im dreidimensionalen Raum gilt. Abb. 1.32 zeigt
Losungen der Beziehung in einer zweidimensionalen Projektion.

¢ P -'—/J !
A'-\'ﬁ_-?ifn.;' o :"t:"_‘;v/‘ﬁ,l‘fj*".;f' ArCr _ 1{/ yo L/

I enn e ¥ WA s | “‘7!“‘@‘\/61(-'!@”}
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Abb. 1.32: Darstellung der Bragg-Bedingung fiir (Total-)Reflektion einer
Elektronenwelle am Kristallgitter anhand der Wellenvektoren k und K der
einfallenden und reflektierten Welle. @h,k,; wird durch den Aufbau eines
Kristallgitters bestimmt. Alle E, die auf der Mittelhalbierenden von C_?‘n,k,;
liegen, sind Losungen von Gl. (1.101). Der reflektierte Vektor & besitzt
dann automatisch den richtigen Betrag (|k| = |¥|)und Winkel ¢ (vgl.
Abb. 1.31).

Beispiel: Wir konnen anhand der Eigenschaften (1.99) und (1.100) fiir
das zweidimensionale Kristallgitter in Abb. 1.33 links einige Vektoren
C_;"h,k,g des reziproken Gitters zeichnen. Diese sind rechts ausgehend von
einem gemeinsamen Ursprung zusammengefasst.

@\

”_, 4 /,‘- }z“) \a (g) 13 (g) (%1)
L A 3
L -,,-"' (?) (g}\ (2.0) (5-1)
- o X

P Q %"
g "\.\l‘ E1i-:m
,. {00)

v BLCy
G Tay (10 (<1-1)
@ o e

o1 L E 1 g X — 1
Pa—— ﬂ(m; Jﬂm s e e 201G } o¢
Go oy il 20 e~

Abb. 1.33: Links: Zweidimensionales Kristallgitter mit einigen einge-
zeichneten Ebenen (Netzebenen) und deren reziproken Gittervektoren
éh,k. Rechts: Jedes éh,k zeigt auf einen Punkt im reziproken Gitter.
Beachten: Die Einheit der reziproken Gittervektoren ist m~!.
besseren Darstellung ist in Abb. 1.33 daher fiir die C_fh,k ein anderer
MafBstab als fiir die Kristallgitter gewahlt worden. Durch das quadratisch
gewdhlte Gitter erscheint auch das reziproke Gitter quadratisch und
hat dieselbe Struktur wie das Kristallgitter. Bei Abweichungen von der
quadratischen Kristallgitterform #ndert auch das reziproke Gitter seine
Form. Diese ist dann aber nicht mehr identisch mit dem Kristallgitter.

Zur

Velctos elle
I rogq - Ked
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Abb. 1.33 rechts zeigt eine wichtige Eigenschaft der reziproken Gitter-
vektoren. Sie bilden ein reziprokes Gitter, das sich aus einer reziproken
Elementarzelle mit dem reziproken Translationsvektoren égl and ' G
zusammensetzt. Der Index der Gitterpunkte stimmt mit den Miller-Indizees
(h,k,l) der jeweiligen Ebenenschar iiberein.

Wir fithren in Analogie' zu den Translationsvektoren (d, 5,5) des Kris-
tallgitters fiir das reziproke Gitter die Translationsvektoren (}_f, B, C") ein.

Fiir das zweidimensionale Beispiel (ohne ¢) in Abb. 1.33 rechts gilt dann
z. B. eine Zuordnung A= @01, B = C_}"m. Allgemein im Dreidimensionalen
ist jeder Gitterpunkt {iber einen Vektor

e T IR TW(&%@WS Ve ’L QJM
rGh,k,l =(hA+ kB +1C) | (1.102) '
- LA, e }_“w; _1/,(/1,\ G )E?If ZA!

erreichbar.
Im Beispiel in Abb. 1.33 wurden die Regeln (1.99) und (1.100) zur Konstruk-
tion einiger reziproker Gittervektoren im Zweidimensionalen angewandt.
Um auf einfache Weise die Konstruktion aller reziproker Gittervektoren im
Dreidimensionale zu ermdglichen, ist nach Gl. (1.102) nur die Kenntnis der
Translationsvektoren des reziproken Gitters nétig. Diese ergeben sich formal
aus der Berechnungsvorschrift?

Aepn B8 Feg R0 g GR0 (1.103)
: Vez Vez Vez | 5 Ferderumq

) e - g | /
wobei (@,b,¢) die Translationsvektoren des Kristallgitters und Vgz = (@ x 1) f{‘h‘ W
b)e= (b x &)d = (¢ x @)b (Spatprodukt) das Volumen der Elementarzelle ist. b oluld-
Dass Gl. (1.103) unserer Berechnung fiir reziproke Gittervektoren geniigt, . s

- - L3 . u
zeigt eine einfache Betrachtung: >) enfull b da

beiden Vektoren gebildeten Ebene. Damit ist Forderung (1.99) erfiillt. 2 ; L &

(J_J}“‘ '] ¢S I" AW

e Der Betrag des Kreuzproduktes im Zéahler ist gleich der von seinen -
f' LChE

Vektoren aufgespannten Fliche. Wir nennen sie F' und wissen, dass
F verschiedene Werte Fj., F.,, Fy, annehmen kann. Im Nenner steht © MNewnu- =V, £

-

9Es lafit sich aufgrund der Periodizitit zeigen, dass das reziproke Gitter durch Fourier- /=~ =7F - ¢l
Transformation aus dem Kristallgitter (Ortsgitter) hervorgeht.
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dritten Vektors. Die Lange dieser Komponente ist genau der Abstand

Flachen. Fiir das Volumen der Elementarzelle kann man also Vgz = F-d

/ das Volumen der Elementarzelle. Diese berechnet sich aus dem Pro-
3 dukt von F' und der, auf F' senkrecht stehenden Komponente des

(%4

!

\

|

2. -

/ (d = dyo0, doio doo1) von zwei benachbarten (100), (010) oder (001)-
s

2T]

400 schreiben, wodurch sich F' in Zahler und Nenner kiirzt und wir die Be—
trage .; '
2
5» X< A B ¢ ( 1.104
T A= 18-, 6= 2 (1.104)
f‘ur die remproken 'I%anslatlonsvektoren erhalten. Damit ist auch For-
derung (1.100) erfiillt.

Wir stellen fest, dass durch formales Anwenden von Gl. (1.103) auf ein
Kristallgitter ein zweites Gitter — das reziproke Gitter — entsteht. Dieses re-
prasentiert den k-Raum und eignet sich daher mit Gl. (1.102) zur Darstellung
von Wellenvektoren entsprechend der Reflektonsbedingung nach Gl. (1.101).
Danach erfiillen nur die Kombinationen k — k' die Reflektionsbedingung,
die wie in Abb. 1.32 gezeigt einen reziproken Gittervektor ergeben. Die dort
gezeigte Konstruktion der k und k' mit Hilfe der Mittelhalbierenden 18t
sich direkt auf das reziproke Gitter {ibertragen, da jeder Vektor zwischen
Punkten des Gitters ein reziproker Gittervektor ist.

Abb. 1.33 links zeigt die Konstruktion ausgehend von einem (beliebigen)
Ursprung des Gitters, fiir die Gittervektoren, deren Mittelhalbierenden
die kleinstmégliche Fliche (hier ein Quadrat) umschliefen. Fiir den realen
dreidimensionalen Kristall werden die Mittelhalbierenden zu Flachen und
der einbeschriebene Koérper zu einem Polyeder (bei dreidimensionaler
Fortsetzung von Abb. 1.33 ergibt sich ein Kubus).

Wir nennen den kleinsten, durch die mittelhalbierenden Fliachen eingefassten
Polyeder die erste Brillouin-Zone. Die gleiche Bezeichnung verwenden wir
fiir die von den mittelhalbierenden Geraden eingeschlossene Fléche in der
zweidimensionalen Darstellung.

Den nichstmoglichen Korper geringsten Fldcheninhalts nennen wir die
zweite Brillouin-Zone (BZ), den dritten, die dritte BZ u.s.w. Jede Brillouin-
Zone hat das Volumen der Elementarzelle. Abb. 1.34 rechts zeigt fiir das
einfache zweidimensionale Beispiel die Konstruktion der zweiten BZ.

In Abb. 1.35 sind fiir die komplizierten kubisch-flichen- und -raumzentrierten
Gitter die Korper der ersten BZ gezeigt.

Wir merken uns, dass alle Wellenvektoren k, die (ausgehend vom Ursprung)
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Abb. 1.34: Konstruktion der ersten (links) und zweiten (rechts) )
Brillouin-Zone (BZ) im Zweidimensionalen. Die Fléchen ergeben sich als P@(y ed-
kleinstmégliche, durch die Mittelhalbierenden der reziproken Gittervektoren
einbeschriebenen Fliche. Zur Fliche der 2. BZ zdhlt die der 1. BZ nicht
dazu. Zu sehen ist, dass alle k die auf einer BZ enden, die Bragg-Bedingung
erfiillen.

auf einer der Flidchen der Brillouin-Zonen liegen, die Bedingung fiir Bragg-
Reflektion nach Gl. (1.101) erfiillen.

1.26 Bandliicke durch Bragg-Reflektion

Je weiter ein Wellenvektor der Wellenfunktion eines Elektrons von einer BZ

entfernt ist, umso weniger wird die Wellenfunktion reflektiert. Das Elektron

erfahrt dann keine Auswirkung der Gitterstruktur und verhélt sich néhe-
rungsweise wie ein freies Elektron.

Wir betrachten die Wellenfunktion v eines reflektierten Elektrons. Sie besteht

aus einer hinlaufenden und einer, aufgrund der Reflektion zuriicklaufenden
Wellenfunktion mit den Wellenvektoren &k und k. Wir kiénnen allgemein fiir

die Uberlagerung dieser beiden Wellen schreiben: WA

lye (CL Uy VB Nim (G Foe
Lher W / \7(1'105) Umdl

P = ae’™ + aqetFT \
A oz L.
Aufgrund der als elastisch angenommenen Streuung besitzen beide Wellen

welle
die gleiche Amplitude. Da wir iiber das Vorzeichen der reflektierten Welle Wt if'
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Abb. 1.35: Die ersten drei Brillouin-Zonen eines kubisch raumzentrierten
(bee) und fléchenzentrierten (fec) Gitters.

keine Aussage machen konnen, ist sowohl eine Uberlagerung mit positivem
als auch negativem Vorzeichen méglich. Um diesen Ausdruck interpretie-
ren zu konnen, zerlegen wir die Wellenvektoren der Wellen wie schon zuvor
die Wellenvektoren nach Abb. 1.31 in zwei Komponenten. Eine Komponen-
te kg zeigt in Richtung des reziproken Gittervektors G (wir schreiben zur
Abkiirzung G anstatt G ;). Die andere Komponente, wie nennen sie Trans-
versalkomponente fc}, steht senkrecht auf EG. Sie ist fiir unsere Untersuchung
der Reflektion ohne Bedeutung, da sie durch die Reflektion nicht veréndert

wird (vgl. Abb. 1.31). Mit ¥’ = —kg + &, nach GL (1.96) gilt: )Q“LV‘Q}M‘ "
) j‘/(—{‘s J;E}I(‘_‘ w — aej(ﬁc+§z)f" e aej(—féa-&-ﬂ)i‘ 1 (1106) m\ W,al_-u,‘,d
g i 4 RS aidy 3 . ! -
?J ac T ge _ ae]kﬂ"(e]kGT' as e-chr) ' | (1.107) ] CUAJDA/-%C'-L
Grom ponews

Betrachten wir mit ¥ = 7 die Wellenfunktion in Richtung der Reflektion,
also in Richtung kg, so gilt wegen k; L 7z und kg || 7a:

T , L (iU € IV
~ - . dzt S = a(e?ke70 £ ¢ IkaTo) | \ b(’wcma(l.losy_a b
- la Richtumg R (Metwoal
- a ist ein konstanter Faktor der sich aus der Normlerungsbedmgung ergibt.

LT ; 1 ‘ Fiir unsere Betrachtung ist er ohne Bedeutung und wir setzen im Folgenden {2 CL“LU"'\"J,\
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a=1.
Um zwischen den beiden Wellenfunktionen unterscheiden zu kénnen, nennen
wir

fj%'é; I\Q + o, % IQ (wﬁ- — ejkcfo +e—JkGrG (1 109 [’)CYILL"} Al
w 8 WG = elkere — g—ikcTe (1-110),_&\&’_&_. ] P/;_ }
Mit diesem Ergebnis 143t sich die Wellenfunktion des reflektierten Elektrons witlon
interpretieren. Dazu ermitteln wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten zu l
den beiden Lésungen, die sich durch Anwenden der Euler-Umformung nach %
kurzer Rechnung angeben 1aﬁt — P ———
f +|2 —+— :_ 2 2 Gh g 27 | ﬂu{eﬂihd{ |
l‘. [W&|* = ¥&(¥E)" = cos® kgrg = cos e e 2dhk£TG | (1.111) \ahrschen b\
G 27 A b e ol
RS :
lvg|® = ¢¥a(¥g)* = sin’ kgrg = sin 27"@ sm thm (1.112) ’ﬁ/\/‘ Lellon

In den letzten belden Umformungen in Gl (1 111) und (1.112) wurde
anstelle kg der reziproke Gittervektor G = =<~ nach GI. (1.100) eingesetzt,
durch den die Bragg-Bedingung erfiillt wu'd Das war der Ausgangspunkt
fiir den Ansatz in Gl. (1.105).

Gl (1.111) und (1.112) beschreiben zwei mogliche Losungen der Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen, die vom Gitter, genauer gesagt
von Gitterebenen im Abstand dp,, reflektiert werden. Wir stellen die
beiden Losungen in Abb. 1.36 grafisch dar. Zusétzlich zeichen wir die
Atome im Abstad dpk,; des Gitters sowie deren periodischen Verlauf aus der
Uberlagerung der Potentialtépfe.

Beide Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sind im Gegensatz zum freien
Elektronengas stehende Wellen. Sie sind so zu den Atomen (genauer:
Ionenriimpfen) angeordnet, daf sich in jedem der sich periodisch wiederho-
lenden Loésungsrdume (der Raum/Abstand zwischen zwei Gitterebenen im
Abstand dpy;) identische und stetig fortsetzende Verldufe ergeben.

Aus der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der beiden Losungen ergibt sich eine
iiberaus wichtige Schluf3folgerung;:

Offensichtlich halten sich die Z-Elektronen bevorzugt in der Nahe des
Potentials der Gitterionen auf. Sie besitzen daher eine niedrigere potentielle

Energie als freie Elektronen, die sich iiberall gleich wahrscheinlich auf-
halten und daher sich auch in dem bevorzugten Aufenthaltsbereich der

{A/ - U@ IL’I Now Mudi { 1()4““/1{#1
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Abb. 1.36: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten |¢%|? und |¢5|? als Les (reien

Bragg-reflektierter Elektronen zwischen Gitterebenen mit einem Abstand =10 7t
dp k- Zum Vergleich ist auch die in allen Punkten gleiche A
Aufenthaltswahrscheinlichkeit freier Elektronen dargestellt.

1g-Elektronen befinden. Da sich diese bevorzugt zwischen den Ionenriimp-
fen aufhalten, besitzen sie eine hohere potentielle Energie als freie Elektronen.

SCHUIBTOLSEL..

Wir fassen die bisherigen Erkenntnisse zusammen:

e Freie Elektronen mit Wellenvektoren, die die Bragg-Bedingung nicht /f) ( e el HCM .
erfiillen, konnen sich als Elektronengas ungehindert im Kristall be- Ele oo Fa'"
wegen. Sie sind iiber den Kristall ausgeschmiert. Die von ihnen ein- . d
nehmbaren Quantenzustdnde besitzen Energiewerte nach Gl. (1.76), Wo
die quantisiert, aber so eng aufeinanderfolgend sind, so daf} sie als eine BN roq9 T/"’ o (s

kontinuierliche Parabel angenommen werden konnen. itk
wenv

e Freie Elektronen, deren Wellenvektor die Bragg-Bedingung erfiillt, wer- = =/
den durch das Gitter des Kristalls reflektiert. Sie haben Wellenvekto- Xk Tk 4
ren EBZ, die auf den Grenzflichen der Brillouin-Zonen liegen. Zu die-
sen Wellenvektoren existieren zwei Energiewerte, der eine kleiner, der
andere grofer als die Energie der freien Elektronen mit dem gleichen %mu*; \w
Wellenvektor. Wir definieren die Abweichung von der Energie der freien vom Wo )
Elektronen mit £AF, wobei wir eine symmetrische Abweichung unter- =~ w
stellen. Damit konnen wir allgemein fiir die Energie eines Elektrons mit

WY)W, i)

d 5 ,/1 p 2'4/&-' QMUH{'

daww :

2 2 U & v Mol
Z ) =W () AWA) o oA Gine R UC
J W(% )=\ )2 j E L e cowhall
AW(R) Do Yur Yeele Elelbomer des Oarobed -\erlaw |

[%mgg.'aod. wicht! 0\&4‘”?‘)
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k = kgz schreiben: gmd w CJCF
e ( l-.. 113

Je mehr sich ein Wellenvektor von der Bragg-Bedingung entfernt, umso
mehr wird sich das Elektron wie ein freies Elektron verhalten.

Wir kénnen mit diesen Ergebnissen das Bild der Energié der freien
Elektronen aus Abb. 1.24 um die Besonderheiten aufgrund der Bragg-
Reflektion an den Grenzen der Brillouin-Zonen erweitern. Es ergibt sich

Abb. 1.37.
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Abb. 1.37: Aufspaltung der Energieniveaus der freien Elektronen-Parabel
an den Grenzen der Brillouin-Zonen (BZ). Dargestellt sind zwei
Wellenvektoren, die in Richtung der Ebenen (100) und (111) (Abstand dygp
und d;) reflektiert werden.

Deutlich gezeigt ist die Aufspaltung der Energieniveaus an den Grenzen
der Brillouin-Zonen. Aufgrund der rdumlichen Gestalt der Brillouin-Zonen
ergeben sich die Aufspaltungen abhéngig von der Richtung des Wellenvektors
bei unterschiedlichen Betragen. Auflerhalb der Grenzen geht der Verlauf in
den parabelférmigen Verlauf der freien Elektronen iiber.

Durch diese Aufspaltung entsteht in der Dispersionskurve einer E—Richtung
eine Energieliicke. Dies mufl jedoch nicht zwangsldufig bedeuten, dafl kein
Elektron im Kristall einen Energiewert in dieser Liicke annehmen kann.
Gibt es in einer anderen Richtung von k einen kontinuierlichen Verlauf der
Dispersionskurve im Bereich der Energieliicke, so kénnen diese Energien



