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Aufgabe 7 Yukawa-Potential

In der Vorlesung wurde ein freies klassisches skalares Feld besprochen, dessen Bewegungsglei-
chung eine lineare Wellengleichung erfüllt. Die entsprechende Lagrangedichte ist durch

L = −1

2

(
∂φ

∂xν

∂φ

∂xν
+ µ2φ2

)
(1)

gegeben, wobei xν = (x, y, z, ict) die Koordinaten in Vierervektor-Schreibweise sind. Die Wech-
selwirkung des Feldes mit einer Quelle kann durch einen zusätzlichen Term Lint = −ρφ in der
Lagrangedichte berücksichtigt werden, wobei ρ = ρ(~r, t) eine skalare Quellendichte (analog zur
Ladungsdichte in der Elektrostatik) ist.
Das Yukawa-Potential beschreibt das Meson-Feld der Wechselwirkung zwischen Nukleonen un-
ter Vernachlässigung von Spin und Ladung der zugehörigen Austauschteilchen, der sogenannten
Pionen oder π-Mesonen.

a) Leiten Sie die Bewegungsgleichung her. Zeigen Sie, dass diese invariant unter Lorentz-
Transformationen ist. (1 Punkt)

b) Sei die Ladungsdichte einer ruhenden punktförmige Quelle am Ursprung durch ρ =
gδ(3)(~r) gegeben, wobei die Konstante g die Kopplungsstärke zwischen Feld und Quel-
le ist (analog zur elektrischen Ladung e in der Elektrodynamik). Zeigen Sie, dass das Feld
im ruhenden Bezugssystem dann durch

φ(~r) = − g

4π

e−µr

r
(2)

gegeben ist. (2 Punkte)
Hinweis: Verwenden Sie Fouriertransformation zur Lösung der Bewegungsgleichung.

c) Berechenen Sie die Hamiltonfunktion der Wechselwirkung zwischen zwei Nukleonen an
den Orten ~x1 und ~x2,

Hint =

∫
d~rHint . (3)

Bestimmen Sie zunächst die Hamilton’sche Dichte Hint. Ist die Wechselwirkung attrak-
tiv oder repulsiv? Was ergibt sich für µ = 0? Vergleichen Sie dies mit der Coulomb-
Wechselwirkung. (1 Punkt)
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Aufgabe 8 Lagrange-Dichte des Elektromagnetischen Feldes

Die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes kann durch

L = − 1

16π
FαβFαβ +

1

c
jαAα (4)

beschrieben werden. Der Feldstärketensor Fµν ist dabei durch

(Fµν) =


0 B3 −B2 −iE1

−B3 0 B1 −iE2

B2 −B1 0 −iE3

iE1 iE2 iE3 0

 =
∂

∂xµ
Aν −

∂

∂xν
Aµ (5)

gegeben, und die Vierervektoren Aµ und jµ durch

Aν = ( ~A, iφ) jµ = (~j, icρ) . (6)

Leiten Sie die Maxwellgleichungen

∂Fµν
∂xν

=
4π

c
jµ (7)

mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen her. Aus welcher Annahme folgen die restlichen Glei-
chungen,

∂Fµν
∂xλ

+
∂Fλµ
∂xν

+
∂Fνλ
∂xµ

= 0 ? (8)

(2 Punkte)
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Aufgabe 9 Kohärente Zustände

Der kohärente Zustand ist definiert als Eigenzustand des Vernichtungsoperators â mit dem
Eigenwert α ∈ C,

â |α〉 = α |α〉 . (9)

Der kohärente Zustand kann mit der Hilfe des Verschiebungsoperators D(α) aus dem Vakuum-
Zustand |0〉 erzeugt werden,

D(α) |0〉 = |α〉 , (10)

wobei D durch
D(α) = exp

[
αâ† − α∗â

]
(11)

gegeben ist.

a) Zeigen Sie die Beziehungen,

〈α| â |α〉 = α , 〈α| â† |α〉 = α∗ , 〈α| â†â |α〉 = |α|2 , (12)

und berechnen Sie die folgende Ausdrücke:

D†(α)âD(α) , D†(α)â†D(α) , D†(α)â†âD(α) . (13)

Was ergeben die Kombinationen

D(α)D(β) , D(α)D(β)D(−α)D(−β) ? (14)

(1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Darstellung des kohärenten Zustandes in der Eigenbasis des harmoni-
schen Oszillators {|n〉}, und zeigen Sie damit, dass die Wahrscheinlichkeit n Photonen in
einem kohärenten Zustand zu finden, durch

P (n) =
|α|2ne−|α|2

n!
(15)

gegeben ist. Was für einer Verteilung entspricht dies? (1 Punkt)

d) Finden Sie die Unbestimmtheitsrelation ∆x∆p für einen kohärenten Zustand, wobei
∆x2 = 〈x2〉 − 〈x〉2 und ∆p2 = 〈p2〉 − 〈p〉2 (2 Punkte)
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