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Aufgabe 19 Operatoren im Heisenberg-Bild

Die Zeitentwicklung fiir Operatoren O eines Elektrons in einem elektromagnetischen Feld ist
durch die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
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gegeben, wobei

-

H=ca.(p— -A)+eAy + aymc? (2)

o1l ®

der Dirac-Hamiltonoperator ist.

a) Geben Sie die Zeitentwicklung des kanonischen Impulses p und des kinetischen Impulses
T=p—eAlcan. (1 Punkt)

b) Bestimmen Sie, welche der folgenden Observablen Erhaltungsgrofien sind: Bahndrehim-
puls L, Spin %‘E, Helizitdat X.p/|p] und Gesamtdrehimpuls J = L + gZ. Geben Sie die
Zeitentwicklung der Observablen an. (1 Punkt)

Aufgabe 20  Elektron im homogenen Magnetfeld

Das Elektron befindet sich nun in einem konstanten homogenen Magnetfeld, B(7) = Boyé., d.h.
A(r) = B x /2, und es liegt kein statisches Potential an.

a) Zeigen Sie, dass der Betrag des kinetischen Impulses @ = p — e/Y/ c eine Konstante der
Bewegung ist. Zeigen Sie weiter, dass das Skalarprodukt des Spins mit dem kinetischen
Impuls ¥.7 ebenfalls erhalten ist. (1 Punkt)

b) Welche weiteren Observablen sind ErhaltungsgroBen? (1 Punkt)

¢) Bestimmen Sie die Eigenfunktionen. Zeigen Sie dazu zunichst, dass die Wellenfunktion
sich wie folgt separieren ldsst (wenn Sie diese als unabhéngig von z annehmen),

¢ — eiw$y/ﬁeiny/ﬁeikzz/h¢n(x) ’ (3)
wobei w = —eBy/(2¢) ist und k, als der Impulseigenwert in z-Richtung gegeben ist.
Leiten Sie eine Gleichung fiir ¢,, her. Begriinden Sie, warum die Eigenfunktionen iiber die
Gleichung
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zusammenhéngen. Schreiben Sie fiir n = 0 die Gleichungen fiir jede der vier Komponen-
ten ¢61),¢82),¢é3),¢é4) aus, und zeigen Sie, dass diese sich auf die Bewegungsgleichung
des harmonischen Oszillators zuriickfithren lassen. Nehmen Sie dazu die Ersetzungen
¢ =2x/w/hund v = (E? — ?k? — m?c?)/(4whc?) vor. Wie sind die Energieeigenwerte
gegeben, und wie lautet die Frequenz des Oszillators? (2 Punkte)

Aufgabe 21 Teilchen 1m Zentralpotential

Der Hamiltonoperator eines einzelnen Elektrons in einem Zentralpotential V() = V/(r) ist
gegeben durch
H=cadp+amc+V(r). (5)

a) Zeigen Sie, dass der Gesamtdrehimpuls J=1L+ gi eine Erhaltungsgrofie ist. (1 Punkt)

b) In der nichtrelativistischen Quantenmechanik legt der Operator G.J fest, ob der Spin
des Elektrons parallel oder antiparallel zum Gesamtdrehimpuls ausgerichtet ist. Dies ist
jedoch in der relativistischen Quantenmechanik nicht mehr der Fall. Zeigen Sie, dass
dafiir K = ay(%.J — 1/2) eine Erhaltungsgrofe ist, die auch mit dem Gesamtdrehimpuls
kommutiert.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, die Identitdt

(7.A4)(5.B) = —;A.B +id.(A x B), (6)
wobei 5 durch
_ (> b (7)
Y5 = V1727374 1, 0y
gegeben ist. (2 Punkte)



