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Aufgabe 22  Radialgleichung des Wasserstoffatoms

In der Vorlesung wurde die Radialgleichung fiir ein Zentralpotential hergeleitet,

—ch(%—i-(l;/{)f):(E—V—ch)g (1)
ch(%+ﬂ%’i)g)=(ﬁ7—v+mcg)ﬁ (2)

Betrachten Sie im folgenden das Potential V(1) = —(e?/4nr) des Wasserstoffatoms.

a) Leiten Sie mit den Ersetzungen F'(r) = rf(r) und G(r) = rg(r) sowie den Abkiirzungen
c1 = (mc® + E)/he, ¢ = (mc* — E)/he, a = (e*/4rwhc) ~ 1/137 (die Sommerfeldsche
Feinstrukturkonstante in Heavidside-Lorentz-Einheiten) und p = /ciczr die folgenden
gekoppelten Gleichungen her:

(2-5)e-(/5-3)e-
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(0,5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die Faktorisierung F' = e *p*> >~ frp™ und G = e ?p*> > gmp™,
mit fy, go # 0, auf die folgenden Rekursionsrelationen fiihrt:

(s+q—K)fy— fou1 + g, — \/c2/c194-1 =0 (5)
(S+q+/{)gq_gq—1_afq_ \/CI/Cqu—lzo' (6)
Zeigen Sie weiter, dass s = +v/k? — o2 erfiillt. Warum kann nur die positive Wurzel auf
eine giiltige Losung fithren? (1 Punkt)

¢) Wir nehmen an, dass beide Potenzreihen bei der gleichen Ordnung abbrechen, d.h. fir
ein bestimmtes n’ gilt:

fn’+1 =0gn'+1 = 07 fn’ 7é 07 gn’ 7é 0. (7)

Leiten Sie damit eine Beziehung zwischen f,, und g, her, und zeigen Sie, dass die Ener-
gieeigenwerte durch

E= (8)

gegeben sind. (1 Punkt)



n n'=n—[k| >0 | k==£(j+3) | spektroskopische Notation
1 0 —1 18%
2 1 -1 25%
2 1 +1 2
P 0 =3 2ps
3 2 -1 35%
3 P +1 391
3 1 —2 3p%
3 1 +2 3d%
3 0 -3 3dg

Tabelle 1: Beziehung zwischen den relativistischen Quantenzahlen und der in der Atomphysik
gebrauchlichen spektroskopischen Notation.

d) In Tabelle 1 ist die Beziehung zwischen den relativistischen Quantenzahlen und der
spektroskopischen Notation gegeben, sowie die Beziehung zwischen der Hauptquanten-
zahl n der nichtrelativistischen Quantenmechanik und n’ der Dirac-Theorie, welche durch
n=n'+(j+3) = n' + |k| gegeben ist. Fiir n gilt die Relation n > 1 (warum?). Wes-
halb sind in der Tabelle fiir n’ = 0 nur die Zustédnde mit £ < 0 angegeben? Bestimmen
Sie weiter mit Hilfe von Gleichung (8), welche der in der Tabelle angegebenen Zustéinde
degeneriert sind. (0,5 Punkte)

Aufgabe 23  Dirac-Teilchen im kugelsymmetrischen Potentialtopf

Wir betrachten ein Dirac-Teilchen in einem dreidimensionalen kugelsymmetrischen Potential-
topf,

Vo r<mng
vin={ " 1r. )

Bestimmen Sie die Energieeigenfunktionen fiir den gebundenen Zustand mit j = 1/2. Welche
Bedingung legt die Energieeigenwerte fest? Stellen Sie eine Gleichung dafiir auf. (2 Punkte)
Hinweis: Die normierbare Lisung der Differentialgleichung

R (d—2 ELGED) 1)) W(r) = — [(E + Eo) — m2¢] h(r) (10)

dr? r2

wenn (E+ Ey)? —m?2c* = h2c2k? positive Werte annimmt, ist fir k = +(j+1/2) = £1 gegeben
durch
hy(r) =arj, (k) fiir das Pluszeichen, und

h_(r) = anm Ji_.(kir)  fir das Minuszeichen in der DGL; (11)



die normierbare Losung fiir Ey = 0 und m*c* — E* = 2h%k2 (d.h. fiir imagindren Impuls) ist
fiir k = +1 gegeben durch

hy(r) =bry/ kot oo 19y (kor)  fiir das Pluszeichen, und

™ (12
h_(r)="»% EE:LCQ ka_.+1/2)(kar)  fiir das Minuszeichen in der DGL, )
wobei a und b Normierungskonstanten sind, und
1 d\"sinz
in(z) = (—2)" [ —— 13
i) = (o (2) ™ (13)

die sphdrischen Besselfunktionen sowie

1d\"e™
kn(z) = (=1)"2" | —— 14
@ = (2) (1)
die modifizierten sphdrischen Besselfunktionen sind. Die Indices der speziellen Funktionen sind
daber gegeben durch

- Kk firk >0 L —Kk  fiirk >0 (15)
Ol —k—=1 fiirk<0’ Ol k=1 firk<0 "’

Aufgabe 24 Ubergangsamplituden

Der Hamiltonoperator eines Systems sei durch H = Hy + V' beschrieben, wobei H, zeitun-
abhéingig sei und |¢;) als Eigenfunktionen habe. V' sei eine Stérung, die auch zeitabhéingig
sein kann. Im Wechselwirkungsbild (gekennzeichnet durch 7) ist der Zeitentwicklungsoperator
gegeben durch:

Ulty ts) =1+ U™(ty, ), (16)
n=1
wobei N
U(n)(tf,tz) = (E) /dTndTQdTl ‘7<Tn)‘~/(7'2>‘~/<7'1) (17)

fir t; > 7, > -+ > 1 > 1 > t; gegeben ist, und ‘N/(t) die Storung im Wechselwirkungsbild
ist. Die Matrixelemente der S-Matrix oder Streumatrix zwischen einem Eigenzustand |¢;) als
Anfangszustand und einem Eigenzustand |¢;) als Endzustand sind gegeben als

Spi = b Ut ti) o) = 7+ D S, (18)
n=1

wobei S}?) = (7| U™ (tg,t;) |¢) fiir die n-te Ordnung der Streumatrix ist.

a) Berechnen Sie die Ubergangsamplitude S](c? der ersten Ordnung. Wie sieht diese fiir ¢; —
—oo und t; — 400 aus? (1 Punkt)



b) Bestimmen Sie die Ubergangsamplitude S (3) der zweiten Ordnung. Wie verhélt sich Sﬁ)
fir ¢; — —oo und t; — +oo wenn die Energieeigenwerte E; # E; nicht gleich sind?

(1 Punkt)

Hinweis: Um die Divergenz des Integrals zu vermeiden, kénnen Sie die Identitdit

E( )/h 1 +oo e—iE(TQ—Tl)/h
ik (re=)/hQ (1, — 71) = lim ——— T iE 19
‘ (m=n)=lm == | T E (19)

verwenden.



