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Aufgabe 22 Radialgleichung des Wasserstoffatoms

In der Vorlesung wurde die Radialgleichung für ein Zentralpotential hergeleitet,
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Betrachten Sie im folgenden das Potential V (r) = −(e2/4πr) des Wasserstoffatoms.

a) Leiten Sie mit den Ersetzungen F (r) = rf(r) und G(r) = rg(r) sowie den Abkürzungen
c1 = (mc2 + E)/~c, c2 = (mc2 − E)/~c, α = (e2/4π~c) ' 1/137 (die Sommerfeldsche
Feinstrukturkonstante in Heavidside-Lorentz-Einheiten) und ρ =

√
c1c2 r die folgenden

gekoppelten Gleichungen her:(
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(0,5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die Faktorisierung F = e−ρρs
∑∞

m=0 fmρ
m und G = e−ρρs

∑∞
m=0 gmρ

m,
mit f0, g0 6= 0, auf die folgenden Rekursionsrelationen führt:

(s+ q − κ)fq − fq−1 + αgq −
√
c2/c1gq−1 = 0 (5)

(s+ q + κ)gq − gq−1 − αfq −
√
c1/c2fq−1 = 0 . (6)

Zeigen Sie weiter, dass s = ±
√
κ2 − α2 erfüllt. Warum kann nur die positive Wurzel auf

eine gültige Lösung führen? (1 Punkt)

c) Wir nehmen an, dass beide Potenzreihen bei der gleichen Ordnung abbrechen, d.h. für
ein bestimmtes n′ gilt:

fn′+1 = gn′+1 = 0, fn′ 6= 0, gn′ 6= 0. (7)

Leiten Sie damit eine Beziehung zwischen fn′ und gn′ her, und zeigen Sie, dass die Ener-
gieeigenwerte durch
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gegeben sind. (1 Punkt)
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n n′ = n− |κ| ≥ 0 κ = ±(j + 1
2
) spektroskopische Notation

1 0 −1 1s 1
2

2 1 −1 2s 1
2

2 1 +1 2p 1
2

2 0 −2 2p 3
2

3 2 −1 3s 1
2

3 2 +1 3p 1
2

3 1 −2 3p 3
2

3 1 +2 3d 3
2

3 0 −3 3d 5
2

Tabelle 1: Beziehung zwischen den relativistischen Quantenzahlen und der in der Atomphysik
gebräuchlichen spektroskopischen Notation.

d) In Tabelle 1 ist die Beziehung zwischen den relativistischen Quantenzahlen und der
spektroskopischen Notation gegeben, sowie die Beziehung zwischen der Hauptquanten-
zahl n der nichtrelativistischen Quantenmechanik und n′ der Dirac-Theorie, welche durch
n = n′ + (j + 1

2
) = n′ + |κ| gegeben ist. Für n gilt die Relation n ≥ 1 (warum?). Wes-

halb sind in der Tabelle für n′ = 0 nur die Zustände mit κ < 0 angegeben? Bestimmen
Sie weiter mit Hilfe von Gleichung (8), welche der in der Tabelle angegebenen Zustände
degeneriert sind. (0,5 Punkte)

Aufgabe 23 Dirac-Teilchen im kugelsymmetrischen Potentialtopf

Wir betrachten ein Dirac-Teilchen in einem dreidimensionalen kugelsymmetrischen Potential-
topf,

V (r) =

{
−V0 r ≤ r0

0 r > r0
. (9)

Bestimmen Sie die Energieeigenfunktionen für den gebundenen Zustand mit j = 1/2. Welche
Bedingung legt die Energieeigenwerte fest? Stellen Sie eine Gleichung dafür auf. (2 Punkte)
Hinweis: Die normierbare Lösung der Differentialgleichung
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2−m2c4 = ~2c2k2

1 positive Werte annimmt, ist für κ = ±(j+ 1/2) = ±1 gegeben
durch

h+(r) = a r jlκ(k1r) für das Pluszeichen, und
h−(r) = a κ k1r
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die normierbare Lösung für E0 = 0 und m2c2 − E2 = c2~2k2
2 (d.h. für imaginären Impuls) ist

für κ = ±1 gegeben durch
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h−(r) = b k2r
E+mc2

k(l−κ+1/2)(k2r) für das Minuszeichen in der DGL ,
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wobei a und b Normierungskonstanten sind, und
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die sphärischen Besselfunktionen sowie
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die modifizierten sphärischen Besselfunktionen sind. Die Indices der speziellen Funktionen sind
dabei gegeben durch

lκ =

{
κ für κ > 0

−κ− 1 für κ < 0
, l−κ =

{
−κ für κ > 0

κ− 1 für κ < 0
. (15)

Aufgabe 24 Übergangsamplituden

Der Hamiltonoperator eines Systems sei durch H = H0 + V beschrieben, wobei H0 zeitun-
abhängig sei und |φl〉 als Eigenfunktionen habe. V sei eine Störung, die auch zeitabhängig
sein kann. Im Wechselwirkungsbild (gekennzeichnet durch ˜) ist der Zeitentwicklungsoperator
gegeben durch:

Ũ(tf , ti) = 1 +
∞∑
n=1

Ũ (n)(tf , ti) , (16)

wobei

Ũ (n)(tf , ti) =

(
1

i~

)n ∫
dτn · · · dτ2dτ1 Ṽ (τn) · · · Ṽ (τ2)Ṽ (τ1) (17)

für tf ≥ τn ≥ · · · ≥ τ2 ≥ τ1 ≥ ti gegeben ist, und Ṽ (t) die Störung im Wechselwirkungsbild
ist. Die Matrixelemente der S -Matrix oder Streumatrix zwischen einem Eigenzustand |φi〉 als
Anfangszustand und einem Eigenzustand |φf〉 als Endzustand sind gegeben als

Sfi = 〈φf | Ũ(tf , ti) |φi〉 = δfi +
∞∑
n=1

S
(n)
fi , (18)

wobei S
(n)
fi = 〈φf | Ũ (n)(tf , ti) |φi〉 für die n-te Ordnung der Streumatrix ist.

a) Berechnen Sie die Übergangsamplitude S
(1)
fi der ersten Ordnung. Wie sieht diese für ti →

−∞ und tf → +∞ aus? (1 Punkt)
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b) Bestimmen Sie die Übergangsamplitude S
(2)
fi der zweiten Ordnung. Wie verhält sich S

(2)
fi

für ti → −∞ und tf → +∞ wenn die Energieeigenwerte Ei 6= Ef nicht gleich sind?
(1 Punkt)

Hinweis: Um die Divergenz des Integrals zu vermeiden, können Sie die Identität

e−iEk(τ2−τ1)/~Θ(τ2 − τ1) = lim
η→0+

− 1
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verwenden.
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