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Aufgabe 1  Die n-dimensionale Kugel

Das Volumen einer n-dimensionalen Kugel mit Radius R lésst sich {iber das Integral
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bestimmen, wobei dV,, das n-dimensionale Volumenelement in sphérischen Kugelkoordinaten
und R der Radius der n-dimensionalen Kugel ist.

a) Zeigen Sie anhand des obigen Integrals, dass
Vo(R) = Vo (1)R"
gilt, wobei V,,(1) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist. (1 Punkt)

b) Geben Sie mit Hilfe der Gleichung aus a) das Volumenelement dV,, in Abhéngigkeit von
Vo(1) an. Wie kann aus dV,, das Volumen V,, berechnet werden und welche Bedeutung
hat dabei der R unabhingige Anteil? (1 Punkt)

¢) Um nun konkret V,,(1) zu bestimmen, berechnen Sie das Integral

1= /dxl.../dxne_(x%*“”%)

einmal in kartesischen und einmal in Kugelkoordinaten und driicken Sie V,,(1) mit Hilfe

der Gammafunktion I'(z) = [dte """ aus. (2 Punkte)
0

d) Zeigen Sie nun, dass fiir das Volumen der n-dimensionalen Kugel

7.(.11/2}%n
V() = T'(n/2+1)

gilt, wobei n/2I'(n/2) = T'(n/2 + 1) ist. (1 Punkt)



Aufgabe 2 Die eindimensionale Kette

Wir betrachten eine eindimensionale Kette, die aus N Elementen besteht, welche die Lange
a besitzen. Wie in der unteren Abbildung dargestellt, sind die einzelnen Elemente der Kette
entweder um 180° umgedreht oder nicht umgedreht.

Dabei ist n die Anzahl der Elemente der Kette die umgedreht und N — n ist die Anzahl der
Elemente, die nicht umgedreht wurden. Zudem soll N > 1, n> 1 und N —n > 1 gelten.
Weiterhin wurde in der unteren Abbildung die Ausgangskonfiguration (links), in der kein Ele-
mente umgedreht und eine weitere Konfiguration (rechts), in der n Elemente der Kette umge-
klappt wurden dargestellt. An den Abbildungen wird deutlich, dass die Lange x der Kette von

Ausgangskonfiguration
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den n Elementen abhéngt, welche umgeklappt wurden.

a)

Geben Sie die Anzahl der Mikrozustdnde der Kette an und berechnen Sie die Lénge der
Kette in Abhéngigkeit von n und N. Dabei ist L = a N die Linge der Kette in ihrer
Ausgangskonfiguration. (1 Punkt)

Wie hingt die Entropie des Systems von der Lange der Kette ab? (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Entropie mit der Lange der Kette abnimmt, d.h. % < 0. (1 Punkt)

Was bedeutet es fiir die Kette, wenn man annimmt, dass das System versucht eine Kon-
figuration anzustreben, bei der die Entropie maximal ist? (1 Punkt)

Zeigen Sie iiber die innere Energie dU = T'dS — F'dz, dass die Kraft F', die n6tig ist damit
die Kette bei einer bestimmten Lange verharrt, als

T
F ~ —kiarctanh(x/L)
a

gegeben ist. (1 Punkt)



