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Aufgabe 33 Die n-dimensionale Kugel
Das Volumen Vn(R) einer n-dimensionalen Kugel mit Radius R lässt sich über das Integral

Vn(R) =

∫
dVn =

∫
dx1

∫
dx2 . . .

∫
dxn

berechnen. Dabei stellt dVn das n-dimensionale Volumenelement in Kugelkoordinaten dar und
für Punkte innerhalb des Kugelvolumens gilt

∑n
i=1 x

2
i ≤R2.

a) Zeigen Sie anhand des obigen Integrals, dass

Vn(R) = Vn(1)Rn

gilt, wobei Vn(1) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist. (1 Punkt)

b) Geben Sie mit Hilfe von a) das Volumenelement dVn in Abhängigkeit von Vn(1) an. Wie
berechnet man daraus Vn(R) und was bedeutet der R-unabhängige Teil? (1 Punkt)

c) Um Vn(1) konkret zu bestimmen soll das Integral

I =

∞∫
−∞

dx1

∞∫
−∞

dx2 . . .

∞∫
−∞

dxn e
−(x2

1+x2
2+···+x2

n)

berechnet werden. Tun Sie dies einmal in kartesischen und einmal in Kugelkoordinaten
und drücken Sie Vn(1) durch die Gammafunktion

Γ(x) =

∞∫
0

dt e−ttx−1

aus. (2 Punkte)

d) Zeigen Sie abschließend, dass das Volumen der n-dimensionalen Kugel durch

Vn(R) =
π

n
2Rn

Γ(n
2

+ 1)

gegeben ist, indem Sie die Eigenschaft

xΓ(x) = Γ(x+ 1)

nutzen. (1 Punkt)


