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Aufgabe 7 Satz von Stokes

Zeigen Sie explizit, dass die Integralidentitat

fds ’ F(JZ,y,Z) = / dA - (v X F(I‘,y72’>)
vy A
fir das Vektorfeld

.Z‘Q

F(x,y,2) = | 22y + 2
z

und den geschlossenen Weg v, der dem Einheitskreis in der z-y-Ebene entgegen dem Uhrzeiger-
sinn folgt, erfiillt ist. Hierbei bezeichnet ds das Wegelement, A eine vom Weg ~ umrandete
Flache und dA das Oberfachenelement. Hangt der Wert des Flachenintegrals bei einem festen
Weg ~ von der genauen Form der Flache ab? Geben Sie ein Beispiel fiir Thre Antwort. Hangt
der Wert des Wegintegrals von der Form des Weges ab? (1 Punkt)

Aufgabe 8  Kraftfelder und Arbeit

Betrachten Sie das Kraftfeld
kiy
F(z,y,z) = | ki (1)
2]{322

wobei k1 und ky die Einheit kg/s? haben und z,y, z die kartesischen Koordinaten in der Einheit
m sind.

a) Zeigen Sie, dass es sich um eine konservative Kraft handelt und bestimmen Sie das Po-
tential V. (1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Arbeit, die bei einer Bewegung von (0,0,0)% nach (r,r,7)T verrichtet
wird. Hierbei hat auch r die Einheit m. (1 Punkt)

c) Zeigen Sie, dass alle Kraftfelder der Form
F(r) = f(|r|)e,

mit einer skalaren Funktion f und dem Einheitsvektor e, = r/|r| von einem Potential V'
abgeleitet werden konnen. (1 Punkt)

Aufgabe 9  Kinetische Energie und Arbeit
Betrachten Sie N Teilchen mit den Koordinaten r, und Massen m,, die den Kréften F, un-
terliegen (aw =1, ..., N). Die kinetische Energie ist durch

N 1 y
T = Z §mara
a=1



gegeben. Nehmen Sie an, dass sich die Teilchen zum Anfangszeitpunkt ¢; an den Orten r,(t;)
und zum Endzeitpunkt ¢¢ an den Orten r,(tf) befinden. Zeigen Sie, dass die Arbeit

ZN: ra(ty)
W = / dr, - F.,
a=1 7 Tra(t)

die durch die Kréfte verrichtet wird, durch die Differenz der kinetischen Energie vom Anfangs-
und Endzeitpunkt gegeben ist. (1 Punkt)

Aufgabe 10  Punktmasse im Zentralpotential
Betrachten Sie eine Punktmasse m, die sich in einem Kraftfeld bewegt, das von einem Potential
V(r) abgeleitet wird, das nur vom Abstand r = |r| des Teilchens vom Ursprung abhéngt.

a) Geben Sie die Lagrangefunktion in kartesischen Koordinaten (z,y, z) an. (1 Punkt)
b) Geben Sie die Lagrangefunktion in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) an. (1 Punkt)
c) Geben Sie die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten (p,d, ) an. (1 Punkt)
d) Leiten Sie ausgehend von der Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten die Euler-Lagrange-

Gleichung fiir die Koordinaten ¢ und ¢ ab. (1 Punkt)
e) Zeigen Sie, dass die GroBe m2r* (102 + sin® 9 %) erhalten ist. (2 Punkte)

Aufgabe 11  Zwangsbedingung I - Sphdrisches Pendel

Ein spharisches Pendel ist eine Punktmasse m, die an einem starren, masselosen Stabes der
Lange [ hangt und der Erdbeschleunigung —ge, ausgesetzt ist. Hierbei ist g eine Konstante
und e, der Einheitsvektor in z-Richtung.

a) Geben Sie die Lagrangefunktion des Systems in Kugelkoordinaten an und identifizieren
Sie eine zyklische Koordinate und deren konjugieten Impuls. Was kénnen Sie iiber diesen
konjugierten Impuls sagen? (1 Punkt)

b) Leiten Sie die Euler-Lagrange-Gleichung ab. (1 Punkt)

Aufgabe 12 Zwangsbedingung I1

Zwei identische Punktmassen m sind in ihrer Bewegung auf die x-y-Ebene eingeschrinkt. Die
beiden Massen sind durch einen starren, masselosen Stab der Lange | verbunden. Der Mit-
telpunkt des Stabes kann sich nur in der z-y-Ebene auf einem Kreis mit Radius a bewegen. Es
wirke keine Gravitationskraft.

a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System? Geben Sie die verallgemeinerten Koordinaten
an. (1 Punkt)

b) Geben Sie die Orte der beiden Massen als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten
an. (1 Punkt)

c¢) Schreiben Sie die kinetische Energie T' in Abhéngigkeit der verallgemeinerten Koordi-
naten. (1 Punkt)

d) Losen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen des Systems. (1 Punkt)



