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Aufgabe 25  FEigenfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszilla-
tors

Die Eigenfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators werden im Wesentlichen
durch die sogenannten Hermitepolynome
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bestimmt. Im Folgenden sollen Sie einige dieser Eigenfunktionen bestimmen und Eigenschaften
der Hermitepolynome zeigen.

a) Berechnen Sie ausgehend von der Differentialgleichung a|0) = 0 explizit den normierten
Grundzustand des eindimensionalen harmonischen Oszillators im Ortsraum. (2 Punkte)

b) Berechnen Sie die ersten beiden angeregten Zusténde des eindimensionalen harmonis-
chen Oszillators durch sukzessive Anwendung des Aufsteigeoperators a' im Ortsraum.

(2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die Funktion f(z — A) = e » 2% die erzeugende Funktion der Her-
mitepolynome ist, d.h.

Caon = A7
N2z _ ZO HHn(Z) : (1)
Hinweis: Benutzen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f(z — \). (2 Punkte)
d) Leiten Sie die Rekursionsbeziehung
H,(z)=2zH,—1(2) —2(n — 1)H,,—2(2), n=2,3,... (2)
her.
Hinweis: Benutzen Sie die Taylorentwicklung der Ableitung von f(z — \) nach .
(2 Punkte)

e) Zeigen Sie die Rekursionsbeziehung

H)(2) =2nH, 1(z), n=1,2,.. (3)



Leiten Sie danach die folgende Differentialgleichung her:

H/(z) —2zH.(2) +2nH,(2) =0, n=1,2,.. (4)

Hinweis: Benutzen Sie die Taylorentwicklung der Ableitung von f(z — ) nach z.
(2 Punkte)

f) Beweisen Sie durch Induktion, dass H,(z) ein Polynom n-ter Ordnung ist. (1 Punkt)

Aufgabe 26  Dichteoperator

Um den Erwartungswert einer Observable X mit Hilfe des im Folgenden definierten Dichteop-
ertors p zu berechnen, benétigen Sie die Spur (Sp) eines Operators Y. Die Spur eines Operators
Y ist definiert als

Sp(Y) = (nY|n) . (5)

n

wobei {|n)} ein beliebiges vollstdndiges Orthonormalsystem ist.

a) Ein System sei im Zustand [¢)), mit (1)) = 1. Der Erwartungswert einer Observablen X
hat den Mittelwert <X > = <¢|f( \w> Man definiert den Dichteoperator eines reinen
Zustandes als

p= Xyl . (6)

Zeigen Sie, dass
1. <X> = Sp(pX) (1 Punkt)
2. Sp(p)=1,p"=p (1 Punkt)
3. p0P=p (1 Punkt)

b) Im Allgemeinen ist der Dichteoperator definiert als
p= ZPJ%)(TM ; (7)

wobei |¢;) einen normierten Zustand darstellt und p; € R mit ), p; = 1. Daher ist der
Dichteoperator aus a) nur ein Spezialfall mit einem p; gleich eins und den restlichen p;
gleich Null. Auch im allgemeinen Fall ist der Erwartungswert einer Observablen X durch

<X > = Sp(ﬁX ) gegeben. Zeigen Sie fiir den allgemeinen Dichteoperator, dass

LX) = Somwil X ) (1 Punki)
2. Sp(p) =1,p =p (1 Punkt)
3. Sp(p?) < 1, falls p; # 0 fiir mehr als ein i. (1 Punkt)



Aufgabe 27  Schrodinger- und Heisenberg-Bild

a) Bestimmen Sie den zeitabhéngigen Erwartungswert (i(t)|aliy(t)) des Absteigeoperators
und den zeitabhéngigen Erwartungswert (4 (t)[a'|¢(t)) des Aufsteigeoperators im Schrodinger-

Bild, wobei [1)(t)) = >~ Cpe~ "7 |n) mit den Eigenenergien E, und den Eigenzustinden
|n) des harmonischen Oszillators und C,, € C. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die zeitabhéngigen Operatoren az und a!, im Heisenberg-Bild. (1 Punkt)

c) Verifizieren Sie mit den hier erhaltenen Ergebnissen das Ehrenfest-Theorem fiir den Ort-
soperator £ und den Impulsoperator p:

m () = () (8)
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Dabei wird der Erwartungswert beziiglich des Zustandes |1(t)) genommen. Das Potential
V(z) stellt das Potential des harmonischen Oszillators dar. (2 Punkte)




