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Aufgabe 10  Harmonischer Oszillator
Im Folgenden betrachten wir einen quantenmechanischen harmonischen Oszillator mit der
Masse m und dem Potenital V(z) = $mw?z?. Die Wellenfunktion

_mw .2

Yo = Ae™

beschreibt den Grundzustand des harmonischen Oszillators. Hoher angeregte Zustande sind

gegeben durch
[mw
z/Jn = Nan ( T‘r) wO ;

mit N,, = (2"n!)~"2 und H,(r) dem Hermiteschen Polynom von Grad n. Fiir H,,(z) gilt:
1. Ho(z) =1
2. Hi(x) =2z
() =2zH,(x) — 2nH,_1(x) ,firn e N
4. ZH,(x)=2nH, 1 =2zH, — H,1
5. Hy(x) = (—1)"H,(—x)

a) Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion v die stationére Schrodingergleichung fiir den Oszil-
lator 16st und bestimmen Sie die Normalisierungskonstante A. (2 Punkte)

b) Zeichnen Sie die Wellenfunktionen 1, und die Wahrscheinlichkeitsdichten |t),,| fir den
Grundzustand und die ersten drei angeregten Zustande. Diskutieren Sie die Symme-

trien der Zustandsfunktionen 1, und die Ortserwartungswerte (z), zu den jeweiligen
Zusténden. (8 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die angeregten Zustinde 1, die Schrodingergleichung erfiillen und bes-
timmen Sie die Energieen F,, der Zustande.

Tipp 1: Eine Transformation von x — \/% Z kann die Rechnung vereinfachen.

Tipp 2: Bestimmen Sie vorerst die zweite Ableitung von Hn(x)e_%”"g. Nutzen Sie dazu
die Eigenschaft 4. (8 Punkte)



Aufgabe 11  Deltapotential

Betrachten Sie ein Teilchen mit der Masse m in einem Deltapotential V(z) = V;é(x), wobei
Vo < 0.

a) Berechnen Sie die gebundenen normierten Eigenfunktionen des Teilchens, d.h. die normierten
Eigenfunktionen fiir negative Energien E. (2 Punkte)

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Bedingung fiir die Ableitung der Eigenfunktionen bei z = 0, dass
2
nur ein gebundener Zustand erlaubt ist mit der Eigenenergie £ = —%.
Hinweis: Die Ableitung der Eigenfunktion fiir x < 0 entspricht nicht der Ableitung der

Eigenfunktion fiir x > 0 bei z = 0. (2 Punkte)

Aufgabe 12  Endlicher Potentialtopf
Losen Sie die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen mit der Masse m in einem endlichen Po-
tentialtopf

V() = 0 f:L:ll" |z| > a |
Vo fir |z|<a
wobei V4 > 0. Dabei gehen Sie wie folgt vor.

a) Berechnen Sie die gebundenen Eigenfunktionen (0 > E > —V;) mit Hilfe der stationiren
Schrodingergleichung ohne explizit die Koeffizienten, die tiber die Randbedingungen im
System bestimmt werden, zu berechnen. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Stetigkeit der Eigenfunktionen und der Ableitung der Eigen-
funktionen an den Sprungstellen des Potentials vier Gleichungen fiir die in den Eigen-
funktionen auftauchenden Koeffizienten. (2 Punkte)

c¢) Leiten Sie mit Hilfe dieser vier Gleichungen die implizite Gleichung

p* — k* + 2pk cot(2ka) = 0 (1)
fiir die entsprechenden Eigenenergien her, wobei p? = —QE—Z”E und k* = (E + %)% mit
E der Eigenenergie des Teilchens. (3 Punkte)

d) Diskutieren Sie die Losungen dieser Gleichung und damit die moglichen Eigenenergien
grafisch. Gehen Sie dabei auch auf den Grenzfall V5 — oo ein. (2 Punkte)



