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Für ein Teilchen der Masse m in einer Dimension sei x̂ der Ortsoperator und p̂ der Impul-
soperator, welche die Kommutationsbeziehung [x̂, p̂] = iℏ1̂ erfüllen. E ist der Vektorraum der
Zustände |ψ⟩, also |ψ⟩ ∈ E und ⟨ψ|ψ⟩ = 1. Der Hamiltonian ist gegeben durch

H =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2, mit ω ∈ R.

a) Verwenden Sie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â = 1√
2
( x̂
l
+ i p̂

(ℏ/l)) und â
† =

1√
2
( x̂
l
− i p̂

(ℏ/l)), wobei l =
√

ℏ
mω

. Zeigen Sie, dass [â, â†] = 1̂ und dass Ĥ = ℏω(â†â + 1̂
2
).

(0.5 Punkte)

b) Sei N̂ = â†â, dann zeige [N̂ , â†] = â† und [N̂ , â] = −â. (0.5 Punkte)

c) Seien |n⟩ die Eigenvektoren von N̂ und Ĥ, sodass N̂ |n⟩ = n|n⟩. In der Vorlesung wurde
gezeigt, dass n ∈ N ist. Zeigen Sie, dass, wenn der Grundzustand |0⟩ nicht entartet ist,
dann auch all die anderen Zustände |n⟩ nicht entartet sind. (1 Punkt)

d) Betrachten wir nun einen generischen Zustand |ψ⟩ ∈ E . Sei {|n⟩} eine Basis in E , dann
kann jeder Zustandsvektor geschrieben werden als |ψ⟩ =

∑
n cn|n⟩ wobei

∑
n |cn|2 = 1,

und cn = ⟨n|ψ⟩. Bestimmen Sie die Erwartungswerte von

⟨x̂⟩ = ⟨ψ|x̂|ψ⟩, ⟨x̂2⟩ = ⟨ψ|x̂2|ψ⟩,
⟨p̂⟩ = ⟨ψ|p̂|ψ⟩, ⟨p̂2⟩ = ⟨ψ|p̂2|ψ⟩,

für den Fall cn = δn,p, wobei p ∈ N.
Anmerkung:

a†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ for n > 0

a|0⟩ = 0

(2 Punkte)

e) Bestimmen Sie die Erwartungswerte von ⟨x̂⟩, ⟨x̂2⟩, ⟨p̂⟩, ⟨p̂2⟩ wenn cn = e−
|α|2
2

αn
√
n!
, wobei

α ∈ C. (2 Punkte)

f) Zeigen Sie, dass |ψ⟩t =
∑

n e
−inωtcn|n⟩e−

iωt
2 . Welche Bedingungen müssen für die cn

gelten, damit es eine Periode T gibt, sodass |ψ⟩t = |ψ⟩t+T ? (2 Punkte)


