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7. Der zentrale Grenzwertsatz

Ziel der Aufgabe ist die Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. Zu diesem Zweck betrachten wir N kontinuierliche Zufallsvariablen, die die Werte z; € R

(i € {1,...N}) annchmen kénnen, wobei 7 = (zy,...,zx) € RY. Die Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariablen Werte in dem ,Hyperkubus“ [z;, z; + dz;] annehmen ist dabei durch
w(z)d¥z = w(wy,...,vx)d"z gegeben. Ferner sei f(x) € R eine bekannte Funktion der Zu-

fallsvariablen x. Dann lautet der Erwartungswert (Mittelwert) dieser Funktion beziiglich der Zu-
fallsvariablen

Insbesondere bezeichnet
(af) = / o w(w)dVe
]RN

das n-te Moment (n € IN) der Zufallsvariablen x;, mit (x;) als zugehorigem Mittelwert und
(Az;)? = ((z; — (x;))?) als Varianz (Schwankungsquadrat). SchlieBlich definieren wir noch die
charakteristische Funktion der Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) gemil

x(k) = (%) = / e () dVe,

RN
so dass wir umgekehrt die Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) als Fouriertransformierte der charakte-
ristischen Funktion x (k) tiber

1 ' ikx N,
w(m):W/]RNek x(k)dVk

erhalten.

(a) Ausgehend von den Zufallsvariablen z 148t sich die Funktion f = f(x) € R ebenfalls als
Zufallsvariable interpretieren. Zeigen Sie mit Hilfe der charakteristischen Funktion, dass sich

deren Wahrscheinlichkeitsdichte w( f) iiber
D(f) =0 = f@) = | | 8(f = f(@) w(z)d"x

ergibt. (2 Punkte)

(b) In dieser Teilaufgabe beschrianken wir uns der Einfachheit halber auf den eindimensionalen
Fall mit # € R als einziger Zufallsvariablen und w(z) als zugehdriger Wahrscheinlichkeits-
dichte. Zeigen Sie, dass sich die charakteristische Funktion x (k) mit & € R unter der Voraus-
setzung, dass alle Momente (z") existieren, als Potenzreihe

o (—Zk)"
n!

x(k) = (")

n=0
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schreiben lésst. Die sogenannten Kumulanten C,, (n € IN) der Wahrscheinlichkeitsdichte w(x)
sind im Gegensatz dazu iiber die Potenzreihenentwicklung des Logarithmus der charakteristi-
schen Funktion definiert:
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Zeigen Sie, dass sich die ersten drei Kumulanten geméif

C = (z),
Cy = (2%) — (2)* = (Ax)?,
Cs = (o) = 3(a”)(z) + 2(z)®

aus den ersten drei Momenten der Wahrscheinlichkeitsdichte w(z) bestimmen lassen.

(2 Punkte)

Im Folgenden betrachten wir wieder den allgemeinen Fall NV verschiedener Zufallsvariablen
und definieren die sogenannte Kovarianzmatrix

Vik = (@i — () (2 — (21)))

deren Diagonalelemente den Varianzen (Ax;)? entsprechen. Die Nichtdiagonalelemente der
Kovarianzmatrix sind ein MaB dafiir, inwieweit die Fluktuationen der Zufallsvariablen z; und
z um den Mittelwert miteinander korreliert sind. Zeigen Sie, dass fiir eine Wahrscheinlich-
keitsdichte der Form w(x) = ws(z1) w(22,...,zy) alle Elemente Vi), (k € {2,...,N})
verschwinden.

(1 Punkt)

Wir kommen nun zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes. Dazu nehmen wir an, dass die
einzelnen Zufallsvariablen z; die verschiedenen Wahrscheinlichkeitsdichten w;(z;) besitzen
und vollstindig unkorreliert sind, d.h. die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich iiber
w(x) = wi(z1) wa(za) ... wy(zN).
Der zentrale Grenzwertsatz sagt aus, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte w(y) = (0(y — y(x)))
des Mittelwerts y(xz) = % Zfil x; der verschiedenen Zufallsvariablen fiir grole /N gegen die
GauBfunktion . .

(7)) ~ R 2(Ap)?
konvergiert. Der Mittelwert und die Varianz dieser GauBverteilung sind dabei durch (7) = (y(x))
und (Ay)? = +(Ay)? geben, wobei

M=

(@) = ~

Tl e (AW:%;[@%@»Z}

1

Das heif3t, im Grenzfall N — oo wird der Wert der Zufallsvariable quasi scharf, da fiir deren
relative Schwankung
Ay_ 1 4y

o VN (y(@))

gilt. Insbesondere strebt die GauBfunktion (1) fiir N >> 1 gegen die Delta-Funktion 6(y — ().

—0 fir N>1



Beweisen den zentralen Grenzwertsatz indem Sie Glg. (1) unter der Annahme ableiten, dass
alle Momente (z7) fiir die einzelnen Wahrscheinlichkeitsdichten w;(z;) existieren. Beriick-
sichtigen sie in Threr Rechnung alle Terme in den hochsten beiden Ordnungen von 1/N und
vernachlédssigen sie alle hoheren Ordnungen.

(3 Punkte)



