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8. Gibbs-Duhem Relation in homogenen Systemen

Jede homogene Funktion f = f(x1,...,x,) vom Grade ¢, die laut Definition
FQzy, .o d,) = X f(2,...,zn) V. AER

erfiillt, geniigt der partiellen Differentialgleichung

>ow ?f‘ =af(z,..., 7). @

i=1

(a) Wie aus der Vorlesung bekannt, handelt es sich bei der Teilchenzahl N, dem Volumen V/, der
Entropie S und der inneren Energie U = U (S, V, N) um extensive thermodynamische GroBen.
Geben Sie an, welchen Grad « die innere Energie U = U(S,V, N), aufgefait als homogene
Funktion, besitzt. Welchen Grad « besitzen die intensiven Groen Temperatur 7', Druck p und
chemisches Potential ;.. Handelt es sich demnach bei den thermodynamischen Potentialen H,
F, G = ¢ und 2 aus Aufgabe 6 um extensive oder intensive Grofien?

(1 Punkt)
(b

=

Folgern Sie aus Glg. (1) die sogenannte Gibbs-Duhem Relation

U=U(S,V,N)=T(S,V,N)S — p(S,V,N)V + u(S,V,N)N =TS — pV + uN .

(1 Punkt)
(c) Zeigen Sie damit die Giiltigkeit der differentiellen Gibbs-Duhem Relation

SdT —Vdp+ Ndu=0,

die besagt, dass die impliziten thermodynamischen GroBen 7', p und p nicht unabhéngig
voneinander variiert werden konnen, sondern dass die Variation zweier dieser GroBlen die
Anderung der Dritten festlegt.

(1 Punkt)
(d) Leiten Sie aus der Gibbs-Duhem Relation die beiden Relationen
G(T,p,N)=®(T,p,N) = u(T,p) N ()
AT, V,p) = =p(T, ) V
ab, und zeigen Sie dabei insbesondere, dass der Koeffizient y = (7, p) nicht von N und der
entsprechende Koeffizient p = p(T', 1) nicht von V abhéngen kann.
(2 Punkte)

9. Die Clausius-Clapeyron-Gleichung

Im Folgenden betrachten wir ein Zweiphasen-System einer einheitlichen chemischen Substanz,
z. B. Wasser, bestehend aus einem Gas und einer Fliissigkeit. Die Entropie und das Volumen der
reinen Fliissigkeits- bzw. Gasphase sei mit S o und V; , bezeichnet (sieche Abb. 1). Die Gesamt-
teilchenzahl in beiden Phasen sei N' = N; + NN, wobei N; die Zahl der Teilchen in der Fliissigkeit
und N, die Zahl der Teilchen im Gas im Koexistenzgebiet K ist. Das Gesamtvolumen der beiden
Phasen in K ergibt sich entsprechend iiber V= %Vl + %Vz = Vi + Vg
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Abbildung 1: (a) Ubergang von der Fliissigkeit zum Gas und (b) Isotherme bei diesem Phaseniibergang.

Es ist eine experimentelle Tatsache, dass die Temperatur 7" und der Druck p des Zweiphasen-
Systems wihrend des Phaseniibergangs im Koexistenzgebiet konstant bleibt. Da die freie Ent-
halpie G = ® = ®(T,p, N) (Gibb’sches Potential) 1t. Vorlesung bei einer isotherm-isobaren
Zustandsdnderung nicht zunimmt und daher im Gleichgewichtszustand minimal ist, eignet sich
dieses thermodynamische Potential besonders, um den Phaseniibergang zu beschreiben.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Glg. (2), dass aus der Minimumseigenschaft von ® = &; 4 ®, beim
Ubergang von dN Teilchen aus der fliissigen in die Gasphase die Gleichgewichtsbedingung

(T, p) = 1g(T, p) 3)

fiir die beiden Phasen im Koexistenzgebiet folgt.
(2 Punkte)

(b

=

Die Gleichgewichtsbedingung (3) definiert die Phasengrenzkurve po(T'), die den Dampfdruck
in Abhéngigkeit von der Temperatur bestimmt. Leiten Sie die Clausius-Clapeyron-Gleichung
dpo(T)  Sa— 5 Qr

ar ~ Ve-Vi T(Va—W)’ @

ausgehend von der Gleichgewichtsbedingung (T, po(T)) = pg(T, po(T')) ab, indem Sie die-
se nach der Temperatur ableiten. Die Clausius-Clapeyron-Gleichung (4) setzt die Anderung
des Dampfdrucks mit der Anderung der Entropie und des Volumens beim Phaseniibergang in
Verbindung. Die Entropiednderung 146t sich dabei durch die zugefiihrte latente Warme @),
ausdriicken.

(3 Punkte)



10. Verteilungsfunktion nicht-wechselwirkender Teilchen in einem harmonischen Oszillator

11.

In dieser Aufgabe betrachten wir ein Ensemble von nicht-wechselwirkenden Teilchen, die sich
gemiB der Bewegungsgleichung i(¢) + w?z(t) = 0 innerhalb eines eindimensionalen, harmo-
nischen Oszillatorpotentials bewegen. Wir nehmen weiter an, dass es uns nicht méglich ist, die
Teilchen mit eindeutig vorgegebenen Anfangsbedingungen x(0) = o und #(0) = v, innerhalb
des harmonischen Oszillators zu préparieren. Vielmehr bezeichne

1 (IO — j)2 (UO - ’D)Z

p(@o,v0) = ——— exp | — -
p(0, vo) oo, P 202 202

die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, ein Teilchen mit den Anfangsbedingungen xz, und v, anzu-
treffen. Dabei sind Z und © der mittlere Anfangsort und die mittlere Anfangsgeschwindigkeit des
Ensembles, wihrend o, und o, die Breiten der GauBverteilung darstellen. Die anféngliche Vertei-
lungsfunktion ist entsprechend durch f(zg, vg,0) = N p(zg, vo) gegeben, wobei N die Gesamtzahl
der Teilchen im Ensemble bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie die Inverse der Lsung

z(t) \ _ coswt L sinwt Zo

v(t) )\ —wsinwt coswt Vo
des obigen Anfangswertproblems fiir den harmonischen Oszillator, d. h. driicken Sie die An-
fangsbedingungen z, und vy als Funktionen des Endpunktes = z(t) und der Endgeschwin-
digkeit v = v(t) aus. Wie lautet die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion f(z,v,t)? Be-

griinden Sie Ihr Vorgehen kurz anhand einer Skizze.
(2 Punkte)

(b) Geben Sie nun die zeitliche Entw1ck1ung der Teilchenzahldichte n(z,t) fR z,v,t) dv
und der Geschwindigkeitsdichte g(v, t) fR z,v,t) dx an und bestlmmen Sie das Zelthche

Verhalten der kinetischen Energie des Ensembles Ekm = [[r2(3m?) f(z,v,t) dz dv. In
welchem Zusammenhang stehen die Volumenelemente d.I)Q dvy und dJ dv Zuemander?
(3 Punkte)

Eigenschaften der Poisson-Klammer

Die Poisson-Klammer zweier Phasenraum-Funktionen A(q,p) und B(q,p) mit ¢,p € RY ist
definiert tiber

(a) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften:
(i) Antisymmetrie: {A, B} = —{B, A}
(ii) Linearitit: {A, B+ C} = {A,B} + {A,C}
(iii) Produktregel: {A, BC} = {A, B}C' + B{A,C}
(2 Punkte)

(b) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Jacobi-Identitit:

{A,{B,C}}+{B,{C,A}}+{C,{A,B}} =0.

(c) Verifizieren Sie die folgenden, fundamentalen Poissonklammern

{0} =0={ps,pe} und {q,pr} = dur.

(2 Punkte)

(1 Punkt)



