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15. Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die quantenmechanische Zweiteilchen-Streuung

In dieser Aufgabe wollen wir einen storungstheoretischen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeits-
amplitude wy; der Zweiteilchenstreuung in einem kurzreichweitigen Wechselwirkungspotential
V(@ — Z5|) angeben. Der Gesamthamiltonian H = H, + V beinhaltet neben dem Wechsel-
wirkungspotential auch den Hamiltonian Hy = 5= (7 + p3) der freien Zeitentwicklung der bei-
den Teilchen. Wir nehmen an, dass der Anfangszustand der beiden Teilchen zur Zeit ty = =7
der Impulseigenzustand [¢)(—T')) = |[¢») = |p1, p2) ist und interessieren uns dafiir, mit welcher
Wahrscheinlichkeit die beiden Teilchen nach der Streuung zur Zeit t = 7" im Impulseigenzustand
[(T)) = |4) = |}, Ps) zu finden sind. Dabei gilt Hy |y ) = Ei¢|ebi ), wobei B = 5= (57 + p3)
und Fy = i(ﬁf + 77,2) die zugehorigen Energieeigenwerte des freien Hamiltonians sind. Ferner
seien mit |¢;) die iibrigen Energieeigenfunktionen zu H, bezeichnet, fiir die die Vollstindigkeits-
relation D, [¢e)(vr] = 1 gilt.

Bezeichnen wir mit U (¢, ty) = e~ #H(t=t0) den Zeitentwicklungsoperator der gesamten Dynamik,
so lautet die Wahrscheinlichkeitsamplitude dieses Streuprozesses

wii(T) = (o] U(T,~T) ) = (5. 7

(T,~T) |pi.72) - M

Im Folgenden wollen wir die beiden fiihrenden Terme dieser Wahrscheinlichkeitsamplitude in
Storungstheorie bestimmen und zeigen, dass im Grenzfall 7' — oo die Energieerhaltung Fy = E;
folgt.

(a) Zunichst ist es sinnvoll die triviale, freie Zeitentwicklung abzuspalten, indem man das Pro-
blem im sogenannten Wechselwirkungsbild betrachtet. Dazu definieren wir die Wellenfunktion
[1h(t)) im Wechselwirkungsbild iiber [1(t)) = e~#70¢|3)(t)). Leiten Sie hieraus die Schrodinger-
gleichung im Wechselwirkungsbild

9, - o
in(0) = V(0 [9(0) &

ab, wobei V (t) = enfot |V ¢~ 1ot
(1 Punkt)

(b) Verifizieren Sie, dass [1(t)) = U(t, )¢ (to)) mit U(t, to) = 1 + 300 UM (#,t,) und

U™(t,ty) = < )/dtl/ dty .. / dt, V() V(L) ... V(t,) 3)

eine formale Losung der Schrodingergleichung im Wechselwirkungsbild, Glg. (2) (fiir belie-
bige Anfangswellenfunktionen |t(tg)) ) ist.

(2 Punkte)

(c) Zeigen Sie, dass die sogenannte , diffraction function (Beugungsfunktion, sinc-Funktion)

sin(ax)
Oy (z) =
@ (@) = ——
in der Form 0(o)(2) = 5= j e dr geschrieben werden kann und somit im Grenzfall @ — oo

gegen die - Funktlon strebt.
(1 Punkt)

(d) Fiir kurze Wechselwirkungszeiten geniigt es, die Terme U M (t, ty) und UA(t,t,) in der for-
malen Losung der Schrédingergleichung im Wechselwirkungsbild zu beriicksichtigen und alle
hoheren Ordnungen zu vernachlissigen. Leiten Sie unter dieser Annahme mit (¢¢[¢)) = &5
den Ausdruck

wii(T) = " #E BT 65 4 (| UD(T, =T) [) + (| U (T, =T) [1h)
fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude (1) ab, und zeigen Sie, dass
<Ut‘ U(l)(T7 —T) "Ul> = 27 Vﬁ 5(T/ﬁ)(Ef — Ei) s

wobei wir die Matrixelemente des Wechselwirkungspotentials mit V5 = (¢ V' [¢;) abgekiirzt
haben.

(2 Punkte)
(e) Zeigen Sie entsprechend fiir 7' > 1, dass
~ . Vi Via
(bt | UP(T, =T) ofy) ~ —2mi |:Elim+ Z E ﬂ‘Ekk+ - Srymy(EBr — E3)
indem Sie die folgende Relation verwenden
1 R G
mibt) 91y — ¢ li / ——dE

¢ (i =t) = =5 = Jim E_Ertic

(3 Punkte)

(f) SchlieBlich definieren wir die Ubergangsmatrix 7¢; iiber den Zusammenhang
wﬁ(T) = eiﬁ(EffE‘)T [5{1 — 27 7}1 (S(’[‘/h)(Ef — El)] .

Leiten Sie mit Hilfe der obigen Resultate (7" > 1) und unter Verwendung der formalen
Schreibweise

. 1
E-1-Hy+ie- 1) = —F——
( otiE ) = e T i
den folgenden Ausdruck fiir die Ubergangsmatrix ab
T = I (0 V +V e V)

Begriinden Sie kurz, warum im Grenzfall 7" — oo die Energieerhaltung Ey = E; erfiillt ist.

(2 Punkte)



16. Stationire Losung und Erhaltungssitze der Boltzmann-Gleichung

Die aus der Vorlesung bekannte Boltzmann-Gleichung fiir geschwindigkeitsunabhéngige, duflere
Krifte F(Z) lautet

a 3 18 8 =/ =/ ! !
£+; {p;; E)Q afﬂ /‘dJ /d pl/d vy W (BL, BalB), 03) (1 fo — fu fa)

-y

wobei wir fiir die Verteilungsfunktion die Abkiirzungen f; = f(%,p;,t), und f; = f(%,p;,t) mit
j € {1,2} eingefiihrt haben. Die Ubergangswahrscheinlichkeit W (7, pa| ], D) ist ‘dabei propor-
tional zum differentiellen Streuquerschnitt o (57, |7, Py) und ergibt sich laut Vorlesung gemiB

W (py, palpy, p3) = | Tril” - (pl + Py — Py — Pa) -0 (ﬁ(ﬁf + 72 —7)* fﬁéz)) .

Sie erfiillt die folgenden Symmetrieeigenschaften:

(i) Vertauschbarkeit der Teilchen: W (s, P |0y, D)) = W (P1, P2| P}, 7o)
(ii) Inversionssymmetrie: W (—py, —pa| — Py, —Ps) = W (D1, Da|P71, Pa)
(iii) Zeitumkehrinvarianz: W (—py, —ps| — p1, —pa) = W (p1, pa|P1, D) -

(a) Zelgen Sie durch expllzltes Einsetzen in die Boltzmann-Gleichung, dass fiir eine konservative
Kraft F(Z) = —V;V (%) der Ausdruck

3
(g (de)
1@ =h (grrg ) ©

eine Losung der stationdren Boltzmann-Gleichung (0f;/0t = 0) ist. Bestimmen Sie die zu-
gehorige Verteilungsfunktion f(Z, py) mit Normierungskonstante f; fiir das spezielle Potential

gz+ 2w (@ +y?) Vo 2>0
00 vV z2<0

W@:Vw%a:{

wobei g > 0,und w > 0.
(2 Punkte)

(b) Sei aw = «(p) eine beliebige Funktion des Impulses. Beweisen Sie mit Hilfe der Symmetrieei-
genschaften (i) bis (iii), dass

/ﬁm/fm/fM/ﬁ%WW&@W@Q%ﬂﬂfﬁﬁ%m
R3 RS RS :

1 : ; V-
= Z/dﬁ)l/d‘spz/d /dd W (P, a|p1, a) - (f1 fo = f1 fo) - (a1 + g — o) —a3) |
R3 R3 R3
wobei wir die Abkiirzungen o; = () und o; = «(f}) mit j € {1, 2} verwendet haben.

(2 Punkte)

(c) Leiten Sie ausgehend von a(p) = 1 und der Boltzmann-Gleichung die Kontinuititsgleichung

do =,
% + Viz(ou) =0

ab. Dabei ist die Massendichte durch o(7,t) = m [, f(Z,7,t) d®p und die mittlere, lokale
Geschwindigkeit durch

@(z, 1) = <ﬁ > e (2) sz 50

m Jus f(Z5.8) dp

m
definiert. Beweisen Sie damit, dass die Normierung der Verteilungsfunktion

/d3 /dspjrn /d3 /di’pfxn

eine Erhaltungsgrofie der Boltzmann-Gleichung ist.

(3 Punkte)
(d) Leiten Sie entsprechend fiir ov(;) () = p; mit i € {1,2,3} die Gleichung
= (ou, +Za Pu+oumw) = =F, @
her, wobei wir den sogenannten (lokalen) Drucktensor
Pu(Z,t) = 0 (& — ;) (& — uy)) m/ B i) (B — ) f(Z,0,t) d°p
eingefiihrt haben. Zeigen Sie damit, dass die Gesamtimpuls P(# = [gs o(Z,t) (7, t) &Pz eine

ErhaltungsgroBe ist, sofern die dufieren Krifte F( 7) verschwmden. Bringen Sie desweiteren
Glg. (4) in die dquivalente Form

op,
<8t+Zuk ) Z 8”515 Q

Bemerkung: Fiir den Fall eines isotropen Drucktensors P, = p d; und einer verschwindenden
duBeren Kraft F'(Z) erhalten wir hieraus die aus der Hydrodynamik bekannte Euler-Gleichung.
(3 Punkte)

(e

~

SchlieBlich fiihren wir noch die Energiedichte

2 2
= o D D . 3
EZt) =—(— )= — T, p,t)d’
(7,1) <2 > /}RQ (2 ) f@ pt)d’p

ein. Zeigen Sie, das sich diese gemiB E(Z,t) = £u?(&,t) + £ (&, 1) zerlegen laBt, wobei
2i%(Z,t) die kinetische Energie der lokalen konvektlven Strbmung ist, und

e(T,t) = <m<17 _ E)2> _ Jrs %(5 - ’17>2 (@ p,t)d®p

m Je (&0, t) dBp




die innere Energie pro Teilchen (mittlere thermische Energie) in dem mit der Geschwindigkeit
@(Z, t) mitgefiihrten lokalen Bezugssystem beschreibt.

(1 Punkt)

(f) Leiten Sie nun ausgehend von «(p) = % die Relation

OE <~ 0 > 0 o
E+;T‘T}C<Eltk+gpkiui+t]k):%;U%Fk

fiir die zeitliche Anderung der Energiedichte E(7, t) her. Hierbei bezeichnet

- , 2 , ~ 2
> 0 P \NXm(p P \Xm(p N3
Jan=2((2-a) (2 _a))=[ (Z-a)Z(2 - t)d
(@) m <<m u) 2 (m u)> /]Rx (m u) 2 (m u) 1@ pt)dp

die sogenannte Wirmestromdichte. Unter welchen Umsténden folgt, dass die Energiedichte
wihrend der Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion entsprechend der Boltzmann-Gleichung
eine Erhaltungsgrofe ist?

(3 Punkte)



