Prof. Dr. Giovanna Morigi Endre Kajari 23. Zustandsgleichung des realen Gases im Rahmen der kanonischen Gesamtheit

In dieser Aufgabe wollen wir die Zustandsgleichung des realen Gases im Rahmen der kanonischen

WS 2011/12 TPIV: Quantenphysik und statistische Physik Blatt 10 Gesamtheit untersuchen und dabei einen Zusammenhang zur Van-der-Waals-Gleichung herstellen.

Ausgangspunkt ist die Hamilton-Funktion
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Ausgehend von der Hamilton-Funktion fiir wechselwirkungsfreie Teilchen, werden in dieser Auf- mit dem Kastenpotential (1) und der Wechselwirkungsenergie zweier Teilchen Vi, (|7 — G;|). Ab-
gabe die thermodynamischen Eigenschaften des idealen Gases im Rahmen der kanonischen Ge- bildung 1 zeigt ein typisches Zweiteilchen-Wechselwirkungspotential Vi, (r) (blaue, durchge-
samtheit untersucht. Die Hamilton-Funktion des idealen Gases lautet mit 7= (5,7, ..., p%) € R3Y zogene Linie) aufgetragen iiber den Teilchenabstand r = |G — ¢;|. Das Eigenvolumen der ku-
N ooy gelformigen Teilchen mit effektivem Teilchenradius o betrdgt dabei vy = —cro (Eigenvolumen
H(p,q) Z [ (@ )} ) des Gases Vy = Nuyp). In dieser Aufgabe gehen wir zum einen davon aus, dass das Wechselwir-
pry v kungspotential kurzreichweitig ist und fiir Relativabstinde » > 7, vernachlédssigt werden kann,

L. . . d.h. Vi (r) = 0 fiir > ry. Zum anderen nehmen wir an, dass die Temperatur 7' des realen Gases
wobei die Teilchen durch das Kastenpotential hoch genug ist, und dass die Dichte des Gases klein genug ist, so dass 7( Jmo) < 1. Unter diesen

. 0 Y g€V CR? Voraussetzungen kann die Funktion f(r) = e=#Vin() — 1 mit f;; = f(|¢; — ¢;|) als Entwicklungs-
Pw(q) = { o V §¢VCR? M parameter angesehen werden. Wir begniigen uns im Folgenden mit Korrekturen zum idealen Gas,

. . . . . L die erster Ordnung in f;; sind.
auf das Volumen V eingeschrénkt sind. Die Dichtefunktion der kan. Gesamtheit lautet mit 3 = =
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(a) Zeigen Sie, dass sich die Zustandssumme der kanonischen Gesamtheit fiir das ideale Gas zu
1_
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ergibt, wobei A die thermische De Broglie-Wellenldnge bezeichnet. I [ — é
(2 Punkte)

Abbildung 1: Zweiteilchen-Wechselwirkungspotential Viy(r) (blau) und zugehorige Entwicklungs-
funktion f(r) (rot) fiir zwei verschiedene Temperaturen. Fiir Vi (r) wurde das sogenannte Lennard-
Jones Potential als Beispiel herangezogen.

(b) Bestimmen Sie unter Verwendung der Stirlingschen Formel In N! ~ NIln N — N die freie
Energie F(V,T,N) = —kTInQy(V,T) und leiten Sie mit Hilfe der Relation p = — (%)T
die Zustandsgleichung des idealen Gases ab. Wie lautet die Entropie S und die innere Energie

U des idealen Gases?

(3 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass sich die Zustandssumme des realen Gases zu
(c) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte w(E) = (6(E — H(p, ¢))), die N Teilchen des Qn(V.T) = Q4(V,T) N?V:T)
idealen Gases bei der Gesamtenergie E vorzufinden, durch die Poisson-Verteilung der Form

ergibt, wobei Qi3(V, T) = V' /(A*N N!) die Zustandssumme des idealen Gases ist und
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gegeben ist, wobei 2, (R) = R" "1 Q,,(1) =273 R"~YT'(2) die Oberfliche der n-dimensionalen

Kugel mit Radius R beschreibt. Bestimmen Sie ferner die wahrscheinlichste Gesamtenergie . . . . . . .
E, den Erwartungswert (E) und die Varianz (AE)? = (E2) — (E)2, und geben Sie fir diese die Korrekturen durch die Wechselwirkung beschreibt. Leiten Sie daraus die Zustandsglei-

Grofen die beiden fithrenden Ordnungen in N an. Wie verhilt sich die relative Energieschwan- chung des realen Gases ab:

kung AE/(E) und die relative Abweichung (E — (E))/(E) fiir N — c0? pV = NkT <1 +V 872)

(4 Punkte) ov (2 Punkte)



(b) Entwickeln Sie Z(V, T') bis zur ersten Ordnung in den f;; und verifizieren Sie damit (a) Zeigen Sie, dass das mittlere magnetische Moment M = Zf\zl(ﬁz) welches im Festkorper
durch das angelegte Magnetfeld H = H - &, induziert wird, gegeben ist durch

o0 i, oo
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Z(V,T)=1In 1+¥/f(r) 2mridr + O(f%)| = —/f(v) 2mr? dr. . 1
14 14 M = Nuy |coth(BuyH) — =———| - €. .
0 0 Buartl (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass damit Zustandsgleichung folgende Form annimmt: =
N [ (b) Skizzieren Sie M = M - €. als Funktion von (BuarH). Diskutieren Sie insbesondere das
pV = NkT (1 - V/ fr)2mr? dr) : ) Verhalten von M fir 7 — 0 und 7 — oo indem Sie die Laurentreihe des cothz um
0

x = 0 verwenden. Fiir kleine H definiert sich die Suszeptibilitdt y mit V' als dem betrachteten

3 Punkt
(3 Punkte) Festkorpervolumen iiber M| /V = x H + O(H?). Bestimmen Sie hieriiber die Suszeptibilitit
(c) Zeigen Sie, dass die aus Aufgabe 2 bekannte Zustandsgleichung des Van-der-Waals-Gases fiir N N?\J )
geringe Dichten V;/V = Nuvy/V = b/(4V) < 1 in die Form X =gy (Curie-Gesetz)
pV = NkT |1+ ﬁ ( don — ﬁ) und begriinden Sie kurz warum x eine intensive thermodynamische GroBe ist.
VAT T (3 Punkte)

gebracht werden kann. Folgern Sie durch Vergleich mit Glg. (2), dass sich die Konstanten v,

und « der Van-der-Waals-Gleichung aus dem Wechselwirkungspotential gemiB (c) Bestimmen Sie die innere Energie U = (E) des Festkorpers. Diskutieren Sie das Verhalten

der spezifischen Wirme C'y = (‘2—%) " fir T — Ound 7" — o0, wenn wir bei konstantem

vy = igg und (T = 27kT /OO (efﬂva,.t(r) _ 1) r2dr Magnetfeld A die Temperatur 1" indern.
3 oy (2 Punkte)
ableiten lassen.
(2 Punkte) 25. Das ideale Gas im Rahmen der groSkanonischen Gesamtheit
In dieser Aufgabe wollen wir die thermodynamischen Eigenschaften des idealen Gases im Rahmen
24. Langevins klassische Theorie des Paramagnetismus der groBkanonischen Gesamtheit untersuchen. Dazu gehen wir wieder von der Hamilton-Funktion
. . L L . des idealen Gases aus
In dieser Aufgabe wollen wir mit den Methoden der statistischen Mechanik ein klassisches Mo- N 72
dell des Paramagnetismus aufstellen und damit das Curie-Gesetz ableiten. Dazu betrachten wir NV H(p,q) = Z [ Q;n + ‘DW(@)} )
magnetische Momente [; mit ¢ € {1,... N}, die sich in einem konstanten, homogenen Magnet- i=1
feld H = B (cgs-System) ausrichten. Wir nehmen ferner an, dass die frei drehbaren magnetischen mit dem Kastenpotential (1) aus Aufgabe 22. Die Dichtefunktion der groBkanonischen Gesamtheit
Momente ist gegeben durch
coS ¢; sin b;
i =pp | sing; sinb; , = const. L. e~ BHF.T)—p1N) G
N) = ———— V.T, p) = V. T),
cos b; pcx(P, ¢, N) Q. T, ) QV. T, ) NZ:UZ An(V.T),
an festen Gitterplitzen in einem Festkorper verankert sind. Daher konnen wir die kinetische Ener-
gie des Ensembles vernachldssigen. Die Gesamtenergie ist dann durch die potentielle Energie wobei z = e die Fugazitiit bezeichnet.
N
E(¢x, 0k) = — Z o H . (a) Zeigen Sie, dass die Zustandssumme die einfache Form Q(V, T, 1) = exp|[z V/\?] besitzt.
= (1 Punki)
die diese Momente in dem homogenen Magnetfeld H = H - €, besitzen, gegeben. Die Mikro-
Zl.l.StéiI.lde dies§s Systems sind durch‘die Ori.entierungen (¢4, 0;) der magnetischen Dipole festgelegt. (b) Berechnen Sie das groBe Potential Q(V, T, 1) = —kT n Q(V, T, 1) = —pV sowie die mitt-
Fiir die kanonische Verteilung pk (¢;, 0;) gilt lere Teilchenzahl (), und bestimmen Sie damit die Zustandsgleichung des idealen Gases im
e—BE6i.0:) Rahmen der grofkanonischen Gesamtheit. Leiten Sie zudem die Ausdriicke fiir die Entropie S
px (i, 0;) = STHT mit Qn(H,T)= /dQl . / dQy e PP und die innere Energie U ab.
Qn(H,T) ! / (3 Punkte)

und § = ﬁ Die Integration erstreckt sich dabei iiber die Oberfliche S5 der Einheitskugel und die
Magnetfeldstirke [ ersetzt das Volumen V' als natiirliche Variable.



(c) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit N’ Teilchen vorzufinden w(N') = (dy/n) durch die

Poisson-Verteilung
1 /\Y _zv
w(N'") = i (F) e

gegeben ist. Bestimmen Sie die wahrscheinlichste Teilchenzahl N, den Erwartungswert (V)
und die Varianz (AN)? = (N?) — (N)?. Wie verhiilt sich die relative Teilchenzahlschwankung
AN/(N) und die Differenz N — (N) im thermodynamischen Limes?

(3 Punkte)



