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Aufgabe 15  Mathematischer Dipol

Die Ladungsdichte eines mathematischen Dipols ist p(Z) = —p - VA(Z). Zeigen Sie, dass das
elektrostatische Potential und das elektrische Feld in der Form
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geschrieben werden kénnen (r = |Z| und €, = Z/r). (1 Punkt)

Aufgabe 16  Leitende Kugel im homogenen elektrischen Feld
Bestimmen Sie das elektrostatische Potential einer leitenden Kugel mit Radius @ in einem
auferen, homogenen elektrischen Feld mit Hilfe der Spiegelladungsmethode.

a)

Uberlegen Sie sich, wie mit 2 Ladungen (plus Spiegelladungen) und anschliefender Grenz-
wertbildung das Problem gelost werden kann. Skizzieren Sie die Anordnung und tragen
Sie Ladungen und Spiegelladungen (Position und Grofe) ein. Welches Verhéltnis muss bei
der Grenzwertbildung konstant bleiben, damit sich ein endliches Feld ergibt? (1 Punkt)

Bestimmen Sie das Potential ® dieser Anordnung und fithren sie den Grenziibergang aus.
Verwenden Sie dazu Kugelkoordinaten (Ergebnis: Ej cosf[a®/r? —r]). (1 Punkt)

Zeigen Sie, dass ¢ als Summe des Potentials einer Punktladung, eines Dipoles und eines
homogenen Feldes geschrieben werden kann. Bestimmen Sie die Grofe der Punktladung,
das Dipolmoment p’ und die Feldstirke. Wie laft sich damit das Ergebnis aus Teil b)
erkldren? (1 Punkt)

Berechnen Sie die Oberflachenladungsdichte, die auf der Kugel influenziert wird. Wie ist
diese auf der Kugel verteilt und wie grof ist die Gesamtladung? (1 Punkt)

Aufgabe 17  Kreisausschnitt
Betrachtet wird folgendes Randwertproblem:
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Das Potential auf den beiden Schenkeln verschwindet (& = 0), und auf dem Kreisbogen gilt
O(R, p) = Po(¢). Zeigen Sie mit Hilfe des Verfahrens der Trennung der Variablen, dass sich das
Potential im Inneren des ladungsfreien Kreisausschnittes schreiben lésst als

O(r, 9) = ch r'e sin (%qb) :
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Bestimmen Sie ¢;. (2 Punkte)



Aufgabe 18  Selbstenergie

Betrachten Sie eine Kugel mit homogener Ladungsdichte und berechnen Sie die elektrostatische
Energie der Ladungsverteilung. Was passiert, wenn der Radius der Kugel bei gleichbleibender
Gesamtladung gegen Null geht? Was bedeutet das z.B. fiir ein Elektron? Wenn das Elektron mit
Ruheenergie m.c? eine homogen geladene Kugel wiire, wie grof wire sein Radius? (1 Punkt)

Aufgabe 19  Konforme Abbildungen und metallische Ecke

Eine analytische Funktion f(z) = u-+iv mit z = x+iy = pe'® erfiillt die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen
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Fir die Anwendung in der Elektrostatik kénnen konforme Abbildungen verwendet werden,
um zweidimensionale Randwertprobleme mit komplizierter Geometrie auf einfache, bekann-
te Probleme zuriickzufiihren. Analytische Funktionen erzeugen konforme Abbildungen, wenn
f'(2) # 0 im interessierenden Gebiet gilt.

a) Zeigen sie, dass fiir den Realteil u(z,y) und den Imaginérteil v(z,y) einer analytischen

Funktion f(z) die Laplace-Gleichung erfiillt ist und dass die Linien u = const. und
v = const. senkrecht aufeinander stehen. Warum koénnen z.B. v(z,y) als Potential und
u(z,y) = const. als Feldlinien angesehen werden? (1 Punkt)

b) Ein einfaches, bekanntes Problem ist das eines unendlich grofen Plattenkondensators.
Die Platten sollen sich entlang der reellen Achse und der Geraden Imz = y; erstrecken.
Machen Sie sich klar, dass der Imaginérteil v(x,y) der Funktion fi(2) = c1z+i¢y (c1 € R)
das Potential, der Realteil u(z,y) die Feldlinien eines Plattenkondensators beschreiben
(Skizze!). Die untere Platte soll geerdet sein, die obere befindet sich auf dem Potential
¢1. Wie miissen ¢g und ¢; gewihlt werden?

Warum ist der Ansatz f(z) = >~ c,2" sinnvoll, wenn beliebige Randbedingungen im

oberen Halbraum zugelassen werden, auf der reellen Achse das Potential aber weiterhin
verschwinden soll. Welche Eigenschaften haben die ¢,,?

(1 Punkt)

c¢) Untersuchen Sie die Eigenschaften der Abbildung
Y= (0 < B < 2m).

Wie werden insbesondere die reelle Achse, Strahlen vom Ursprung, und die Geraden
x = const. bzw. y = const. auf die komplexe z’-Ebene abgebildet? Skizzieren Sie die Falle
f<m B>mund § < 2m.

(2 Punkte)

d) Berechnen Sie mit Hilfe des Potenzreihenansatzes aus Teilaufgabe b) das elektrostatische
Potential, das elektrische Feld und die Oberflaichenladungsdichte fiir eine geerdete leitende
Ecke bzw. Kante. Diskutieren Sie das Verhalten dieser Grofsen in der Nédhe der Ecke fiir
verschiedene Offnungswinkel 3.

(2 Punkte)



