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Aufgabe 45 Tragheitstensor

Betrachten Sie einen flachen Festkorper in Dreiecksform mit gleichméfiger Dichte p = M/S,
wobei M die Masse und S = a?/2 die Fliche des Korpers sind. Das Dreieck ist gleichseitig und
rechtwinklig und a ist die Lénge einer der Seiten mit gleicher Linge. Wir wéhlen die Ecke des
rechten Winkels als Ursprung des Koordinatensystems. Die x- und y-Achse sind entlang der
gleichen Seiten des Dreiecks und die z-Achse senkrecht zu der Dreiecksfliche (s. Abb. 1).
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Abbildung 1: Skizze des Festkorpers: ein rechtwinklinges gleichseitiges Dreieck in der x — y
Ebene mit den Seitenléingen |OA| = |OB| = a. Die Massedichte p(r) ist innerhalb des Dreiecks
gleichméBig M /S und verschwindet auflerhalb des Dreiecks.

Der Tragheitstensor ist durch
I— / o(r) [(r - 7)1s — 7 ® 7] dedydz (1)
1%

gegeben, wobei hier 15 die Einheitsmatrix in R3, “” das Skalarprodukt in R?® und “®” das
dyadische Produkt darstellt. Das dyadische Produkt von zwei Vektoren a und b ist eine Matrix
a ® b, welche durch (a ® b);; = a;b; gegeben ist. Beachten Sie, dass der Trégheitstensor eine
3 x 3 Matrix ist.

a) Berechnen Sie den Trégheitstensor fiir das Dreieck OAB wie es in Abb. 1 gezeigt ist.
(8 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von I. Die Eigenwerte werden als Haupt-
tragheitsmomente und die Eigenvektoren als Haupttrdgheitsachsen bezeichnet.

(2 Punkte)



c) Berechnen sie die Basistransformation von der urspriinglichen Basis (s. Abb. 1) zu den
Haupttragheitsachsen.

(2 Punkte)

d) Das Dreieck rotiere jetzt um die 2-Achse mit Winkelgeschwindigkeit w’ = (0,0,w). Be-
rechnen Sie die kinetische Energie in der urspriinglichen Basis (s. Abb. 1) und der Basis,
welche durch die Haupttrigheitsachsen gegeben ist. (1 Punkt)
Hinweis: Die kinetische Energie ist durch K = %wT] w gegeben, wobei [ und w in der
jeweils gleichen Basis darzustellen sind.

Aufgabe 46  Schwerpunkt eines Seiltinzers

Berechnen Sie den Schwerpunkt eines Seiltdnzers mit Balancierstange. Der Seiltédnzer wird durch
das Kurvenstiick C; = {(0,¢)|0 < ¢ < 1.8} (sehr schematisch) beschrieben, es soll die Massen-
dichte p; = 32 haben. Die Balancierstange ist gegeben durch Cy = {(¢,1.2 — 0.05¢%)|[t| < —4}
und pp = 2. (3 Punkte)
Hinweis: Die Gesamtmasse ist durch M = [, p(r)ds gegeben, wobei p(r) die Massendichte
entlang der Kurve C' = (] U () ist. Hier ist ds das infinitesimale Linienelement. Der Schwer-
punkt des Systems ist durch R = M~ [, p(r)rds gegeben.

Aufgabe 47

Ein Massenpunkt im Ursprung erzeugt ein Gravitationsfeld, das bis auf einen konstanten Faktor
durch
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gegeben ist. Wird ein weiterer Massenpunkt der Masse 1 in diesem Gravitationsfeld ldngs einer
Kurve a : [a,b] — R3\{0} bewegt, so ist die an diesem geleistete Arbeit das Wegintegral

—/KtandS:—/K'dw.

a) Zeigen Sie, dass in diesem Kraftfeld lings geschlossener Wege (a(a) = a(b)) keine Arbeit
geleistet wird. (8 Punkte)
Hinweise: Schreiben Sie [ K -dx in der Form fab L(..)dt.

b) Zeigen Sie, dass jedes Zentralfeld v(x) = k(r)x mit einer stetigen Funktion k von r =
|z|| > 0 ein Potential besitzt. Das bedeutet es existiert ein U(x), welches v(x) = VU (x)
erfiillt. (2 Punkte)
Hinweis: Machen Sie den Ansatz U(x) = u(r).



Aufgabe 48  Kreuzprodukt

a) Gegeben seien zwei Vektoren v; and v, im R3. Zeigen Sie, dass die Linge des Kreuzpro-
duktes der beiden Vektoren ||v; X vq|| der Fliche des von ihnen aufgespannten Parallelo-
gramms entspricht. (2 Punkte)
Hinweis: Argumentieren Sie wieso es hinreichend ist dies fiir den Fall v; = (a,0,0) und
vy = (b, ¢,0) zu zeigen.

b) Gegeben sei eine Flichenparametrisierung ¢ : R* D U — R3:

¢1(U1, Uz)
¢(u17U2) = ¢2(U1, UQ)
¢3(U1, Uz)
Des Weiteren seien
a 832' ¢1
v, = ¢ = ai.¢2 ) gik = <,Ui7 ’Uk) fiir ia k= 17 27
Ou; '
Au; ¢3
und
g1 G12
= det ik) = .
g (g k) 921 g22

Dabei ist (-, -) das Standardskalarprodukt in R®. Zeigen Sie, dass [|v1 x vo| = /9.
(2 Punkte)



