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Aufgabe 23

Seien 𝐴⃗ und Φ gegeben, so dass

∇⃗ · 𝐴⃗ +
1

𝑐

𝜕Φ

𝜕𝜏
̸= 0 ,

d.h. 𝐴⃗ und Φ erfüllen nicht die Lorenz-Bedingung.

a) Finden Sie die Gleichung, die die Eichung Λ1 erfüllen soll, wobei

𝐴⃗′ = 𝐴⃗ + ∇⃗Λ1

Φ′ = Φ − 1

𝑐

𝜕

𝜕𝜏
Λ1

mit

∇⃗ · 𝐴⃗′ +
1

𝑐

𝜕Φ′

𝜕𝜏
= 0

gilt.

(1 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡)

b) Finden Sie die Eichtransformation Λ𝐿, so dass

𝐴⃗′′ = 𝐴⃗′ + ∇⃗Λ𝐿

und

Φ′′ = Φ′ − 1

𝑐

𝜕

𝜕𝜏
Λ𝐿 ,

wobei 𝐴⃗′′,Φ′′ und 𝐴⃗′,Φ′ die Lorenz-Bedingung erfüllen.

(1 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡)

Aufgabe 24 Retardierung in der Coulomb-Eichung
Im Gegensatz zur Lorenz-Eichung div𝐴⃗ + Φ̇/𝑐 = 0 reagiert in der Coulomb-Eichung div𝐴⃗ = 0
das skalare Potential 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑎𝑛 auf Änderungen der Ladungsverteilung – im (scheinbaren)
Widerspruch zur speziellen Relativitätstheorie. Dieses Paradoxon soll genauer untersucht wer-
den.
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a) Leiten Sie aus den Maxwellgleichungen die Bewegungsgleichungen für das skalare Poten-

tial Φ(𝑥⃗,𝑡) und das Vektorpotential 𝐴⃗(𝑥⃗,𝑡) ab. Erklären Sie, warum man eine Eichfreiheit
hat.

(1.5 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡𝑒)

b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen für Φ(𝑥⃗,𝑡) und 𝐴⃗(𝑥⃗,𝑡) in beiden Eichungen. Be-
stimmen Sie die Lösung für Φ𝐶(𝑥⃗,𝑡) in der Coulomb-Eichung, und zeigen Sie damit, dass
das skalare Potential instantan von der Ladungsdichte abhängt. (Führen Sie die trans-

versale Stromdichte ein, um die Gleichung für 𝐴⃗𝐶(𝑥⃗,𝑡) kompakt anschreiben zu können)

(3 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡𝑒)

c) Überprüfen Sie, dass Φ𝐿(𝑥⃗,𝑡) und 𝐴⃗𝐿(𝑥⃗,𝑡) in Lorenz-Eichung die Bewegungsgleichung
erfüllen,

𝐴⃗𝐿(𝑥⃗,𝑡) =
1

𝑐

∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑗⃗ (𝑥⃗′, 𝑡′ = 𝑡− |𝑥⃗− 𝑥⃗′|/𝑐)

|𝑥⃗− 𝑥⃗′|

Φ𝐿(𝑥⃗,𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥′ 𝜌 (𝑥⃗′, 𝑡′ = 𝑡− |𝑥⃗− 𝑥⃗′|/𝑐)

|𝑥⃗− 𝑥⃗′|
.

(1 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡)

d) Das Vektorpotential über die Eichfunktion 𝜒(𝑥⃗,𝑡), die Coulomb- mit Lorenz-Eichung ver-
knüpft, bestimmt werden. Zeigen Sie, dass

𝜒(𝑥⃗,𝑡) = −
∫︁

𝑑3𝑥′ 𝑐

|𝑥⃗− 𝑥⃗′|

|𝑥⃗−𝑥⃗′|/𝑐∫︁
0

𝑑𝜏𝜌(𝑥⃗′, 𝑡− 𝜏) + 𝜒0

mit einer Konstanten 𝜒0 gilt.

Anleitung: Zeigen Sie zunächst, dass die Zeitableitung von 𝜒 von der Differenz Φ𝐿−Φ𝐶

abhängt. Lösen Sie dann diese Differentialgleichung.

(2 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡𝑒)

e) Berechnen Sie schließlich das Feld 𝐸⃗(𝑥⃗,𝑡) mit Hilfe der Potentiale in Coulomb-Eichung.Wie
klären Sie den eingangs aufgeführten Widerspruch?

𝐴⃗𝐶(𝑥⃗,𝑡) =
1

𝑐

∫︁
𝑑3𝑥′

⎛⎜⎝ 𝑗⃗(𝑥⃗′,𝑡′) − 𝑐𝑒⃗𝑅𝜌(𝑥⃗′,𝑡′)

|𝑥⃗− 𝑥⃗′|
+ 𝑐2

𝑒⃗𝑅
|𝑥⃗− 𝑥⃗′|2

|𝑥⃗−𝑥⃗′|/𝑐∫︁
0

𝑑𝜏𝜌(𝑥⃗′,𝑡− 𝜏)

⎞⎟⎠ ,

𝑒⃗𝑅 = (𝑥⃗− 𝑥⃗′)/|𝑥⃗− 𝑥⃗′| 𝑡′ = 𝑡− |𝑥⃗− 𝑥⃗′|/𝑐.

Hinweis: Schreiben Sie die auftretende Ableitung nach 𝑡 unter dem 𝜏 -Integral in eine
Ableitung nach 𝜏 um. Führen Sie dann die Integration aus.

(3 𝑃𝑢𝑛𝑘𝑡𝑒)
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