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Aufgabe 4  Zustandsgleichung des Van-der- Waals-Gases

Die Zustandsgleichung des Van-der-Waals-Gases lautet
a
(p+ W) (V —b) = NkT

wobei @ > 0 und b > 0 stoffspezifische Materialkonstanten darstellen. Im Gegensatz zur Zus-
tandsgleichung eines idelaen Gases sind hier Wechselwirkungen zwischen den Teilchen (ndherungsweise)
berticksichtigt. Da jedoch a und b von der Teilchenzahl abhangen, ist es vorteilhaft, diese
GroBen gemi a = N?a und b = 4Nwy zu ersetzen, wobei vy und « von der Teilchenzahl
unabhangig sind. Damit erhalten wir die Zustandsgleichung

) (5 ) o

Aufgrund des Eigenvolumens der Gasteilchen gilt fiir das Gasvolumen V' > 4Nuy.

a) Bestimmen Sie die kritische Temperatur T}, oberhalb derer die Isothermen p = p(V') des
Van-der-Waals-Gases streng monoton sind, sieche Abb. 1(a).

(2 Punkte)
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Figure 1: (a) Isotherme des Van-der-Waals-Gases und (b) Maxwell-Konstruktion.

b) Fir T' < Ty besitzen die Isothermen Extrema, siehe Abb 1(b). Bestimmen Sie die Kurve
pr(V), auf der die Extremwerte liegen. Diese Kurve hat mit der Isothermen 7' = T} den
sogenannten “kritischen Punkt” K gemeinsam. Bestimmen Sie dessen “Koordinaten”
(Vk, pr). Was kann man tiber die Stabilitdt der auf einer Isothermen T < T}, zwischen
ihren beiden Schnittpunkten mit p;(V') liegenden Zusténde sagen?

(8 Punkte)



c)

Wie sieht die Van-der-Waalssche Zustandsgleichung aus, wenn man anstelle von p, V' und
T die auf die kritischen Gréfien bezogenen Variablen p = p/pg, V = V/Vi und T = T/ T,
einfithrt?

(1 Punkt)

Bei jeder Isothermen T' < T} gibt es einen bestimmten Druckbereich, in dem zu einem
festen Druck drei Volumina existieren. Da bei einem homogenen System aber mit Druck
und Temperatur auch das Volumen (bei fester Teilchenzahl) eindeutig festgelegt ist,
kann die Van-der-Waals-Gleichung in diesem Bereich nicht mehr ein homogenes Sys-
tem beschreiben. Naheliegend ist daher die Identifizierung des kleinsten Volumens mit
der Fliissigkeits—, des grofiten Volumens mit der Gasphase eines Zweiphasensystems.
Dann ist jedoch klar, dafl die Isotherme in ihrer analytischen Form nicht der Realitat
entsprechen kann, da man aus dem Experiment weif}, dafl Fliissigkeits— und Gasphase bei
gegebener Temperatur nur bei einem einheitlichen Dampfdruck koexistieren kénnen. Soll
die Isotherme also so modifiziert werden, daf} sie ein Zweiphasensystem beschreiben kann,
muf ein Teil der Isotherme auch Isobare sein, wie in Abb. 1(b) skizziert. Wie kann man
zu einer gegebenen Van-der-Waals-Isotherme A E B D C die Dampfdruckisobare A B C
finden? Geben Sie eine qualitative Antwort ohne detailierte Rechnung.
Hinweis:
Die innere Energie eines Systems hangt nur vom vorliegenden Zustand ab und nicht
davon, wie dieser Zustand erreicht wird. Da entlang einer Isothermen die Temperatur per
Definition konstant ist, gilt y

C

UC -U A= — / pdV

Va

sowohl entlang A B C als auch entlang A E B D C.
(1 Punkt)

Im Folgenden beschréanken wir uns auf die Isothermen 7' > Tj. Geben Sie die vom
System entlang einer Isothermen T > T}, verrichtete Arbeit £ = f&? pdV an, wenn sich
das Volumen von V; auf V5 > Vj ausdehnt. Ist diese Arbeit grofler oder kleiner als bei
einer entsprechenden Zustandsanderung des idealen Gases?

(2 Punkte)

Schliellich wollen wir noch die adiabatische Expansion des Van-der-Waals-Gases unter-
suchen. Dazu isolieren wir das Gas, so dass kein Warmeaustausch mit der Umgebung
mehr moglich ist (6Q) = 0). Leiten Sie in Analogie zur Herleitung der adiabatischen
Expansionsformel des idealen Gases pV* = const., mit K als Adiabatenexponenten, die
entsprechende Relation fiir das Van-der-Waals-Gas ab.

(2 Punkte)



Aufgabe 5 Barometrische Hohenformel des idealen Gases im homogenen
Gravitationsfeld

Leiten Sie die barometrische Hohenformel in der Form

dI K —1gM

h= K R @

ab, wobei g die lokale Gravitationsbeschleunigung, K = 1+ R/Cy den Adiabatenexponent und
M die molare Masse des idealen Gases bezeichnet.

Gehen Sie dabei von der Annahme aus, dass die Volumenanderung der auf- und absteigenden
Konvektionlifte in guter Naherung durch die adiabatische Expansion (6@ = 0) beschrieben
werden kann, da die Luft keinen guten Warmeleiter darstellt. Zeigen Sie, dass sich die in-
finitesimale Anderung des Druckes dp zwischen den Hohen h und h + 8h, siche Abb. 2, iiber
dp = —p gdh ergibt, wobei p die Dichte des Gases bezeichnet. Unter Verwendung der idealen
Gasgleichung und der Gleichung fiir die adiabatische Volumenanderung eines idealen Gases
pVE = const. 148t sich Glg. (1) ableiten.
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Figure 2: Zur Ableitung der barometrischen Hohenformel.

(2 Punkte)



