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Aufgabe 1 Kugelkoordinaten

Betrachten Sie Kugelkoordinaten:

a)

b)

c)

d)

e)

cos @ sin v
r= =17 | sinpsind
cos

Berechnen Sie die Einheitsvektoren e,, e, e, und zeigen Sie, dass {e,, e
basis ist.

SIS

»» €y} eine Orthonormal-

Driicken Sie den Ortsvektor r in der Basis {e,, e, ey} aus.

o
Betrachten Sie nun ein Teilchen, dass sich entlang seiner Trajektorie durch den Raum bewegt.
Der Ortsvektor, der den Ort des Teilchens zur Zeit ¢ angibt, ist eine Funktion der Zeit, also r =
r(t). Beschreibt man die Trajektorie in Kugelkoordinaten, sind die Koordinaten (r(t), ¢(t), ¥(t))
zeitabhangig.

Berechnen Sie zunéchst die Ableitung der Einheitsvektoren %er, %e(p, %eﬁ entlang der Bahn des
Teilchens.
Berechnen Sie die Geschwindigkeit v = %r. Driicken Sie die Geschwindigkeit v in der Basis

{e,, e,, ey} aus.
2

d>r. Driicken Sie die Beschleunigung a in der Basis

Berechnen Sie die Beschleunigung a = 3

{e,., e,, ey} aus.

[2+ 05+ 15+ 1.5+ 2= 7.5 Punkte |

Aufgabe 2 Lemmata zur Fuler-Lagrange-Gleichung

2)

b)

Zeigen Sie, dass die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Quadrat der Lagrange-Funktion

d 0L*  9L* 0

dt 9q dqg
auch die regulidre Euler-Lagrange-Gleichung 16st, wenn die totale Zeitableitung der Lagrange-
Funktion %—f verschwindet.

Zeigen Sie, dass fiir Lagrangefunktionen £(q, ¢), die nicht explizit von der Zeit abhéngen,

£
FE = q'%, — £ = const.
q

gilt. Diese Tatsache ist auch als Beltrami-Identitdt bekannt.



c) Betrachten Sie eine Koordinatentransformation ¢ — f(q), wobei f zweimal differenzierbar und
invertierbar ist. Die neuen Koordinaten seien mit @ = f(q) bezeichnet.

i) Zeigen Sie, dass die neuen Geschwindigkeiten Q als Funktion der alten Koordinaten ¢ und
Geschwindigkeiten ¢ durch @ = f’(q)q¢ gegeben ist.

ii) Berechnen Sie partiellen Ableitungen %—3, %—?, %—Cg und %—Cg.

iii) Die ngraqgefunktion in den alten Koordinaten sei mit £(q, ¢, t), die in den neuen Korrdinaten
mit £(Q, Q,t) bezeichnet. Damit gilt die Identitét

£(q,4,t) = £(f(q), F'(@)d, ). (1)

Zeigen Sie: Erfillt ¢(¢) die Euler-Lagrange-DGL %%—? — %—ﬁ = 0 in den alten Koordinaten, so

erfullt Q(¢) die Euler-Lagrange-DGL %% — g—g = 0 in den neuen Koordinaten.
do _ 0

Hinweis: Wenden Sie auf beiden Seiten von 7?7 den Operator 395 — g an. Da f invertierbar
ist, gilt f’(¢) = 0 hochstens an isolierten Punkten.

[2+ 1+ 4 =7 Punkte |
Aufgabe 3 Brachistochronenproblem

Ein Teilchen mit Masse m bewege sich auf einer Schiene unter dem Einfluss der Gravitation reibungsfrei
von Punkt (0,0) nach (zy,y;).

(0,0)

K

(®1,91)

Die Anfangsgeschwindigkeit sei Null. Wir mochten die Form der Schiene nun so bestimmen, dass das
Teilchen schnellst moglich das Ende erreicht.

a) Nutzen Sie die Definition der Momentangeschwindigkeit ||v]| = 4 um die Gesamtlaufzeit des Teil-

dt
chens T als Integral iber den Weg s auszudriicken.

b) Schreiben Sie die Zeit T'[y(x)] als Funktional iiber die Form der Schiene y(z), indem Sie mithilfe
der Energieerhaltung die Geschwindigkeit durch die Héhe y ausdriicken.

c) Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion die Form
1+y'(x)?
y(x)

besitzt und bestimmen Sie mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung die Differentialgleichung der
Schiene y(x).

ﬁ(yvy,aq:) =

d) Zeigen Sie, dass sich die DGL zu
y(1+ y’?) = const.
reduzieren lasst. Zeigen Sie weiterhin, dass diese durch eine Zykloide
z(Y) = R(¢ —siny)
y(¥) = R(1 —cosv)
gelost wird. Die freien Parameter brauchen nicht bestimmt zu werden.

Hinweis Fiir parametrische Kurven gilt ¥’ = 2, wobei () die Ableitung nach dem Parameter be-

j; b
zeichnet.

[054 1+ 2+ 2 =55 Punkte |



