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Zusammenfassung Vorgestellt wird eine Methode zur
Identifikation von Parameter eines linearen, verteiltparame-
trischen Modells fiir das schwere Seil unter ausschlieBlicher
Verwendung gemessener RandgréBen. Die Methode basiert auf
der Operatordarstellung der Lésung des zugehdrigen Randwert-
problems. Aus dieser erhalt man durch sukzessives Falten der
gemessenen Trajektorien ein System algebraischer Gleichungen
in den gesuchten Parametern. Simulationsergebnisse illustrie-

ren den Ansatz. »»»  Summary A method is presented
that allows for the identification of parameters in a linear
infinite-dimensional model for the heavy rope using only boun-
dary measurements. The approach relies on an operational
representation of the solution of the corresponding boundary
value problem. A system of algebraic equations in the para-
meters is generated by repeated convolution of the measured
trajectories. Simulations illustrate the results.

Schlagworter Schweres Seil, Parameteridentifikation, partielle Differentialgleichungen, Systeme unendlicher Dimension,
Operatorenrechnung »»» Keywords Heavy rope, parameter identification, partial differential equations, infinite dimensional

systems, operational calculus

1 Einleitung

Die bekannten Methoden zur Identifikation von Para-
metern in Systemen unendlicher Dimension, die durch
Totzeitgleichungen oder partielle Differentialgleichun-
gen (Dgln.) beschrieben werden, basieren hdufig auf
endlichdimensionalen Ersatzmodellen. Fiir die letztere
Systemklasse stehen eine Vielzahl an Methoden zur
Parameteridentifikation zur Verfiigung. Geeignete Ersatz-
modelle erhilt man beispielsweise durch Diskretisierung
der Ortsvariable oder eine modale Entwicklung der
Losung!.

! Eine nicht mehr ganz aktuelle jedoch sehr gelungene Ubersicht findet
sich in [9].
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Derartige Approximationen sind bei dem hier vorge-
stellten algebraischen Ansatz nicht erforderlich. Grund-
sitzlich wird bei dieser Methode durch den Einsatz des
Operatorenkalkiils von Mikusinski (vgl. [7]) eine partielle
Dgl. als gewohnliche Dgl. aufgefasst, in der die System-
groffen und ihre Ableitungen durch Operatoren oder
Operatorfunktionen reprisentiert werden?. Im Gegensatz
zum endlichdimensionalen Fall treten in diesen gewohn-
lichen Dgln. spezielle Operatoren auf, beispielsweise der
Totzeitoperator e **. Diese konnen jedoch ausgehend von
der Kenntnis der Dgln. bzgl. s, der sie geniigen, elimi-

2TIm Anhang von [10] finden sich einige grundlegende Anmerkungen
zur Operatorenrechnung.
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niert werden. Dadurch ergeben sich Gleichungen, die
im Zeitbereich einfach zu interpretieren sind. Letztlich
miissen zur Berechnung der Parameter Faltungsprodukte
der gemessenen Trajektorien ausgewertet werden. Als
zusitzliche Schwierigkeit kommt hinzu, dass die zu iden-
tifizierenden Parameter in polynomialer Form auftreten
kénnen.

Das oben beschriebene Vorgehen wurde in [2;3;10]
auf lineare Totzeitsysteme angewandt. Zwei der Au-
toren haben dartiber hinaus in [10] eine allgemeine
Methodik zur Parameteridentifikation fiir lineare parti-
elle Dgln. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
vorgestellt. In [11] wurden mit Hilfe der algebrai-
schen Methoden die Parameter eines Wiarmetauschers
bestimmt.

In diesem Beitrag soll am Beispiel der ebenen Bewe-
gung eines schweres Seils, die durch eine partielle Dgl.
mit ortsabhingigen Koeffizienten beschrieben wird und
damit nicht in die in [10] betrachtete Systemklasse fillt,
illustriert werden, dass sich die algebraische Methode
auch zur Parameteridentifikation fiir derartige Probleme
eignet. Die in der Losung des Randwertproblems auftre-
tenden Bessel-Funktionen kénnen dabei dhnlich wie der
Totzeitoperator eliminiert werden. Ausgehend von der
Kenntnis einer geeigneten Anzahl von Messgroflen ergibt
sich eine Gleichung, die polynomial in den zu identifizie-
renden Parametern ist und auflerdem Faltungsprodukte
der Messgrolen enthalt.

Zur Veranschaulichung des Ansatzes wird das einfa-
che Totzeitsystem aus [10] erneut aufgegriffen. Setzt man
darin b =1, so gilt

y(t) = ay(t) + u(t—1) (1)

mit dem um die Totzeit T >0 verzdgerten Eingang u. Es
wird davon ausgegangen, dass die homogenen Anfangs-
bedingungen

y(0)=0, u(t)=0, te[-71,0] (2)

gelten.

Um der Frage nachzugehen, ob und wie die konstanten
Parameter a und t aus den Trajektorien ¢+ u(t) und
t > y(t) bestimmt werden konnen, werden Operatoren
eingefiihrt. Unter Berticksichtigung von (2) geht (1) iiber
in’

(s—a)y=1te". (3)
Da der Totzeitoperator €™ einer (bekannten) Dgl. bzgl.
s gentigt,

d

— + TS — 0 , 4
( e t) e (4)

wird es im Folgenden moglich sein, eine algebraische Be-
ziehung fiir die Parameter zu ermitteln. Bei Anwendung

3 Alle SystemgroBen werden zu Operatoren oder Operatorfunktionen
und sind durch Dicher gekennzeichnet.

des Operators %+t auf die nach dem Totzeitoperator

e aufgeloste Gleichung (3) kann dieser eliminiert wer-
den:

d (s—a)y

Nach elementaren Umformungen ergibt sich daraus

(1—as™) (' —/9)+s'ip = -1 (1-as™") 09, (6)

wobei @' und y/ die Ableitungen von # und § nach s
bezeichnen. Durch Multiplikation mit s wurde bereits
sichergestellt, dass keine positiven Potenzen von s auftre-
ten. Folglich werden keine Ableitungen der Systemgrof3en
u und y bei der Darstellung dieser Gleichung im Zeit-
bereich auftreten (vgl. [7] fur Korrespondenzen). Man
erhilt

t t t

a/vl(o) da—arfvz(o) do+1w(t) = vl(t)—fvz(a)do

0 0 0
(7)
mit
v = uxty—tuxy (8a)
V) = Uy (8b)

und der identischen Abbildung 7: t > t. Dabei bezeich-
net uxy die Faltung* von u und y. Da (7) nichtlinear in
den Parametern a und 7 ist, muss zu deren Berechnung
ein nichtlineares Problem gelost werden. Alternativ kon-
nen a, at und t wie in [10] oder [2] als unabhingige
Parameter aufgefasst werden, die sich als Losung eines
linearen Gleichungssystems ergeben. Ein solches Glei-
chungssystem ldsst sich beispielsweise durch sukzessive
Integration von (7) gewinnen (vgl. [5]). Die Berechnung
der numerischen Losung wird in Abschnitt 4.2 an einem
Beispiel diskutiert.

Im Folgenden wird zunichst das Modell des schweren
Seils angegeben. Anschlieffend wird die Parameteriden-
tifikation fiir verschiedene Systemkonfigurationen, d.h.
mit und ohne Last am unteren Seilende, betrachtet. In
beiden Fillen dienen Simulationsergebnisse zur Veran-
schaulichung der Ergebnisse.

2 Modell des schweren Seils

Das Modell des schweren Seils stellt im regelungstechni-
schen Kontext ein klassisches Beispiel fiir ein System dar,
dessen Dynamik durch eine partielle Dgl. mit ortsabhin-
gigen Koeffizienten beschrieben wird (siehe z. B. [6;8]).

4 Bei expliziter Angabe der Faltungsintegrale in (8) folgt

t

vy (1) :/(r(u(t—a)y(a)—u(a)y(t—(r)) do

0
t

Vz(t):/u(a)y(t—a)da.

0
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Vo (t)

Bild 1 Skizze des schweres Seils.

Hier wird ein homogenes Seil der Lange / mit konstan-
ter Querschnittsfliche und der Liniendichte p betrachtet,
das sich im Schwerefeld der Erde bewegt (vgl. Skizze
in Bild 1). Mit der krummlinigen Koordinate z entlang
des Seils bezeichnet w(z, t) die horizontale Position eines
Punktes relativ zu einer festen vertikalen Referenz zum
Zeitpunkt t. Am unteren Ende des Seils, bei z = 0, kann
eine Last der Masse 1 befestigt sein. Fiir kleine Auslen-
kungen wird das dynamische Verhalten durch®

(Pw;),—pwy =0, ze[0,0], t=0, 9)

beschrieben, wobei
P(z) = g(pz+myp) (10)

die Kraft im Seil und g die Erdbeschleunigung bezeich-
nen.

Das obere Ende des Seils ist an einem horizontal be-
weglichen Wagen der Masse M befestigt, an dem parallel
zur Bewegungsrichtung eine Kraft F angreift. Die hori-
zontale Position w(l,t) = v,(t) des Wagens geniigt der
Bewegungsgleichung

P(Dw, (L, £) + Mwy(l,t) = F(t) . (11)

Entsprechend fiihrt eine Kriftebilanz am unteren Seil-
ende auf

P(0)w,(0, t) —mowy(0,¢) = 0. (12)

Die horizontale Position w(0,t) an diesem Ende wird
mit vo(t) bezeichnet. Das Modell wird durch homogene

Anfangsbedingungen
w(z,0) =0, w(z,0) =0 (13)

vervollstindigt.

5Es kennzeichen w, die partielle Ableitung von w nach dem Ort z
und w; jene nach der Zeit t.

Sowohl Mikusiniskis Operatorenrechnung (vgl. [7]) als
auch die Laplace-Transformation kénnen verwendet wer-
den, um das zugehorige Randwertproblem zu 16sen. Im
Fall my # 0 gelten

0 = g(pz+mo)W..(2) + gow.(z) — ps*W(z) (14a)
F = P(D)w,(1) + Ms*w(]) (14b)
0 = P(0)4,(0) — mos*w(0) . (14¢)

Durch Anwendung der klassischen Koordinatentransfor-
mation (vgl. [8])

x:f(z):25/§+g (15)

kann (14a) in die modifizierte Bessel-Gleichung nullter
Ordnung tberfiithrt werden:

oWy (%) + 2, (%) —x*W(x) = 0. (16)
In deren bekannter Losung
w(x) = Cilo(x) + C,Ko(x) (17)

fiir x # 0, bezeichnen I, und K, die modifizierten Bessel-
Funktionen nullter Ordnung und erster bzw. zweiter Art.
Die Operatoren ¢, und &, hingen von den Randbe-
dingungen (14b) und (14c) ab. In den urspriinglichen
Koordinaten erhilt man damit

W(z) = Gl (f(2) + CKo (F(2)) - (18)

Die Dgl. (14a) mit der allgemeinen Losung (18) stellt die
Grundlage fiir die Parameteridentifikation dar, die im
Folgenden diskutiert wird. Da der Fall ohne Last (am
unteren Seilende) bedeutend einfacher ist, wird er zuerst
diskutiert.

3 Identifikation im Fall ohne Last

Hingt bei z = 0 keine Last am Seil, d. h. my = 0, so ergibt
sich ¢, =0 durch Auswertung der Losung (18). Ande-
renfalls wire die Auslenkung w(0) unendlich grof3. Die
zweite Randbedingung (14c) wird trivial. Allerdings folgt
aus (18) unmittelbar w,(0, t) = 0 bzw.

Ww,(0)=0. (19)

Da in diesem Fall sowohl die Dgl. (14a) als auch die Rand-
bedingungen (14b) und (19) nicht von der Liniendichte p
abhingen, ist dieser Parameter nicht identifizierbar.

Die Parameteridentifikation erfordert die Messung von
mindestens zwei Groflen am Seil. Der Einfachheit halber
wird angenommen, es werde die horizontale Position an
beiden Enden gemessen, d. h. die Randgréflen® #(0) und
w(I). Da somit die Position des Wagens bekannt ist, wird
der Identifikationsalgorithmus unabhingig von der zu-

% Die Auslenkung bei z=0 konnte beispielsweise optisch gemessen
werden. Alternativ konnte die Beschleunigung ¥, gemessen werden, die
(bei homogenen Anfangsbedingungen) dem Operator s*¥, entspricht.

“Jap|oy JybuAdos ayy Aq uoissiwiad uapLim yym pamojje Kjuo si asn JayjQ "Ajuo asn jeuosiad unoK 1oy ajaie siyy aynquisip pue Adoa Aew no, me| JybAdoo uewas Aq pajoajoud si ajonle



gehorigen Randbedingung (14b) sein, womit auch die
Masse M des Wagens nicht identifizierbar ist (vgl. Be-
merkung 2).

Ersetzt man W in den Definitionen w(0) =%, und
Ww(l) =7, der Messgroflen mit Hilfe des Losungsansatzes
(18), so ergibt sich wegen C, = 0 der Zusammenhang

P = volo(as), (20)

wobei zur Vereinfachung der Notation der Parameter

azz\ﬁ (21)
g

eingefiihrt wurde.

Unter Verwendung der bekannten Dgln. fiir die Bessel-
Funktionen erster Art (vgl. (51) im Anhang) folgen durch
wiederholte Anwendung von % auf (20)

V) = pIo(aes) + adolh (as) (22a)
V) = (9 +a*0p)Io(as) +a(2196—5_11?0)11 (as). (22b)

Zusammen mit (20) lassen sich die Bessel-Funktionen I
und I; leicht eliminieren, und es ergibt sich

)’}1 = a2y2 (23)
mit

J1= 00 (009 = 9591) + (57 90— 295) (9?; ~ %91) (24a)
Y2 = PoVoVy . (24b)

Bei (23) handelt es sich offensichtlich um ein in & pa-
rameterlineares Problem, wobei der Parameter aus dem
Quotienten der Signale y; und y, berechnet werden kann.
Diese sind entsprechend (24) im Zeitbereich durch

y1(t) = (voxvo x Ev1 ) (1) = (vo x Evo x 1) (1)
—2(Fvg *vo + tvy) (t) + 2(Fvg * v * v1 ) (1)
+/‘(vo*fvo *V1—Vo Vg *tv1) (o) do (25a)
0
y2(t) = (vo xvo+vi)(t) (25b)

gegeben. Erneut ist 7: ¢ > ¢ die identische Abbildung. Es
wird unmittelbar klar, dass o> aus beliebigen Trajektorien
der Messgroflen, also bei beliebiger Bewegung des Seils,
ermittelt werden kann, solange y,(t) # 0 gilt.

Auch aus physikalischer Sicht erscheint es naheliegend,
dass aus den Trajektorien der Positionen des unteren
und des oberen Seilendes lediglich der Quotient /g ~ a?
der Linge des Seils und der Erdbeschleunigung bestimmt
werden kann. Ist ¢ bekannt, so liefert (23) im Zeitbereich
einen Schitzwert’ fur I:

-84 _ 8N
=-a"== .
4 4)/2(1')

(26)

7 Die sich anschlieRende Bemerkung gibt eine Begriindung fiir die
Verwendung der Bezeichnung ,Schitzwert®.

1.5 T T T T

—t — U (t)
s {, > Ul(t)

0 1
0 4 8 12 16 20

Zeit t
Bild 2 Trajektorien von unterem und oberem Seilende mit additivem
mittelwertfreiem Rauschen.

Bemerkung 1. Bei der verwendeten algebraischen Iden-
tifikationsmethode handelt es sich um ein nicht-
asymptotisches Verfahren. Damit lisst sich (wie im
vorliegenden Fall) ein Parameter exakt berechnen, sobald
Identifizierbarkeit vorliegt (vgl. [10]), also hier y, () # 0.
Bei der numerischen Berechnung von y; und y, kommt es
jedoch zu Fehlern, z. B. durch die Approximation bei der
Integration, was letztlich dazu fiihrt, dass ein Schitzwert
fiir einen Parameter erst mit zunehmender Zeit gegen
den tatsichlichen Wert ,konvergiert®.

Zur Validierung des Ansatzes wurden in einer Simula-
tion die Trajektorien t — v,(t) und t — v (t) ausgehend
von einer flachheitsbasierten Parametrierung des un-
teren Seilendes vy berechnet®. Beiden Signalen wurde
additiv weiles Rauschen tberlagert (vgl. Bild 2). Wie
in Bild 3 dargestellt, kann unter der Annahme, dass
die Erdbeschleunigung ¢ = 9,81 bekannt ist, fir > 10
niherungsweise die fiir die Trajektoriengenerierung ver-
wendete Seilldnge / = 10 berechnet werden®. Das Ergebnis
der Identifikation ldsst sich verbessern, wenn in (23)
anstelle der Signale y; und y, Integrale dieser Signale
verwendet werden, da auf diese Weise ein mittelwertfreies
Rauschen besser unterdriickt wird (vgl. [5]).

Man beachte, dass vy(t) im rauschfreien Fall aufgrund
der homogenen Anfangsbedingungen auf dem Intervall
t € [0,2] verschwindet und damit y,(¢) und y,(¢) auf t €
[0,4] identisch Null sind. Die korrekte Seillinge wird
damit fiir > 4 identifiziert (vgl. Bild 4).

Bemerkung 2. Steht die Kraft F anstelle einer der anderen
Messgrofien vo und vy zur Verfugung (oder zusitzlich zu
diesen), so ldsst sich (bei Kenntnis von g) zusitzlich zur
Linge I des Seils zumindest ein Verhiltnis der Masse M

8 Fiir die Herleitung einer flachheitsbasierten Regelung sei auf [8]
verwiesen.

Alle GroBen werden in dimensionsloser Form verwendet, nicht
zuletzt da die ,Konvergenz* des geschitzten Wertes gegen den tatsich-
lichen stark von der Abtastzeit der Messsignale (hier At =0,02) und
der verwendeten Methode zur numerischen Integration abhingen.
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Bild 3 Identifizierte Seillinge im Fall mit Rauschen.

12

101

0 ‘ ‘ ‘
0 4 8 12 16 20
Zeit t

Bild4 Identifizierte Seillinge im Fall ohne Rauschen.

des Wagens und der Liniendichte p des Seils identifizie-
ren.

4 Identifikation im Fall mit Last

Im Fall m( # 0, also wenn eine Masse am unteren Seil-
ende befestigt ist, wird das dynamische Verhalten des Seils
durch die Gleichungen (14a)—(14c) beschrieben. Wie im
vorangegangenen Fall wird angenommen, dass die untere
und obere Position des Seils gemessen werden.

4.1 Herleitung der Identifikationsgleichung

In einem ersten Schritt ist erneut das Randwertproblem
zu l6sen, d. h., die unbekannten Operatoren ¢, und G in
(18) mussen in Abhingigkeit der Randbedingungen dar-
gestellt werden. Dann kann die definitorische Gleichung
fiir die zweite Messgrofle 7 verwendet werden, um einen
Zusammenhang zwischen den beiden gemessenen Gro-
Ben zu gewinnen.

Mit Hilfe der Losung (18) ersetzt man # in 7o = w(0)
einerseits und in (14c) andererseits, wobei sich unter Ver-
wendung der Dgln. fiir die Bessel-Funktionen zweiter Art
(vgl. (52) im Anhang) ein lineares Gleichungssystem fiir
¢, und & ergibt:

1o = Cily(e15) + C Ko (ays) (27a)

%90 = Cili(a15)— CoKy (e9) (27b)

mit

ars = f(0) = 2s /g . (28)

Da die Wronski-Determinante (vgl. (53) im Anhang)
nicht verschwindet, kann das Gleichungssystem (27) stets
nach den unbekannten Operatoren ¢, und &, aufgelost
werden. Aus ¥, = w(I) ergibt sich demzufolge

1 = ay590 (Ki (ee19)Io (etas) + I (01 5) Ko (x2))

a’s’

" IT% (Ko(or15)Io (025) ~Io(ev25)Ko(@2s)) (29)

mit

s = Fl) =25, | L+ M0 (30)
g 8P

Fiir eine einfachere Notation werden die neuen Operato-
ren

Ty = Kolous)Io(tas) —Io(ors) Ko (atas) (31a)
T5 = (Ki(ot18)Io(r2s) + I (1)Ko (ctas) )ty s (31b)
T = (Kl(als)ll(azs)—Il(als)Kl(ozzs))ozlozzsz (31¢)
s (Ko(ars)Iy (0r28) + o (a1 9)Ki (e2s) oz (31d)
eingefiihrt. Damit lautet (29)

0 = a0, Ty + 90T . (32)

Die Dgln. fiir T; ergeben sich durch algebraische Ablei-
tung von (31), d. h. Ableitung nach s. Unter Verwendung
der Besselschen Dgln. (51) und (52) lassen sich die Pro-
dukte von Bessel-Funktionen durch T, ..., Ty ersetzen.
Nach kleineren Umformungen erhilt man

Ty =21, +2T, (33a)

T = —af%Tl +27T; (33b)

T =22ty Ty (33¢)
2 2

= o@%ﬁ—zﬂ. (33d)

Um ausgehend von (32) eine Gleichung zu erhalten, in
der lediglich die Messsignale und die Parameter des Seils
auftreten, wird insgesamt viermal algebraisch abgeleitet,
wobei die Ableitungen T/ jeweils durch die Ausdriicke
aus (33) ersetzt werden. Aus den resultierenden fiinf Glei-
chungen in den vier Operatoren T, ..., T lisst sich ein
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Zusammenhang gewinnen, in der letztere nicht mehr auf-
treten. Mit

aprtaprtaPstafitosys =i (34)

ergibt sich so eine Gleichung, die affin in den Parametern

mo mol ) 12 13
a=—, O=—=—, O6=—, 4=—, 6=—=
8P 88 4 g 4
(35)

ist. Die etwas linglichen Ausdriicke fiir die Signale ;,
i=0,...,5 enthalten im Wesentlichen Summen von Pro-
dukten von fiinf Signalen, wobei als Faktoren ¥ und
sowie deren algebraische Ableitungen auftreten. Sie wer-
den aus Platzgriinden an dieser Stelle nicht angegeben.

Da in (32) und (33) lediglich Monome in den entspre-
chend (28) und (30) definierten Parametern o; und o,
auftreten, wird es hier nur moglich sein, die Quotienten
my/(gp) und I/g zu bestimmen. Ahnlich wie im Fall ohne
Last (vgl. Abschnitt 3) erscheint diese Einschrankung aus
physikalischer Sicht naheliegend.

4.2 Numerische Bestimmung der Parameter

durch Uberparametrierung
Ausgehend von Gleichung (34) sollen nun die gesuchten
Parameter ¢; = my/(gp) und c; = I/¢ bestimmt werden.
Die verbleibenden Parameter c,, ¢4 und ¢s konnen durch
diese beiden Groflen mit Hilfe der nichtlinearen Glei-
chungen
0 =0C163, €= c§ , €5 = (3C4 (36)
ausgedriickt werden. In [10] wurden in einem &hnli-
chen Fall die Parameter durch eine Uberparametrierung
bestimmt, indem sdmtliche Koeffizienten (hier ¢,
i=1,...,5) als unabhingig voneinander aufgefasst wur-
den. Dieser Ansatz wird in einer modifizierten Form auch
hier verfolgt.

Um die Koeffizienten ¢; eindeutig bestimmen zu kon-
nen, miissen mindestens fiinf Gleichungen vorhanden
sein. Diese lassen sich z. B. durch Multiplikation von (34)
mits? i=1,..,4 gewinnen, wodurch man

2T - T < 7SN Jo
sty s sy sy sTlys 2 s
s s 29 s s | e | = | s
S S s SO s || e )
st sy sy sty sy K s

(37)

erhilt. Ersetzt man die im Zeitbereich auftretenden Mehr-
fachintegrale durch

okl
Ykt = / %yi(a)do, (38)
0

k>1,i=0,...,5, so ldsst sich (37) folgendermaflen dar-
stellen:

yoory2oys ys Js o Yo
Yo y21 Ys1ro yar Ysi o Y0.1
Y2 Y22 V32 Y42 Y52 | =1y
Y13 Y23 Y33 Va3 )53 C4 Yo,3
Yia Vo4 V34 Yaa Ysa) \5 0.4
bzw.
Yec=yy. (39)

Der Vorteil der Uberparametrierung besteht darin, dass
lediglich ein lineares Gleichungssystem zu losen ist. Die
Berechnung des Vektors ¢ in (39) ist allerdings nur dann
eindeutig moglich, wenn die Matrix Y regulidr ist. Bei
der numerischen Simulation wurde jedoch festgestellt,
dass Y nahezu singuldr bzw. schlecht konditioniert ist.
Ob dies lediglich ein numerisches Problem ist oder der
vollstindige Parametervektors ¢ tatsichlich nicht identifi-
ziert werden kann, wird hier nicht untersucht. Stattdessen
wird im Folgenden erldutert, wie das geschilderte Prob-
lem unter Verwendung der nichtlinearen Beziehungen
(36) gelost werden kann. Zunichst wird dabei anstelle
einer Losung von (39) lediglich nach einem Vektor ¢
gesucht, der die Norm des Gleichungsfehlers e = Yc—y,
minimiert:

¢ = argmin |e|*. (40)
c

Die Losung dieses Minimierungsproblems ldsst sich mit
Hilfe der Pseudoinversen Y' der Matrix Y ermitteln

(vgl. [4]):
c="Yy. (41)

Zur Berechnung von YT bietet sich die Singularwertzerle-
gung an. Mit deren Hilfe kann Y in die unitiren Matrizen
U= (uy,...,us), W= (wy,...,ws) und die Diagonalma-
trix X zerlegt werden:

Y=UzwT. (42)

Die Elemente auf der Hauptdiagonale von ¥ entsprechen
dabei den Singuldrwerten o; > 0 von Y. Sie sind stets
nicht-negativ und seien ihrem Betrag nach absteigend
geordnet:

01>0,>--->05>0. (43)

Wenn ny der grofite Index ist, fiir den oy, > 0 gilt, dann
kann die Pseudoinverse in der Form

ng 7

u:
YT _ wWi—— 44
D i (44)
=1
dargestellt werden und aus (41) resultiert die Losung
no u-TyO
c= wi——. 45
> owi o (45)

i=1
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Bild5 Trajektorien von unterem und oberem Seilende mit additivem
mittelwertfreiem Rauschen.

Aus (45) wird deutlich, dass sehr kleine Singuldrwerte o;
zu numerischen Problemen fithren konnen. Es erscheint
daher sinnvoll, eine untere Schranke 0 <¢, <1 fiir die
Singuldrwerte festzulegen. Derjenige Anteil der Losung,
fiir den o; < €,07 gilt, wird dabei vernachlissigt. Gilt also
0711 < €501, 0 erhilt man die Ndherungslosung

fl T

_ u; yo

é= E w; ’; ) (46)
i=1

Um den vernachlissigten Teil zu erfassen, partitioniert
man die Matrix W = (W}, W,) mit W; € R°*" und W, €
R>*GM_ Somit kann die gesamte Losung mit Hilfe des
Vektors & € R durch

c=c+Wa (47)
dargestellt werden. Der Vektor

o = arg ngnf2 (48)
wird dabei durch Minimierung des aus den nichtlinearen

Beziehungen (36) zwischen den einzelnen Komponenten
des Vektors ¢ resultierenden Fehlers

f=(a—ce)+(ca—c3)*+(cs—c3ca)? (49)

unter Beriicksichtigung von (47) bestimmt.

Bemerkung 3. Alternativ zum Ansatz mittels Uberpara-
metrierung kann (34) als nichtlineare Gleichung lediglich
in den zweil zu identifizierenden Parametern c¢; und c;
aufgefasst werden:

\ X \ 24 34 \
apitach+taps eyt = . (50)

Eine weitere Gleichung in ¢; und ¢; ldsst sich analog
zum oben erlduterten Ansatz durch Multiplikation von

(50) mit s~! gewinnen. Das nichtlineare Gleichungssystem
kann anschliefend mit Hilfe geeigneter numerischer Ver-
fahren, wie beispielsweise dem Gauss-Newton-Verfahren,
gelost werden.

4.3 Simulationsergebnisse
Zur numerischen Validierung des Ergebnisses wurden die
ersten 25 Moden des schweren Seils mit Last fiir die Pa-
rameterwerte p = 1, ¢ = 9,81, my = 10, I = 4 bei Vorgabe
einer Trajektorie fiir v; simuliert. Wieder wurde den
daraus gewonnenen Signalen additiv weifles Rauschen
iiberlagert (vgl. Bild 5). Unter der Annahme, dass g und
p bekannt sind, liefert (47) die in Bild 6 dargestellten
Schitzwerte. Fir alle Zeitpunkte ¢ > 24 konnen sowohl
die Seilldnge / als auch die Masse m hinreichend genau
identifiziert werden.

Erneut wird nicht zuletzt aus Bild 7 ersichtlich, dass
das Ergebnis der Identifikation im rauschfreien Fall ge-
geniiber dem Fall mit Rauschen erheblich verbessert ist.
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Bild6 Identifizierte Seillinge und Last bei z = 0 im Fall mit Rauschen.
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Bild 7 Identifizierte Seillinge und Last bei z = 0 im Fall ohne Rauschen.
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Allerdings konnen aufgrund der mehrfach erwihnten
numerischen Probleme befriedigende Werte fiir die Pa-
rameter erst fir > 15 ermittelt werden.

Bemerkung 4. Wie auch im Fall ohne Last kann eine
schnellere (und bessere) Identifikation unter anderem
durch eine reduzierte Abtastzeit (hier At = 0,004) oder
die Verwendung einer numerischen Integrationsmethode
mit hoherer Fehlerordnung erreicht werden. In [5] wurde
zudem angedeutet, dass es Moglichkeiten gibt, das addi-
tiv iiberlagerte Rauschen direkt bei der Generierung des
Gleichungssystems fiir die Parameter zu beriicksichtigen
und auf diese Weise besser zu unterdriicken. Auch die
Einbeziehung zusitzlicher Gleichungen in den Parame-
tern ¢; wire denkbar.

5 Schlussfolgerung

Das Beispiel des schweren Seils zeigt, dass die alge-
braischen Methoden aus [10] zur Identifikation von
Parametern in partiellen Dgln. mit konstanten Koeffizi-
enten auf Systeme iibertragen werden konnen, die durch
partielle Dgln. mit ortsabhdngigen Koeffizienten beschrie-
ben werden. Dabei reicht die Kenntnis der Trajektorien
des unteren und des oberen Seilendes aus, um das Iden-
tifikationsproblem auch in Gegenwart von Messrauschen
losen zu konnen — dies grundsitzlich unabhingig von
den Randbedingungen.

Die Methode kann auf andere partielle Dgln. mit
ortsabhingigen Koeffizienten, beispielsweise die Kirch-
hoffsche Platte, tibertragen werden. In jedem Fall miissen
bei dieser Vorgehensweise die Dgln. der speziellen Ope-
ratoren bzgl. s — hier die Bessel-Funktionen — bekannt
sein, um diese eliminieren zu kdnnen.

6 Anhang: Eigenschaften

der modifizierten Bessel-Funktionen
Die modifizierten Bessel-Funktionen erster Art gentigen
den Dgln. (vgl. [1])

1) = L) (s51a)
[0 = ()~ 1), (51b)
jene zweiter Art den Dgln.

Kj(x) = Ky (x) (522)
Kj(x) = —Kp(x) - %Kl (x). (52b)

Als Wronski-Determinante fiir die modifizierten Bessel-
Funktionen erhilt man (vgl. [1])

Ky o) + I (Ko (x) = i 40, (53)
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