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Zusammenfassung  Fir ortlich eindimensionale semilineare
hyperbolische Systeme werden die Trajektorienplanung und
der Steuerungsentwurf betrachtet. Eine ,flachheitsbasierte”
Methode wird examplarisch anhand eines durch Transport-
gleichungen beschriebenen  Rohrreaktors untersucht, der
gegebenenfalls Cber ein als Warmetauscher fungierendes
zweites Rohr gekihlt wird. Die auf den Charakteristiken
basierende Methode ist allgemein auf solche Randwertproble-
me anwendbar, die auf Anfangswertprobleme bezlglich der

Ortskoordinate zurlickgefthrt werden konnen. »»»  Sum-
mary Motion planning and open loop control design for
semi-linear hyperbolic systems in one space dimension is consi-
dered. A "flatness based” method is investigated for transport
equations which describe convection dominated tubular reactors
with or without heat exchanger. More generally, the characte-
ristics based method applies to such boundary value problems
that can be translated into Cauchy problems w.r. t. the spatial
coordinate.

Schlagworter Charakteristiken, Warmetauscher, hyperbolische partielle Differentialgleichungen, semilinear, Transportgleichung,
Rohrreaktor »»» Keywords Characteristics, heat exchanger, hyperbolic partial differential equations, semi-linear, transport

equation, tubular reactor

1 Einleitung
Die aus der Theorie der nichtlinearen endlichdi-
mensionalen Systeme stammenden flachheitsbasierten
Methoden konnen auch fiir den Steuerungsentwurf fiir
Systeme mit verteilten Parametern als etabliertes Werk-
zeug angeschen werden. Fiir den linearen Fall existieren
weitreichende Methoden zur Behandlung parabolischer
und hyperbolischer partieller Differentialgleichungen
(pDgln.) (siehe z.B. [8;10—13;16]).

Im Gegensatz dazu beschrinken sich die flach-
heitsbasierten Methoden fir den nichtlinearen Fall

fast ausschliefllich auf parabolische Gleichungen. Dabei
werden alle Randbedingungen, in denen Stellgréfien auf-
treten, zunichst ignoriert. Stattdessen werden neue fiktive
Randbedingungen derart eingefiihrt, dass sich eine Rand-
wertaufgabe ergibt, bei der alle Randbedingungen auf der
gleichen Seite gestellt werden, also eine beziiglich des Orts
gestellte ,Anfangswertaufgabe“. Die Randwerte, deren
Trajektorien in den neu eingefithrten Randbedingungen
vorgeschrieben werden, tibernehmen die Rolle eines fla-
chen Ausgangs. Wahlt man die Trajektorie des flachen
Ausgangs aus einem geeigneten Raum glatter Funktionen,
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so kann die gestellte Anfangswertaufgabe letztendlich mit
Potenzreihenentwicklungen und verwandten Techniken
(wie z.B. in [6;7;9; 11]) gelost werden. Die Trajektorien
der Stellgroflen konnen anschlieffend aus den Randbe-
dingungen abgelesen werden.

Der vorliegende Beitrag verfolgt einen dhnlichen An-
satz fiir Systeme, die durch hyperbolische semilineare
Gleichungen beschrieben werden. Wie im parabolischen
Fall werden nur solche Systeme betrachtet, die auf ein
beztglich des Orts gestelltes Anfangswertproblem zurtick-
gefithrt werden konnen. Es ist jedoch im Allgemeinen
nicht moglich die Losung durch Reihenentwicklungen
wie im parabolischen Fall zu berechnen. Stattdessen
bietet es sich an, die Methode der Charakteristiken
zu verwenden'. Die Existenz und Eindeutigkeit der so
berechneten Losung kann unter Verwendung von Fix-
punktverfahren nachgewiesen werden. Die erhaltenen
Parametrierungen umfassen verzogerte und prédizierte
Werte der Trajektorie des flachen Ausgangs.

Die beschriebene Methode wird exemplarisch anhand
des Modells eines Rohrreaktors eingefiihrt, der nach dem
Prinzip eines Wirmetauschers gekiihlt bzw. beheizt wird.
Die dabei vorrangig betrachtete Steuerungsaufgabe be-
steht in der Uberfithrung zwischen stationiren Regimes.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. Im folgenden
Abschnitt werden zunichst die der vorgestellten Me-
thode zugrundeliegenden Ideen und einige der dabei
auftretenden Probleme anhand eines einfachen isother-
men Rohrreaktormodells erldutert. In Abschnitt 3 werden
die mathematischen Modelle der betrachteten, nach
dem Wirmetauscherprinzip arbeitenden Rohrreaktoren
eingefiihrt. Im vierten Abschnitt wird der Steuerungsent-
wurf fiir diese Modelle diskutiert. Dabei wird zunichst
der Parallelstromfall untersucht. Es wird gezeigt, dass
sich die Ergebnisse problemlos auf den Gegenstromfall
iibertragen lassen. Schliefllich werden in Abschnitt 4.4
Existenzbedingungen formuliert, aus denen sich Ein-
schrinkungen fir mogliche Trajektorien des flachen
Ausgangs ergeben. Die numerische Berechnung der
Steuerung und der parametrierten Trajektorien wird in
Abschnitt 5 dargestellt. Die Arbeit schlief8t mit einer Pri-
sentation von Simulationsergebnissen in Abschnitt 6.

2 Einfithrungsbeispiel: Reaktor mit einem Rohr
Als einfithrendes Beispiel soll zunichst ein einfacher iso-
thermer Rohrreaktor der Linge L betrachtet werden.
Dieser besteht lediglich aus einem durchstromten Rohr,
in dem eine Reaktion abliuft. Es sollen Reaktionen k-ter
Ordnung mit nur einem Reaktanten betrachtet werden.

! Dass Potenzreihenansitze zumindest zur Berechnung stiickweise ana-
Iytischer Losungen verwendet werden konnen, wird beispielsweise
in [14] gezeigt. Auch hier ist der Verlauf der Charakteristiken wich-
tig: Die Losung wird zunidchst auf einem von den Charakteristiken
begrenzten Gebiet durch einen Potenzreihenansatz berechnet. Die Lo-
sung in den verbleibenden Gebieten erhilt man anschlieend durch
einen Abgleich der mehrdeutigen Losungen charakteristischer Cauchy-
Probleme.

Der zeitliche Verlauf der ortsabhingigen Stoffmengen-
konzentration ¢ dieses Reaktanten kann dann mit Hilfe
der partiellen Differentialgleichung

ac ac X
8t(x,t)+vax(x,t)— oc (x,t) (1)
beschrieben werden, wobei v die Stromungsgeschwindig-
keit des Reaktionsmediums bezeichnet und der positive
Parameter o von der Art der Reaktion und der einge-
stellten (konstanten) Temperatur abhingt. Es wird an-
genommen, dass die Zuflusskonzentration ¢y(t) = ¢(0, t)
als Stellgrofle zur Verfiigung steht. Die betrachtete
Steuerungsaufgabe besteht im Einstellen eines zeitlich
konstanten Konzentrationsprofils im Reaktor, wobei ins-
besondere die Abflusskonzentration von Interesse ist.

Um die betrachtete Steuerungsaufgabe zu losen, bietet
es sich beispielsweise an, zunichst die stationdren Start-
und Zielprofile aus den gewiinschten stationdren Ab-
flusskonzentrationen zu berechnen. Dazu sind lediglich
gewohnliche Randwertaufgaben zu losen. Die Parame-
trierung des zugehorigen Ubergangs zwischen diesen
Profilen ist nun sehr einfach. Dies zeigen die nachfol-
genden Betrachtungen. Der Materialtransport im Reaktor
erfolgt lediglich durch die gerichtete Bewegung des Re-
aktionsmediums, nicht aber durch Diffusionsvorginge.
Ein durch Anderung der Zuflusskonzentration hervorge-
rufener instationdrer Konzentrationsverlauf wird deshalb
nach endlicher Zeit den Reaktor am rechten Rand ver-
lassen. Anschlieflend stellt sich im Reaktor ein zeitlich
konstantes Profil ein.

Die folgende Diskussion soll einerseits die vorange-
gangenen eher intuitiven Betrachtungen auf einen soliden
mathematischen Boden stellen und andererseits Moglich-
keiten zur Behandlung allgemeiner Probleme aufzeigen.
Dazu wird Gleichung (1) mit der Methode der Charak-
teristiken untersucht.

Betrachtet man die Konzentration entlang der cha-
rakteristischen Kurve t = 7 + ox (mit 0 = 1/v, @ = a/v),
also ¢(x, 7) = c(x, T + 0x), so erhdlt man durch Ableitung
nach x aus (1) die gewohnliche Differentialgleichung
dc L
T (x,7) =—ac
Deren Losung lautet bei gegebenem Verlauf der Zufluss-
konzentration co(t) = ¢(0, t) fiir> k # 1

(x1).

(1)

é(x, 1) = .
S+ (k= Daxd™ (2)

In Originalkoordinaten ergibt sich somit
co(t —ox)

c(x,t) = .
L+ (k= Daek (1 - o)

(2)

2Der lineare Fall k=1 bringt keine zusitzlichen Einsichten in die
Problematik und wird deshalb aus Griinden der Ubersichtlichkeit an
dieser Stelle nicht betrachtet.
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Bild 1 Bereich der konstanten Losung in Abhingigkeit konstanter Zu-
flussgrofen.

Man erkennt, dass die Losung in einem Punkt (x, t) ledig-
lich von der Zuflusskonzentration zum Zeitpunkt ¢ — ox
abhangt. Daraus wird sofort ersichtlich, dass ein konstan-
ter Verlauf der Zuflussgrofien auf einem Intervall [#;, 1;]
einen konstanten Verlauf der Abflussgrofien auf dem In-
tervall [t; + oL, t; + oL] zur Folge hat. Gilt auflerdem
ty—t; > 0L, dann wird die Losung (x,t) — c(x,t) auf
dem Rechteck [0,L] x [t; + oL, ;] konstant sein (sieche
Bild 1).

Das Verfahren kann alternativ zur Realisierung einer
gewlinschten Abflussgrofientrajektorie ¢+ ¢ (¢) = ¢(L, t)
genutzt werden. Dazu ist lediglich die Gleichung (2)
derart anzupassen, dass der Randwert bei x =1L als
freier Parameter genutzt wird. Es ergibt sich mit
t=t+0(L-—x)und é(x,7) =c(x, T —0(L—-x))

cr(t)

S (k- Date- D (@)

(3)

x, )=

Die urspriinglichen physikalisch sinnvollen Randbedin-
gungen werden dabei zunichst ignoriert. IThre Einhaltung
wird stattdessen dadurch gewidhrleistet, dass die passende
Zuflusstrajektorie aus der Losung abgelesen wird. Der
Stellgrofenverlauf ergibt sich damit aus

cr(1)
1= (k= DaLd (1)

co(t) =

Auch hier kann ohne Probleme ein Ubergang zwischen
stationdren Losungen erreicht werden.

Die Abflusstrajektorie kann allerdings nicht beliebig
gewdahlt werden. Das wird direkt aus der Losung (3) deut-
lich: Bei

1

*O = end e

wird die Losung fir k > 1 singuldr. Um zu sichern, dass
diese Singularitit auflerhalb des Definitionsbereichs (bei
Xs <0) liegt, muss fiir die Abflusskonzentration

c(t) <

1
KY(k=1)alL

gelten. Diese obere Schranke ist die maximale durch eine
endliche Zuflusskonzentration realisierbare Abflusskon-
zentration.

Es sei angemerkt, dass alternativ zur Zufluss- oder
Abflussgroflentrajektorie die Systemgrofientrajektorie an
einer beliebigen Stelle (innerhalb des betrachteten Inter-
valls) ebenfalls zur Parametrierung der Losung geeignet
ist. Jede dieser zur Parametrierung von Ubergingen ge-
eigneten Groflen wird in Anlehnung an die Theorie
nichtlinearer endlichdimensionaler Systeme als flacher
Ausgang bezeichnet®.

In den nachfolgenden Abschnitten werden die hier
dargestellten Voriiberlegungen fiir den Steuerungsent-
wurf von verkoppelten Transportgleichungen verwendet.
Mit diesen hyperbolischen Modellen werden hier ins-
besondere Rohrreaktoren beschrieben, die nach dem
Wirmetauscherprinzip gekiihlt (oder eventuell auch ge-
heizt) werden.

3 Mathematisches Modell

Im Folgenden wird ein Rohrreaktor der Linge L be-
trachtet, der aus zwei ineinander montierten Rohren
besteht und nach dem Wirmetauscherprinzip arbeitet.
Das Reaktionsmedium durchstromt das innere Rohr mit
der Geschwindigkeit v, wihrend ein Kihlmittel mit der
Geschwindigkeit v, durch das duflere Rohr fliefdt. Zur
Vereinfachung werden nur Reaktionen mit einem Reak-
tanten betrachtet. In diesem Fall hingt die Reaktionsrate
r lediglich von der Reaktantenkonzentration ¢ und der
Temperatur T ab. Zur Modellierung der Reaktionsrate
wird im Folgenden, unter Verwendung der Arrhenius-
Beziehung, der Ausdruck

r(T,c) = He 7t &
benutzt, in dem k die Reaktionsordnung darstellt.

Man unterscheidet je nach Stromungsrichtung den
Parallelstromfall (v >0) und den Gegenstromfall
(ve <0). Nimmt man an, dass Diffusion und Wirme-
leitung gegeniiber der Konvektion vernachlissigbar sind,
so erhilt man ein System aus drei verkoppelten Trans-
portgleichungen:

oT 9T
+ Vorl= B(Te—T) +ar(T,c)
X

ar

oc dc

- . 4
o +V8x (T, c) (4)
oT. oT,

8: "'Vea_xe :lge(T_Te)-

Hierin bezeichnen ¢ die Konzentration des Reak-
tanten und T bzw. T. die Temperatur des inne-
ren bzw. dufleren Rohrs. Dariiber hinaus entspricht
PB(Te —=T) = pefe(Te = T) dem Wirmestrom durch
die Rohrwand des inneren Rohrs, wobei p und p.

3 Es sei darauf hingewiesen, dass es sich bei dieser Analogie keineswegs
um eine mathematisch exakte Definition handelt.
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(differentielle) Warmekapazititen und p.B. = pB Uber-
tragungskoeffizienten sind. Als Stellgroflen stehen die
Zuflusstemperaturen und die Zuflusskonzentration zur
Verfiigung. Alle Parameter sind reelle Konstanten.

Die Randbedingungen beschreiben die Zuflusstempe-
raturen und die Zuflusskonzentration. Deshalb sind sie
im Parallelstromfall alle an der Stelle x = 0 gegeben:

T(0,6) =T™(t), c(0,t)=c"(t), Te(0,8)=T"(¢).

(5)

Im Gegensatz dazu wird die Randbedingung fiir das du-
Bere Rohr im Gegenstromfall bei x = L gestellt:

T(0,6) =T™(t), c(0,t)=c"(t), Te(L,t)=T"(t).

Im einfachsten Fall konnen alle Zuflussgroflen als
Stellgroflen betrachtet werden, dagegen konnen in auf-
wendigeren Fillen einige dieser Groflen a priori durch
andere Anforderungen gegeben sein.

Zur Vereinfachung der Darstellung werden die ver-
teilten Variablen nachfolgend gemifl wy =T, w, =c¢
und w3 =T, umbenannt und in einem Vektor
w = (w1, w, ws)T zusammengefasst. Fiir die Reziproken
der zugehorigen Stromungsgeschwindigkeiten werden die
Bezeichnungen o1 = 0, = 1/v, 03 = 1/v, eingefiihrt. Die
Gleichungen (4) werden durch die Stromungsgeschwin-
digkeiten geteilt und die rechten Seiten des resultierenden
Systems zu f(w) = (fi(w), L(w), f5(w))T zusammenge-
fasst. Die Modellgleichungen (4) konnen so in der
kompakten Form

aW,‘

™ (x,t)-i—cri%(x,t)zﬁ(w(x,t)), i=1,2,3 (6)

angeschrieben werden.

4 Parametrierung der Trajektorien

4.1 Parallelstromfall - Parametrierung
durch die ZuflussgréBen

Fiir den nach dem Parallelstromprinzip betriebenen Re-
aktor ist die Parametrierung von Ubergingen #hnlich
einfach wie fiir das in Abschnitt 2 diskutierte Mo-
dell. Die gleichen Argumente fithren auch hier zu der
Einsicht, dass Uberginge zwischen stationdren Regimes
mit Hilfe beliebiger fiir die Zuflussgrofien vorgegebe-
ner Ubergangstrajektorien realisiert werden koénnen. Die
stationdren Endwerte dieser Trajektorien konnen wie-
derum aus der zugehorigen stationiren Randwertaufgabe
berechnet werden. Dennoch wird auch hier eine genaue-
re mathematische Diskussion durchgefithrt. Die dabei
gewonnenen Erkenntnisse sollen genutzt werden, um ei-
nerseits die alternative Parametrierung mit Hilfe der aus
technologischer Sicht interessanteren Abflussgrofien und
andererseits den Steuerungsentwurf auch fiir den Gegen-
stromfall zu ermoglichen.

Aus mathematischer Sicht stellt sich im hier betrachte-
ten Parallelstromfall eine spezielle Randwertaufgabe, bei

der simtliche Randwerte an der Stelle x = 0 gegeben sind.
Dies kann auch als Anfangswertproblem beziiglich des
Orts mit vorgegebenen Werten bei x =0 interpretiert
werden.

Um die gewiinschte Parametrierung zu erhalten, wird
jede der Modellgleichungen, dhnlich wie in Abschnitt 2,
entlang ihrer charakteristischen Kurve angeschrieben.
Aus (6) erhilt man entlang der Kurven t = t; + ojx

dw;
d—w(x,zi+aix):ﬁ(w(x,z,+a,»x)), i=1,2,3. (7
X

Dadurch kann das System von pDgln. entlang der Cha-
rakteristiken in ein System von Differentialgleichungen
mit Ableitungen nach nur einer Variable transformiert
werden. Da jedoch die Stromungsgeschwindigkeiten in
den beiden Rohren im Allgemeinen unterschiedlich sind,
stimmen die charakteristischen Kurven der verschiedenen
Gleichungen nicht iiberein. Deshalb haben die Gleichun-
gen unterschiedliche Zeitskalen, woraus Totzeiten und
Pridiktionen resultieren, die bei der Integration von (7)
mit den Randbedingungen (5) beachtet werden miissen.

Die Bestimmung einer geschlossenen Losung der
Funktional-Differentialgleichungen (7) ist im Allgemei-
nen nicht moglich, stattdessen kommen numerische
Methoden zum Finsatz. Dazu integriert man zunichst
(7) und ersetzt anschliefend t; wieder durch t — o;x:

Wil ) = wi(0, £ — %) + / Fw(E t—oi(x—E))dE . (8)
0

Diese Gleichungen werden nun mit einem fiir Anfangs-
wertaufgaben geeigneten numerischen Verfahren gelost.
Dazu bietet sich als einfachste Moglichkeit das explizite
Euler-Verfahren mit der Schrittweite / an:

wi(x + h, t) = wi(x, t — o;h) + hfi(w(x, t — o;h)) .

Natiirlich sollten solche Methoden nur dann angewandt
werden, wenn die Existenz im gesamten Intervall [0, L]
gesichert ist*. Diesem Problem ist Abschnitt 4.4 gewid-
met.

4.2 Uberginge zwischen stationéren Profilen

Um die Parametrierung von Ubergingen zwischen statio-
niren Profilen vorzubereiten, wird nachfolgend zunichst
diskutiert, auf welchen Teilmengen | C R die Trajek-

4 Insbesondere werden in dieser Arbeit stetige Losungen w der Integral-
gleichung (8) betrachtet. Diese Losungen erfiillen die Randwertaufgabe
(7) nur im schwachen Sinne. Andernfalls miisste zusitzlich Diffe-
renzierbarkeit gefordert werden. Natiirlich konnen statt der stetigen
Funktionen auch andere Funktionenrdume als Losungsrdume angesetzt
werden, wie beispielsweise die bekannten LP-Riume integrierbarer
Funktionen. Fiir eine zu Abschnitt 4.4 analoge Diskussion der Exis-
tenz und Eindeutigkeit ist lediglich notwendig, dass die entsprechenden
Riaume die Struktur von Banachriumen besitzen. In dieser Arbeit wird
der Raum der stetigen Funktionen einerseits aufgrund seiner relativ
einfachen Struktur gewidhlt: Zu seinem Verstindnis sind keinerlei
Kenntnisse der lebesgueschen Integrationstheorie nétig. Andererseits
sind vor allem stetige Losungen in Anwendungen relevant.
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torien t > w(L,t) der Abflussgrofien berechnet werden
koénnen, wenn die Trajektorien t +— w(0,t) der Zufluss-
groflen auf einem Intervall I C R vorgegeben werden.
Zu diesem Zweck wird diejenige Menge Q2 C [0,L] x R
bestimmt, die einerseits {0} x I enthilt und auf der ande-
rerseits die Gleichungen (8) mathematisch sinnvoll, die
Integrale in (8) also fiir alle (x, t) € €2; wohldefiniert sind.
Dies ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn die
Abschnitte {(&,t—o0i(x—&)): € € [0,x]},i=1, 2, 3 simtli-
cher Charakteristiken durch (x, t) fiir beliebige (x, t) € Q;
wiederum komplett in ; enthalten sind. Dies wird fiir
das Intervall I = [a, b] durch die Wahl

S-ZI = {(x) t) X e [O)L])a+amaxx <t=< b+aminx}

mit omae = max;(o;) und opin = min;(o;) erreicht (sie-
he Bild2). Gilt b—a> L(0max — Omin) sO entspricht
Q; einem Trapez’, das durch die charakteristischen
Kurven sowie die Rinder begrenzt wird, und es gilt
J = [a + 0maxL, b + ominL]. Unter Beriicksichtigung der
Ausfithrungen in Abschnitt 4.4 zur Existenz und Eindeu-
tigkeit kann nun gefolgert werden, dass die Losung auf
Qs und damit auf J ausschlieflich von der auf I vor-
gegebenen Zuflusstrajektorie abhingt und durch diese
eindeutig bestimmt ist. Zur Betrachtung eines Uber-
gangs zwischen Ruhelagen werden die Zeitverldufe der
ZuflussgroBlen fiir ¢t <, und t>t, stationdr, also zeit-
lich konstant, vorgegeben (siehe Bild 3). Der Ubergang
zwischen den stationdren Werten findet am linken Rand
folglich auf dem Intervall [¢, ;] statt. Entsprechend der
vorstehenden Diskussion bestimmen die zeitlich konstan-
ten Randtrajektorien auf I} = (— 00, ;) bzw. I, = (3, 00)
die Losung auf den Gebieten 2, = {(x, 1) : t < t; + OminX}
und Qp = {(x, 1) : >t + Omaxx} vollstindig. Die Lo-
sung ist deshalb auf € und € -ebenfalls sta-

‘A

t =b+ ominx

t:a+0maxx

L.

X
Bild 2 Parallelstrombetrieb: Bestimmungsgebiet der Losung bei Vorgabe
der ZuflussgroBen auf dem Intervall [a, b].

5 Andernfalls ist €] ein Dreieck, das ebenfalls vom linken Rand und
den Charakteristiken begrenzt wird. In diesem Fall besteht J entweder
aus einem einzigen Punkt oder ist sogar leer.

—
0 L X

Bild 3 Parallelstrombetrieb: Ubergang zwischen stationiren Regimes bei
Parametrierung durch die Zuflussgrofen.

tiondr in dem Sinne, dass %—”;’ =0 gilt. Der Ubergang zwi-
schen den stationdren Regimes findet folglich auf dem
Gebiet [0,L] x R\ (2, U2y,) statt, d. h. auf

{(, 1) 1 11+ OminX <t <t + OmaxX} .

Die diskutierte Parametrierung kann im Sinne des flach-
heitsbasierten Steuerungsentwurfs betrachtet werden. Sie
erlaubt es, Losungen aus den Trajektorien geeigneter Gro-
Ben zu konstruieren. Diese Grolen konnen als ein flacher
Ausgang betrachtet werden.

4.3 Flachheitsbasierte Parametrierung
und der Gegenstromfall

Die im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Methode
liefert eine Moglichkeit zur Parametrierung von Trajekto-
rien fiir einen Rohrreaktor im Parallelstrombetrieb. Mit
ihr konnen sehr einfach Uberginge zwischen stationiren
Profilen realisiert werden. Dazu miissen lediglich Uber-
ginge zwischen konstanten Zuflussgrofien parametriert
werden. Fiir praktische Anwendungen werden jedoch die
Trajektorien der Abflussgrofien von groflerem Interesse
sein als jene der Zuflussgrofien.

Offensichtlich kann das beschriebene Vorgehen dahin-
gehend abgeidndert werden, dass man die Randtrajektori-
en bei x = L statt bei x = 0 vorgibt und die sich ergebende
Randwertaufgabe in negativer Richtung lost. Das sich
dadurch ergebende Problem besteht darin, dass diese
Randwerte nicht den physikalischen Randbedingungen
entsprechen und deshalb nicht direkt eingestellt werden
konnen. Dies ist jedoch gar nicht nétig: Sind sdmtli-
che ZuflussgroBlen Stellgrofien, so kann die durch die
Abflusstrajektorien parametrierte Losung dadurch reali-
siert werden, dass die notigen Zuflusstrajektorien aus den
tatsidchlichen physikalischen Randbedingungen abgelesen
werden.

Dass auch aus mathematischer Sicht kein Unterschied
zwischen den beiden Parametrierungen besteht, wird

—
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deutlich wenn man zunichst Gleichung (7) auf dem In-
tervall [L, x] integriert:

wi(x, t) = wi(L, t + oi(L—x)) + / fiw(&, t—oi(x-§)))d& .
L

Durch Einfithren der neuen Koordinate ¥ = L —x und
der Funktionen w;(X, r) = wi(x, t) kann diese Gleichung
in eine Form iiberfiihrt werden, die sich von (8) nur
durch die Vorzeichen unterscheidet:

(% 1) = W0, £ + 03%) - / FOR(E, £+ 0y(%— £)))dE
0

Die Moglichkeit, Losungen durch Randwerte zu parame-
trieren, die keine Stellgroflen sind, kann nun auch zur
Trajektorienplanung fiir einen nach dem Gegenstrom-
prinzip betriebenen Reaktor genutzt werden. Dessen
Modell unterscheidet sich von dem im Parallelstromprin-
zip betriebenen Reaktor lediglich durch die Vorzeichen
der Parameter o;, was auf die mathematischen Unter-
suchungen keinen Einfluss hat. Auch hier kénnen die
Randtrajektorien bei x = 0 oder x = L zur Parametrierung
verwendet werden. Unabhingig davon, fir welchen Rand
man sich entscheidet, werden dabei sowohl Zufluss- als
auch Abflusstrajektorien vorgegeben. Noch allgemeiner
kann die Losung auch durch die Trajektorien an einem
beliebigen Punkt im Inneren des Reaktors parametriert
werden. Diese Entscheidung ist ausschliefSlich von tech-
nologischen Erwigungen abhingig: Ist man beispielsweise
speziell an der Abflusskonzentration interessiert, so ist es
sinnvoll, die Randwerte an der Stelle x = L als flachen
Ausgang zu verwenden. Zur Veranschaulichung der vor-
stehenden Diskussion ist in Bild 4 der Einflussbereich
eines Ubergangs zwischen stationiren Regimes darge-
stellt, der nicht am Rand parametriert wurde, sondern
an einer beliebigen Stelle xq € [0, L].

0 L x

Bild4 Zum Ubergang zwischen stationiren Regimes bei Vorgabe der
Losung an der Stelle xp mit Ax = x — xq.

4.4 Abschatzungen des Existenzintervalls —
Einschrankungen fiir die Trajektorie
des flachen Ausgangs
Wie bereits das in Abschnitt 2 betrachtete Beispiel ver-
deutlicht, miissen die Losungen der Gleichungen (8)
keineswegs auf beliebig grofien Intervallen existieren. Die-
ses Problem bedarf insbesondere im hier betrachteten
allgemeineren Fall einer sorgfiltigen Analyse. Andern-
falls kann nicht gesichert werden, dass die zur Losung
verwendeten numerischen Verfahren iiberhaupt sinnvol-
le Ergebnisse liefern.

Wenn man die Zuflusskonzentration als einen Teil
des flachen Ausgangs benutzt, kann argumentiert wer-
den, dass das Existenzintervall beliebig grof$ ist: Wihrend
der Reaktion wird sich die Konzentration verringern, bei
physikalisch sinnvoller Modellierung jedoch nie nega-
tiv werden. Da die thermische Energie, die dem System
zugefithrt wird, nur aus der Reaktion stammt, werden
die Temperaturen ebenfalls begrenzt sein. Obwohl diese
Argumentation den Verzicht auf eine Diskussion hin-
sichtlich endlicher Fluchtzeiten rechtfertigt, so ist sie
keinesfalls mathematisch exakt. Ist hingegen die Aus-
gangskonzentration Teil des flachen Ausgangs, so ist die
Argumentation nicht mehr haltbar, wodurch die Diskus-
sion der Existenz an Bedeutung gewinnt.

Es ist bekannt, dass die eindeutige Losung der
Funktional-Differentialgleichungen (7) lokal unter Ver-
wendung einer Picard-Iteration gewonnen werden kann.
Dazu muss vorausgesetzt werden, dass die Funktionen f;
Lipschitz-Bedingungen erfiillen [3]. Um ein solches Itera-
tionsschema zu erhalten, geht man von der Integralform
(8) der Modellgleichungen aus, deren rechte Seite als Ab-
bildung A : X — X mit X = Cy([0, L] x R, R?) aufgefasst
wird. Gleichung (8) kann dann in der Form w = Aw mit

(Aw);(x,t) = wi(0, t — 0ix) + (Bw)i(x, 1)

: ()
(Bw)i(x, 1) = / e, t—o(x—8))de
0

angeschrieben werden. Die Losung erhilt man (zumin-
dest lokal) aus w(x, t) = limg_, oo Wi (x, t), wobei die Folge
{wy} rekursiv durch

Wit = Awy (10)

definiert ist und wy beliebig gewdhlt werden kann. Man
kann sich leicht verdeutlichen, dass der Grenzwert dieser
Folge in Form der Reihe

o

w(x, t) = Z(Bkw) (x, 1)

k=0

dargestellt werden kann, wobei B der k-fachen An-
wendung von B entspricht, B° die Identitit ist und
® = (w1, w3, w3)T mit w;(x, 1) = w;(0,t — 0;x) gilt.

Um die Konvergenz der Iterationsvorschrift (10)
zu untersuchen, benutzt man den dreidimensionalen
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euklidischen Raum R3, sowie den Funktionenraum
C(®) :=(Co(®))? der auf © definierten stetigen
Funktionen, wobei ® dem Kontext entsprechend unter-
schiedlich gewihlt werden kann. Insbesondere werden die
in Abschnitt 4.2 definierte Menge €2; und deren Durch-
schnitt Qr, mit einer Parallelen der Zeitachse durch
den Punkt (x,0) benoétigt. Ausgestattet mit der Supre-
mumsnorm wird C3(®) zu einem Banachraum. Zur
Vereinfachung der Notation wird fiir diese Norm nach-
folgend die Schreibweise | - ||e statt || - ||C3<®) verwendet®.

Die in Gleichung (9) definierte Abbildung A wird nun
durch

HAW) (D), < P + / Fw(E, ))de
0 Q[,x

<o+ / [fonenl,, e ()

0

mit Wy = || w(0) llq;, nach oben abgeschitzt.

Als néchstes wihlt man eine monoton steigende Funk-
tion f:R* — R* derart, dass ||f(w(x))||Ql 5f(@(x))
mit w(x) = || w(x) lq, gilt. Mit dieser Funktion folgt fiir
die rechte Seite von (11)

X

Tt [ U], de <o+ [ Fate) as
0

0

Existiert die Losung der Gleichung
o) =0+ [ Flot) ds (12
0

auf dem Intervall [0, L] und nimmt man an, dass w < w,
so erhilt man aufgrund der Monotonie von f

1AW (D), <0+ / Fl(®)) dt = o).
0

Die Abbildung A kann somit alternativ als Abbildung
X, — X, auf der Menge X, = {v e CS(QI) : IIV(x)IIQI)x <
o(x)} interpretiert werden.

Als nichstes wird gezeigt, dass falls f auf [0,L] der
Lipschitz-Bedingung

[fow)-fW)|g, < Allw=vllg,

geniigt, dort die Beziehung

”AkHW_AkHVHQ] < Lk+1

=< kT 1)l lw=vlg, (13)

gilt.

®Die Norm von Funktionen in zwei Argumenten wird auch
|g(x, -)||Q[‘x = [ g(x) HQ[,x geschrieben.

Dazu wird zunichst angenommen, dass fiir beliebige
x € [0, L] und fiir ein beliebiges k die Ungleichung

k

A
[Aw) () - A @) g, <2 Iw=vllg,

’Q])x

gelte, dies trifft trivialerweise fiir k = 0 zu. Dadurch erhilt
man

[ (A w) () = (A ) ) g,

= /f((AkW)(é)~))—f((AkV)(S,'))d§
0

X Ak+l
< /é" Iw—vllq, d&
0

Ql,x

k!

. k+1
=t |w-v

G D! I e,
und somit (13).

Nach diesen Vorarbeiten kann der Fixpunktsatz von
Weissinger [15] verwendet werden, um auf die Exis-
tenz und Eindeutigkeit der Losung zu schliefen (vgl.
auch [2]):

Fixpunktsatz von Weissinger ([2]). Sei («x) eine Folge
positiver reeller Zahlen, sodass

o0

k=0

konvergiert. Seien dariiber hinaus X eine nichtleere Teil-
menge eines Banachraums E mit der Norm || - || und A eine
Selbstabbildung in X derart, dass fiir alle k € Nund f,g € X
die Abschiitzung

|ARF — Akgll < arllf gl

gilt. Dann konvergiert die Folge (A"wg) mit wy € X gegen
die eindeutige Losung w € X des Fixpunktproblems w = Aw.

Hat man eine passende Abschitzung ffijr die rechte Sei-
te f der Differentialgleichung (6) gefunden, so verbleibt
schliefllich die Aufgabe, die Funktion @ zu bestimmen,
die der Integralgleichung (12) geniigt, bzw. der ihr ent-
sprechenden Differentialgleichung

dw ~
E(x) =fl(w(x)). (14)

Insbesondere ist zu priifen, auf welchem Intervall die
Losung von (14) existiert, um daraus auf das Existenz-
intervall des urspriinglichen Problems (8) zu schliefen.
Da es sich bei (14) um eine gewohnliche skalare
Differentialgleichung handelt, ist das Existenzproblem
wesentlich einfacher zu behandeln als das urspriinglich
gestellte. Mitunter gelingt es sogar eine geschlossene Lo-
sung zu berechnen, wie dies im einfiihrenden Beispiel in

—
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Abschnitt 2 der Fall war. Ansonsten betrachte man statt
(14) die Differentialgleichung fir die Umkehrfunktion
von w:

dx 1
—(w) = =—. (15)
dw f(a))

Die rechte Seite von (15) hingt nicht von der Losung
dieser Differentialgleichung ab und fithrt auf das Integral

w

1
= | —db
K / Q)

o

mit wy >0. Aus der Monotonie, der Stetigkeit von f
sowie aus f(w) >0 fiir >0 folgt, dass dieses Inte-
gral fiir beliebige @ >0 wohldefiniert ist. Von Interesse
ist nun insbesondere das Verhalten des Integrals fir
@ — 00. Bleibt x dabei beschrinkt, so erhilt man durch
lim,, o0 x(w) das Existenzintervall der Losung von (14)
mit der Anfangsbedingung w(0) = wy. Integriert man die
Gleichung (15) lediglich bis zu w, so kann sichergestellt
werden, dass die Losung von (14) zumindest auf dem
Intervall [0, x(w)] existiert. Diese Integration kann nu-
merisch durchgefithrt werden. Mogliche Anfangswerte
wy erhilt man beispielsweise durch Riickwirtsintegration.
Diese konnen alternativ auch aus einem Diagramm abge-
lesen werden, in dem der Graph der Funktion @ — x(w)
dargestellt wird (siehe Bild 5).

Im konkreten Fall des Rohrreaktors mit Wirmetau-
scher kann die rechte Seite von (4) mit der Funktion

]?(a)(x)) = yiw(x) + yza)k(x)He_#éx)

nach oben abgeschitzt werden. Der Parameter
k entspricht dabei der Reaktionsordnung, y; =
max(Be/ve, B/v) und y, = |a/v|.

In Bild 5 wird der — geschitzte — maximale Anfangs-
wert wy = w(0) in Abhingigkeit von der Linge L des
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Bild5 Maximal moglicher Anfangswert wg (L) fiir eine Reaktion zweiter

Ordnung.

Integrationsintervalls fiir eine Reaktion zweiter Ordnung
(k =2) dargestellt.

5 Numerische Auswertung der Integrale

Zur numerischen Integration konnen bekannte Lo-
sungsverfahren fur gewohnliche Differentialgleichungen
benutzt werden. So wurde neben dem expliziten Euler-
Verfahren die Methode von Heun als Vertreter der
Runge-Kutta-Verfahren untersucht. Da bei dem betrach-
teten Beispiel nur zwei verschiedene, im Voraus bekannte
charakteristische Kurven auftreten, kann ein festes Gitter _¢
gewihlt werden, auf dem die Losung ohne Interpolation £
berechnet werden kann (siehe Bild 6). Dies ist jedoch in 3
der Regel bei Problemen mit einer grofleren Anzahl ver- 5
schiedener charakteristischer Kurven sowie quasilinearen <
Systemen nicht mehr moglich, was sich besonders auf o
den numerischen Losungsaufwand auswirkt.

Dieses feste Gitter erhilt man, indem man entlang
der charakteristischen Kurven ¢ =t + x/v diskretisiert
und anschliefSend eine geeignete Zeitschrittweite wihlt.
Zur vereinfachten Darstellung werden Funktionswerte
auf dem Gitter in der Form

'me| JyblAdoo uewsas Aq pajosjoud si ajonle

nAX
w; (nAX, mAT + ) ="

angeschrieben. Wihlt man die Zeitschrittweite

1 1
AT:AX'———
Vo Ve

>

so erhdlt man mit s = sgn (% - Vi) fir z.B. das Euler-
€
Verfahren eine Iterationsvorschrift der Form

wi™" = w’ffl’m + AXf (Wb

wy™ = wh "+ AXf (W)

Wgt,m _ Wgt—l,mﬂ + AXf3 (wn—l,m+5) X

Bild 6 Darstellung der Gitterpunkte zur numerischen Integration entlang
der Charakteristiken.
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Das Heun-Verfahren kann in einer dhnlichen Art und
Weise dargestellt werden, erfordert jedoch eine zusitzli-
che Auswertung der Funktionen f;.

6 Simulationsergebnisse

Zur [lustration der hergeleiteten Steuerungsstrate-
gie wurde das folgende Szenario im Gegenstrom-
fall betrachtet. Das stationire Anfangsregime ist
durch die Werte T(0,t) =500K, T.(0,t) =500K und
c(0,t) = 5000 mol/m> fiir t <0 gegeben. Bei diesen
Werten lduft kaum eine Reaktion ab (siche Bild 7).
Das Endregime wird durch die Werte T(0,¢) = 900K,
c(0,1) = 10.000 mol/m® und ¢(L,t) = 100 mol/m?> fiir
t > tena charakterisiert. Das bedeutet, dass wihrend des
Ubergangs die Zuflusskonzentration erhéht und die Re-
aktion durch einen Anstieg der Zuflusstemperatur des
Reaktanten beschleunigt wird. Fiir beide Regimes folgt
das zugehorige Profil aus den gegebenen Werten.

1200 ;_/\

8000 . . b

<
4000} - - 1

0 i i ;
0 0.5 1 15 2 25 3

Bild 7 Stationire Profile der Systemgrofen (Anfangsregime: gestrichelte
Linie, Endregime: durchgezogene Linie).
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Bild8 Zeitverldufe der Zufluss- (durchgezogene Linien) und Abfluss-
groflen (gestrichelte Linien).

Die Losung wurde durch die Wahl eines Uber-
gangspolynoms dritten Grades fiir den flachen Ausgang
parametriert, der aus den Randwerten an der Stelle x = L
besteht (siehe Bild 8). Die benotigten Anfangs- und End-
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Bild9 Zeitverlauf der Reaktantentemperatur 7.

Bild 10 Zeitverlauf der Kiithlmitteltemperatur Te.
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Bild 11 Zeitverlauf der Konzentration ¢ (c-Achse invertiert).
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werte dieser Trajektorien folgen aus den stationdren Literatur

Profilen. }n den ._Bﬂdern 9 blS 11 wurden die Profile der [1] HALLEUX, J. DE: Boundary Control of Quasi-Linear Hyperbolic

Systemgrofen wahrend des Ubergangs dargestellt. Initial Boundary-Value Problems. Ph.D. Thesis, Université Catho-
Die folgenden numerischen Werte wurden fiir die kon- lique de Louvain, Belgium, 2004.

stanten Parameter benutzt: L =3 m, « = 0,031 Kmol™, [2] HruUsER, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. B. G. Teubner,

B =370 s Be = 0,55 s, v=20ms", vo=—5ms", Stuttgart, 3. Auflage, 1995.

[3] Joun, F.: Partial Differential Equations. Springer-Verlag, New
York, 4. Auflage, 1991.

[4] KnUpPEL, T'.: Beitrige zum flachheitsbasierten Steuerungsentwurf

fiir quasilineare hyperbolische Systeme. Inst. f. Regelungs- und Z-

Steuerungstheorie, TU Dresden, 2009. Diplomarbeit.

H =2,45x%x10*m?® (mols)™!, E =206 k] mol™".

7 . SChII.ISSfOIQerung. [5] KrsTic, M. und A. SmysHLYAEV: Boundary Control of Pdes:
Die vorliegende Arbeit behandelt den Steuerungsent- A Course on Backstepping Designs. Society for Industrial and
wurf fiir Systeme hyperbolischer semilinearer partieller Applied Mathematics Philadelphia, PA, USA, 2008.
Differentialgleichungen, mit denen ein Rohrreakter mo- [6] LyncH, A.F. und J. RubovpH: Flachheitsbasierte Randsteue-
. . A rung parabolischer Systeme mit verteilten Parametern. at — Automa-
delliert wird. Dabei wird ausgenutzt, dass das betrachtete
bl £ el d foab iickeefiih tisierungstechnik, 48:478-486, 2000.
Problem al} eine Ran wertau. gabe zuruckgetuhrt wer- [7] LyncH, A. F. und J. RupovLpHu: Flatness-based boundary con-
den kann, in der alle Randbedingungen am selben Rand trol of a class of quasilinear parabolic distributed parameter systems.
gestellt werden, also ein Cauchy-Problem beziiglich der Internat. J. Control, 75(15):1219-1230, 2002.
Ortsvariablen. Dieses wird entlang der Charakteristiken (8] Meurer, T. und A. KuvGr: Trajectory Planning for Boundary
integriert. Dazu werden aus der Numerik gewohnlicher Controlled Parabolic PDEs With Varying Parameters on Higher-
. . . . Dimensional Spatial Domains. IEEE Transactions on Automatic
Differentialgleichungen wohlbekannte Integrationsver- Control, 54(8):18541868, 2009,
fahren verwendet, die der Problemstellung angepasst [9] MEURER, T. und M ZErrz: Flachheitsbasierte Steuerung und
werden. Zum Nachweis der Existenz der Losung wird ein Regelung eines Wiirmeleitsystems. at— Automatisierungstechnik,
Iterationsverfahren in Kombination mit einem Fixpunkt- 52(9):411-420, 2004.

[10] RupovrpH, J.: Beitrige zur flachheitsbasierten Folgeregelung linea-
rer und nichtlinearer Systeme endlicher und unendlicher Dimension.
Berichte aus der Steuerungs- und Regelungstechnik. Shaker Ver-

satz verwendet. Hervorzuheben ist dabei die Tatsache,
dass die Losung der Differentialgleichung durch jene

einer gewohnlichen skalaren Differentialgleichung ma- lag, Aachen, 2003.

jorisiert wird, fiir die das Existenzintervall numerisch [11] Ruporpn, J., J. WiNkLER und F. WoITTENNEK: Flatness
abgeschiitzt werden kann. Dadurch wird es moglich, Ein- based control of distributed parameter systems: Examples and com-
schrinkungen fiir mégliche Trajektorien fiir den flachen puter exercises from various technological domains. Berichte aus der

Steuerungs- und Regelungstechnik. Shaker Verlag, Aachen, 2003.

Ausgang anzugeben. _ _ [12] RuporpH, J. und F. WorrTenNek: Trajektorienplanung fiir
Bereits anhand der im Beitrag verwendeten Nota- gewisse lineare Systeme mit verteilten Parametern. at — Automati-

tion wird deutlich, dass die vorgeschlagene Methode sierungstechnik, 54(5), 2006.

keineswegs auf Probleme mit nur zwei Charakteristi- (13] RuporpH, J.und F. WorTTENNEK: Motion planning and open

ken beschrinkt ist, eine Erweiterung ailt umfangreichere loop control design for linear distributed parameter systems with

K 1 T leich K . lumped controls. Internat. J. Control, 81(3):457-474, 2008.
SYSteme Vverkoppe tef r.ansportg eichungen kann unmit- [14] WagNER, M. O., T. MEURER und A. Kuagr: Feedforward
telbar erfolgen. Zusitzliche Herausforderungen ergeben control design for the wave equation with nonlinear boundary

sich dabei vor allem fiir die verwendeten numerischen conditions modelling a torsional rod. In: 47th 1IEEE Conference on
Verfahren. Decision and Control, Seiten 1459—1464, 2008.
[15] WEISSINGER, J.: Zur Theorie und Anwendung des Iterationsver-

Im Gegensatz dazu sind allgemeinere quasilineare Sys-
g & q Sy fahrens. Math. Nachr., 8, 1952.

te_me’ also SQIChe SYSteme’ in denen die Chalj_aktenSUken [16] WoITTENNEK, F.: Beitrige zum Steuerungsentwurf fiir lineare,
nicht mehr im Voraus berechnet werden konnen, son- értlich verteilte Systeme mit konzentrierten Stelleingriffen. Berichte
dern von der Losung abhingen, wesentlich schwieriger aus der Steuerungs- und Regelungstechnik. Shaker Verlag, Aachen,
zu behandeln. Obwohl der Steuerungsentwurf fiir solche 2007

Gleichungen prinzipiell mit den gleichen Methoden er-
folgen kann [4], ergeben sich sowohl aus numerischer als
auch theoretischer Sicht neue interessante Problemstel-
lungen. Manuskripteingang: 30. Mirz 2009

SchliefSlich stellt sich die Frage, wie sich die ent-
wickelten Methoden mit Reglerentwurfsverfahren zu
Trajektorienfolgeregelungen kombinieren lassen, bei-
spielsweise jenen aus [5] oder [1].
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