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Flachheitsbasierte Randsteuerung 
parabolischer Systeme 
mit verteilten Parametern 
Flatness-based Boundary Control of Parabolic Distributed Parameter Systems 

Alan F. Lynch und Joachim Rudolph 

Herrn Prof Dr.-lng. Dr. rer. nat. K. J. Reinschke zum 60. Geburtstag gewidmet 

Für durch lineare oder nichtlineare parabolische partielle Differentialgleichungen beschriebene 
Ausgleichsprozesse werden Randsteuerungen für Übergänge zwischen stationären Profilen 
berechnet. Die Methode basiert auf einer Flachheitseigenschaft des Systems: Die Lösung, 
beispielsweise eine Orts- und zeitabhängige Temperatur, kann durch einen sogenannten fla- 
chen Ausgang beschrieben werden, in diesem Fall durch einen Randwert. Die Berechnungen 
basieren auf Potenzreihendarstellungen, in denen Zeitableitungen beliebiger Ordnung des 
flachen Ausgangs auftreten. Die Konvergenz wird durch die Wahl einer nicht-analytischen 
sogenannten Gevrey-Funktion als Trajektorie für den flachen Ausgang sichergestellt. 

The computation of boundary controls for finite time transitions between stationary profiles of 
several diffusion type processes described by linear or nonlinear parabolic partial differential 
equations is considered. The control method relies on a flatness property of the System which 
means the solution, a temperature field for example, can be parametrized in terms of a so- 
called flat output which is a boundary value in this case. Calculations are based on power 
series expansions involving time derivatives of arbitrary order of the flat output. Convergence 
is guaranteed by using a non-analytic so-called Gevrey function as the flat output trajectory. 

1 Einleitung 

Die Erwärmung eines Körpers durch einen Wärmeeintrag 
von außen führt auf eine in einer Vielzahl von Varianten 
immer wiederkehrende Steuerungsaufgabe. Dabei interes- 
siert der Zeitverlauf des ortsabhängigen Temperaturfeldes. 
Die Steuerung erfolgt über einen Randeingriff. Als viel- 
leicht einfachstes Beispiel für eine solche Aufgabe kann 
die Erwärmung eines homogenen Stabes endlicher Länge 
betrachtet werden, wie er in Bild 1 skizziert ist. Der Stab 
sei über die gesamte Länge und an einem der Enden (bei 
z = 0) wärmeisoliert. Am anderen Ende (bei z = -L) soll 
die Möglichkeit für einen Eingriff gegeben sein. 

Es stellt sich folgende Steuerungsaufgabe: Durch einen 
Wärmeeintrag am Rand erhitze man den Stab derart, dass 
sich in endlicher Zeit ein neues stationäres Temperaturpro- 
fil einstellt. Wird keine endliche Übergangszeit angestrebt, 
so kann diese Aufgabe bekanntlich (aufgrund der Stabilität 
des Systems) dadurch gelöst werden, dass die dem er- 
wünschten Temperaturprofil entsprechende konstante 

Stellgröße eingestellt wird. So wird das stationäre Profil 
asymptotisch erreicht. Das Erreichen eines dem Sollprofil 
„hinreichend nahen" Temperaturprofils kann jedoch, in 
Abhängigkeit von den Parametern des Systems, eine der 
Aufgabe unangemessen lange Zeit in Anspruch nehmen. 

Reicht es aus, nur die Ortsabhängigkeit der Temperatur in 
der Längsrichtung des Stabes zu berücksichtigen, und kann 
der Prozess durch die eindimensionale lineare Wärmelei- 

Bild 1: Skizze eines Wärmeleitungssystems mit der Temperatur q(z, t) 
und der Umgebungstemperatur u(t) als Stellgröße. 
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tungsgleichung beschrieben werden, dann kann das (in die- 
sem Fall örtlich konstante) stationäre Sollprofil durch ge- 
zielte zeitlich veränderliche Steuerung in einer endlichen 
Zeit eingestellt werden. Die erforderliche Übergangszeit 
hängt zumindest theoretisch nur von eventuellen Beschrän- 
kungen für die Stellgröße ab - tatsächlich verliert das linea- 
re Modell bei großen Temperaturänderungen seine Gültig- 
keit. Wie ein Übergang zwischen stationären Profilen in 
endlicher Zeit für die vorgestellte lineare Wärmeleitungs- 
aufgabe erreicht werden kann, wird in Abschnitt 2 erörtert. 
Die dort vorgestellte Methode [X; 201 basiert auf der Ver- 
wendung eines sogenanntenfluchen Ausgangs für die Dar- 
stellung der Lösung mittels einer Potenzreihe in der Orts- 
variablen. Wie für die differentiell flachen endlichdimen- 
sionalen nichtlinearen Systeme [4; 261 kann damit eine 
Solltrajektorie für eine als flacher Ausgang bezeichnete 
Systemgröße y frei gewählt werden, und es steht eine Be- 
rechnungsvorschrift zur Verfügung, mit der alle übrigen 
Systemgrößen aus den Zeitableitungen der Solltrajektorie 
für y berechnet werden können. Der unendlichdimensio- 
nale Charakter des Systems mit verteilten Parametern spie- 
gelt sich dabei im Auftreten unendlich vieler Zeitableitun- 
gen von y in der Potenzreihe wider. 

Die Wärmeleitungsgleichung stellt bekanntlich eine Nor- 
malform für die linearen parabolischen Systeme mit örtlich 
verteilten Parametern und einer Ortsabhängigen dar. Es 
überrascht deshalb nicht, dass weitere Ausgleichsvorgän- 
ge, die durch parabolische partielle Differentialgleichun- 
gen (pDgln.) beschrieben werden, in ähnlicher Weise wie 
das einführende Beispiel behandelt werden können. Eine 
solche flachheitsbasierte Steuerung für lineare paraboli- 
sche Systeme mit verteilten Parametern wurde für den all- 
gemeineren Fall eines chemischen Rohrreaktors in [8] vor- 
geschlagen - Varianten werden in [9; 201 behandelt. Die 
zugrundeliegenden Berechnungen mit einem Potenzrei- 
henansatz und die erforderlichen Betrachtungen der Kon- 
vergenz der Reihe gehen auf Holmgren zurück - s. insbe- 
sondere [ l l] .  In [17] wurde die Verallgemeinerung durch 
Einführen ortsabhängiger Koeffizienten und nicht-stationä- 
rer (in der Ortsvariablen analytischer) Anfangsprofile be- 
trachtet, in [16; 251 die Verallgemeinerung auf den zylind- 
rischen Fall. Als ein nichtlinearer Fall wurde jüngst in [19] 
das Modell eines isothermen Rohrreaktors mit einer Reak- 
tion zweiter Ordnung untersucht. 

Nach einer detaillierten Betrachtung der einleitenden Wär- 
meleitungsaufgabe im nächsten Abschnitt, wird in Ab- 
schnitt 3 ein allgemeineres System betrachtet, das unter- 
schiedliche Wärmeleitungsprozesse oder einfache iso- 
therme Rohrreaktoren beschreiben kann. Dafür wird die 
Parametrierung der Lösung durch den flachen Ausgang 
mittels einer formalen Potenzreihe angegeben. Deren Kon- 
vergenz für wichtige Sonderfälle ist Thema von Abschnitt 
4, wobei die erhaltenen Lösungen durch Simulationsergeb- 
nisse veranschaulicht werden. Weitere Verallgemeinerun- 
gen des Entwurfsverfahrens werden in einem Ausblick auf- 
gezeigt. 

2 Randsteuerung für einen Wärmeleiter 

Die Steuerungsmethode kann am besten anhand der linea- 
ren Wärmeleitungsaufgabe eingeführt werden. Es sei dazu 
für den in Bild 1 dargestellten Stab die eingangs gestellte 
Aufgabe der Randsteuerung zur Erwärmung in endlicher 
Zeit zu lösen [8; 201. 

Wird nur die Ortsabhängigkeit der Temperatur in der 
Längsrichtung des Stabes berücksichtigt, so kann die zeit- 
lich veränderliche, von der Ortskoordinate z abhängige 
Temperatur q(z, t )  bei hinreichend geringen Schwankun- 
gen bekanntlich durch die lineare Wärmeleitungsgleichung 

a24 aq 
ho7(z, t )  = Po ( 2 ,  t ) ,  z E (-L, 0), t > 0 (I )  az at 

beschrieben werden [10; 121. Darin ist po > 0 die kons- 
tante volumenspezifische Wärmekapazität des Stabes (das 
Produkt aus der Dichte und der spezifischen Wärmekapazi- 
tät), ho > 0 dessen Wärmeleitfähigkeit. Zu Beginn der be- 
trachteten Übergangsvorgänge sei die Temperatur im Stab 
konstant, so dass wegen der Linearität der partiellen Diffe- 
rentialgleichung die Anfangsbedingung 

angenommen werden kann. Die Randbedingungen ergeben 
sich aus der Betrachtung der Wärmeströme an den Rändern 
zu 

mit dem Wärmeaustauschkoeffizienten ß > 0. Darin ist 
u(t) die als Stellgröße dienende Umgebungstemperatur. 

Die Steuerungsaufgabe lautet: Durch einen Wärmeeintrag 
am Rand erhitze man den Stab derart, dass sich in endlicher 
Zeit t, ein neues stationäres Temperaturprofil qs(z) ein- 
stellt, also eine ortsabhängige Temperatur qs(z), die eine 
Lösung der Randwertaufgabe 

mit us = const. darstellt. Man verifiziert leicht, dass die sta- 
tionären Profile auch örtlich konstant sind: q,(z) = u, = 
const. 

2.1 Lösung durch Potenzreihenansatz 

Zur Lösung dieser Steuerungsaufgabe für das Temperatur- 
feld q(z, t )  wird eine Potenzreihe in der Ortsvariablen z an- 
gesetzt [8; 201: 
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Diese kann - zunächst nur formal - nach z und t abgeleitet 
werden1 : 

Durch Einsetzen der erhaltenen Ausdrücke in die Wärme- 
leitungsgleichung (1) und Vergleich der Koeffizienten der 
Potenzen in z ergibt sich die rekursive Beziehung 

Auswerten der Randbedingung bei z = 0 liefert ai = 0. 
Zusammen mit der vorausgegangenen Rekursionsbezie- 
hung folgt daraus das Verschwinden sämtlicher Koeffizien- 
ten der ungeraden Potenzen: 

Die Berechnung der Lösung q(z, t )  ist nun möglich, indem 
der Koeffizient ao(t) vorgegeben wird: 

Die so eingeführte Größe y, derflache Ausgang, ist gerade 
die Randtemperatur bei z = 0, also an dem dem Stellein- 
griff gegenüberliegenden Rand. 

Damit ergibt sich aus der Rekursionsbeziehung für die Ko- 
effizienten 

Die Funktion y muss offensichtlich unendlich oft differen- 
zierbar sein, also eine COo-Funktion. Die Reihendarstellung 
des Temperaturverlaufs im Stab lautet damit 

Zur Berechnung des Stellgrößenverlaufs muss nur noch die 
Randbedingung bei z = -L ausgewertet werden: 

2.2 Wahl der Solltrajektorie für den flachen 
Ausgang 

Die hergeleiteten, zunächst formalen, Reihendarstellungen 
führen auf eine Lösung der Steuerungsaufgabe, falls die 
Funktion y : R+ -+ R folgende Bedingungen erfüllt: 

Es ist y(k)(0) = 0, für k > 0; diese Bedingung resultiert 
aus der Anfangsbedingung q(z, 0 )  = 0. 
Es ist = 0, für k > 0;  dies entspricht der Forde- 
rung eines stationären Profils q(z, t,) = q,(z). 
Die Funktion y ist eine sogenannte Gevrey-Funktion der 
Klasse a  < 2: 

(k!)" 
sup ~ y ( ~ ) ( t ) l  5 m-- a < 2 ,  k > 0 ,  
t€W+ vk (4) 

mit reellen Konstanten m, y [1 11; die durch die Konstan- 
ten m, y und a  bestimmte Menge dieser Gevrey-Funk- 
tionen wird hier mit C,,Y,, bezeichnet. Diese Forderung 
garantiert die Konvergenz der verwendeten Potenzrei- 
hen für alle z. 

Es sei unterstrichen, dass die Funktion y,  falls sie nicht 
identisch Null ist, in t = 0 und t = t, nicht analytisch sein 
kann, denn analytische Funktionen, deren sämtliche Ablei- 
tungen an einer Stelle gleich Null sind, sind konstant. Die 
Gevrey-Funktionen der Klasse a  = 1 sind analytisch. Dar- 
aus folgt die Bedingung a  > 1 für einen Übergang zu ei- 
nem von der Anfangsbedingung verschiedenen stationären 
Profil q, (z).  

Es kann beispielsweise die schon in [7] verwendete Cm- 
Funktion 

mit @, : R+ -+ IR gemäß 

benutzt werden, mit : IR' -+ R gemäß #,(t) = 
exp(-l/(t(l - t))") und o > 1. Die beiden Funktionen 4, 
und @, sind Gevrey-Funktionen der Klasse a  = 1 + 110. 
Die Funktion @, wächst für 0 ( t 5 t, monoton von 0 
nach 1 (s. Bild 2, in dem der Graph der Funktion y bei der 
Stelle z = 0 ersichtlich ist). Bei t = 0 und t = t ,  sind sämt- 
liche Ableitungen Null, und deshalb sind @, und y nicht 
analytisch an diesen Punkten. Vergrößern des Parameters 
a bewirkt einen „steilerenG' Übergang~vorgan~. 

Mit dieser Wahl für y werden einerseits die Rand- und An- 
fangsbedingungen erfüllt, andererseits ist die Konvergenz 
der Reihen sichergestellt - vgl. das Simulationsergebnis in 
Bild 2. Die Konvergenz der Reihe ergibt sich als Spezialfall 
eines entsprechenden Ergebnisses für die allgemeine linea- 
re Gleichung mit konstanten Koeffizienten, das in Ab- 
schnitt 4.1 ausführlich diskutiert wird. Für die Realisierung 

Es werden q, := g, q, := 2, q„ := g, bk := b"- und .- 
dt . , Bild 2: Verlauf der Temperatur q(z, t). Der flache Ausgang ist 

k 2 0 verwendet. ~ ( t )  = W t). 
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der Steuerung wird die Reihe abgebrochen2 - in der Simu- 
lation zu Bild 2 nach a20z20/20!. 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass der flache Aus- 
gang für diese Steuerungsaufgabe bei der Inspektion des 
Potenzreihenansatzes ersichtlich ist und seine physikali- 
sche Bedeutung klar: Es handelt sich um die Randtempera- 
tur y(t)  = q(0, t). Der flache Ausgang ist hier eine örtlich 
konzentrierte Größe, wie auch als Stellgröße eine örtlich 
konzentrierte Größe dient3. Die Solltrajektorie für den fla- 
chen Ausgang kann so gewählt werden, dass die gestellte 
Steuerungsaufgabe gelöst wird, und sowohl der ortsabhän- 
gige Temperaturverlauf q(z,  t )  als auch die Stellgröße u(t) 
werden in Abhängigkeit dieser Solltrajektorie für den fla- 
chen Ausgang durch Potenzreihen beschrieben. Wie in der 
Einleitung bereits erläutert wurde, spiegelt sich die Unend- 
lichdimensionalität des Systems mit verteilten Parametern 
hier im Auftreten einer unendlichen Zahl von Zeitableitun- 
gen von y wider. 

3 Randsteuerung für ein 
allgemeineres parabolisches System 
mit verteilten Parametern 

Es wird nun ein allgemeineres System betrachtet, bei dem 
allerdings die Ortsabhängigkeit erneut nur in einer Dimen- 
sion berücksichtigt wird. Dieses System kann der Beschrei- 
bung von Ausgleichsvorgängen dienen, wie sie beispiels- 
weise bei Wärmeleitungsaufgaben oder in isothermen 
Rohrreaktoren auftreten, bei denen die Diffusionsvorgänge 
gegenüber der (eventuell zeitabhängig) erzwungenen Kon- 
vektion nicht vernachlässigt werden können. Dabei sollen 
die Materialparameter auch von der betrachteten System- 
größe q(z, t )  abhängen können, die die Temperatur oder 
eine Konzentration bezeichnen kann. Spezialfalle dieses 
mathematischen Modells werden in Abschnitt 4 näher un- 
tersucht. 

3.1 Mathematisches Modell 

Die parabolische pDgl. des Systems ist auf 
52 = (-L, 0 )  X PS+ (mit L > 0 )  definiert und lautet 

wobei folgende spezielle, in q affine Form der Koeffizien- 
ten angenommen wird: 

Mit der Forderung h(q) > 0,  für beliebige q, ist sicherge- 
stellt, dass (6) eine parabolische Gleichung ist. Ferner sei 
v : PS+ + R' eine Cm-Funktion. 

Diese Wahl der pDgl. gestattet insbesondere die Berück- 
sichtigung von Wärmeleitungsaufgaben, bei denen die 
Dichte oder die spezifische Wärmekapazität oder auch die 
Parameter zur Beschreibung der Wärmeleitung und des 
Wärmeaustausches mit der Umgebung temperaturabhän- 
gig sind, wobei angenommen wird, diese Temperaturab- 
hängigkeit sei durch die in G1. (7) eingeführten, in q affinen 
Funktionen darstellbar. Desweiteren kann mit zeitabhängi- 
gem v die erzwungene Strömung als eine zweite Stellgröße 
berücksichtigt werden (die in die Berechnung der Steue- 
rung aber wie ein zeitabhängiger Parameter eingeht). Eine 
solche Situation kann im Falle der Wärmeleitung bei einem 
in der berücksichtigten Richtung transportierten Band oder 
Strang, bei den Rohrreaktoren durch die erzwungene Strö- 
mung des Reaktanden auftreten. Schließlich kann mit 
~1 # 0 eine quadratisch von der Konzentration q abhän- 
gende Reaktionsrate berücksichtigt werden. Reaktionen 
höherer Ordnung können entsprechend behandelt werden. 

Die Randbedingungen lauten 

Dabei dient der Einfachheit halber u(t) als Stellgröße: Aus 
dem in Abschnitt 2 diskutierten einleitenden Spezialfall der 
Wärmeleitungsgleichung wird deutlich, dass alternative 
Randbedingungen bei -L völlig analog gehandhabt wer- 
den können. 

Es seien wieder Ubergangsvorgänge zwischen stationären 
Betriebszuständen zu realisieren. Dazu wird als Anfangs- 
bedingung ein stationäues Puojil für ( 6 )  angenommen: 

wobei q,(z) eine Lösung der gewöhnlichen Dgl. 

Durch den Abbruch der Reihe wird das erwünschte Profil tat- 
sächlich erst in unendlicher Zeit exakt erreicht. Es reicht aber aus, mit der der (8a) entsprechenden Randbedingung 
zusätzliche Terme zu berücksichtigen, um dem Sollprofil in der 2 (0)  = 0 sein soll. Diese Lösung wird durch Festlegen ei- 
vorgegebenen endlichen Zeit „beliebig nahe" zu kommen [18]. ner zweiten Randbedingung eindeutig, die sich entweder 

Man vergleiche diesen Sachverhalt damit, dass bei den differen- durch die Wahl von = qs(-L) ergibt, oder bei Verwen- 
tiell flachen nichtlinearen Systemen mit konzentrierten Parametern 
der flache Ausgang ebensoviele Komponenten enthält wie unab- dung der POtenzreihendarstellung durch die des sta- 
hängige Stellgrößen zur Verfügung stehen [4; 261. tionären Wertes y, = q,(O) für den flachen Ausgang. 
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3.2 Formale Lösung durch Potenzreihenansatz 

Es wird erneut die Potenzreihe (2) für die Lösung ange- 
setzt. Durch (formale) Ableitung nach z und t ,  Einsetzen 
in die pDgl. (6) und Koeffizientenvergleich ergibt sich die 
Rekursionsbeziehung 

a1 = O  (10) 

Wie für den Spezialfall der Wärmeleitungsaufgabe kann 
auch hier der flache Ausgang q(0, t )  = y( t )  als freier Para- 
meter eingeführt werden, wonach die Lösung mittels 

und der Rekursion vollständig bestimmt ist. Dazu ist die 
Trajektorie für y so zu wählen, dass ho + Aluo = Ao + Aly 
für alle t positiv ist. 

4 Konvergenzanalyse der Potenzreihen 
für die Steuerung 

Unter Verwendung der formalen Lösung in Form einer Po- 
tenzreihe können nun die Temperatur q(z,  t )  und die Stell- 
größe u(t)  berechnet werden. Dies geschieht analog zur in 
Abschnitt 2 behandelten linearen Wärmeleitungsaufgabe. 
Dazu muss eine Trajektorie für den flachen Ausgang y ge- 
wählt werden, die einerseits mit den stationären Anfangs- 
und Endprofilen kompatibel ist und die andererseits die 
Konvergenz der Potenzreihe sicherstellt. Es kann erneut 
die C"-Funktion @, aus ( 5 )  verwendet werden. Mit 

können stetige Übergangsvorgänge zwischen y(0) = C l  
und y( t )  = Cz für t > t, erzielt werden, falls die Potenzrei- 
he (2) für die Lösung konvergiert. Der Zeitverlauf der Stell- 
größe u(t)  ergibt sich dann durch Auswerten der Potenzrei- 
he (2) bei z = -L. 

Die Steuesungsaufgabe kann folglich als gelöst betracht 
werden, wenn die Konvergenz der Potenzreihe nachgewie- 
sen werden kann. Dafür werden zur Definition der Solltra- 
jektorien für den flachen Ausgang y (wie für die lineare 
Wärmeleitungsgleichung) die in Abschnitt 2 eingeführten 
Gevrey-Funktionen verwendet. Deren Zeitableitungen, die 
in den Koeffizienten der Potenzreihen auftreten, genügen 
hinreichend strengen Beschränkungen. Der Konvergenzra- 
dius, d.h. der Ortsbereich, für den Konvergenz nachgewie- 

sen werden kann, hängt außer von der Wahl der Trajektorie 
für den flachen Ausgang y auch von der betrachteten Glei- 
chung ab. Es soll deshalb in den folgenden Abschnitten je- 
weils für einen wichtigen Sonderfall der pDgl. (6) die Kon- 
vergenz der bis hierher formalen Potenzreihen diskutiert 
werden. Die betrachteten Fälle sind 
1. die lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten, 
2. eine in q affine Abhängigkeit des die Reaktion beschrei- 

benden Koeffizienten (entsprechend G1. (7c)) zur Be- 
schreibung eines Rohrreaktors mit einer Reaktion zwei- 
ter Ordnung, 

3. eine in der Temperatur q affine Abhängigkeit der volu- 
menspezifischen Wärmekapazität p für die Wärmelei- 
tungsaufgabe (entsprechend G1. (7b)), 

4. die lineare Gleichung mit einer als Gevrey-Funktion ei- 
ner Klasse l 5 a < 2 gewählten zeitabhängigen Trans- 
portgeschwindigkeit V mit dem Ziel der Erhöhung des 
Durchsatzes bei gleichzeitiger Kontrolle über den Wert 
von q bei z = 0. 

4.1 Lineare Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten 

Zunächst sei der Spezialfall der linearen parabolischen 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten betrachtet, d.h. 
mit pl = Al = = 0 ,  V = vo = const. in G1. (7), wobei 
gilt po, ho > 0 und vo 2 0. Damit lautet die pDgl. (6) 

für ( z ,  t )  E ';2, die Rekursionsbeziehung (1 1) 

Die Rekursion wird gemäß (12) und (15) initialisiert. 

Gleichung (14) kann durch eine wohlbekannte Transforma- 
tion der abhängigen Veränderlichen, q, in die Wärmelei- 
tungsgleichung (1) überführt werden - s. z.B. [8]. In dieser 
Normalform kann der Beweis der Konvergenz unmittelbar 
durch Anwendung der Cauchy-Hadamardschen Formel für 
den Konvergenzradius (s. unten: G1. (17)) erbracht werden 
[20]. Hier soll stattdessen ein direkter Weg gewählt wer- 
den, der für die anschließend behandelten nichtlinearen 
Aufgaben verallgemeinert werden kann. 

Satz 1 Sei die Solltrajektorie für den flachen Ausgang y 
eine Gevrey-Funktion einer Klasse a < 2. Dann konver- 
giert die durch die Rekursionsbeziehung (15) mit ao = y 
und al = 0 definierte Potenzreihe (2)  für die Lösung 
q(z, t )  von (14) mit den Randbedingungen (8) für alle z, 
d.h. ihr Konvergenzradius ist unendlich. 

Beweis: Zunächst soll mittels vollständiger Induktion ge- 
zeigt werden, dass für I, k 2 0 

gilt, wobei M, y und m Konstanten sind und a < 2. Für 
k = 0 folgt die Wahrheit der Aussage aus der Wahl von 
y = ao E C,,,,, mit a < 2. 
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Sei (16) für 1, . . . , k - 1 wahr. Durch Differentiation von 
(15) ergibt sich für k 2 2 

und daraus folgt 

p o m ~ k - 2 ( ( l  + k - l)!)" 
sup l a k  I 5 
,ER+ ho yl+' ( ( k  - 2)!)"12 

v o p o m ~ k - l ( ( l  + k - l)!)" + 
hoy"(k - 1)!)"12 

l P o  l m ~ ~ - ~ ( ( l +  k - 2)!)" + 
hoyl((k - 2)!)"12 

mM1'((l + k)!)" 1 

Die runde Klammer der vorletzten Zeile enthält einen be- 
schränkten und zwei mit 1 und k monoton abnehmende 
Summanden. Die eckige Klammer in der letzten Zeile er- 
gibt sich daraus durch Einsetzen von k = 2. Gleichsetzen 
dieser eckigen Klammer mit ho führt auf eine quadratische 
GI. in M, deren größere Wurzel die Konstante M be- 
stimmt. 

Damit ist die Gültigkeit der Abschätzung (16) nachgewie- 
sen. Der Konvergenzradius der Reihe (2) kann mit der Cau- 
chy-Hadamardschen Formel berechnet werden4: Der Kon- 
vergenzradius R einer Reihe Ck ckzk ist 

Aus (17) und (16) folgt für 1 = 0 und a < 2 

4.2 Quadratische Reaktionsrate 

Seien jetzt pl beliebig, pl = po = 0 und die übrigen Para- 
meter, ho,  po, U = wo, positive Konstanten [19]: 

für ( z ,  t )  E i2. 

Durch den quadratischen Ausdruck werden nun grobere 
Abschätzungen für die Koeffizienten erforderlich. Damit 
kann nur eine endliche untere Grenze für den Konvergenz- 
radius der Potenzreihe für die Lösung angegeben werden. 

Satz 2 Ist die Trajektorie für den fluchen Ausgang y eine 
Funktion aus mit 1 5 ct 5 2, so ist der Konvergenz- 

Aus dem Beweis ist ersichtlich, dass man für a = 2 einen endli- 
chen Konvergenzradius R 2 1/M erhält. 

radius der Potenzreihe (2)  mit ao = y, die die Lösung 
q(z, t )  von (18) mit den Randbedingungen (8) beschreibt, 
größer als 

Beweisskizze: Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis 
von Satz 1. Daher sollen nur die wichtigsten Schritte ange- 
geben werden. Für die Berechnung des Konvergenzradius 
R werden jetzt Abschätzungen der Form 

( I )  m M k  ( ( 1  + k)!)" 
sup la, (t)l 5 - 
t€R+ y"k!)"-' 

verwendet. Diese können in die Rekursionsbeziehung 

eingesetzt werden, womit sich 

ergibt. Dabei werden die Beziehungen 

und 

für i, j ,  I 2 0 verwendet (Beweis s. [19]). Gleichsetzen der 
eckigen Klammer mit ho ergibt eine quadratische G1. in M ,  
deren größere Wurzel die Konstante M bestimmt. 

Die Auswertung der Cauchy-Hadamardschen Formel (17) 
führt hier infolge der groberen Abschätzung für die Koeffi- 
zienten nur auf einen endlichen Konvergenzradius R. Die 
untere Grenze für R in (19) ergibt sich aus dem Wert für 
l / M .  

4.3 Temperaturabhängige volumenspezifische 
Wärmekapazität 

Sei der konstante Parameter pl jetzt ungleich Null, so dass 
die volumenspezifische Wärmekapazität p affin von der 
Temperatur abhängt (Gl. (7b)). Seien außerdem 
Al = pl = 0 und die übrigen Parameter konstant: 

a 
hoqzz(z, t )  - vo - ( ( P o  + piq(z3 0) q(z, 0 )  + P O ~ ( Z >  t )  a~ 

In dieser Gleichung treten die Produkte q,q und q,q auf, 
wodurch eine Beschränkung der Zeitableitung der Solltra- 
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jektorie für y erforderlich wird. Durch die Wahl dieser Soll- 
trajektorie entsprechend GI. (13) mit a > 1 ist diese Bedin- 
gung erfüllt. 

Satz 3 Ist die Trajektorie für den flachen Ausgang y eine 
beschränkte Funktion ( y  5 m), deren Ableitung y der 
Menge C,,,,, mit 1 a 5 2 angehört, so ist der Konver- 
genzradius der Potenzreihe (2)  mit ao = y, die die Lösung 
q(z,  t )  von (20) mit den Randbedingungen (8) beschreibt, 
größer als5 

mit = 2p0 + 3p1m(2 + [ ( a ) )  und6 [ (a )  =CEi &, 
a > 1. 

Beweisskizze: Die Rekursionsbeziehung für die Ableitun- 
gen der Koeffizienten ak, k > 2 lautet in diesem Fall 

Die Schranken für die Koeffizienten werden zu 

und 

( I )  mlWk ( ( I  + k - I)!)" I = 0 ,  k > 1, 
SUP Iak (t)I h 
ttRf ,I (k!)"-' 1 k > O  

gewählt, d.h. es wird ein größerer Betrag als in (16) ver- 
wendet. Sei (22) für 1, . . . , k - 1 wahr. Einsetzen in (21) 
führt dann auf 

4.4 Veränderliche Strömungsgeschwindigkeit 

Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt sei jetzt die Ge- 
schwindigkeit V der Strömung als ein zeitabhängiger Para- 
meter wählbar. Damit soll das Einstellen des Durchsatzes 
ermöglicht und zugleich weiterhin ein Sollverlauf für den 
Wert der Temperatur q an der Stelle z = 0 realisiert wer- 
den. Die pDgl. des Systems lautet 

für ( z ,  t)  E C?. Es sei V eine Funktion aus der in Abschnitt 2 
eingeführten Menge von Gevrey-Funktionen C,,,, und 
außerdem v( t )  > 0, für alle t 3 0. 

Satz 4 Gehören die Funktionen y ,  V : IR+ + IR den Men- 
gen von Gevrey-Funktionen C ,,,,, bzw. C,, o,y,, mit 
1 5 a < 2 an, so ist der Konvergenzradius der Potenzreihe 
(2 )  mit ao = y, die die Lösung q(z,  t )  von (23) mit den 
Randbedingungen (8)  beschreibt, unendlich. 

Beweisskizze: Durch Ableitung von (15) mit v(t)  anstelle 
von vo ergibt sich für k > 2, 1 > 0 die Beziehung 

Einsetzen der Abschätzungen für die Gevrey-Funktion V 

gemäß (4) bzw. für die Koeffizienten gemäß (16) führt auf 

Der unendliche Konvergenzradius der Reihe folgt wie im 
Beweis von Satz 1. 

Ein Simulationsergebnis für den zeitlichen Verlauf der orts- 
abhängigen Temperatur bei einem Zeitverlauf für die Ge- 
schwindigkeit V entsprechend Bild 3 ist in Bild 4 darge- 
stellt. Die Trajektorie des flachen Ausgangs y entspricht 
(13), und der Verlauf von V ist mit einer entsprechenden 
Funktion berechnet. Die verwendeten Parameter sind 
ho = PO = 1, p0 = - 1, und für die Auswertung der Po- 
tenzreihe wurden 20 Terme berücksichtigt. 

Man erkennt in Bild 4 für 0 5 t 5 10, dass trotz der Erhö- 
hung der Strömungsgeschwindigkeit V ,  die angestrebte Er- 
höhung der Temperatur am Abfluss erfolgt. Für t  > 10 ist 

Wieder kann die eckige Klammer gleich ho gesetzt werden, 
um eine Schranke für M ,  und damit für den Konvergenzra- 
dius, zu bestimmen. 

Für den (hier nicht interessierenden) Fall a: = 1 ergibt sich eine 
andere Schranke, bei der eine einfache Abschätzung ohne Verwen- 
dung der Riemannschen C-Funktion ausreicht [13]. 

Wie aus der Reihendarstellung offensichtlich, nimmt die <-Funk- 
tion im halboffenen Intervall (1,2] streng monoton ab. Der Mini- 
malwert in diesem Intervall ist ((2) = .rr2/6 (s. [13]). Bild 3: Zeitverlauf v(t) der Strömungsgeschwindigkeit. 
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Bild 4: Verlauf der Temperatur q(z, t) für die Strömungsgeschwindig- 
keit U entsprechend Bild 3. 

ersichtlich, dass die Zuflusstemperatur erhöht werden 
muss, damit die Temperatur am Abfluss konstant bleibt, 
während v abnimmt. 

5 Ausblick 

Die vorgeschlagene Methode zur flachheitsbasierten Be- 
rechnung von Randsteuerungen für An- und Abfahrvorgän- 
ge von durch parabolische partielle Differentialgleichun- 
gen beschriebenen Prozessen lässt weitere Verallgemeine- 
rungen zu. Diese betreffen beispielsweise die in der Tem- 
peratur q affine Abhängigkeit des Wärmeleitungsparame- 
ters h und ebenso Abhängigkeiten höherer Ordnung. Au- 
ßerdem können gekoppelte partielle Differentialgleichun- 
gen oder in Zylinderkoordinaten beschriebene Vorgänge 
berücksichtigt und mehrere Stellgrößen verwendet werden. 
Letzteres gestattet auch das Einstellen von Profilen durch 
mehrere konzentrierte Stelleingriffe, die an verschiedenen 
Stellen des Ortsbereichs wirksam werden. Beispiele dafür 
sind Balken mit Piezoaktuatoren und Wärmeleiter mit be- 
reichsweiser Heizung. 

Entsprechende auf Potenzreihenansätzen basierende flach- 
heitsbasierte Steuerungen können für diverse Varianten der 
Euler-Bernoulli-Balkengleichung berechnet werden. So 
wurden in [I; 7; 151 flexible Roboterarme betrachtet, in 
[14] ein piezo-elektrisches Biege-Element. Im Gegensatz 
zu den hier betrachteten Fällen müssen dabei aber Metho- 
den der Operatorenrechnung und der Modultheorie einge- 
setzt werden [6; 31; insbesondere ergibt sich der flache 
Ausgang als eine Operatorfunktion, ist deshalb nicht direkt 
ersichtlich und erfuhr bisher auch noch keine physikalische 
Interpretation. Die Methode ist, wie die Versuchsergebnis- 
se in [I; 14; 151 zeigen, für die Praxis der Steuerung trotz- 
dem äußerst wertvoll. 

Ebenfalls zu den flachheitsbasierten Methoden gehören 
Verfahren zur Berechnung von Randsteuerungen für hyper- 
bolische örtlich verteilte Systeme, deren Verhalten durch 
Totzeiten konstanter Amplituden oder durch sogenannte 
verteilte Totzeiten bestimmt ist. Wahrend erstere z.B. zur 

Steuerung von Längs- oder Torsions-Schwingungen in Stä- 
ben eingesetzt wurden [23; 21; 221, treten letztere bei der 
allgemeinen linearen Telegraphengleichung [5], bei Wär- 
metauschern [28] und bei schweren Krankabeln [24] auf. 
Weitere flachheitsbasierte Steuerungen für spezielle nicht- 
lineare Systeme mit verteilten Parametern wurden in [2; 
20; 271 beschrieben. 
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