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Das 1992 von Fliess, Lévine, Martin und Rouchon
eingefiihrte Konzept der Flachheit erdffnet einen neuen
Zugang zur Analyse und zum Entwurf nichtlinearer
Systeme. Flache nichtlineare Systeme sind eine
Verallgemeinerung der linearen steuerbaren Systeme
und ermoglichen einen systematischen Entwurf von
Steuerungen und Regelungen zur Trajektorienfolge. Zur
Realisierung der flachheitsbasierten Folgeregelung
konnen nichtlineare Beobachter mit zeitvarianter
Verstirkung verwendet werden. Die Flachheitsanalyse
und der flachheitsbasierte Entwurf einer Steuerung,
einer asymptotischen Folgeregelung und eines nicht-
linearen Folgebeobachters werden erliiutert. Dazu wird
das Beispiel eines kinematischen Fahrzeugmodells
betrachtet.

at — Automatisierungstechnik 45 (1997) 11 © R. Oldenbourg Verlag

Flatness: A new approach to control of nonlinear
systems

The flatness concept as introduced by Fliess, Lévine,
Martin and Rouchon in 1992 offers a new approach for
the analysis and the design of nonlinear systems. Flat
nonlinear systems are a generalization of the linear
controllable ones. They allow a systematic design of a
nonlinear tracking control in open or closed loop. For a
realization of the flatness-based tracking feedback,
nonlinear observers with time-varying gain may be
used. The flatness analysis and the flatness-based
design of an open loop control, of a feedback tracking
control, and of a nonlinear tracking observer are
explained. For this, the example of a kinematical car
model is considered.

1 Einfiihrende Ubersicht

»Flachheit® ist eine FEigenschaft, die in allen
Bereichen vorkommt, und der Begriff ,.flach® wird in
unterschiedlichster Weise verwendet. Stets jedoch —
wenn auch mitunter im iibertragenen Sinne — bezeich-
net ,flach® eine geometrische Eigenschaft und impli-
ziert gleichzeitig eine gewisse ,Einfachheit” der
betrachteten Struktur. So ist im Management heutzu-
tage der Begriff einer ,flachen™ Hierarchie geldufig,
und es gibt hier in der Tat eine gewisse Analogie zu den
flachen Systemen: eine ,flache” Struktur vereinfacht
das Verstdndnis der funktionalen Zusammenhinge und
erleichtert die Steuerung eines Systems.

Fir nichtlineare Systeme als Modelle gesteuerter
Prozesse steht der Flachheitsbegriff in direktem
Zusammenhang mit der geometrischen Interpretation
der Losungen der zugrundeliegenden Differentialglei-
chungen. Die flachen Systeme konnen nédmlich in
geeigneten Koordinaten wie lineare Systeme in linearen
Réiumen dargestellt werden. Diese Koordinaten be-
schreiben die Zustinde und die Einginge des Systems
und zusitzlich alle zeitlichen Ableitungen. Die neuen
Koordinaten stehen mit den Originalkoordinaten in
einem (formal eindeutig umkehrbaren) nichtlinearen
Zusammenhang. Die so eingefiihrten nichtlinearen
Koordinatentransformationen koénnen als dynamische
Riickfiihrungen interpretiert werden.
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Diese geometrische Vorstellung ist der Grund fiir die
Wahl des Begriffs ,(flach* zur Charakterisierung der
flachen Systeme (engl. flat systems, franz. systemes
plats). Diese Klasse nichtlinearer Systeme mit minde-
stens einer Steuergrofie wurde 1992 von Fliess, Lévine,
Martin und Rouchon definiert [1; 2]. Flache Systeme
besitzen sehr dhnliche Steuerbarkeitseigenschaften wie
lineare Systeme. Daher konnen die Trajektorien von
flachen Systemen einfach geplant und durch Steue-
rungen oder Regelungen realisiert werden.

Flache Systeme wurden zunidchst im Rahmen der
Differentialalgebra eingefiihrt [2]. Darliber hinaus
besteht ein Zusammenhang mit den exakt zustands-
linearisierbaren Systemen und den differentialgeome-
trischen Analyse- und Syntheseverfahren fiir nicht-
lineare Systeme, wie diese in den Biichern [3 bis 6]
beschrieben werden. In der Tat sind die durch statische
Zustandsriickfiihrungen exakt linearisierbaren Systeme
flach. Diese differentialgeometrischen Methoden spie-
len jedoch fiir die Anwendungen des Flachheits-
konzepts keine wesentliche Rolle. Nur die Beant-
wortung der Frage, ob ein System flach ist, und die
Entwicklung von Algorithmen zur Flachheitsanalyse
erfordern die Verwendung von differentialgeometri-
schen Methoden.

Wesentliches Merkmal flacher Systeme ist die
Existenz eines fiktiven Ausgangs y, der flacher
Ausgang genannt wird. Ein solcher flacher Ausgang
enthilt ebensoviele (differentiell) unabhidngige Kompo-
nenten y;, i=1,...,m wie der Eingang u und
beschreibt das dynamische Verhalten des Systems im
folgenden Sinne vollstindig: Alle Zustinde und Ein-
ginge des Systems konnen als Funktion der y; und einer

endlichen Anzahl von Zeitableitungen ()];,-), k>1 darge-
stellt werden.

Aus der Kenntnis eines flachen Ausgangs kann direkt
eine Steuerung fiir das nichtlineare System bestimmt
werden. Dies soll am Beispiel der in der Robotik
bekannten ,,Methode der berechneten Momente* (engl.
computed torque) fiir ein Mehrkorpersystem

M(‘I)‘I+g(qq):u, qe]R’", ucR" (1)

erlautert werden. Hier ist M(q) die Triagheitsmatrix,
und in g(q,q) sind die Zentripetal-, Coriolis- und
Gravitationsmomente zusammengefalit. Die verallge-
meinerten Koordinaten g beschreiben das dynamische
Verhalten vollstindig und bilden deshalb einen flachen
Ausgang y des Mehrkorpersystems. Mit dem flachen
Ausgang y und den Zeitableitungen bis zur 2. Ordnung
konnen alle GroBen des Systems ausgedriickt werden:

q=y, 4=y, (2a)
w=M()j+g(y.y)- (2b)
Durch die Vorgabe von Solltrajektorien' y,(¢) fiir
den flachen Ausgang sind die Trajektorien ¢,(¢) und

q,(t) eindeutig bestimmt. Durch Ersetzen von y durch
yq ergeben sich aus (2b) unmittelbar die zur Realisie-

! Die Solltrajektorien werden mit dem Index d gekennzeichnet (engl.
desired).
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rung der Trajektorien y,(¢) erforderlichen Stellmo-
mente u,(7) im offenen Kreis — daher der Name der
Methode.

Die Trajektorienverfolgung kann fiir flache Systeme
auch durch eine Regelung realisiert und damit gegen
Storungen und Anfangsfehler stabilisiert werden. Da
flache Systeme exakt zustandslinearisierbar sind, ist
diese Stabilisierung auf der Basis der linearen Dynamik
des Folgefehlers e =y —y, einfach zu entwerfen. Fiir
das Beispiel des Mehrkorpersystems (1) kann durch das
nichtlineare Regelgesetz

u=M(y)v+g(y.y). 4
v=ys+P1(Vg—¥)+Po(ys—y)

und durch geeignete Wahl der (mxm)-Matrizen P, und

P, dem Folgefehler e eine stabile lineare Dynamik

aufgeprigt werden:

é+Pié+Pye=0.

Werden die Geschwindigkeiten y nicht gemessen,
kann zur Realisierung der flachheitsbasierten Folgere-
gelung (3) ein nichtlinearer Folgebeobachter mit
zeitvarianter Verstirkung entworfen werden.

Erste liberzeugende Ergebnisse der flachheitsbasier-
ten Steuerung und Regelung von nichtlinearen Syste-
men gibt es u.a. fiir das Einparken von Fahrzeugen mit
mehreren Anhidngern [7], die Folgeregelung von
Asynchronmotoren [8; 9], Magnetlagern [10] und
Flugzeugen [11] sowie das Anfahren von chemischen
Reaktoren [12].

In den folgenden Abschnitten wird eine anschauliche
Einfiilhrung in die Definition, die Eigenschaften und
Anwendungen flacher Systeme gegeben und mit Hilfe
eines einfachen kinematischen Fahrzeugmodells er-
lautert. Eine ausfiihrlichere Darstellung einschlieBlich
einer umfangreichen Literaturliste zu flachen Systemen
findet man in [13]. Fiir eine mathematische Behandlung
flacher Systeme wird auf die Originalarbeiten von
Fliess et al. im Rahmen der Differentialalgebra [1; 2]
bzw. der Differentialgeometrie der unendlichen Strah-
len und Prolongationen [14; 15] verwiesen.

2 Flache Systeme

Ausgangspunkt fiir die nachfolgende Betrachtung
von flachen Systemen ist die Zustandsdarstellung
nichtlinearer Systeme mit mehreren Eingéingen

x=f(x,u), x(0)=x0€R", ueR" (4)

Dabei wird vorausgesetzt, dafl die Komponenten der
Funktionen f und u hinreichend oft differenzierbar sind.
Fiir Systeme der Form (4) kann die Flachheit folgen-
dermafen definiert werden [2]:

Definition flacher Systeme
Ein nichtlineares System (4) heiBt (differentiell)”
flach, wenn es einen fiktiven Ausgang

2 Der Begriff differentiell wird verwendet, da aus den Komponenten
von y durch Differentiation, d.h. ohne Integration von Differential-
gleichungen, alle Zustinde und Eingidnge sowie deren Zeitab-
leitungen bestimmt werden konnen.



y:¢<x,u1,...,(le),...,um,...,(g,"q;)>:
—¢<x,u,u, ...,(Z)> (5)

mit dimy = dimu gibt, der die folgenden Bedingungen

erfiillt. Die Zustidnde x;, i=1, ... ,n und die Eingiinge
u;, =1, ..., m konnen als Funktionen der Komponen-
ten y;, i=1,...,m und einer endlichen Anzahl ihrer

k
Zeitableitungen (yl) eindeutig ausgedriickt werden:

(B1) (Bu)
x:¢l<yl7"'7 1]7"'7y7777"'7yn’1)

. (8)
'pl(yvyv--'ay)v (63)
(B,+1) (But1)
u:¢2<yl77 5)1 ? "7yn77"'7 ym >:
. (B+1)
=¢'z<y,y,-.-, y > (6b)

Sind diese Bedingungen zumindest lokal erfiillt, so
heiBt der fiktive Ausgang (5) flacher Ausgang.

Wegen dimy = dimuz und (6b) sind die Komponen-
ten von y differentiell unabhdngig, d.h. sie erfiillen
keine Differentialgleichungen® der Form

. ()
fp(y,y?m,y):()- (7)

Diese Bedingung wird hiufig anstelle der Forderung
dimy =dimuz in der Definition flacher Systeme
benutzt, ihr Nachweis ist jedoch schwieriger. Aufgrund
der differentiellen Unabhéngigkeit sind die Trajektorien
fiir die Komponenten von y voneinander unabhingig.

Da in der oben genannten Definition nur die Existenz
eines flachen Ausgangs gefordert wird, existieren fiir
ein flaches System beliebig viele flache Ausginge [2].
Diese Freiheit hat zur Folge, dall es hiufig einen
flachen Ausgang y gibt, der nur eine Funktion ¢(x) des
Zustands x ist oder fiir den die Bestimmung der Gln. (6)
einfach ist. Insbesondere ergibt sich so auch hiufig die
Moglichkeit, einen flachen Ausgang mit einer anschau-
lichen Bedeutung und einer direkten Relevanz fiir das
zu losende Regelproblem zu wihlen (vgl. hierzu die
Beispielliste in [16]).

Da mit Hilfe von (6) die Gréien x und u durch einen
flachen Ausgang y ausgedriickt werden kdnnen, ergibt
sich mit der Dgl. (4), da auch x als Funktion von y
darstellbar ist, ohne dafl Dgln. integriert werden
miissen. Dies bedeutet, daB alle dynamischen Eigen-
schaften eines flachen Systems durch den flachen
Ausgang und eine endliche Zahl von dessen Zeitab-
leitungen festgelegt werden. Deshalb spricht man auch
von einer (endlichen) Parametrierung des Systems
durch einen flachen Ausgang.

Diese Parametrierung erlaubt eine einfache Bestim-
mung und Analyse der Ruhelagen (x,, u;) mit

3 Differentialgleichung wird im Folgenden mit Dgl. abgekiirzt.

¢ s[mol /1]

Bild 1: Stationidre Konzentration ¢z ((y,) des gewiinschten Produkts
B als Funktion der Komponenten des flachen Ausgangs y = [y, yz]r
eines chemischen Riihrkesselreaktors [12].

fx,, u;,) =0 eines flachen Systems (4). Hierzu be-
k
trachtet man die Gln. (6) fiir y =y, mit §73 =0,k> 1

xs‘:wl(,ysvov-"y()):ll’[(x)v (83)
Us :¢2(ysv 07 70) :'77’2()}3‘)' (8b)

Mit diesen Beziehungen werden die Ruhelagen
(x,, u;) durch den flachen Ausgang y, vollstindig
parametriert. Im Unterschied hierzu ist eine explizite
Darstellung des Zusammenhangs x(u;) hidufig nicht
moglich. Mit Hilfe der parametrierten Darstellung (8)
von Zustand x; und FEingang u, lassen sich die
Ruhelagen des flachen Systems in Abhingigkeit von
y, einfach berechnen, grafisch veranschaulichen und
eventuell auch optimieren.

Diese Vorgehensweise wurde erstmals am Beispiel
eines chemischen Riihrkesselreaktors mit einer Folge-
reaktion A — B — C und einer Parallelreaktion
2A — D zu dem erwiinschten Produkt B angewendet
[12]. Der Zustand x = [ca, cp, T, Txl" wird durch die
Konzentrationen ¢, und cp sowie die Temperaturen T
und 7% im Reaktorinnern bzw. im Kiihlmantel
beschricben. Die  Stellgrofen sind der normierte
Volumenstrom und die Kiihlleistung (dimu# =2). In
[12] wird gezeigt, dal

o Tcin_CA !
Y= |dy i

ein flacher Ausgang fiir den Reaktor ist. Dabei ist ¢;,
die Konzentration des Reaktanden A im Zulauf. Die
beiden Komponenten des flachen Ausgangs y haben
folgende anschauliche Bedeutung: neben der Reaktor-
temperatur y; =7 ist dies die inverse Selektivitit
v5 = (¢, — ca)lcy, die die ,,Produktivitit™ des Reaktors
charakterisiert.

Die stationdre Konzentration cp (y,) des gewiinsch-
ten Produkts 146t sich — wie in Bild 1 gezeigt — als
gekriimmte Flache iiber der y-Ebene darstellen und
analysieren. Bei dem betrachteten Reaktormodell ist
eine explizite Darstellung cp (1) nicht moglich. Fiir
jede Temperatur y; =7, gibt es eine maximale
Produktkonzentration cj (, wie dies in Bild 1 gestrichelt
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eingezeichnet ist. Die Gleichung dieser maximalen
Konzentrationen erhidlt man durch Auflésen der
Gleichung dcp /0y, ;=0 nach y,  =1I(y;,) und Ein-
setzen in ¢p (Y15 L' (V1.5))-

3 Flachheitsanalyse

Der wichtigste Schritt bei der Anwendung der
flachheitsbasierten Analyse- und Entwurfsmethoden
ist die Bestimmung eines flachen Ausgangs (5). Da es
bisher keine Bedingungen fiir die Flachheit gibt, die
gleichzeitig notwendig und hinreichend sind, kann auch
keine allgemein anwendbare Methode zur Bestimmung
eines flachen Ausgangs angegeben werden. FEine
mogliche Methode basiert auf der Betrachtung von
strukturell flachen Systemdarstellungen [13]. Deren
Bestimmungsgleichungen sind Systeme linearer par-
tieller Dgln. erster Ordnung. Sind diese 1osbar, ist das
betrachtete System flach, und jede Losung stellt einen
flachen Ausgang dar. Wegen der umfangreichen
Literatur zu den Existenzbedingungen fiir flache
Ausginge wird auf [13] verwiesen.

Alternativ  zur systematischen Flachheitsanalyse
kann auch durch heuristische Uberlegungen ein flacher
Ausgang bestimmt werden, was fiir praktische Auf-
gabenstellungen hdufig zum Ziel fiihrt (vgl. hierzu die
Lnatiirlichen* flachen Ausginge der Beispiele in [16]).
Hierfiir wird aufgrund des ProzefBwissens ein Kandidat
fiir einen flachen Ausgang (5) gesucht, der zusammen
mit seinen Zeitableitungen ,,moglichst viel Infor-
mation® iiber das dynamische Verhalten des Systems
beinhaltet. Die Uberpriifung, ob es sich tatsichlich um
einen flachen Ausgang handelt, wird mit Hilfe der Gln.
(6) vorgenommen. Dazu werden durch sukzessive
Zeitableitungen des flachen Ausgangs nichtlineare
algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Grofen
x und u hergeleitet. Dies bedeutet, dafl die GI. (5) so oft
abgeleitet werden muf}, bis aus dem resultierenden

(Be+1) .
By,- ),1:1,...,m alle

und ;...

Gleichungssystem fiir y;, ...,
Unbekannten x;, j=1,...,n

Bild 2: Ersatzbild und kinematisches Modell (9) eines zweiachsigen
Fahrzeugs.
A\”] — U COSX3

X =wupsinxy X3 =ujtanin 9)
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i=1,...,m (zumindest lokal) bestimmt werden
konnen. Die dabei auftretenden Eingangsableitungen
werden als neue algebraische Unbekannte betrachtet,
wodurch sich die Zahl der Unbekannten erhoht. Ein
Kandidat fiir einen flachen Ausgang ist umso erfolgver-
sprechender, je hoher die Ordnung der Zeitableitungen
der Komponenten y; ist, die erstmals von den Ein-
gangsgrofien abhiangen. In diesem Sinne ist ein flacher
Ausgang eines Systems ,,moglichst weit entfernt™ von
den Eingangsgrofien.

Die Flachheitsanalyse soll nachfolgend am Beispiel
des kinematischen Modells (9) eines Fahrzeugs (Bild 2)
erldutert werden, fiir das die flachheitsbasierte Realisie-
rung des Einparkvorgangs auch in [7] diskutiert wird.
Eingangsgrofen sind die Fahrgeschwindigkeit u; und
der Lenkwinkel u,. Zustandsgrofien sind die Koor-
dinaten x; und x, des Hinterachsmittelpunktes P sowie
der Winkel x5 der Fahrzeugachse.

Ein Kandidat fiir einen flachen Ausgang des Fahr-
zeugs sind die Koordinaten des Mittelpunkts P der
Hinterachse. Dies deckt sich mit der Erfahrung beim
Riickwirtseinparken, dafl der Einparkvorgang durch die
Trajektorie der Hinterachse bestimmt wird. Im folgen-
den wird gezeigt, dafl die Koordinaten

Y= [,Y]..X'ZJT (10)

tatsidchlich einen flachen Ausgang fiir das Modell (9)
bilden. Hierfiir werden die Zeitableitungen yi, y,, ¥
und y, gebildet und die resultierenden Gleichungen
nach x, u und u«; aufgeldst:

i X1 =V
y1=x ;
X2 =Y2

e tan(y2/y1)
. S X3 = arctan(yz /yi
Y1 = U] COSX3 )-)l (]1)

Vo = u) Sinxg W ==
cos(arctany, /yy)

i 211 5 .

Vi = 11} COSX3 — uj tanus sinx; S P

o el Uy = g2 i X1 5. Y2 Y15 Yis Y2

2 = tiy sinx; + u tanuy cos x3 . A Y .2/y.[, i )
uy :Wz(}’[,,\’2,,V1,_Vz/_,\’|-_\’|-,.v2)-

Auf der linken Seite des Gleichungssystems (11)
stehen sechs Gleichungen fiir die sechs Unbekannten
X, X2, X3, Uy, #; und u,. Die rechte Seite entspricht den
Gln. (6). Damit ist das Fahrzeugmodell (9) flach. Der
Nachweis, daf3 (10) ein flacher Ausgang ist, wird in [2]
mittels kinematischer Uberlegungen ohne Zuhilfe-
nahme der Gln. (11) gefiihrt.

Die Beziehungen fiir x, # und u#; in (11) sind nur
lokal giiltig. AuBerdem hingen die Gleichungen fiir xs,
uy, 1y und up von dem Quotienten y,/y; ab. Wenn die
Geschwindigkeit des Fahrzeugs Null wird, d.h.
v1 =y2 =0 ist, treten in diesen Ausdriicken Singulari-
taten auf. Aus der Anschauung wei3 man jedoch, daf}
das Fahrzeug in jedem Punkt angehalten werden kann,
d.h. die genannten Singularititen stellen in der Praxis
keine Einschrinkung dar. Bei einer Implementierung
der Gln. (11) ist es erforderlich, diese Singularititen zu
eliminieren. Hierfiir wird in [15] eine Zeittransforma-
tion, die einer Parametrierung der Trajektorien durch
deren Bogenlidnge s = o(¢) entspricht, verwendet.

Die rechentechnische Flachheitsanalyse ist in Bild 3
als Schema dargestellt: aus dem flachen Ausgang (10)
konnen durch Zeitableitungen (dicke Pfeile) und
algebraische Umformungen (gestrichelte Pfeile) alle
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t ; d/dt .

Y1 did h / h

+ i i

& T m T, u
T2 = i

t i |

! ! d/dt :

Y2 d/dt Y2 / 2

Bild 3: Schema der Flachheitsanalyse fiir das kinematische Fahr-
zeugmodell (9). Dabei stehen die gestrichelten Pfeile — — fiir die
Bestimmung der Systemgrofien xy, xo, X3, uy, u; und u, aus yy, y2, yi,
Y2, V1 und y,.

anderen SystemgroBen (x3, uy, iy, up) bestimmt wer-
den. Dieses Schema reprisentiert auch die Struktur des
inversen Fahrzeugmodells zwischen den Ausgingen
v1.» und den Eingéngen u ».

Die fiir die Analyse der Flachheit erforderlichen
symbolischen Rechnungen sind teilweise recht umfang-
reich. Sie konnen jedoch mit Hilfe eines Computer-
Algebra-Systems, wie z.B. MATHEMATICA oder
MAPLE, rechnerunterstiitzt durchgefiihrt werden. Hier-
fir wird in [13] eine in MATHEMATICA implemen-
tierte Funktionsbibliothek fiir die Anwendung der
flachheitsbasierten Methode vorgestellt.

4 Flachheitsbasierte Steuerung

Fiir flache Systeme ist es leicht moglich, das
nichtlineare Trajektorienfolgeproblem entweder durch
eine Steuerung (im offenen Kreis) oder durch eine
Regelung zu 16sen. Bei der Vorgabe bzw. Planung der
Solltrajektorien konnen die folgenden drei Fille unter-
schieden werden:

(i) Die Solltrajektorien werden fiir den flachen
Ausgang y als hinreichend oft differenzierbarer
Zeitverlauf y (1), t € [0, T] vorgegeben.

(i1)) Die Solltrajektorien werden fiir die Regelgroen
w =¢q(x), dim w =m als hinreichend oft differen-
zierbarer Zeitverlauf w (1), t € [0, T] vorgegeben,
wobei  mindestens eine  RegelgdBe  w;,
ie{l,...,m} keine Komponente des flachen
Ausgangs y ist.

(ii1) Die Solltrajektorien sind nur durch den Anfangs-
zustand x,4(0) und den Endzustand x «7) festgelegt.
Das hieraus resultierende Folgeproblem hédngt eng
mit der Frage nach der Steuerbarkeit zusammen.

Die Bestimmung der Steuerfunktion u,(f) zur Losung
des Folgeproblems ist dann leicht
moglich, wenn die Solltrajektorien

Ein neuer Zugangzur Steuerung und Régelﬁng. |
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x € IR"
&g = f(za,ug) Za(T)

T

[

[

|

|

y € R™, m=dimu

Bild 5: Solltrajektorien x,(f) und y,(t) in den urspriinglichen bzw.
den flachen Koordinaten. Die dicken Linien bei y,(0) und y7)
deuten an, daf} durch die Vorgabe von x,(0) und x,(7) auch die Werte

k
einer endlichen Zahl von Zeitableitungen )%(t), k>1 fiir 1=0 bzw.
t =T festgelegt sind.

. (B)
Wi :‘Id<¢1 (J’d«)’da 7yd>>'

Diese Beziehung stellt eine (implizite) Dgl. fiir die
Solltrajektorie y,(¢) dar, die symbolisch oder numerisch
(stabil) integriert werden muf. Gibt man fiir das
Fahrzeugmodell (9) beispielsweise die Solltrajek-
torien wj /f) und w, () fiir die Koordinaten
(x1 4+ cos x3, x, +sin x3) des Vorderachsmittelpunkts
vor, so erhdlt man mit (12) die beiden folgenden
impliziten Dgln. zur Bestimmung der Solltrajektorien
V1,q(t) und w (1)

(12)

cos(arctan (y'z_d/)}l.d)) +Y1,d =Wi,4,

sin(arctan()}z‘d/)"l.d)) +¥24=WwWa4.

Daraus entnimmt man, dal} die Koordinaten des
Vorderachsmittelpunkts fiir die Trajektorienplanung
weniger geeignet sind.

Fiir das Fahrzeugmodell (9) gehort das Einparken in
eine Parkliicke zu dem Fall (iii), wobei nach Bild 4 der
Anfangszustand x,0) und der Endzustand x7)
vorgegeben sind. Aus diesen konnen mit Hilfe von
(11) die Anfangs- und Endwerte y,(0) und y«7) der
Solltrajektorien und deren Zeitableitungen bis zur
zweiten Ordnung fiir den flachen Ausgang (10)
bestimmt werden. Diese beiden Positionen werden
dann unter Beriicksichtigung eventueller Hindernisse
durch hinreichend oft differenzierbare Kurven (Splines,
Polynome, etc.) miteinander verbunden, wie dies in
Bild 4 dargestellt ist.

Bild 4: Einparktrajektorie y, (1), t € [0, 7] fiir das Fahrzeug (9).

wie im Fall (i) in den Koordinaten
des flachen Ausgangs y vorgegeben
sind. Deshalb miissen die Problem-
stellungen (ii) und (iii) zuerst auf
diesen Fall zuriickgefiihrt werden.
Zur Umrechnung der Trajekto-

T Tl
L =0 L

a:d(O

rien wy(f) kann man in w,=q(x,)
den Zustand x, mit Hilfe von (6a)
durch y, und seine Zeitableitungen

ersetzen
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dynamische Verhalten hinreichend
1 genau, so kann die Trajektorienfol-
: ge durch eine Steuerung u,(f)
erreicht werden. Dazu miissen au-

Bild 6: Losung des Trajektorienfolgeproblems im offenen Kreis.

Die Planung der Trajektorien x (1), ¢ € [0, 7], die den
Anfangs- und Endzustand x,0) bzw. x,7) verbinden,
ist im x-Koordinatensystem schwierig, da — wie in
Bild 5 dargestellt — zu jedem Zeitpunkt 0 < < T die
Systemdgl. (4) erfiillt sein muB3. Daher ist es a priori
nicht klar, fiir welche ZustandsgroBen unabhingig
voneinander Solltrajektorien vorgegeben werden kon-
nen.

Wenn die Solltrajektorien y,(f) in den Koordinaten
des flachen Ausgangs vorliegen, erhdlt man durch
Einsetzen von y,(7) in (6) die zugehorigen Zustinde und
Einginge

yealt) =t (yl,<r>qy;,(r>, .fv@(r)), (13a)

(B+1)

et (ym,y'd(r), B <r>). (13b)

Danach wird die Steuerung u,(f) durch das inverse
System (13b) erzeugt und auf das System (4)
aufgeschaltet, wie dies in Bild 6 dargestellt ist. Die
Beziehungen (13) konnen dazu benutzt werden, vorab
Beschriinkungen der Zustands- und Eingangsgréfien zu
tiberpriifen. Da es sich dabei um explizite algebraische
Gleichungen handelt, kann ohne die Integration von
Dgln. festgestellt werden, ob die Zeitfunktionen (13)
vorgegebene Beschrinkungen einhalten. Ist dies nicht
der Fall, sind andere Solltrajektorien zu wihlen.

Auberdem erhidlt man im Fall (iii) die Steuerung
u,(t), die das System in endlicher Zeit 7 von dem
Anfangszustand x(0) in den Zustand x(7) iiberfiihrt. In
diesem Sinne kann die Flachheit als eine mogliche
Verallgemeinerung der Steuerbarkeit betrachtet werden
[2].

Die Steuerfunktion u,(f) existiert bei flachen
Systemen {iiberall aufler in den Singularititen der
Funktionen ,. Treten solche Singularititen auf, so
sind die Solltrajektorien y,(r) bzw. w () gegebenenfalls
so zu withlen, dal die Singularititen vermieden werden.
Fiir das Fahrzeugmodell (9) erhilt man die flachheits-
basierte Steuerung u,(¢) aus den Gleichungen fiir #; und
u> in (11) durch Einsetzen der entsprechenden Ausdriik-
ke von y,(f). Dabei sind — wie bei den GIn. (11) — die
Singularititen in dem Punkt y; =y, =0 zu beriick-
sichtigen.

5 Flachheitsbasierte Folgeregelung

Wie im vorhergehenden Abschnitt ausgefiihrt, kann
das Trajektorienfolgeproblem fiir flache Systeme leicht
durch eine Steuerung im offenen Kreis gelost werden.
Ist das System (4) stabil und beschreibt es das
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ferdem die Anfangswerte des Sy-
stems hinreichend genau bekannt
sein, und es diirfen nur kleine
Storungen auf das System ein-
wirken. Sind diese Voraussetzungen nicht erfiillt, so
mub eine Folgeregelung auf der Basis einer Zustands-
riickfithrung entworfen werden, die die Folgebewegung
stabilisiert und die Vorgabe eines bestimmten Ein-
schwingverhaltens ermdoglicht.

Dies soll am Beispiel des Fahrzeugmodells (9)
erldutert werden. Tritt bei der gesteuerten Bewegung
z.B. Schlupf auf, so wird das tatsidchliche Verhalten des
(grenzstabilen) Systems von dem Sollverhalten abwei-
chen. In diesem Fall mufl die Folgebewegung durch
eine Zustandsriickfithrung stabilisiert werden. Hierfiir
fiihrt man die neuen Eingiinge

(14)

ein. Setzt man diese Beziehungen in die Gleichungen

fiir 1y und u, in (11) ein, so ergibt sich eine sogenannte

quasi-statische Zustandsriickfiihrung [17; 18]
Vi

Vi :}'71! Vo :}';2

up (153)

B cos(arctany, /vy)’

llzzwl(,\’l»)b:Vh)"2/"l~‘h»"2)» (ISb)

die auch von der Zeitableitung v; des neuen Eingangs

v; abhdngt. Dadurch wird das System (9) bzw. (11) in

zwei Integratorketten der Linge n;=1 und n,=2

zerlegt. Setzt man (14) in die Beziehungen fiir x;, x,
und x3 in (11) ein, so erhilt man

X1 =Yy1, Xp=Yy;, Xx3=arctany,/v;. (16a)

Dies kann als verallgemeinerte Zustandstranforma-

tion interpretiert werden, die den urspriinglichen
Zustand x mit dem neuen Zustand

(16b)

verkniipft. Wendet man die Zustandstransformation
(16) und die Zustandstransformation (15) auf das
nichtlineare System (9) an, so erhdlt man in den
Koordinaten (16b) die Brunovsky-Normalform

z:=[y1, ¥2, }"2]T

(17)

In diesen Koordinaten kann leicht eine Eigenwert-
vorgabe fiir die Dynamik des Folgefehlers e=y -y,
vorgenommen werden, indem die neuen Eingiinge

(18a)

A=V =2, 3=V

vi =Y1a+p1(V1.a—¥1),

vo=¥24+p2(y2,a—¥2) +p3(y2a—y2)  (18b)

mit geeigneten Koeffizienten p;, p, und p; gewihlt
werden. Dabei wird die in (15b) auftretende Zeitablei-
tung v aus (18) bestimmt

v =Y1a+p1(01,a— 1), (18¢)

indem man y; entsprechend (14) durch v, ersetzt. Setzt
man (18) in (14) ein, so ergibt sich eine exakt lineare
Dynamik fiir die Folgefehler e; und e,
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é1+pie1=0; é+prér+pser=0.
[*9

Die Zustandsriickfiihrung (15)
hiangt von der Eingangsableitung v, Solltrajek- Dynamik-
ab. In der asymptotischen Folgere- torien (12) parameter
gelung (15), (18) wird diese Ablei- P23 (3) ©)
tung jedoch mit Hilfe von (18c) L Zustandsriick.
durch Zeitableitung der Solltrajek- Ya(t) Folgeregler | v fithrung u |Regelstrecke || =
torie y;, ausgedriickt. Es handelt (18) (15) ©)

sich also um ein statisches Regel-

]

gesetz. Da der Zustand des ge-

schlossenen Kreises durch die Riick-

fithrung nicht erweitert wird, spricht
man bei (15) von einer quasi-
statischen Zustandsriickfiihrung.

Flacher
Ausgang (10

e

Das Blockschaltbild des flach-
heitsbasierten Folgeregelkreises fiir
das Fahrzeugmodell (9) ist in Bild 7
dargestellt. Dabei wird davon aus-
gegangen, daf} alle Zustinde x ge-
messen werden. Das Blockschaltbild umfaf3t die folgen-
den vier Blocke, die den einzelnen Schritten des Entwurfs
einer flachheitsbasierten asymptotischen Folgeregelung
entsprechen: In Block 1 werden die Solltrajektorien y ()
fiir die Komponenten des flachen Ausgangs — wie in
Abschnitt 4 beschrieben — aus den Solltrajektorien w (1)
fiir die RegelgroBen berechnet und fiir die Fiihrungs-
groBenaufschaltung in dem Folgeregler (Block 3) ver-
wendet. In Block 2 wird die Dynamik des Folgefehlers
durch die Zustandsriickfithrung (15) exakt linearisiert. In
Block 3 wird durch den Folgeregler (18) das Ein-
schwingverhalten des Folgefehlers vorgegeben. In
Block 4 wird der flache Ausgang y aus x und u bestimmt.

Anstelle der quasi-statischen Zustandsriickfiihrung
(15), (18) kann auch eine dynamische Zustandsriick-
fihrung im Sinne von [19] (vgl. auch [3; 4]) fiir das
Fahrzeugmodell (9) angegeben werden. Hierzu fiihrt
man mit

Xy =uy, Xqg=1U, Up=1up
den neuen Zustand x; und die neuen Einginge u, it»

ein. Wihlt man analog zu (14) die Einginge
Vi=y1, V2=)2,

so erhilt man durch Auflésen der Gleichungen fiir

und y, in (11) nach u&; und i, die dynamische

Zustandsriickfiihrung der Form

X4 =W,
i1 = V] COSX3 + V) Sinxz,
Sinxz _  COSX3 _
U =arctan{ ————vi+—5—wm |.
x5 x5

Im Unterschied zur quasi-statischen Zustandsriick-
fiihrung (15), (18), bei der der Zustand des geschlos-
senen Kreises die Dimension drei hat, ist diese bei der
dynamischen Zustandsriickfiihrung gleich vier.

Die am Beispiel des Fahrzeugmodells erklirte
Vorgehensweise beim Entwurf einer asymptotischen
Folgeregelung gilt auch allgemein fiir flache nicht-
lineare Systeme. Dabei sind die vier anhand von Bild 7
diskutierten Entwurfsschritte auszufiihren [13].

Bild 7: Blockschaltbild des flachheitsbasierten Folgeregelkreises fiir das Fahrzeugmodell (9).
Dicke Pfeile bedeuten, daBl neben der angezeigten Grofe (z.B. u) auch alle fiir die
Berechnungen erforderlichen Zeitableitungen dieser Grofie eingeschlossen sind.

6 Nichtlinearer Folgebeobachter mit
zeitvarianter Verstirkung

Fiir die Realisierung der flachheitsbasierten Folgere-
gelung ist die Kenntnis aller Zustidnde erforderlich. Aus
diesem Grund miissen die nicht gemessenen Zustands-
variablen aus den MefBgrofen

n=h(x), neR’ (19)

mit Hilfe eines Beobachters geschitzt werden. Fiir
beobachtbare flache Systeme kann eine nichtlineare
Zustandsschitzung auf der Basis der um die Solltra-
jektorien linearisierten Gleichungen entworfen werden
[12; 13; 20]. Dies soll ebenfalls am Beispiel des

Fahrzeugmodells (9) gezeigt werden, wobei die
Koordinaten des Hinterachsmittelpunktes
n =[x, x| (20)

gemessen werden. In diesem Fall stimmen die MeB-
grofen 7y, 17, mit den Komponenten y;, y, des flachen
Ausgangs (10) iiberein. Diese spezielle Annahme ist
nicht erforderlich bzw. im allgemeinen auch nicht
erfiillt. Allerdings ist im Fall der Messung des flachen
Ausgangs wegen der Beziehung (6a) das flache System
beobachtbar.

Fiir den Entwurf des Beobachters wird angenommen,
dall das Fahrzeug durch die quasi-statische Zustands-
riickfithrung (15), (18) geregelt wird

. Vi
Uy = T

cos (arctany, /1)
1’22 :lp] (5}17_)727 ‘;17,\327 ﬁ]a ‘/}2)5
b =y1.a+p1 (.4 —.?1),

V2 =Y2.4+p2 (2.0 = ¥2) +P3 (2,0 — 32),
Vi =Y1,a+p1(V1,a— 1)

b

(21)

Dabei deuten die GroBen y, u, v und v, an, daB die
Zustinde x bei der Bildung der genannten GroBen
durch die Schitzwerte x ersetzt werden.
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Beim Entwurf des nichtlinearen Folgebeobachters
zur Realisierung einer flachheitsbasierten Folgere-
gelung werden die beiden folgenden Eigenschaften
ausgenutzt:

(a) Aufgrund der Flachheitseigenschaft (13) konnen
aus der Kenntnis des Solltrajektorienverlaufs y ,(7)
die Sollverldufe x,(r) fiir die Zustinde sowie die
StellgroBen u,(f) berechnet werden.

(b) Durch die im letzten Abschnitt erlduterte Folge-
regelung nimmt der Trajektorienfolgefehler
e =y —y,asymptotisch ab, d.h. die Abweichungen
zwischen den Sollwerten y,(f) und den tatsidch-
lichen Werten y(f) sind (hinreichend) Kklein.
Dadurch sind auch die Abweichungen

dx=x—x,;, Su=u—uy (22)

zwischen dem Sollverlauf x (1), uy(r) und dem
tatsdchlichen Verlauf x(7), u(f) (hinreichend)
klein.
Unter den genannten Voraussetzungen kann ein
nichtlinearer Folgebeobachter mit der zeitvarianten
Verstirkungsmatrix L(f) angesetzt werden:

% =f(%4)+L(t)(n—h(%)), £0) =%, %cR". (23)

Dabei wird angenommen, dall das System (4) durch
eine flachheitsbasierte Zustandsriickfiihrung # analog
zu (21) geregelt wird, d.h. der Beobachter (23) wird fiir
den geschlossenen Folgeregelkreis entworfen.

Die Anfangswerte x; des Beobachters (23) kdnnen
tiber die Annahme

.f() :xd(O) (24)

hinreichend genau bestimmt werden. Durch eine
geeignete Dimensionierung der Matrix L(f) mufl dann
sichergestellt werden, dafl die Schitzwerte ¥ gegen x
konvergieren.

Aus (23), (19) und der Gleichung x =f(x,u) des
geschlossenen Kreises erhidlt man die nichtlineare
Dynamik des Schitzfehlers x =x —x

x =f(%, &) —f(x, ) +L(t) (h(x) —h(%)),

f(O)ZfQ—XQ. (25)

Aufgrund der Eigenschaft (b) und der hinreichend
genauen Anfangswerte (24) konnen die nichtlinearen
Terme in (25) um die Solltrajektorien x,(f) und u,(1)
linearisiert werden, und man erhilt die linearisierte
Schitzfehlerdynamik

8% = [A(1) 8% + B() 8 — L(1) (C(t) 8x — C(1) %)) — [A(z)éwB(z)&i]

Beobachter System
(26a)
mit den zeitvarianten Matrizen
P .
A Fed| g FEa
O ry),a0t) Ok |, 0), a0t
Oh(x)
Clt)= . 26b
(1) o | (26b)

Wegen der Eigenschaft (a) sind die Verldufe von
x,(1) und u4(t) bekannt, und die Matrizen A(¢), B(t) und
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C(1) konnen explizit angegeben werden. Dariiber hinaus
wird angenommen, die Elemente der Matrizen A(z),
B(t) und C(t) seien absolut beschrinkt [21] bzw.
exponentiell beschrinkt [22]. Dies kann durch eine
entsprechende Wahl der Solltrajektorien stets erreicht
werden.

Aus (26a) erhilt man die lineare zeitvariante Dgl. fiir
den Schitzfehler

dx = (A(1) —L(1)C(1)) 8%, &%(0) =% —x0.(27)

Diese Linearisierung ist nur giiltig, wenn durch die
Wahl (24) der Anfangsfehler 6x, hinreichend klein ist
und aufgrund der flachheitsbasierten Folgeregelung die
ZustandsgroBen x in der Niahe der Sollwerte x,(f) bzw.
die Abweichungen dx klein bleiben. Dann gilt fiir die
lineare zeitvariante Betrachtung des flachheitsbasierten
Folgeregelkreises mit Zustandsschitzung das Separa-
tionstheorem, d.h. die Dynamik des Schitzfehlers (27)
kann unabhéngig von der Dynamik des Trajektorienfol-
gefehlers entworfen werden.

Die Dimensionierung der zeitvarianten (nxp)-Ver-
stairkungsmatrix L(7) kann mit Hilfe der zeitvarianten
Beobachter-Normalform durchgefiihrt werden [21; 23].
Hierzu wird das linearisierte Fehlersystem (27) durch
eine zeitabhidngige Transformation 8 =T7(t)dx in
diese Normalform transformiert und die Verstirkungs-
matrix L*(t) =T(¢t)L(r) durch Eigenwertvorgabe be-
stimmt. Diese Schritte zur Berechnung von L(t) sind in
der Ackermann-Formel zum Entwurf linearer zeit-
varianter Beobachter zusammengefalit [23]. In [13]
wird diese Formel fiir Systeme mit mehreren Mel-
groBen (p > 1) hergeleitet.

Fiir das Fahrzeugmodell (9), (20) lauten die Matrizen
(26b)

g COSX 0
0 0 —upgsinx; g S0, 0
' sinx
A=10 0 Uy, ,qCOSX3 ¢4 ) B= 3.d Uy g )
N
00 0 tanus 4 g
COS% Uy g4

100
c=(510)

in Abhdngigkeit von den SollgroBen x5 (1), u; 4(¢) und
ur 4(t). Fiir die Dimensionierung der zeitvarianten
(3x2)-Verstirkungsmatrix L(r) wird das linearisierte
Fehlersystem

—lH —11'7 —ul.dsinx}d
ox = *121 —I» Uy qCOSX3 4 ox
=l —Ixn 0

durch eine zeitabhingige Transformation 8¢ = T (¢) 8%
in die zeitvariante Beobachter-Normalform transfor-
miert

s2=0(1 —(a5 +8,) —(a5,+15) | 5. (28)
—(a3 +105,) —(a+15

Durch eine geeignete Wahl der Verstirkungsfaktoren
lj}(r) kann die Zeitvarianz der Fehlerdynamik (28)
kompensiert und ein gewiinschtes Einschwingverhalten
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mittels Eigenwertvorgabe festgelegt werden. Die
Verstarkungsmatrix L(7) in den Originalkoordinaten
ergibt sich aus der Riicktransformation
L(t)=T '(t)L*(z).

Fir den in Abschnitt2 erwihnten chemischen
Riihrkesselreaktor werden die flachheitsbasierte Folge-
regelung mit Folgebeobachter in [12; 13] anhand von
Simulationen ausfiihrlich untersucht.

7 Zusammenfassung

Die Erfahrungen mit den flachheitsbasierten Me-
thoden zeigen, dafl eine Vielzahl von nichtlinearen
Entwurfsmodellen flach ist. Letztlich hidngt die Flach-
heit eines Systems von der Anzahl und Art der
Stellglieder des betrachteten Prozesses ab. Daher kann
die Flachheitsanalyse auch dazu verwendet werden, die
Moglichkeiten zur Steuerung eines Prozesses durch
geeignete Wahl der Stelleingriffe zu verbessern.

Der flachheitsbasierte Entwurf einer nichtlinearen
Folgeregelung geschieht in zwei Stufen: Zunichst
erfolgt eine Planung der Trajektorie zur Beschreibung
des Sollverhaltens. Dann wird die Folgebewegung
entlang der Solltrajektorie durch eine Regelung
stabilisiert. Fiir die linearen Systeme ist die Flachheit
mit der Steuerbarkeit identisch. Deshalb kann der
Entwurf einer linearen Folgeregelung mit einer
FiihrungsgroBenaufschaltung und einer asymptotischen
Stabilisierung auch als flachheitsbasiert interpretiert
werden.

Neuere Untersuchungen belegen, dal das Konzept
der Flachheit auf weitere Systemklassen, wie z.B.
(lineare und nichtlineare) totzeitbehaftete Systeme [24]
oder spezielle iiber Randeingriffe gesteuerte Systeme
mit ortlich verteilten Parametern [25; 26] tibertragen
werden kann. Diese Anwendungen betreffen u.a. die
flachheitsbasierte Folgeregelung von chemischen Rohr-
reaktoren und elastischen Roboterarmen.

Die dargestellten Untersuchungen wurden von der
Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) gefordert.
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