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Randsteuerung von Warmetauschern mit
ortlich verteilten Parametern:
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Herrn Prof. Dr.-Ing. M. Zeitz zum 60. Geburtstag gewidmet.

Die Erweiterung des von den nichtlinearen endlichdimensionalen Systemen stammenden
Flachheitskonzepts auf lineare Systeme mit ortlich verteilten Parametern und Randeingriffen
wird hier zum Entwurf von Steuerungen fiir typische Parallelstrom- und Gegenstromwarme-
tauscher ausgenutzt. Operatorenrechnung gestattet die explizite Parametrierung der Lésun-
gen durch sogenannte flache Ausgange. Fiir den Parallelstromwarmetauscher {ibernimmt die
Zuflusstemperatur der Heizfliissigkeit (bzw. der Kiihlflissigkeit) die Rolle des flachen Aus-
gangs, beim Gegenstromwarmetauscher der Ortsgradient beim Zufluss der zu erwdrmenden
(bzw. der zu kiihlenden) Fliissigkeit. Die Losungen lassen Integraldarstellungen mit endlichem
Trager zu, in denen Besselfunktionen auftreten; sie beschreiben ,verteilte Totzeiten™ bzw.
Lverteilte Pradiktionen”. Es ergibt sich eine einfache exakte Methode fiir die Planung von
Ubergangsvorgéangen zwischen stationaren Betriebszustanden und zur Berechnung der dazu
erforderlichen Steuerungen.

The extension of the flatness concept, stemming from nonlinear finite dimensional systems, to
linear systems with distributed parameters and boundary control is exploited here for the
control of typical heat exchanger models: with parallel flow and with counter-flow. Opera-
tional calculus allows us to obtain an explicit parametrization of the solution by a so-called flat
output. In the present case, this flat output is the inflow temperature of the heating (or
cooling) fluid in the parallel flow case, wheras in the counter-flow case it is the spatial gradient
of the temperature field at the inflow of the fluid to be heated (or cooled). These solutions give
rise to integral representations comprising Bessel functions which can be interpreted as
involving , distributed delays” and , distributed predictions"”. This leads to a simple exact
trajectory planning method for the transition between stationary regimes and to a direct
computation of the corresponding open-loop boundary controls.
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1 Einleitung

Differentiell flache nichtlineare Systeme [3; 4; 17; 28; 30]
zeichnen sich durch eine vollstidndige, endliche und freie
differentielle Parametrierbarkeit der Systemtrajektorien
aus: Die Losung kann als differentielle Funktion voneinan-
der unabhingig wihlbarer Trajektorien eines sog. flachen
Ausgangs dargestellt werden. Auf der Grundlage dieser Ei-
genschaft konnten effiziente Methoden zur Trajektorien-
planung und zur Folgeregelung entwickelt werden. In dhn-
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licher Weise eroffnet die sog. m-Freiheit linearer Totzeit-
systeme [21; 6], ein aus der Modultheorie linearer Systeme
[2] stammendes Steuerbarkeitskonzept, die Moglichkeit
zur Losung der Trajektorienplanung und der Folgeregelung
fiir diese speziellen unendlichdimensionalen Systeme —
dieses Konzept bildet zusammen mit der Flachheit nichtli-
nearer Systeme auch den Ausgangspunkt fiir die Definition
der sog. m-Flachheit nichtlinearer Totzeitsysteme [24]. Mit
Hilfe des Konzepts der m-Freiheit konnten Steuerungen
und Regelungen fiir solche hyperbolischen linearen Sys-
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teme mit verteilten Parametern und konzentrierten Stellein-
griffen entworfen werden, die eine Modellierung als Tot-
zeitsysteme zulassen [26; 8; 22; 23; 25].

Die Verallgemeinerung der m-Freiheit eroffnet neue Mog-
lichkeiten fiir die Steuerung weiterer Systeme mit ortlich
verteilten Systemen, deren Stellgroflen iiber den Rand
(oder anderweitig ortlich konzentriert) einwirken. Im Rah-
men der Modultheorie werden diese Systeme durch Ver-
wendung von an die jeweiligen Modelle angepassten Rin-
gen beschrieben. Auf diese Weise konnten beispielsweise
schon parabolische Systeme behandelt werden, die Wir-
meleitungsaufgaben oder einfache Rohrreaktoren beschrei-
ben [10; 11; 17; 16; 29], sowie durch biharmonische Gln.
(Euler-Bernoulli-Balkengln.) beschriebene flexible Robo-
terarme [1; 9; 15] und ein piezo-elektrischer Bieger [14].
Einzelne Erweiterungen des Konzepts fiir spezielle nicht-
lineare Systeme mit verteilten Parametern sind ebenfalls
bekannt [17; 27; 32].

In [5] wurde fiir eine durch die (lineare) Telegraphengl. be-
schriebene Leitung eine Signalverarbeitungsmethode vor-
geschlagen, die ebenfalls auf der hier interessierenden 7-
Freiheit linearer verteilter Systeme basiert. Die zur Be-
schreibung dieses Systems verwandten Operatoren sind je-
nen dhnlich, die in den math. Modellen einfacher Wirme-
tauscher auftreten: Sie fiihren auf Integrale mit endlichen
Tragern, die als ,verteilte Totzeiten und ,verteilte
Priadiktionen* interpretiert werden konnen (Man erinnere
sich daran, dass die verlustfreie Leitung auf Totzeitsysteme
fiihrt — s. z.B. [22].) Entsprechend treten auch bei der Tra-
jektorienplanung der hier untersuchten Wiarmetauschermo-
delle solche ,yverteilten Totzeiten“ und ,verteilten
Priadiktionen* auf.

Zwei Klassen von Wirmetauschern werden untersucht:
Parallelstrom- und Gegenstromwirmetauscher. In Ab-
schnitt 2 werden die mathematischen Modelle eingefiihrt
und dann mit Hilfe der Operatorenrechnung in eine fiir
den Entwurf von Steuerungen geeignete Form {iberfiihrt.
In Abschnitt 3 wird eine Steuerung fiir den Ubergang zwi-
schen zwei stationdren Betriebszustidnden entworfen. Dazu
wird jeweils einer Grofe, die die Rolle eines ,,flachen Aus-
gangs* libernimmt, eine Trajektorie zugewiesen: im Fall
des Parallelstroms der Zuflusstemperatur der erwidrmenden
(oder kiihlenden) Fliissigkeit (die als Stellgroe aufgefasst
werden kann), im Gegenstromfall dem Ortsgradienten der
zu erwirmenden (oder zu kiihlenden) Fliissigkeit beim Ein-
tritt in den Warmetauscher. Der erzielte Zeitverlauf der
Temperaturprofile wird mit Simulationsergebnissen illus-
triert, und die theoretischen Grundlagen werden in Ab-
schnitt 4 skizziert.

2 Mathematische Modelle

Ein einfacher Wirmetauscher besteht aus zwei ineinander
steckenden zylindrischen Rohren mit einer gemeinsamen
Symmetrieachse (vgl. Bild 1). Nimmt man den Wirmeaus-
tausch zwischen dem dufleren Rohr und der Umgebung und
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Bild 1: Prinzip-
skizze eines ein-
fachen Warme-

tauschers.

z=0 z=1

die Wirmeleitung als vernachlidssigbar an, so erhilt man
ein mathematisches Modell der Form

aT; aT;

W‘f‘vig:a(Ta—E) (la)
aT. oT,
—L 4y, L =b(T - To). (1b)
ot 0z

Dabei stehen T,(z, t) und Ti(z, ?) fiir die Temperaturen im
dufleren bzw. im inneren Rohr, z € [0, 1] ist die Orts- und
t > 0 die Zeitvariable. Die konstanten und reellen Parame-
ter des Modells sind: die Stromungsgeschwindigkeiten v;
und v,, die Dichten p;, p, und die spezifischen Wirmeka-
pazititen cj, ¢, der Fliissigkeiten innen und auflen, schlie$3-
lich der Wirmeaustauschkoeffizient «; und die Radien der
Rohre r; und r,. Mit diesen physikalischen Parametern
kann man
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definieren. Zur Vereinfachung der Schreibweise ist die
Linge des Wirmetauschers normiert.

Werden als Anfangsbedingung stationire Profile angenom-
men, so kann in Folge der Linearitit des Modells

Ti(z,0) = Ta(z,0) = 0

betrachtet werden; jedes andere stationdre Profil kann
durch Superposition addiert werden. Wird fiir den Gegen-
stromfall eine negative Geschwindigkeit im Innenrohr,
vi < 0, verwandt, sind die pDgln. des Modells in beiden
Fillen identisch. Hingegen ergeben sich unterschiedliche
Randbedingungen, denn der Zufluss des Innenrohrs befin-
det sich in diesem Fall bei z = 1. Fasst man die Zufluss-
temperatur des AuBenrohrs (bei z = 0) als StellgroBe auf,
u(t) = T,(0, 1), so ergeben sich die Randbedingungen
Ti(0,1) = Tio() = 0, Ta(0, 1) = u(?)
fiir den Parallelstrom und
Ti(1, 1) = Ti() =0,  Ta(0,1) = u(r)

bei Gegenstrom.

Es ist hilfreich, in den pDgln. durch die Geschwindigkeiten
zu dividieren und die Mittelwerte und Differenzgroflen als
Parameter zu verwenden:

Ly
2\ v ) T2\ o)
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damit lauten die Gln. (1)

%§+u+A)———w+Amaﬂ—Tww
oT,
3z ) =0

Nun gewinnt man die pDgln. des Gegenstromfalls aus de-
nen des Parallelstromfalls, indem man v; > 0 verwendet und
jeweils B durch —AB und v durch —Av ersetzt, und vice
versa.

2.1 Ubertragungsfunktionen

Einfiihren des Operators s fiir die Ableitung nach der Zeit ¢
und der Operatorfunktionen’ T(z s)yund Ty(z, s) —s. dazu
Abschnitt 4 — fiihrt auf das System gew. Dgln.

dT;
dz

'—(5+Aﬁ)(T —T) 0

dT,

M) s Ty — (B=AB) (fi — T) —0.

Darin spielt s die Rolle eines Parameters. Fiir dieses lineare
Differentialgleichungssystem kann leicht die allgemeine
Losung in Abhidngigkeit der Randbedingungen bestimmt
werden. Dies fiihrt in bekannter Weise auf die im folgenden
detailliertenUbertragungsfunktionen.

2.1.1 Parallelstromwarmetauscher

Fiir den Parallelstromwirmetauscher ergibt sich

Ti(z.5) = G7 (2, 5) il(s)

_ |:(/§ L Ap) sinh(\/Av2 24+ 2AVABs + /_322):|
\/sz s+ 2AvABs + Bz

e (s §+E) Zﬁ(s)

Tu(z.5) = G (2, 8) ils)

= |:cosh(\/Av2 524+ 20vABs + B2) +

(sAv+ AB)

sinh(\/Av2 s2+2AvABs + Bzz):|

\/sz 2+ 2AVABs + ;_32
7(sv+ﬂ)7"(s)

mit den ortsabhanglgen Ubertragungsfunktionen Gh 7.,(2: 5)
und G 12 7., (2, ) von der StellgroBe u = Tyo jeweils zu den
Temperaturen innen und auflen an der Stelle z.

! Die sich mit dem hier verwendeten Mikusinskischen Operatoren-
kalkiil ergebenden Ausdriicke entsprechen in vielen Anwendungen
jenen, die sich bei einer Verwendung der Laplacetransformation er-
giben — s. hierzu z.B. [20]. Die Voraussetzungen zur Anwendung
dieses Operatorenkalkiils sind weniger streng und gestatten die Lo-
sung der hier untersuchten Aufgabe.
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2.1.2 Gegenstromwarmetauscher

Fiir den Gegenstromwérmetauscher ergeben sich analog
die ortsabhiingigen Ubertragungsfunktionen

T; _/\/1(2, S)_ fi(z, S)
Or&0="p = 74(0, 5)
T, _No(z,9)  Talz,s)
Cru@9="p0" = 7.0, 5)’
mit

D(S) — ef(x Av+AP)

(cosh<\/§2 24+ 2085+ A/Sz) +

B sinh<\/172 s2+20Bs+ Aﬂz)
(sv+B) —
V22 + 20 Bs + AB?

N](Z, S) — G(SAU+A'3)(:_1)(B+A,3)
sinh(\/ﬁz 2+ 2085 + AP — z))
V2 + 20 Bs + AB?

Nz(Z, S) — e(sAquAﬂ)(zfl)

(cosh<\/52 s2+20Bs+ ABA(1 — z))—i—

sinh<\/172 2+ 20Bs + AP —z))
V22 +2VBs + AP )

(sv+8)

Unter Verwendung von
B(s) = D~(5) T4(0, 5)

konnen fi(z, s) und fa(z, s) dargestellt werden, ohne den
zu D(s) inversen Operator zu benutzen:

Ti(z, 5) = N1(z, s)B(s)
Tu(z, s) = Na(z, 5)B(s).

Es lohnt sich, die physikalische Bedeutung der GrofBe é(s)
offenzulegen, die die Rolle eines ,(flachen Ausgangs*
iibernimmt. Man verifiziert leicht durch Ableiten von YA}
nach z und Auswerten bei z = 1, dass sie (bis auf eine Ska-
lierung) den Ortsgradienten des Temperaturprofils 7i(z, 7)
im Innenrohr bei z = 1 beschreibt:

—1 oT;
(B+4p) 2
Stationidr entspricht dieser Gradient der Temperaturdiffe-

renz zwischen den beiden Rohren an der Stelle z = 1, das
ergibt sich aus der pDgl. (1a) des Modells.

B(t) =

0.

Es kann nun bereits ein wesentlicher Unterschied zwischen
den beiden Fillen unterstrichen werden: Wihrend im Par-
allelstromfall zur Berechnung der Temperaturprofile keiner
der auftretenden Operatoren invertiert werden muf3, wird
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eine solche Operatorinversion zum Einfiihren von l§(s) er-
forderlich. Aus dieser Groe konnen allerdings die Tempe-
raturen dann leicht berechnet werden, diese Berechnung
bildet den Inhalt des nédchsten Abschnitts. Die Erorterung
dieser Unterschiede wird in der Folge noch vertieft.

3 Ubergang zwischen stationiren
Profilen

3.1 Zeitabhidngige Losungen

Zur Berechnung der Funktionen, die den in den Gln. fiir die
Wirmetauscher auftretenden Operatoren und Operator-
funktionen entsprechen, kann man sich der Korresponden-
zentafeln der Laplacetransformation bedienen. So findet
man beispielsweise als Nr. 337 in der Tabelle des Buchs
von G. Fodor [13]

1{6 TVaTR
o

} —1(— T)Jo(oe«/tz - T2)

0% +a?

fiir 7 > 0, wobei Jy die Besselsche Funktion erster Gattung
nullter Ordnung ist. Diese Korrespondenz kann im Rahmen
von Mikusinskis Operatorenkalkiil zur Berechnung von
sinh(Tvo? + a?) / (vo2 + &2) und cosh(Tvo? + o) auf
T < 0 ausgedehnt werden (Man kann das Ergebnis leicht
verifizieren.). Die Substitution von

[—2 b
LB 'B+—I§A'3), und 7 = Avz

o=5+—, a=
+Av A

fiihrt fiir den Parallelstromfall auf

o
1z, n = PHEDCT

Avz

[l )

—Avz

e mT T,00,t—vz—1)d1

und

ae Pe

2

Avz

To(z, 1) =

A —
___:zi__z__Ji<a /ﬂ__(AVZy)
—Avz Y\ T — (sz)z
e BT (0, 1 — vz — ) dT +
BBB)2T(0, 1 — (3 — Av)2),
mit der Besselfunktion erster Gattung erster Ordnung J.
Es ergibt sich also fiir die Temperaturprofile jeweils ein In-

tegral mit endlichem Trdger, das als ,,verteilte Totzeit* in-
terpretiert werden kann?.

2 Man kann dieses Ergebnis auch mit der Riemannschen Integrati-
onsmethode ableiten.
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Fiir den Gegenstromwirmetauscher treten die gleichen
Operatoren auf: Es geniigt somit auch hier, jeweils B

mit —AB und Vv mit —Av zu vertauschen. Mit
o= — Bz—i-(Aﬂ)z/Eerhéilt man

_ B(1-2)
_(B+4p)

-~ / J0<a,/rz—(v(1—z))2>

—v(l-2)

Ti(z, 1)

et B(t—1)dt

Ta(Z, Z) =

gvyﬂ@u_a—ﬂh@ ﬂ—wa—mﬂ

2 i 2 — (51 - 2))°

5T B(t — 7)drt
P19 Bt +9(1 — 2)).

Hier wird neben der ,,verteilten Totzeit* auch eine ,,ver-
teilte Pradikton* (jeweils endlicher Amplitude) erforder-
lich: Die geplante Trajektorie von B mufl um v im Voraus
bekannt sein, denn zur Berechnung der Temperaturen an
der Stelle z = 0 wird B(t + v) benétigt.

3.2 Trajektorienplanung und Berechnung der
Steuerungen

Zur Parametrierung eines Ubergangs zwischen zwei statio-

nédren Profilen reicht es nun aus, folgende Trajektorien fiir

den jeweiligen ,.flachen Ausgang* zu wihlen:

e [0,7,] 2 ti—u(?) € R fiir die StellgroBe u im Parallel-
stromfall;

e und [0,#,]>¢t—B(f) e R fiir den Gradienten
aT; / 9z(1, t) beim Gegenstromwéirmetauscher.

Man beachte, dass (im Gegensatz beispielsweise zu den pa-
rabolischen pDgln. in [10; 11; 16]) keinerlei Differenzier-
barkeitseigenschaften fiir diese Trajektorien gefordert wer-
den miissen: Es handelt sich um ein hyperbolisches Sys-
tem.

Fiir den Parallelstromwérmetauscher wird der Endwert der
Trajektorie aus dem gewiinschten stationdren Wert der
Temperatur im Innenrohr am Ende des Ubergangsvorgangs
berechnet, also aus 7;(1, t,) = T (1); es mufl

2B
(B+AB) (1 — e )

gelten. Die Wahl der Funktion zwischen dem Anfangswert
1(0) = 0 und dem Endwert u(z,) ist a priori freigestellt.

u(ty) = Ty, (0) = Ti(1, t,)

Fiir den Gegenstromfall wird dhnlich vorgegangen:

B(l*) = AIB
(B + AB)sinh(Ap)

Die StellgroBe ergibt sich daraus durch Auswertung von
T.(z, t) an der Stelle z = 0.

Tisla\, (0) *
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3.3 Simulationsergebnisse

Fir den Parallelstromwirmetauscher zeigen Bild 2 und
Bild 3 die zeitliche Verénderung der Temperaturprofile.
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Bild 2: Zeitlicher Verlauf des ortsabhangigen Temperaturprofils im In-
nenrohr eines Parallelstromwarmetauschers bei einer linearen Erhé-
hung der Zuflusstemperatur im AuBenrohr.
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Bild 3: Zeitlicher Verlauf des ortsabhangigen Temperaturprofils im Au-
Benrohr eines Parallelstromwarmetauschers bei einer linearen Erho-
hung der Zuflusstemperatur im AuBenrohr.
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Bild 4: Zeitlicher Verlauf des ortsabhangigen Temperaturprofils im In-
nenrohr eines Gegenstromwarmetauschers bei einer linearen Erhéhung
von B(t).
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Bild 5: Zeitlicher Verlauf des ortsabhangigen Temperaturprofils im Au-
Benrohr eines Gegenstromwarmetauschers bei einer linearen Erhdhung
von B(t).

Diese Losung entspricht einer in ¢ linearen Erhohung der
StellgroBe u(z), also der Temperatur 7,(0, 7).

Entsprechend zeigen die Bilder 4 und 5 das Verhalten eines
Gegenstromwirmetauschers bei einer in ¢ linearen Erho-
hung von B(¢).

4 Theoretische Grundlagen

Es soll hier nur ein kurzer Abriss der theoretischen Grund-
lagen gegeben werden. Eine umfassendere Abhandlung
findet sich z.B. in [7; 9; 12] und den darin angegebenen
Literaturstellen.

4.1 Mikusinskis Operatorenkalkiil

Die Menge der stetigen Funktionen [0, +o0o[— C, ausge-
stattet mit der Addition +, (' + g) () = f(¢) + g(¢), und
dem Faltungsprodukt *, (' *g)(1) = (g~ f) (t) = fotf(r)
glt—1)dr = fot g(7) f(t — 1) dt bildet einen kommutati-
ven Ring C. Einem beriihmten Satz von Titchmarsh zufolge
(s. [19; 20; 31]) ist C nullteilerfrei: f * g = 0 < f = 0 oder
g = 0. Der Quotientenkorper M von C heillt Mikusiriski-
Korper, seine Elemente Operatoren.

Schreibweise: 1) Wird eine Funktion f(¢) € C als Operator
aus M aufgefasst (durch Einbettung), so schreibt man da-

fiir oft { £(1)}.

2) Das (Faltungs-)Produkt zweier Operatoren a, b € M
wird ab geschrieben.

Beispiele: 1) Das neutrale Element, 1, in M heif3it Dirac-
Operator, dieser entspricht der Diracschen Distribution in
der Theorie von L. Schwartz, und er darf nicht mit der Hea-
viside-Funktion {1} € C verwechselt werden.

2) Die Heaviside-Funktion {1} besitzt ein inverses Element
in M, den Differentialoperator s, der der gewohnten Regel
geniigt: Ist / € C eine C !_Funktion, dann ist {sf} = {f} +
{£(0)}, mit /" der Ableitung von f.
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3) Die Operatoren des Unterkorpers C(s) der gebrochen ra-
tionalen Ausdriicke in s haben die iibliche Bedeutung.

4) Die Operatoren e, mit A € R, A > 0 sind die Totzeit-
operatoren konstanter Amplitude A. Thre Inversen ¢ sind
Pridiktionsoperatoren.

Eine Operatorfunktion [18; 19; 20] ist eine Abbildung
I — M, I C R; deren Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit konnen in gewohnter Weise definiert wer-
den.

4.2 Moduln und Systeme

Sei R ein iiber C durch eine endliche Anzahl von Operato-
ren und Operatorfunktionen erzeugter Ring, und sei 4 =
R[], mit 7 € R, eine R-Algebra. Ein lineares R-System
¥ ist dann ein endlich erzeugter R-Modul®. Ist ¥ ein freier*
Modul, so wird eine Basis als flacher Ausgang” bezeichnet.
IstA® X frei®und 1 ® f, mit f € X, eine Basis, dann heif3t
¥ n-frei, und ¢ wird als -flacher Ausgang bezeichnet.

Beispiele: 1) Mit R = R[s] erhdlt man ein zeitinvariantes
lineares endlichdimensionales System. Bilden zj, ..., z
ein Erzeugendensystem des R-Moduls X, dann konnen
die Beziehungen zwischen diesen Groflen, die Systemgln.,
inderForm ) ;_, a;(s)z;=0,j=1,..., N, mita,; € R,
angeschrieben werden. Der Modul ¥ ist genau dann frei,
wenn er torsionsfrei ist: Das System ist dann steuerbar [2].
Jede beliebige Systemgrofie w € ¥ kann in diesem Fall als
R-Linearkombination der Komponenten eines flachen Aus-
gangs (b, ..., by) dargestellt werden: w =Y 1", ci(s) b;,
mit ¢; € R. Fiir ein durch nur zwei Gré8en y und u erzeug-
tes R-System mit den Gln. d(s) y — n(s) u = 0 entspricht
die Steuerbarkeit bekanntlich der Teilerfremdheit von d(s)
und #(s), und ein flacher Ausgang, also eine Basis von X,
ist dann das Element b € %, fiir das gilt y = n(s) b und
u=4d(s)b.

2) Mit R=R [s,e ], A € R, A > 0 erhiilt man ein Sys-
tem, dessen Gln. ein Totzeitsystem beschreiben. Beispiele
mogen die eingefiihrten Konzepte illustrieren:

a) Sei X das durch y und u erzeugte R [s, e=**]-System mit

der Gl. sy — se™ u = 0. Der Modul X, ist nicht torsions-
frei und damit auch nicht frei, denn z =y — eMueyx
geniigt der Beziehung sz = 0.

b) Sei ¥, das durch y und u erzeugte R [s, e~**]-System
mit der Gl. s> y + e y — u = 0. Der Modul X, ist frei: y

3 Die Elemente eines endlich erzeugten R-Moduls sind Linearkom-
binationen, mit Koeffizienten in dem Ring R, einer endlichen Zahl
von sog. Erzeugenden. Es handelt sich also um zu Vektorrdumen
analoge Strukturen: Vektorrdume sind spezielle Moduln, die iiber
einem Ring erzeugt werden, dessen Elemente Inverse beziigl. der
Multiplikation besitzen, also {iber einem Korper.

4 Ein freier R-Modul ist ein R-Modul, der eine Basis besitzt, also
ein R-linear unabhingiges Erzeugendensystem. Auch hier erkennt
man den Spezialfall der Basis eines Vektorraums.

5 franzdsisch als ,sortie basique* oder ,,sortie plate, englisch als
,basic output* oder als ,,flat output*

 Man kann A ® ¥ als durch Hinzunehmen von 7~! zu dem Ring R
entstanden verstehen, d.h. in dieser Struktur konnen Potenzen von
7~ in den Koeffizienten der Linearkombinationen auftreten.
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ist eine Basis, denn alle GroBen in X5 sind R-Linearkombi-
nationen von y und u = (s> + %) y, also von der Form
cy, mitc € R.

¢) Sei X3 das durch y und u erzeugte R [s, e~**]-System mit
der Gl. sy — e u = 0. Der Modul X, ist torsionsfrei aber
nicht frei (ein geeignetes Kriterium findet sich z.B. in [6;
21]). Der R [s, e7*, ¢*]-Modul R [s, e™**, ¢**] ® X3 hin-
gegen ist frei: Man kann u durch y ausdriicken, wenn die
Multiplikation mit dem Priidiktionsoperator e** zugelassen
wird. Das System X3 ist folglich e~**-frei und y ein e=**-
flacher Ausgang. Die Erweiterung des Systems durch Hin-
zunahme einer Pridiktion erlaubt also die Parametrierung
der Losung mit einer Trajektorie fiir y.

Was bedeuten diese Definitionen nun fiir die Wirmetau-
schermodelle? Fiir den Parallelstromwirmetauscher ist
das System der freie C [G go(z, s), G%O(z, s)]-Modul mit
der Basis . Diese Definition des Systems besagt im we-
sentlichen, dass die in einem math. Modell des Wirmetau-
schers auftretenden GroBen in der Form a u dargestellt wer-
den konnen, wobei @ ein Polynom in Ggo (z,9), G%O (z,5)
und s ist, mit komplexen Koeffizienten. So kdnnen insbe-
sondere fa und fi in dieser Weise dargestellt werden, wie
dies in Abschnitt 2.1.1 geschah.

Fiir den Gegenstromwirmetauscher ist das System der
CIN1(z, s), Na(z,s), D(s)]-Modul A, der durch T, T,
und # erzeugt wird: Die Systemgln. kénnen mit Linear-
kombinationen der GréBen f}, fa und # mit Koeffizienten
in C [N1(z, ), Na(z, 5), D(s)] dargestellt werden (vgl. Ab-
schnitt 2.1.2). Der Modul A ist torsionsfrei’. Sei 4 =
C Ni(z, 8), Na(z, 5), D(s), D(s)™1; dann ist das A-System
A ® A frei und B eine Basis, also ist B ein D-flacher Aus-
gang von A. Dies wurde in Abschnitt 2.1.2 ausgenutzt, um
lineare Gln. fiir die die Temperaturprofile beschreibenden
SystemgrofBen fi und ﬁl abzuleiten, in denen als Koeffi-
zienten nur Ausdriicke aus C[N((z, s), N2(z, ), D(s)] auf-
traten. Dadurch war es moglich, die den Operatorfunktio-
nen entsprechenden Funktionen von z und ¢ zu bestimmen.
Auch hier wird also, analog zu dem oben als Beispiel c)
untersuchten Totzeitsystem, nach einer Erweiterung des
Systems durch Zulassen der Inversion eines Operators die
Parametrierung der Losung mit einer Trajektorie fiir den
D(s)-flachen Ausgang B moglich. Das fiihrt erneut auf
eine — nun ,,verteilte“ — Priadiktion.

5 Zusammenfassung

Wie fiir flache nichtlineare Systeme (endlicher Dimensi-
on) konnen auch fiir die iiblichen Modelle einfacher Wiir-
metauscher, lineare Systeme mit ortlich verteilten Parame-
tern und Randeingriffen, die Losungen mit einem ,,flachen
Ausgang‘ parametriert werden. Dies gestattet eine effizi-
ente Planung von Ubergangsvorgingen und die Berech-
nung der dazu erforderlichen Stellsignale. Das zugrunde-

"D.h. es gibt keine Beziehung der Form az =0 mit 0 #a €
C[Ni(z,s), Na(z,5), D(s)] und z € A.
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liegende Konzept erweitert das zur Flachheit analoge Kon-
zept der m-Freiheit linearer Totzeitsysteme mit Totzeiten
konstanter Amplitude. Die Interpretation der mit Hilfe des
Operatorenkalkiils erhaltenen Losung im Zeitbereich er-
gibt ,,verteilte Totzeiten* und ,,verteilte Pradiktionen*, die
durch Integrale mit endlichen Trégern beschrieben werden.
Wihrend das Entwurfsverfahren fiir den Parallelstromwir-
metauscher im wesentlichen die Berechnung der Losung
fiir einen vorgegebenen Stellgrolenverlauf ausnutzt, wird
fiir den Gegenstromwédrmetauscher der Zeitverlauf einer
GroBe vorgegeben, die zunéchst nicht zu den das System
beschreibenden sog. Systemgréfen gehort: Im zugrunde-
liegenden modultheoretischen Rahmen ist eine Erweite-
rung des Systems durch Hinzunahme eines inversen Ope-
rators erforderlich. Auf diese Weise kommt es zum Auftre-
ten einer ,,verteilten Priadiktion .

Eine Reihe weiterer Beispiele zur Anwendung des vorge-
stellten Konzepts findet sich in der Literaturliste. Dabei tre-
ten je nach den pDgln. der Modelle unterschiedliche Ope-
ratoren auf, die im Gegensatz zur hier verwandten Integral-
darstellung mitunter auf Reihendarstellungen fithren. Wih-
rend bei den hier untersuchten hyperbolischen Systemen
keinerlei Differenzierbarkeitsanforderungen an die Trajek-
torien des ,flachen Ausgangs gestellt werden miissen,
sind dann glatte Trajektorien erforderlich, die auBerdem
zusitzlichen Bedingungen geniigen miissen, um die Kon-
vergenz der Reihen sicherzustellen.
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