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Zur Regelung einer elektromagnetisch

gelagerten Spindel

On the Control of an Electromagnetically Levitated Spindle

Joachim Rudolph, Frank Woittennek, Johannes von Loéwis, Technische Universitat Dresden

Fiir ein Starrkorpermodell einer elektromagnetisch gelagerten Spindel wird eine nichtlineare
Regelung vorgeschlagen. Fiir die Bewegung der Spindel auf einer vorgeschriebenen Bahn er-
weist sich eine stabilisierende Folgeregelung auf der Basis der Flachheit des Systems als eine
interessante Alternative zum klassischen Zugang der Linearisierung um einen Arbeitspunkt.
Ein Beobachter gestattet die Adaptation an konstante und an harmonische Stérungen, wie sie
als Folge der Restunwucht auftreten. Fiir eine Realisierung auf einem Digitalrechner kénnen
mit einer geeigneten Diskretisierung von Regler und Beobachter auch bei relativ langen Ab-

tastzeiten gute Ergebnisse erzielt werden.

For an electromagnetically levitated spindle a nonlinear control design is proposed. A flatness-
based stabilizing tracking controller turns out to be an interesting alternative to classical linear
operating point designs. An observer can be used for adaptation to constant or to harmonic
perturbations, as they are induced by rotor unbalance. For digital implementation an appro-
priate discretization of both the controller and the observer allows to achieve good results

even with rather slow sampling.

1 Aufgabenstellung

Der Einsatz elektromagnetischer Lager als Alternative zu
mechanischen Lagern ist heutzutage in diversen Anwen-
dungsbereichen Stand der Technik. Neue Anwendungsge-
biete ergeben sich durch die Moglichkeit zur freien Positio-
nierung des gelagerten Korpers im zur Verfiigung stehen-
den Arbeitsbereich. So soll hier die Bewegungsplanung
und stabilisierende Folgeregelung fiir eine elektromagne-
tisch gelagerte Spindel vorgestellt werden, wie sie in Bild 1
dargestellt ist.

Die Spindel wird als ein starrer Korper betrachtet, der
sich — in einem geringen Bereich — frei bewegen kann.
Fiir fiinf der sechs mechanischen Freiheitsgrade werden ak-
tive elektromagnetische Lager eingesetzt, der sechste Frei-
heitsgrad entspricht der Drehung der Spindel um ihre
Lingsachse. Dafiir wird ein Asynchronmotor verwendet.
Die Magnetlager zur radialen Positionierung sind beim hier
untersuchten Aufbau in der klassischen Weise in zwei zur
Langsachse orthogonalen Lagerebenen installiert, jeweils
paarweise einander gegeniiberstehend in zwei zueinander
orthogonalen Richtungen — hinsichtlich Alternativen s. [5].

Fir die Dynamik des mechanischen Systems wird ein
Starrkorpermodell angegeben. Dieses Teilsystem ist durch
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die Kreiselkréfte nichtlinear. Die auf den Korper einwir-
kenden magnetischen Stellkréfte sind proportional zum
Quadrat des Stromes durch die Wicklungen der Elektroma-
gnete und umgekehrt proportional zum Quadrat der Weite
des wirksamen Luftspalts: Dies spiegelt die wohlbekannte
Tatsache wider, dass nur anziehende Krifte erzeugt werden
konnen. Diese Beziehung zwischen Kraft und Strom bzw.

Bild 1: Die magnetisch gelagerte Spindel.
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Position im Luftspalt ist einer der wesentlichen nichtlinea-
ren Zusammenhénge im mathematischen Modell der Spin-
del. Eine weitere Nichtlinearitét ergibt sich im elektrischen
Kreis: Die Induktivitit ist umgekehrt proportional zur
Weite des effektiven Luftspalts. Die Beziehungen zwischen
Positionen, Lingen und Winkeln konnen aufgrund des ge-
ringen Bewegungsraums linearisiert werden.

Wie man leicht einsieht, ist das ungeregelte System insta-
bil, eine Stabilisierung durch eine Regelung ist daher zwin-
gend. Das kann anhand einer Uberlegung zur Positionie-
rung eines Stahlkorpers in einer Ebene zwischen zwei ein-
ander gegeniiberliegenden Elektromagneten nachvollzo-
gen werden. In der Ruhelage ist die resultierende Kraft,
die sich durch Addition der beiden Magnetkrifte und der
Schwerkraft ergibt, gleich Null. Bei einer Auslenkung in
die Richtung eines der Magneten nimmt die durch diesen
Magneten erzeugte Kraft zu, wihrend jene des gegeniiber-
liegenden Magneten abnimmt. Die resultierende Kraft
wirkt also in der Richtung der Auslenkung aus der Gleich-
gewichtslage.

Obwohl die Luftspalte klein sind, interessiert hier neben
der Rotation um eine vorgegebene Achse (d.h. eine Rich-
tung im raumfesten Koordinatensystem oder alternativ im
korperfesten System) auch die Bewegung entlang einer
vorgegebenen Bahn — Anwendungsgebiete dieser Betriebs-
weise liegen insbesondere im Bereich der Unrundbearbei-
tung.

Wird im Gegensatz zum Betrieb an einem Arbeitspunkt
eine zeitlich veridnderliche Positionierung in einem weite-
ren Bereich angestrebt, wird eine Betrachtung des lineari-
sierten Modells und ein darauf basierender Entwurf linea-
rer Regler (s. hierzu [7]) nicht ausreichen. Ein weiterer Vor-
teil eines nichtlinearen Entwurfs kann in der in [3] vorge-
schlagenen Vermeidung der fiir lineare Regler erforderli-
chen Arbeitspunktstrome gesehen werden.

Es gilt also, eine stabilisierende Folgeregelung fiir ein
nichtlineares System zu entwerfen. Ein effizienter Zugang
zur Losung dieser Aufgabe ist die flachheitsbasierte Bewe-
gungsplanung und Regelung, wie sie in dem Ubersichts-
aufsatz [6] vorgestellt wurde — s. auBerdem [1]. Tatsdchlich
wurde dieses Konzept von J. Lévine, J. Lottin und
J.-Ch. Ponsart in Annecy (Frankreich) schon fiir eine &dhn-
liche Aufgabe erfolgreich eingesetzt — s. insbesondere [3]
und die Dissertation von J.-Ch. Ponsart [5]. Bei diesen Un-
tersuchungen wurde in axialer Richtung ein passives Lager
eingesetzt. Wir leiten weitgehend analoge Ergebnisse ab.
Insbesondere greifen wir die in [3] vorgeschlagene Metho-
de zur Vermeidung von Arbeitspunktstromen auf, die bei
einer linearen Regelung erforderlich sind. Die Erweiterun-
gen gegeniiber den Untersuchungen in Annecy im Bereich
der Theorie betreffen neben der Einbeziehung eines akti-
ven Lagers in axialer Richtung die Beriicksichtigung von
periodischen Storungen, die insbesondere durch Unwuch-
ten hervorgerufen werden, sowie eine Diskussion der Dis-
kretisierung des Regelgesetzes einschlieBlich des Beob-
achters zur Implementierung in einem Mikroprozessor.
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2 Mathematisches Modell

Das mathematische Modell fiir die Dynamik der starren
Spindel ergibt sich aus den Impulsbilanzen:

MX:Fx,p _Fx.n +mgy (la)
———
Fy
m Y = Fv,}»‘,p - Fv,y,n + Fh,y,p - F/z,y,n + ng (lb)
Fv.y Fh.y
m Z = Fv,z,p - Fv,z,n + Fh,z,p - Fh,z,n + mg. (IC)
F,: F/l,z

O = —(py—X)F,. + (Urh+ X)F- — ©1 66 (1d)
®2é: (lf,v_X)Fv,y_(lf,h+X)Fh,y+®l¢1j/ (le)
O1p=D,. (1f)

Darin sind X, Y und Z die Koordinaten des Massenmittel-
punktes G in einem in der (magnetischen) Mittellage fixier-
ten raumfesten System mit den Achsen x, y und z entspre-
chend Bild 1. Die Kardanwinkel ¢, 1 und 8 beschreiben die
Winkelpositionen der Achsen eines im Massenmittelpunkt
G fixierten korperfesten Koordinatensystems. Dabei ist
der Winkel einer Drehung aus dem (X, y, z)-System um die
y-Achse, 6 der Winkel einer anschlieBenden Drehung um
das Bild der z-Achse und ¢ der Winkel einer abschlieen-
den Rotation um das Bild der x-Achse. Mit F, und D, sind
Krifte und Drehmomente bezeichnet.

Bei der Berechnung der durch die Radiallager erzeugten
Drehmomente ist beriicksichtigt, dass die Winkel v und 6
konstruktionsbedingt klein sind (< 1072 rad). Die Wirkrich-
tung des Schwerefeldes ist beliebig, aber bekannt, ihre
Komponenten im Inertialsystem sind gy, g, und g.. In die-
sem Modell sind zusitzlich auftretende, schwer zu model-
lierende Kréfte und Momente nicht beriicksichtigt, die z.B.
aus einer exzentrischen Lage des Rotors der Asynchronma-
schine oder aus Kopplungen zwischen den radialen und
axialen Lagern herriihren. Die Trigheitsmomente um be-
liebige Achsen senkrecht zur Spindel-Lingsachse konnen
aufgrund der symmetrischen Konstruktion als gleich ange-
nommen werden: Wir bezeichnen sie mit ®,. Das Trig-
heitsmoment um die Léngsachse ist ®1, und m ist die
Masse.

Die durch die Elektromagnete der Lager erzeugten Krifte
sind proportional zum Quadrat des (verketteten) magneti-
schen Flusses. Die Flussverkettungen' sind proportional zu
den Strémen und umgekehrt proportional zum wirksamen
Luftspalt im entsprechenden Lager. Damit ergibt sich fiir
die Krifte”

! Es scheint sinnvoll, eine Verkopplung der Fliisse im Axiallager zu
beriicksichtigen. Zur Vereinfachung der Darstellung wird hier dar-
auf verzichtet. Die Beriicksichtigung dieser Kopplung bereitet
keine prinzipiellen Schwierigkeiten. (Der Zusammenhang zwi-
schen Fliissen und Stromen wird durch ein lineares Gleichungssys-
tem beschrieben.)

2 Fiir das Symbol e sind die gleichen, jeweils nicht angegebenen
Indizes einzusetzen — z.B. hier F, ;, = ky.;» if_z,p [(Cvzp — Svap) ™
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l'2
Fo=ky—2"—. ()

(08 — 50)2
Die Parameter o, und k, sind von der Geometrie des Auf-
baus und von den magnetischen Eigenschaften des Materi-
als abhéngig. In den Lagerebenen (bei x =/r, und x =

—Ir ;) erhilt man fiir die Abweichungen s, der Spindelposi-
tion von der magnetischen Mittellage

Sy,y,e = +(Y + lf’ve), Sh,y,e = +(Y — Zf’h@)
Sv,z0 = E(Z = I v¥), Shze =H(Z 4+ 1) ()
Sxp = —Sxu=X.
Die Messungen der Positionen erfolgen in zwei zur Langs-
achse des Aufbaus (x-Achse) orthogonalen Ebenen bei
x =y, und x = —/,, ;. Fiir die gemessenen Positionen
der Schnittpunkte der Spindel-Lingsachse mit den Mess-
ebenen gilt folglich
Ym,v =Y+ lm,vev
Zm,v =7Z - m,vWa

Ym,h =Y - lmA,hG

4)
Zm,h =7+ [m,hw-

Diese Gleichungen werden beim Entwurf des Beobachters
benotigt.

Die Linearitdt der Beziehungen (3) und (4) folgt daraus,
daf} die Winkel 6 und v klein sind.

3 Reglerentwurf bei Stromsteuerung

Alle Positionen, Winkel und die zugehorigen Geschwin-
digkeiten werden in diesem Abschnitt als gemessen ange-
nommen. Die Stréme werden als Stellgrolen aufgefasst.
Das kann durch unterlagerte Stromregelkreise mit Pulswei-
tenmodulation realisiert werden, was der derzeitigen Praxis
entspricht.

3.1 Klassischer Zugang: Linearisierung um einen
Arbeitspunkt

Betrachten wir die Gln. (1c) und (1d) fiir die Bewegung in
z-Richtung bzw. um die y-Achse und nehmen an, diese
Richtung sei horizontal orientiert: g. = 0. Die Parameter o
und k der Radiallager seien identisch. Bei der klassischen
Differenzstrom-Ansteuerung [7] mit einem Arbeitspunkt-
strom 7y geniigen die Krifte in z-Richtung

ro o+ ALY (i — Ai)®
T N\e=Z 4+l 0+ Z -1y
F,.— (io + Aip)’ (- Aiy)’
n,z — .
Oc—Z—lwy (o+Z+ )
Die Linearisierung der Bewegungsgleichungen (1c) und

(1d) um eine Ruhelage mit Z =0, 4% =0, X =0und i, =
iy = iy fiihrt auf
4igk (21

) io (lrn—1r.
mAZ:—2<—AZ+MAW+AZ},+A1}1>
o g o
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Oy AY = ——

diok (io(lrp— Iy io (12, + 12,
lozk<lo(f,h ) p g Gt 5
o o o

Zf,vAiv + Zf'.hAih) .

Fiir iy = 0 reduzieren sich diese Gleichungen auf AZ =0
und Ay = 0. Ein Reglerentwurf auf der Basis der lineari-
sierten Gleichungen erfordert also Arbeitspunktstrome
ip # 0. Diese bewirken sich gegenseitig kompensierende
Krifte, die in den Bewegungsgleichungen nicht wirksam
werden.

3.2 Eine Alternative: Linearisierung der
Folgefehlerdynamik mittels statischer
Zustandsriickfithrung

Betrachten wir nun die Bewegungsgleichung in der Form
(1) und fithren Hilfsgrofen fiir die Beschleunigungen a,,
ay, Az, Oy, Og, Qg €in, mit

may=F,+mg,

may,=F,,+F,,+mg,

ma; = Fv,z +Fh,z +mg:

®2a1//:_(lf,v_X)Fv,:+(If,/1+X)F/1,Z_®1¢9 ( )

Oro0p = (Zf,v _X)Fv,y - (Zf,/z + X)Fh,y + 0O d) 'ﬂ
@1 Oy = D¢.
Damit gilt

¥—a, V=a, Z=a, j=ay, 0=ap ¢=ap
Fiir jedes dieser sechs ungekoppelten Teilsysteme kann ein

stabilisierender Regler leicht entworfen werden, beispiels-
weise fiir die Position X mit

ay = Xsoll + ()\x,l + )Vx,Z)(X - Xsoll) -

(6)
)\x,l)\x,Z(X - Xsoll)

und mit den Eigenwerten A, 1, A, » symmetrisch zur reellen
Achse in der linken komplexen Halbebene.

Dabei bezeichnet X, eine noch zu entwerfende zweimal
differenzierbare Solltrajektorie fiir X, und die Abweichung
vom Sollwert e, := X — X;oi geniigt der Dgl.

€y — ()\x,l + )\x,Z)éx + )‘x,l)‘x,Zex =0. (7)

Durch die Beziehungen der Form (6), die eine Riickfiih-
rung der (verallgemeinerten) Positionen und Geschwindig-
keiten und die Aufschaltung der Solltrajektorien umfasst,
werden die als HilfsgroBen eingefiihrten Beschleunigungen
dy, ..., oy berechnet. Aus diesen und den Winkelge-
schwindigkeiten konnen durch Losen des inhomogenen li-
nearen Gleichungssystems (5) die fiinf Krifte und das Mo-
tormoment Dy bestimmt werden.

Offensichtlich kann dabei in jedem Magnetpaar eine der
Krifte (F, p, F, ) frei vorgegeben werden. Dazu kann fiir
jedes dieser Magnetpaare die resultierende Kraft F, als Lo-
sung des linearen Gleichungssystems (5) berechnet wer-
den. Anhand des Vorzeichens dieser Resultierenden kann
dann jeweils derjenige Magnet ausgewdhlt werden, der
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eine Kraft in der erforderlichen Richtung erzeugt. Die je-
weils andere Kraft wird zu Null gewéhlt.

SchlieBlich konnen aus den Kriften und den aktuellen Po-
sitionen gemil (2) die erforderlichen Stréme, also die ei-
gentlichen StellgroBen, berechnet werden:

o = \/g(a. — So)- 3

Im Gegensatz zur klassischen linearen Losung werden so
die Arbeitspunktstrome vermieden und die thermischen
Verluste reduziert.

3.3 Flachheit und Trajektorienplanung

Fiir die Koordinaten (X, Y, Z) des Massenmittelpunktes
und die Winkel 6, ¢ und ¢ konnen Trajektorien voneinan-
der unabhingig vorgegeben werden. Dadurch werden die
Zeitverldufe sidmtlicher Systemgréfen vollstindig be-
stimmt: Bei verschwindender Regelabweichung sind die
als Hilfsgrofen eingefiihrten Beschleunigungen ay, ...,
ag durch die Solltrajektorien X, .. ., @son definiert. Die
Losung des linearen Gleichungssystems (5) beschreibt die
dazugehdrigen Lagerkr;aifte3 Fysolls s Fizson und das
Moment Dy son. Mit (8) erhidlt man die Stellstrome
ixsolls - -+ Ihznsoll, die (nominell) die Bewegung entlang
der gewihlten Solltrajektorie bewirken. Diese Moglichkeit
der vollstidndigen Parametrierung der Losung mittels einer
endlichen Anzahl a priori frei wéhlbarer Trajektorien ent-
spricht der Flachheit des Systems. Die Positionen und
Winkel, fiir die hier die Trajektorien gewéhlt werden kon-
nen, bilden einen sogenannten flachen Ausgang [1; 6]. Die
Flachheit bildet die Grundlage des vorgestellten Reglerent-
wurfs. Die Einschriankung bei der Wahl der Solltrajektorien
fiir den flachen Ausgang betrifft einzig die Differenzierbar-
keitsanforderung zum Erreichen beschrinkter und stetiger
Strome und die Beschrankung der Wertebereiche.

Neben der Moglichkeit eines einfachen Reglerentwurfes
liegt hier ein weiterer Vorteil der flachheitsbasierten Rege-
lung: Die geplanten Trajektorien kénnen sehr leicht hin-
sichtlich ihrer Realisierbarkeit gepriift werden, denn sdmt-
liche SystemgrofBen lassen sich aus ihnen (bereits bei der
Trajektorienplanung) berechnen. Dazu miissen die System-
differentialgleichungen nicht integriert werden.

3 Diese Berechnung der Krifte und die im vorigen Abschnitt vorge-
schlagene Stabilisierung entspricht der ,,Methode der berechneten
Momente*, s. z.B. [6].
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Es sei die Aufgabe betrachtet, die radiale Position des Mas-
senmittelpunktes der Spindel aus der Mittellage auf eine
elliptische Bahn um die Mittellage zu verfahren. Mit den
Solltrajektorien

Ysou(l) = }’y([) cos Q1
Zson(t) = r;(¢) sin Qt
Xsol(t) = Yrson(?) = Oson(?) = 0
Gson(?) = wot + ¢

fiir den flachen Ausgang (X, Y, Z, ¢, ¥, 0) kann diese Auf-
gabe gelost werden.

(wsoll = wo = const.)

Damit die Hilfsgroen a,, a., usw. im Regler (6) (und den
dazu analogen Beziehungen fiir die anderen Koordinaten)
beschriinkt bleiben, miissen r,(f) und r.(f) geniigend oft
differenzierbar sein, denn die Zeitableitungen 7y, 7, und
F-, - gehen in

Yeoll = iy cos Q1 — Qr, sin Q1

Zsonl = F» Sin Qt + Qr, cos Qt
Yool = (#y — rsz) cos Qt — 2Qry, sin Q1
Zoll = (r. — rZQZ) sin Q¢ + 2QF. cos Q¢
ein und damit unmittelbar in die Berechnung der von den

Lagern aufzubringenden Krifte und der dafiir erforderli-
chen Strome.

In der Zeit von t = 0 bis ¢ = ¢* soll die Spindel aus der
Mittellage auf eine elliptische Bahn mit den Halbachsen-
langen r} und r7 gebracht werden. Dafiir miissen zweimal
differenzierbare Trajektorien r,(¢) und r.(¢) vorgegeben
werden, die folgende Bedingungen erfiillen:

1(0) = 7,(0) = 7,(0) = 0

r2(0) = 7:(0) = 72(0) = 0

() =ry, () =7 =0

r(*) =7z, () = () =0.
Dadurch wird gewihrleistet, dass sdmtliche Systemgrofen

zu Beginn (¢ = 0) und am Ende (¢ = *) des Ubergangs be-
schriinkt bleiben®. Dies ist mit

r(@) = ryp(@), (0 =17 p(t) (10)

)

* Sollen die EingangsgroBen i, nicht nur beschriinkt, sondern auch
stetig sein, so wird man sich fiir r,(¢) und r,(¢) zweimal stetig diffe-
renzierbare Zeitfunktionen vorgeben, fiir die zusitzlich (%) (#x) =
r3(0) = (¢) = (0) = 0 gilt. !

Z

Trajektorien-
generierung
¢ Xsoll, - - - + sop und Ableitungen Dy
de
Stabilisierung (oc) W :
der Folgefehler- » [Entkopplung der Strome l}%ge(l;;re&];e
dynamik (6) (5) - , (2),

] [ e [

le
¥
X ¢ und Ableitungen a2

Bild 2: Struktur des flachheitsbasierten Folgeregelkreises.
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und

o= 10(2) -15(2) v o2
moglich.

4 Beobachter mit Adaptation

4.1 Reduzierter Beobachter zur Schiatzung der
Geschwindigkeiten und konstanter Storungen

Zur Realisierung des in Abschnitt 3.3 berechneten Reglers,
der auf einer Zustandsriickfiihrung basiert, ist die Schétz-
ung der nicht gemessenen Geschwindigkeiten erforderlich.
Alternativ zu einer numerischen Differentiation der gemes-
senen Positionssignale kann ein Beobachter verwendet
werden.

Der Beobachterentwurf kann getrennt fiir vier Teilsysteme

a—d durchgefiihrt werden, die folgende Koordinaten be-

treffen:

a) die radiale Lage (Y, Z) des Massenmittelpunktes G
nach Gleichung (1b) und (1c),

b) die Neigung der Welle mit den Lagewinkeln ¢ und 6
geméil Gleichung (1d) und (le),

¢) die axiale Position X" des Massenmittelpunktes mit Glei-
chung (1a) und

d) die Winkelposition ¢ nach Gleichung (1f).

Wichtig ist dabei, dass aus den gestellten (oder gemessenen)
Stromen und den gemessenen Positionen die durch die Elek-
tromagnete erzeugten Krifte berechnet werden konnen. (Die
verwendeten Lagekoordinaten konnen durch Inversion der
linearen Messgeichungen (4) direkt berechnet werden.) Da-
mit ergeben sich fiir die ersten drei der aufgefiihrten Teil-
systeme lineare zeitinvariante Modelle. Das interessanteste
Teilsystem ist das verbleibende vierte, das die Neigung der
Welle beschreibt. In ihm tritt die Drehgeschwindigkeit
W= ¢ auf, die wir ebenfalls als gemessen annehmen wollen.

Konstante Storkrifte und -momente B, 8- und By, By kon-
nen vom Beobachter geschitzt und so durch Beriicksichti-
gung im Regler kompensiert werden. Eine solche Adapta-
tion an konstante Storungen entspricht in ihrer Wirkung ei-
nem Integralanteil im Regler. Zur Vereinfachung des Beob-
achterentwurfs fiir die Teilsysteme a und b ist es hilfreich,
komplexe Grofen einzufiihren, indem jeweils der y-Rich-
tung (bzw. ¥) der reelle, der z-Richtung (bzw. 6) der ima-
ginire Teil zugeordnet wird, also (mit j = v/—1)

By +jB: By +jbs
= y+j: |, xX=| y+/6
y+jz ¥+ jo

Fiir das Teilsystem b mit dem komplexwertigen Zustand x”
ergibt sich so:

0 0 0 0
=11 o 0"+ ay+ja .
0 1 0 0 D
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mit f(l) =jw(1)0;/0;.
Ein reduzierter Beobachter fiir dieses Teilsystem basiert
auf der Verwendung von

A =x1+0) A=X+50)"

Damit gilt
=05 - 50y
2 =20+ (p(n) + 15(1) z5—
(& = B0 + B0 o) + L)y + o,

mit u’(¢) = ay(t) + j ap(t), und der Beobachter kann in der
Form

Ab — Zb (Ab _ lb(l) b)
5=+ @0+ 502 (12)
@—Bm+EM@m+ém0f+f

angesetzt werden. Durch Subtraktion der Differentialglei-

Chungen erhilt man das System fiir den Schitzfehler

(zl, 22) = (z1 — 2}1’, z5 — 22)

~b lb ~b
%—4+@®+ﬁ@Mp

das mit l’f = —y, und 12 ==y, - ¢(1) zeitinvariant und
durch geeignete Wahl der Parameter y, und y, exponentiell
stabil wird. (Dabei miissen die Elgenwerte der Schitzfeh-
lerdynamik nicht unbedingt konjugiert komplex sein, denn
die ZustandsgroBen sind komplexwertig.) Die im Beobach-
ter in [g(t) benotigte Winkelbeschleunigung «(f) kann
durch das Motormoment Dg(f) oder die Solltrajektorie
wsonl(7) ersetzt werden.

4.2 Erweiterung des Beobachters zur Adaptation
an harmonische Stoérungen

Harmonische Stérungen mit der verinderlichen Drehfre-
quenz w(f) werden vor allem durch die Restunwucht der
Spindel hervorgerufen. Werden diese ebenfalls vom Beob-
achter geschitzt, konnen durch Freistellung der Spindel
harmonische Lagerkrifte — und damit Vibrationen des Auf-
baus — reduziert werden. Alternativ konnen harmonische
Storungen der Lage kompensiert und so eine prizisere Po-
sitionierung erreicht werden.

Zur Beschreibung der harmonischen Stérungen koénnen
komplexe Variablen

und & =y +j6

£ =Y+/Z,
eingefiihrt werden, mit
ga — ] w ga

Diese Stérungen iiberlagern sich den Koordinaten, die dem
Massenmittelpunkt und der Langsachse der unwuchtfreien
Spindel entsprechen, also an die Geometrie des Korpers
gebunden sind. Letztere werden mit (4) aus den Positions-

und & =jwé. (13)
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messungen berechnet und iibernehmen die Rolle der Mess-
groBen; wir bezeichnen sie mit n¢ und 5. Damit gilt X =
ﬂa +§u und Elg — ﬂb +§b' - -

Wir beschridnken uns auch hier auf das Teilsystem b, wobei
o # 0 vorausgesetzt wird. Der Beobachterentwurf fiir das
im Gegensatz zum vorigen Abschnitt nun ebenfalls zeitva-
riante Teilsystem a erfolgt analog.

Aus (11) und (13) erhilt man eine zeitvariante Zustands-
darstellung:

X =F'x" +u’ +e(x", )
ﬁb — hb Xb + dbﬂb

mit 4 = (0, 1, —j w(¢)) und d” = j w(¢). Dabei ist die durch
die Restunwucht bedingte kleine Storung e(x”, ) linear in
x” und .

Diese Darstellung kann durch eine zeitabhingige Zu-
standstransformation ¢* = S”()x” in die Form

B= A+ SM e i)
it =+ dty

transformiert werden, wobei das Paar 4%, ¢ in der zeitva-
rianten Beobachterform vorliegt (analog zum Beobachter
im vorigen Abschnitt). Fiihrt man 2’ =+ 1"y’ und
Eb:= —(A" +1"c") IP 4 I°d" + [” ein, kann ein reduzierter
Beobachter der Form

2= A"+ 1)+ By + SP (14)
Xb — (Sb)—l (Zh _ lh ﬂb) (15)
angegeben werden. Der Schitzfehler z° = z°

2" — 7’ geniigt
7= A"+ PN+ ().

Fiir das Paar (4, ¢”) in Beobachterform kann eine von w
und seinen Zeitableitungen abhiingige Matrix /* derart ge-
funden werden, dass A® + I°¢c? zeitinvariant ist mit einem
beliebigen Spektrum in der linken Halbebene der komple-
xen Ebene [2]. Das Prinzip entspricht dem des zweidimen-
sionalen Beobachters in Abschnitt 4.1. Es sei hervorgeho-
ben, dass die Magnetkrifte — und damit u® bzw. ub — aus
den Messungen der Strome sowie 1 und n” berechnet wer-
den konnen. B B

5 Diskretisierung

Eine sehr einfache Diskretisierung des Reglers erhdlt man,
indem man zu jedem Abtastzeitpunkt 7, mit den Gleichun-
gen des kontinuierlichen Reglers die Steuerstrome i,(#x)
berechnet, wobei fiir die dazu benétigten Zustandsgrofen
die aktuellen Mess- und Schitzwerte verwendet werden.
Hier soll eine Alternative vorgeschlagen werden.

5.1 Ausnutzung der Flachheit zur Diskretisierung
des Reglers

Zum Zeitpunkt t;_; + 11 (1) < T}, ty = ty—1 + T,) sind die
Messgrofien sowie die am Ende der letzten Abtastperiode
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fiir die Zeit [, t;) ausgegebenen StellgroBen i,(z;_,) be-
kannt. Mit einem Beobachter kann aus dem Zustand zum
Zeitpunkt ;1 und der StellgroBe 7,(2;—;) eine Schitzung
des Systemzustandes zum Zeitpunkt #; bestimmt werden.
Bei der Bestimmung der Steuerstrome fiir [#;, #;4) kann
man die Flachheit des Systems ausnutzen. Dazu werden
die Differentialgleichungen der Folgefehler entsprechend
(7) ausgewertet. Ziel der Diskretisierung des Reglers ist
es, eine gute (konstante) Ndherung fiir denjenigen Stellsi-
gnalverlauf u*(t) = u(ty + 1), T € [0, T,) zu bestimmen,
den der kontinuierliche Regler verwenden wiirde. Eine
gute Niherung ist der Mittelwert (vgl. [4]).

T
i) = o /0 (o),

a

der mit
n

i) =13 " (x) (16)

i=1
und endlich vielen Zeitpunkten 0 < 7, <...< 71, < T, in-
nerhalb der Abtastperiode angenéhert wird.

Die Berechnung der StellgroBenwerte u*(t;), die der konti-
nuierliche Regler zu den Zeitpunkten t; erzeugen wiirde,
soll nun anhand der Regelung fiir die axiale Position (X)
demonstriert werden.

Fiir verschieden gewihlte Eigenwerte A, # A, hat (7)
die Losung

etk +0) = (e + ea(tp)e

éx(tk + ‘L’) = )\x,lcl(tk)e’\-‘*" =+ )\x,QCQ([k)e)“"zf

éx(lk + ‘C) = )\ilcl(lk)ex"ﬂ + )»iz()z(lk)e)"‘"ﬂ.

Die Koeffizienten ¢;(#;) und c;(#;) werden aus dem Fehler
(ex(t), ex(tx)) zum Zeitpunkt ¢, berechnet:

(cl(z;a)_( 11 )“(a(m)
C2([k) o )\x,l )\x,Z éx(tk) ’

Ersetzt man in Gl. (7) e,(¢) durch X*(t) — Xson (¢x + 1), SO
folgt der Verlauf von X*(7) bei kontinuierlicher Regelung
in der ndchsten Abtastperiode

X*(1) = Xoon(tx + 7) + c1(te)e™'™ + co ()"

X*(1) = Xeon(tx + T) + Ax1c1 (1)1 + Ay aca(tp)e2"
X*(0) = Xoon(tk + 1) + A2 1 (t)e™' " + A2, ea(t e
Setzt man X*, X*, X* in (5) und (6) ein, erhilt man eine
Zeitfunktion fiir F7, aus der mit (8) die Zeitverldufe der

Stréme 7y , und 7y , berechnet werden konnen, deren Mitte-
lung (Gleichung (16)) iy ,(#x) und i, ,(#) ergibt.

5.2 Diskretisierung des Beobachters

Die Matrix (A4” + I°¢c?) ist konstant. Das kann zur Diskreti-
sierung des Beobachters ausgenutzt werden — s. auch [5]
fiir den Fall ohne Unwucht. Fiir den Eingang u’(¢) und fiir
E"(f) wird angenommen, sie dnderten sich innerhalb der
Abtastperiode [f, f;+1) kaum. Damit erhdlt man durch die
Integration von (14) den diskreten Beobachter
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8 (t51) = 4O 1)+

(A" 4+ 1) QDT — D) (B (1) + " (1))
i(tr) = (1 + Tu(d” = )0 () + " Ta 2 (1)
R(101) = (8" (1) (21 01r1) = (0 (1)),

wobei E?, S?, d?, ¢® und I in den ersten beiden Gleichun-
gen jeweils zur Zeit t; ausgewertet werden. Zur Berech-
nung der Matrizen S?(#;,1) und /°(t;11) kann der Wert der
Solltrajektorie, wsol(x+1), verwendet werden. Desweiteren
kann es sinnvoll sein, die Exponentialfunktion durch ihre
Approximation erster Ordnung zu ersetzen.

Eine interessante Alternative im Fall konstanter Solldreh-
zahl wy ist der Entwurf eines diskreten Beobachters durch
Diskretisierung des Schitzfehlersystems und Vorgabe der
Eigenwerte fiir das diskretisierte System.

6 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt werden einige Simulationsergebnisse
gezeigt, die die Wirkungsweise der vorgeschlagenen Kom-
pensation der Storkréfte illustrieren mogen: einerseits im
Hinblick auf eine bessere Lageregelung, andererseits mit
dem Ziel einer Freistellung der Spindel zur Reduktion der
periodischen Lagerkrifte. In diesen Simulationen wurden
die diskretisierten Regler und Beobachter verwendet, im
Beobachter die Approximation erster Ordnung und ein nor-
malverteilt verrauschtes Messsignal. Die Abtastzeit ent-
spricht dem technologisch erreichbaren Wert von 0,15 ms.
Die Spindel hat eine Masse von etwa 7 kg, eine Lange von
circa 50 cm und eine Restunwucht.

Zunichst wird das in Abschnitt 3.3 erorterte Fiihren der
Lingsachse der Spindel auf eine elliptische Bahn betrach-
tet (Bild 3). Der zugehorige Folgefehler ist in Bild 4 zu
sehen. Die fiir den Ubergang benétigten Krifte werden
durch die Strome in Bild 5 erzeugt: Man beachte das Um-
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Bild 4: Folgefehler der Position (Yp, , Zy,v) bei dem in Bild 3 darge-
stellten Ubergang.
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Bild 5: Strome im horizontalen Lager vorn bei dem Ubergang aus
Bild 3.
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Bild 3: Position (Y v, Zin.v) (gemaB Gl. (4)) in der vorderen Messebene
beim Ubergang auf eine elliptische Bahn (ein Umlauf).
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Bild 6: Fehler der Position bei Positionierung in (X, Y, Z, v, 0) =
(0,0,0,0,0).
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Bild 7: Krafte in den vorderen Magnetlagern bei Positionierung in
X.Y.Z, ¥, 6)=(0,0,0,0,0).
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Bild 8: Krafte in den vorderen Magnetlagern bei Freistellung, d.h. Posi-
tionierung der Haupttragheitsachse.

schalten der Strome entsprechend dem Vorzeichen der er-
forderlichen Kraft.

Der bei Kompensation der Restunwucht erreichte Positi-
onsfehler bei einer Positionierung in (X, Y, Z, ¢, 6) =
(0,0,0,0,0) ist in Bild 6 dargestellt, die dazu erforderlichen
Krifte im vorderen Lager in Bild 7.

Betrachten wir schlieBlich den Fall der Freistellung der
Spindel. Hier wird die Schitzung der aus der Unwucht re-
sultierenden Bewegung des Massenmittelpunktes und der
Hauptachsen in der Regelung verwendet, um die periodi-
schen Krifte — und damit die Vibrationen des Aufbaus —
zu reduzieren; siehe den Unterschied zwischen Bild 7 und
Bild 8.

7 Zusammenfassung

Fiir den Entwurf nichtlinearer zeitdiskreter Regler und Be-
obachter fiir die magnetisch gelagerte Spindel kann die
Flachheitseigenschaft des Modells ausgenutzt werden. Er-
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ste eigene Experimente mit auf den vorgestellten Entwiir-
fen aufbauenden Reglern und Beobachtern bestitigen
ebenso den Wert der vorgestellten Verfahren wie auf dhnli-
chen Ansitzen beruhende Experimente in Frankreich [3;
51
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