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Trajektorienplanung fiir die Steuerung
gewisser linearer Systeme
mit verteilten Parametern

Trajectory Planning for the Control of some Linear Distributed Parameter Systems

Joachim Rudolph und Frank Woittennek

Der Entwurf von Steuerungen und die Trajektorienplanung fiir lineare Systeme mit drtlich ver-
teilten Parametern und konzentrierten Stelleingriffen konnen in gewissen Fallen auf der Basis
von Potenzreihendarstellungen erfolgen. Es wird eine Methode vorgestellt, mit der diese Rei-
hendarstellungen systematisch auch fiir solche partiellen Differentialgleichungen hergeleitet
werden kénnen, deren Koeffizienten von der Ortsvariablen abhdngen. Als Anwendungsbei-
spiel fiir den Fall ortsabhangiger Koeffizienten wird eine ringformige, diinne elastische Platte
betrachtet, fiir die eine Steuerung entworfen wird, die der Platte ein umlaufendes Biegeprofil
aufpragt.

In some cases, control design and trajectory planning for linear systems with spatially
distributed parameters with lumped controls can be based on power series expansions. A sys-
tematic method for the calculation of these series representations is proposed, which can be
applied in case of spatially varying coefficients of the partial differential equations also. As

an application of this latter type, a thin elastic plate ring is considered for which a control is
designed that generates a revolving bending profile.

Schlagwérter: Trajektorienplanung, Steuerungsentwurf, Reihenentwicklung, elastische Platte

Keywords: Trajectory planning, feedforward control design, series expansion, elastic plate
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1 Einleitung ter BasisgroRen moglich sind. Insbesondere kénnen mit 0§r
vorgestellten Methode auch solche Probleme geltst werdéh,
Eine ringformige, dunne elastische Platte, die am innerenpei denen in den partiellen Differentialgleichungen (ngIn.§_
Rand eingespannt und am auf3eren frei beweglich ist, wirdortsabhéngige Koeffizienten auftreten. Dazu wird folgens
mit ortlich geeignet gewichteten, konzentrierten Stellgré- dermaRen vorgegangen. g
Ben angesteuert. Wie missen dann die Zeitverlaufe fir die
Stellgré3en gewahlt werden, um aus einer Ruhelage ein Ref
gime zu erreichen, in dem ein Biegeprofil (vgl. Bild 1) mit
vorgegebener Winkelgeschwindigkeit umlauft? Die in Ab-
schnitt 5 gegebene Antwort auf diese Frage illustriert den
Nutzen der in diesem Beitrag vorgestellten Entwurfsme-
thode.

Diese weitreichende Methode gestattet es, systematiscl
Steuerungen fur gewisse lineare Systeme mit verteilten Pa
rametern und konzentrierten Stelleingriffen zu entwerfen.
Das sind solche Systeme, fiir deren Losungen Reihendargiid 1: Momentaufnahme eines umlaufenden Biegeprofils einer diin-
stellungen in Abhangigkeit von Zeitableitungen so genann- nen elastischen Platte (Simulationsergebnis).
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Operatorenrechnung, bei der die Zeitableitung durch denmittels Potenzreihenansatz im Differentialoperatobazu
Ableitungsoperatos ersetzt wird, fuhrt auf ein gewdhnli- werden zunéchst eine Rekionsformel fir die Koeffi-
ches Randwertproblem fir Operatorfunktionen. Aus der all- zienten formal hergeleitet und anschlieRend Bedingung
gemeinen LOsung der dazugehérenden gewdhnlichen Dglfir die Konvergenz der erhaltenen Reihen formuliert.
und den Randbedingungen erhalt man lineare Gleichun-wird auf3erdem in Abschnittd.gezeigt, inwiefern zur Pa-
gen fur die SystemgréfRen. Mithilfe einer expliziten Formel rametrierung einer Naherungslosung statt der fur die Kogr
kénnen neue Systemgrof3en eingefuhrt werden, die (anavergenz der Reihen ndétigen Gevrey-Funktionen ander@
log zur Basis eines Vektorraums) als vollstandiger Satz ausreichend glatte Funktionen verwendet werden konn@.
freier Parameter interpretiert werden konnen, und deshalblm 5. Abschnitt wird als Anwendungsbeispiel das MoS
als BasisgroRenbezeichnet werden (vgl. [10]). Zur Para- dell der ringfdrmigen elastischen Platte untersucht. Um d%
metrierung der Trajektorien beliebiger Systemgrdol3en reichthier vorgestellte Methode fur das 0ortlich zwe|d|men5|o<
es dann aus, fur diese BagiéBen geeignete Trajektorien nale Modell verwenden zu kénnen, werden Symmetneég-
vorzugegeben. So kdnnen die Trajektorien der verteiltengenschaften ausgenutzt. Wenn diese nicht gegeben susd,
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SystemgrofRen und die dazugehoérenden Trajektorien dewird mit einem ortlich eindimensionalen Ersatzmodell gei
konzentrierten Systemgrof3en, also die erforderlichen Zeit-arbeitet. e
verlaufe der StellgréRen, berechnet werden. 3

<
Die vorliegende Arbeit setzt eine Reihe von Beitragen [7;9; 2 BEISpIel S
12;15] zur Randsteuerung von Systemen mit verteilten Pa- Euler- BernouIIi-BaIkengIeichung %
rametern fort, die in den letzh Jahren in dieser Zeitschrift 3

erschienen sind. Eine wichtige Gruppe von Anwendun- Gegenstand dieses einfilhrenden Abschnitts sind die Trajek-
gen betrifft dinne elastische Balken, deren Steuerungsenttorienplanung und der Steuerungsentwurf fiir den in Bild 2
wurf beispielsweise in [12] behandelt wurde. In [2] wird schematisch dargestellten, einseitig eingespannten elagi-
die Steuerung aufRerdem durch eine stabilisierende Rickschen Balken, an dessen freiem Ende ein als Stellgroge
fuhrung erganzt. Die den genannten Arbeiten zugrundedienendes Drehmoment eingepragt wird. Der Balken wuﬂ
liegenden Modelle sind stets pDgln. mit konstanten Koef- als Euler-Bernoulli-Balken modelliert.
fizienten oder lassen sich durch Transformationen in solche

Uberfuhren. Eine Balkengleichung mit ortsabhé&ngigen Ko-
effizienten wird in [13] untersucht. Die in diesem Beitrag ‘)u(t)
vorgeschlagene Methode verallgemeinert den dort verwen:

deten Zugang. Ein Spezialfall der in Abschnitt 5 untersuch- \\j /A($, t)
ten Plattengleichung wird in [17] betrachtet. Die Losungen >
parabolischer Probleme (Diffusion und Warmeleitung) kon- s\
nen ebenfalls in Form von Reihen dargestellt werden. Wird
ein Potenzreihenansatz in der Ortskoordinate verwendetBild2: Schematische Darstellung eines einseitig eingespannten Bal-
so konnen auch Dgin. mit analytischen, ortsabhanglgenkens [nit Ausi€itkung X tindiBrehmoment u{({).

Koeffizienten und nichtlineare Gleichungen behandelt wer-

den (siehe z.B. [4;6;10]). Wie fur pDgin. bekannt, gibt Fir die Euler-Bernoulli-Balkengleichung mit konstanterr
es wesentliche Unterschiede zwischen parabolischen undoeffizienten kommen unterschiedliche Methoden zur L&8
hyperbolischen Gleichungen. Die vorgeschlagene Methodesung der hier untersuchten Aufgabe in Betracht, die as.?f
ist nicht fir hyperbolische Probleme geeignet, fur deren das gleiche Ergebnis fiihren. Eine erste Methode wurde tm—
Behandlung stattdessen Darstellungen mit Totzeiten undreits in [12] vorgestellt. Dabei wird die allgemeine Losun@
Pradiktionen gebraucht werden (vgl. [10;16] und die dort der durch Einfihren des Operat@®rhaltenen gewohnli- 2
angegebene Literatur). chen Dgl. als Linearkombination von Exponentialfunktiog.
nen geschrieben (EulersechAnsatz). Es kann dann eine £
BasisgroRe derart eingefiihrt werden, dass die Losung @r
Randwertaufgabe als Produkt einer Potenzreihe ind
dieser Basisgroflie dargestellt werden kann.
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Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im folgenden Ab-

schnitt wird die vorgeschlagene Entwurfsmethode am Bei-
spiel der Euler-Bernoulli-Balkengleichung eingefiihrt, denn
diese eignet sich aufgrund ihrer recht einfachen Struk-
tur als Uberschaubares Beispiel fur die spater allgemei-Alternativ kann ein leicht veranderter Ansatz verwendeg
ner eingefuhrte Methode. In Abschnitt 3 werden dann werden, bei dem die Lésung direkt als Potenzreihg am-
fir ein allgemeines System die rein algebraischen Re-gesetzt wird. Fiur die Koeffizienten dieser Reihen ergebed
chenschritte erlautert. Dabei wird davon ausgegangen, dassich dann Rekursionsbeziehungen in Form von einseit§g
fur das Anfangswertproblem zu der nach Einfihren des verkoppelten Differentialgleichungen. Diese kdnnen im hi%
Operatorss erhaltenen gewodhnlichen Dgl. die allgemeine betrachteten Fall des Euler-Bernoulli-Balkens sukzessige
(Operator-)Losung bekannst. Es wird gezeigt, wie da- symbolisch gelost werden. Fir dieses Beispiel bringt d&
mit unter Berlcksichtigung der Randbedingungen Basis- Ansatz keinen \orteil, er kann aber, im Gegensatz zum:s'
groRen eingefiihrt werden kénnen. Abschnitt 4 beschéaftigtoben verwendeten Vorgehen, direkt auf Dgln. mit ortsab_:;
sich mit der Ldsbarkeit der Opetor-Anfangswertaufgabe hangigen Koeffizienten tibertragen werden.
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dieser Reihenfolge die Lange, den Elastizitatsmodul, dasund setzt diesen Ausdruck in (1a) ein, so erhalt m
Flachentragheitsmoment, die Querschnittsflache sowie diedurch Koeffizientenvergleich beziiglich gleicher Potenzeg
Massendichte des Balkens. Nimmt man an, der Balken seivon s eine Folge gewohnlicher Dgln. ir fur die rekur-
bei x =0 eingespannt und bei= ¢ frei beweglich, wobei  sive Bestimmung der Koeffizientenfunktionefy, k > 1
dort auBerdem ein als StellgroRe dienendes Drehmomen{i =0, ..., 3):

u(t) eingepréagt wird, dann lauten die Randbedingungen

wO,) =0, EId2w(l,t)=u()

—_

=

7]

: 3

2.1 Mathematisches Modell definiert. Sie geniigen fijr< i den BedingungefW (0) = &
Die Biegung eines homogenen, diinnen elastischen Balkendi-11- AuS Gleichung (1a) folgt auRerdem &
kann naherungsweise durch die Euler-Bernoulli-Balken- N 2 SQ =
gleichung beschrieben werden: KW (x) = W) . (2b) 8
1]

Q.

Elogw(x, t) + S ofw(x,t) =0, xeQ=[0,¢], teR. Wahlt man fiirW, einen Potenzreihenansatz der Form &
Die Werte der ortlich verteilten Grofie entsprechen dabei N > . 8
der Auslenkung des Balkens an der Stellezum Zeit- Wa(0) =D W(0s™,  Wk(x) e C @ 3
punkt t, und die Parametet, E, |, S o bezeichnen in k=0 p
o

@i

E192Wi(X) + SoWk_1(X) =0, 3 Wk(0) =0. (4)

do9 Aew noj ‘mej ybi

Diese Rekursionsbeziehung wird durch die Anfangswe
axw(0,t) =0, Rw(l,t)=0. aufgaben

Die Anfangébe_dmgungen _werden_als homogen angenom- EI0fWo(x) =0, 8iWo(0) =83 i=0,....3 (5)
men. Ein mogliches Ziel einer Trajektorienplanung besteht

in der Berechnung einer Steuerung[0, T] — R, welche initialisiert. Die Integration von (5) liefert\p(x) = x3/6,
den Balken in der endlichen Zeit aus der Anfangs- wahrend man aus (4)

Ruhelage in eine neue Ruhelage Uberfihrt. X X1X0X3

Wk(X)Z—%fff Wic—1(X4)dXq dXg dXo dXq
0000

Aufgrund der Homogenitét der Anfangsbedingungen Kon- orhat. Mittels vollstandiger Induktion folgt daraus

nenw als Operatorfunktiom : 2 — M undu als Operator

0 € M aufgefasst werdénwobei M den Korper der Mi- g)k x+3

kusinski-Operatoren bezeichnet. Die Ableitungen nach der El ) (4k+3)!

Zeit kbnnen dann durchersetzt werden und man erhalt die und somit mit (3) und (2a)

gewohnliche Dgl.

2.2 Lésung durch Operatorenrechnung

Wk(X) = (-

K akti—1
E10}d(x) + SoLh(X) = (1a) W () = Zs”( @)m i=1...4. (6)

mit den Randbedingungen )
Die Losung der Randwertaufgabe (1) kann nun als Line

Kjuo sy asn Jatﬁ’o *Kjuo asn [euosiad unoK 1o} ajaiue siy} aynqusip pue A

W(O0)=0, EI@®2i)(¢) =0 (1b) kombination
(x)(0) =0,  (3Z)(L) = X ‘@ )
: y . OO =Y W ()6 (7)
Zur Dgl. (1a) wird ein spezielles Fundamentalsystem -

Wi, ..., W, linear unabhangiger Lésungen derart konstru-

iert, dass die OperatorfunktiolV, auBer der Dgl. (1a) angesetzt werden. Die Randbedingungen (1b) liefern da

O

zusétzlich den Bedingungen T

0Wy(0) =535, j=0,...,3 El (Wl(f)@s—Wz(ﬂ)@t) =0 (8a)
genlgt. Darin bezeichne ; das Kronecker-Symbol. Die 0\ A oA AL A
FunktionenWy, W, W3 werden mittels der Rekursionsbe- s gy ) WalOCs = Wi(6)Cs = 0. (8)

ziehung Mittels der Beziehungen

W (X) == aX I+1(X) i= 11 27 3 (23.) ~ A~ & A A~
& =Wi(0)b, &=¢ (E) Wiy (0)b (9)
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1Dies entspricht der Einbettung einer Funktidnaus dem nullteiler- .
freien Faltungsring C der auf (—oco,0) identisch verschwinden-  kann eine neue Grofederart eingefuihrt werden, dass (8b)‘5-’

den stetigen FunktionerR — R in den QuotientenkérperM von
C- f—(f=g)/g fir beliebigesgeC [8:10]. Fur die formale Rech-  SEtS erfillt ist. Man beachteads so eine Division durch n

nung ist es aber unerheblich, ob statt des MikskirKalkiils ein die OperatoretV; (¢) unds?W(¢), d. h. ein Invertieren von Z 3

auf der Laplace-Transformation basierendes Operatorenkalkiil verwendetPotenzreihen, vermieden wird. Setzt man (9) in (8a) Som

wird. Den Operatoren() und @(x) entsprechen dann die Laplace-

Transformierten T, w(x) : C — C der Zeitfunktionen t — u(t) und ”J den Ansatz (7) ein und ersetzt die Operatorfunktlonefg

t w(x, b). W durch die Potenzreihen (6), dann erhalt man mit Hilf&
D
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der Cauchy-Produktformel nach einigen Nebenrechnungerrer pDgin. erster Ordnung fir die verteilten Gréfderzu
Ausdrticke fur die Auslenkung und das Stellmoment schreiben:

(vgl. [12]): g
xw(X, t) = AX)w(X, t) + B(x) u(t), (14a)

A - 2\ ak+2 4+2 )
W(X) = Z(— ) [(x—@) +Im ((x+€\/—_1) ) mit w= (wg,...,wp)", U= (Uy,... ,Un)", teRF, xe

A Me| JybuAdoo uewsas Aq pajosjoud si ajonle siy|

o El Q = [Xo, x1], A(X) € (C[a])P*P, B(x) € (C[3])P™. Die
Iki2 kb konzentrierten GréRRen in sind die Stellgrofzen.
+Re((x+£\/—l) )} —_— (10) . . Lo
2(4k+2)! Die Randbedingungen sind in der Form
00 k
a=E! 143 46N 1 ad g (11) Cow(Xo. ) + Caw(xe, ) + Du(t) =0,
2 El (4k)!
k=0 teRT, Co,C1 e (C[3])P*P, De (C[a)HP™ (14b)
Offensjchtlich kénnen alle Systemgro3en durch die freie . .
GroReh parametriert werden, die aBasisgroReéezeichnet ~ 9€9eben. IM, B, Co, C; und D kann der Differentialopera-
wird [10]. tor 9; polynomial auftreten. Die Koeffizienten der Eintrage2
der Matrix A in (14a) werden auf2 als stiickweise stetig 3
vorausgesetzt. S
. . )
2.3 Planung von Trajektorien Die Anfangsbedingungen werden als homogen angeno&-

Zur Berechnung einer SteuerAung wird nun eine Trajekto- men, d. h.

rie t — b(t) fur die BasisgroRd gewahlt. Die Operatoren . .

&, k> 0 werden aub angewandt, woraus eine Parametrie- w0 =0, 3u(@ =0, k=0, xeQ.
rung der Trajektorien samtlicher Systemgrofen in Abhan-\yie in Abschnitt 2.2 erhalt man durch Einfihren von Ope
gigkeit vont — b¥ (v, k> 0 folgt. ratoren aus (14) ein System gewohnlicher Dglin.

nquisIp pue

}
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Um den bis jetzt formalen Reihenentwicklungen einen Sinn
zu verleihen, muss eine (glatte) Trajektotie> b(t) der-

art gewahlt werden, dass diReihen (10) konvergieren. AX) € (Cs)P*P . B(x) e (C[s])P*™ (15a)
Dazu muissen die Ableitungen vdnin geeigneter Weise

beschréankt sein. Insbesondere erhalt man mit dem Kon-mit den Randbedingungen

vergenzkriterium von Cauchy-Hadamard die hinreichende
Konvergenzbedingung (siehe beispielsweise [10])

AHW(X) = AX) D(X)+BX) 0, xeQ,

Coiv(xo) + Crto(x1) + DO =0,

Co, C1 € (C[s)P*P, De (C[sh™™. (15b)

1
. <|b<'<>(t)|)R El
< . ~
koo | (2K)! 4564 Es wird angenommen, dass eine Fundamentalmaitrix

> y . > © < .
Diese Bedingung kann durch die Wahl einer Trajektorie der ¢~ — /M P*P zur Differentialgleichung (152) existiert. Sieg

Kjuo asn jeuosiad unoK 1o} ajoiue siy)

Gevrey-Ordnunge < 2 fiir b erfiillt werden, d. h., ist als Losung der homogenen Anfangswertaufgabe g
~ N 2~ 2~ [

m = = -

sup |b(k)(t)‘ < _::(k!)a’ M, 7k €R. (12) WP(X, &) = AXDP(X, &), P 6= (16) =
teKeR Yk definiert, wobei | die (px p)-Einheitsmatrix bezeichnet. g
Beispielsweise beschreibt : [0, T] — R mit Durch Variation der Konstanten kann eine Partikularlésung

2%t—1 D der Dgl. (15a) bestimmt werden, und man erhéalt die aIIg%

t 1
pr()=¢ <—) . =5 (1+tanh[ meine Losung der Anfangswertaufgabe

T 2 (4t (L—1))°
(13) W(X) = AX) (X)) +BX) 0, wE =teMP (17)
einen Ubergang von 0 nach 1 in der Zdit und ist in der Form
von der Gevrey-Ordnung = 1+ 1/0. Eine Uberfiihrung . R I B .
aus der homogenen Ruhelage in jene, die durch die ge- W) = ®(X, §C+W(X §U (18)

wunschte Auslenkung (¢, T ) des Balkenendes charakteri-

siert wird, kann deshalb durch die Vorgabe einer Trajektorie

t — bt (t) mit b= w(¢, T)/€? fir die BasisgréRe erreicht . . .

werden, wobeb > 1 zu wahlen ist [11]. Y(x,8) = / P(x, OB . (19)
§

Die Ldsung (18) von (17) wird als Ansatz fur die Losun
der Randwertaufgabe (15) verwerfdeEinsetzen dieses

X

3 Entwurfsmethode fiir eine
allgemeinere Systemklasse

BrAdoSdy; Aq uoissiwiad usHLIM L3IM pamo)

Eir ei Il . Darstell der Entwurf thode i tZAn dieser Stelle wird der Parametér fixiert. Man hat also eine ge-
ur eine allgemeinere Darsteliung der ENWUriSmetnoae ISt isse Freiheit bei der Wahl des Ansatzes, die dazu genutzt werden kal

es glnstig, das zu untersuchende Modell als System lineadie folgenden Rechenschritte méglichst einfach zu gestalten.

“19p|0g 1y
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Ansatzes in die Randbedingungen (15b) liefert das Glei-auf b angewandt, woraus eine Parametrierung der Tr%'
chungssystem jektorien samtlicher SystemgroéfRen in Abh&ngigkeit vog:
t— b®(t), k> 0 folgt:

Qe+ R0 =0, (20) . .
_ ® _ ®
mit den Koeffizientenmatrizen u® = ngUkb ®, wxt= kZC:)Wk(X)b ®. (23)
Q =Cod(x0, &) + C1d (x4, &) Eine solche Darstellung ist allerdings nur dann sinnvo
R wenn die Trajektoriet — b(t) so gewahlt werden kann,
R=D+Co¥(x0. & +C1¥(xy. &) . dass die Reihen (23) konvergieren.

Man kann eineBasisgroReb € M™ derart einfiihreh dass ) .
gilt 4.1 Potenzreihenlésung

der Anfangswertaufgabe
C= (adj Q) Ro, 0=Ub, U= (detQ) - (21a)  Die Spalten der Matrize® und ¥, mit denen die Lésung <

me| JybuAdos uewnst) Aq pejosjoid

Dabei bezeichnet ad) die Matrix der Adjunkten vonQ, samtlich Lésungen von Anfangswertaufgaben
d.h. Qadj Q =Idet Q mit der (p x p)-Einheitsmatrix 1.
Diese Wahl vort und ( ist mit dem Gleichungssystem (20)
kompatibel,

W) = AXOX) +BX)v, &E =yeRP, veR™.
(24)

D)=Wx)b, Wx)=d(x. &) (adj Q) R+ (detQ) b(x &) Deren Losung wird, ahnlich wigV, in Gleichung (3), als
(21b) Potenzreihe

deshalb Losung der Randwertaufgabe (15). HX) = iwk(x)sk wk(X) € CP (25)
k=0

4 Steuerungsentwurf in s angesetzt. Sind

mittels Reihenansatzen da= rpg%xdegA(x) , dg= rxne%xdegé(x)

Um die in Abschnitt 3 angegebene Losung (21) der Rand-
wertaufgabe (15) zum Entwurf von Steuerungen nutzen zu
kénnen, muss die allgemeine Lésung der Anfangswertauf-
gabe (17), d.h. die Matrize®(x, &) und W(x, &), bekannt . N .
sein. Es werden auf3erdem Rechenregeln bendtigt, die es AKX :ZA‘(X)SI’ BX) ZZ Bi ()8

die maximalen Grade voA(x) und B(x), so kénnen diese
Matrizen in der Form
da dg

Y30 "Ajuo asn [euosiad inok oy ajane siy} aynquisip pue Ados Aew

gestatten, Summen und Produkte der Eintrage dieser Matri- =0 =0

zen zu berechnen. Dazu werdénund & als Potenzreihen  notiert werden, mit reellenAi(x), i =0,...,da und
in s angesetzt. Die Koeffizienten dieser Reihen werden ausBi(X), i =0,...,dg. Setzt man den Ansatz (25) in (24)
der Differentialgleichung (15a) bestimmt. Dies ist fiir belie- €in, so erhalt man folglich

bige ortsabhangige Koeffizientenmatriz&tx) und B(x) in 5 da oo

(15a) maoglich, deren Eintrage fur allee Q polynomial in Zskaxa)k - Z Zslﬂ Aol + ZSI Bjv. (26)

s sind. Sind die Koeffizienten dieser Potenzreihen bekannt, =g =0 1=0

dann konnen mit Hilfe der Cauchy-Produktformel auch
Produkte dieser Reihen formal berechnet werden. Dies er-
moglicht es, in (21) Reihendarstellungen fi(x) und U

Substituiert man auf der rechten Seite dieser Gleichun
durchk— j und vereinbart(x) = 0 fur k < 0, so folgt

zu verwenden, und man erhélt so dp %
0= " Ush, 0= Wb (22) y' '
k=0 k=0 Vertauschen der Summatlonsremenfolge liefert

Die Eintrage vorlJy und W (x) sind dabei reelle Zahlen.

Z&Xa)ksk ZSkZAJa)k ]+ZSkBkv

Zur Berechnung einer Steuerung kann nun, wie in Ab- k=0 k=
schnitt 2.3, eine (glatte) Trajektorte— b(t) fur die Basis-

15q uoissiwiad uapLM yum pamBije Ajuo si asn J

Daraus erhalt man durch Koeffizientenvergleich bezigli

5Reb 4 i > . . o

grofeb gewdhit werden. Die Operatorefi, k = 0 werden gleicher Potenzen voseine Folge gewohnlicher Dgln. zur§
P rekursiven Bestimmung der Koeffizientenfunktionen =}
3 Dies ist zwar immer méglich, muss aber nicht in jedem Fall die gins- 9 2
tigste Wahl sein. Tatséchlich reicht es ats= #b und é = —Q 1R#ib da g
zu wahlen, wobei die Diagonalelemente vén= diag(#y, ..., m) die _ . . =
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner @n'R und R die I (X) = Aow(X) +Z A} k- (¥) + Bi(xjv.. - (27) 4
i-te Spalte vonR bezeichnen. i=1 oy

@
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Dabei wird By = 0, k > dg vereinbart. Die zugehorigen An- ner als ¥p ist. Die in Definition 1 gstellten Bedingungen
fangswertewo(§) = ¥ und wy(€) =0, k> 0 ergeben sich  missen jedoch nicht fdi/(x) undU gepriift werden, denn
aus (24) und (25). die MengeC,[s] bildet einen Ring. Es geniigt deshalb‘°
die entsprechenden Elgenschaften nur fur die Emtrage
Matnzend)(x & und \I/(x &) zu zeigen.

ajo1Me sy

Haufig sind diese Anfangswertaufgaben nicht wie in Ab-
schnitt 2.2 geschlossen l6sbar. Die Koeffizienignk > 0

kdnnen aber stets durch numerische Integration der Glei-Der folgende Satz liefert eine Mdglichkeit, sich gegebe=
chungen (27) berechnet werden. Formal kann die Losungnenfalls auch dies zu erspar. Stattdessen kann aus dep
der Anfangswertaufgaben zuedien Dgln. in Integralform  Struktur der KoeffizientenmatriA der Dgl. (15a) direkt 5
angegeben werden. MBx = 0, k > dg erhalt man fik > 0 auf die Ordnung der Potenzreihen und damit auf die fur due

) qpax%n

ueuwl

die Rekursion Konvergenz erforderliche Gevrey-Ordnung der Tra]ektor[g
X da der Basisgrof3e geschlossen werden. §_

wk(X) = / (X, ) (Z A (D wr—j (O)+Bk(Ov | dg, Satz1 ([16]). Es sei eine Anfangswertaufgabe der Forngg

3 j=1 (24) gegeben, wobeA die Struktur <

28a 2

(282) ap1(x)  a2(x) 0 e 0 ;

die durch <
(2]

X 3

_ _ A _ <
wo(X) = B(X, &)y + / D (x, )Bo(g)vd (28b) A= lay 2100 ap22(0) - 2p 1) 0 5

o

§ ap-1,1(X) @p-12(X) -+ @p-1,p-1(X) @p-1,p(X) %

initialisiert wird. Dabei bezeichnet(x, £) die (gemein- ap1(X)  @pa(X) -+ @pp-1(X)  appX) §'
same) Fundamentalmatrix zu den Dgln. (27). Eine explizite §
Darstellung dieser Fen ergibt sich, wenn®d(x, &) ge- , , =
schlossen (statt nur numerisch) dargestellt werden kann. hat_und die A Null verschiedenen;a [xo, X1] — (?[S]_ o
stetige Koeffizienten haben, deren Polynomgrade fur ein r§=

tionalesn > 1 der Ungleichung o

u o

4.2 Konvergenz der formalen Losung max_ndega ;09 <i— j+1 29) <
Um Bedingungen fiir die Konvergenz der Reihen (23) for- ~ *<Xo.xl s
©

mulieren zu kénnen, wird zunachst der Begriff der Ordnung geniugen. Dann sind die Komponenten der in (25) angeseg
formaler Potenzreihen ia eingefuhrt. ten Losungs Potenzreihen au€y, [s. o
! 3

Definition 1.~ Eine formale Potenzreihe ) ;° as", Zwei Spezialfalle, die recht haufig in Anwendungen auftreg

ac € C heiBt von der Ordnungo >0, wenn die Folge  ten, kénnen wie folgt beschrieben werden:
(aM¥(k)Y?)en fiir alle p > p und alle Me R* absolut

beschrankt ist. Die Menge der Potenzreihen der Ordnung ® FUr skalare Dgin. der Form

p wird nachfolgend mitC,[[s]] bezeichnet. p—1 p—ni
p A . Y i 5 A~ — -
Definiert man das Produkt einer solchen Potenzreihe mit 3Xw(x)+_2(; X; G,j(088,0(x) =0, ¢ j(x)eR
=0 j=

einer Funktionf € C* gliedweise, so kann mit Hilfe des

Konvergenzkriteriums von Cauchy-Hadamard gezeigt wer- by o0 entsprechende Matrizéndurch Einfiihren

den, dass die Reihe von i = (6 P15,
~y 3 000y UX
00 e Hangen die Eintrage der MatriA nicht vom Ort ab,
Zakf(k) ® so ist es hinreichend, dass deren charakteristisches
lynom von der folgenden Form ist:
auf jedem kompakten Intervall gleichmafig konvergiert, p—1 p—yi
wenn f von der Gevrey-Ordnung mit o < 1/p ist (vgl. det(M ) = AP+ )Y sl (30)
Abschnitt 2.3). i—0 j=0

Fur den Entwurf von Steuerungen unter Verwendung von Der in diesen beiden Charakterisierungen auftretende P
Gleichung (23) hat dies folgende Konsequenzen: Kann ge-metern entspricht jenem in (29).

zeigt werden, dass die Erége der KoeffizientelV(x) und

U in (21) formale Potenzreihen der Ordnupg< 1 sind,

so kann als Trajektorie fur die BasisgroRe eine beliebige 4.3 Wahl der Trajektorien fiir die BasisgroBe

Funktion b gewahlt werden, deren Gevrey-Ordnung klei- gai ger numerischen Berechnung der Steuerung gemaR (@)

. . . . =,
T _ : kann nur eine endliche Anzahl von Reihengliedern b&
4 Diese Definition ist an die entsprechenden Eigenschaften ganzer Funk-

tionen der Ordnung angelehnt: Fasst manals komplexe Variable auf, rucjksmh.tlgt werden. Darin tre_ten dann m_” endlich viel&:
dann definiert die Potenzhe eine ganze Funktion der Ordnupg[1]. Zeitableitungen vorb auf. Es ist deshalb interessant, ZL&

=

099y} Aq uogsﬁwad UspLM q;!Mgamo"e Kjuo sy asn 1ayyQ "Ajuo o
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untersuchen, ob zur Parametrierung einer naherungsweiseb Eine ringformige
Steuerung auch hinreichend glatte, stlickweise polynomiale piezoelektrische Platte
Trajektorien fur die Basisgrof3e verwendet werden kon-

nen. Dadurch wiirde die numerische Auswertung von (23)Auf der Grundlage der vorgestellten allgemeinen Methodg
erleichtert. kann die eingangs gestellte Frage nach den Zeitverlag-

fen der StellgréRen fiir die elastische Platte beantwortgt
Dieses Ziel kann tatsachlich erreicht werden. Um das werden. Dazu werden zunithdas mathematische Modell'é
zu zeigen, bedient man sich einer Approximation auf eingefiihrt und anschlieRend der Fall einer einzigen, 6
der Grundlage von Faltungen. Das Faltungsprodukt einerlich harmonisch gewichteten @lgréRe untersucht. Bevor &
Gevrey-Funktion und einer beliebigen stetigen Funktion technologisch leichter realisierbare Falle behandelt werdeg,
ist wieder eine Gevrey-Funktion derselben Ordnung. Die wird zur Vorbereitung der Spezialfall zweier harmonisci

=,

1d s1 8ja1pe SIy |

Funktiont = ¢, () = ¢(t/e) /e mit gewichteter Stelleingriffe betrachtet. =
exp(—(1—t2)—° o

Gk ) WP . =

o) =] [ exp(-1—¢2))dg 5.1 Mathematisches Modell '°<

e . - . e . . :

0, sonst Als Modell fur die Biegung einer diinnen, aus einem pie3

zoaktiven Laminat bestehenderingférmigen elastischen 5
ist eine Gevrey-Funktion der Ordnungt+ll/o (siehe [5, Platte kann, unter den Kirchhoffschen Annahmen, dig

Lemma 1)), die auRerhalb des Intervdlise, ¢] verschwin- pDgl® §
det, Uberall positiv ist und deren Integral 1 ergibt. Bil- 3 5 g
det man zu einer beliebigen stetigen Funktidn die A (DA 4+ Au) + Kdfw =0 B3 &
Folge (fn)neny der Faltungsproduktef, = fx¢.,, wobei . — . . =
. . ) n . verwendet werden. Darin bezeichrigtr, 0, t) die vertikale <
limp_ o &n = 0 gilt, dann konvergiert f,)nen lokal gleich- . . T
maRig gegenf und kann deshalb dazu verwendet wer- Auslenkung der Platte im Punkt,6) zum Zeitpunktt. =

9 geg Die Gestalt der Elektroden, die auf die Ober- und Unterses’

den, T beliebig genau durch eine Gevrey-Funktion zu ten der Aktuatorschichten aufgebracht sind, wird durch dﬁ__

approximierert KoeffizientenmatrixA(r, §) = (A1(r, 0), ..., Am(r,6)) be- &
wahlt man fiir die BasisgroRe eine Trajektorie der Form schrieben, die elektrischen Spannunggt) = (ui(t),..., &
b=bxg., wobei b eine zumindesing-mal differenzier-  Um(t))T an den Elektroden sind die értlich konzentrierss
bare Funktion ist, und bricht die Reihenentwicklung nach ten Stellgréf3en. Weiter bezeichnetden Laplace—Operator,§
n1 < ng Termen ab, dann erhalt man beispielsweise fiir die der in Polarkoordinatefr, 0) in der Form g
Trajektorie der StellgréRRe die Partialsumme 1 P S
A=r""0(roy)+r “og (34) =

ny n H

u= Z UkdK (b g,) = (Z Ukb(k)) * Qs . (31) geschrieben werden kann. Die als konstant angenommer§en

k=0 k=0 ParameterD und K sind die Steifigkeit und die flachen-Z

. . . bezogene Massendichte der Platte. Sie kdnnen aus r
Ist dabeic ausreichend klein, kann 9 ¢

Dickeh, der Massendichte, der Querkontraktionszahl g

oo und dem Elastizitatsmodw@# berechnet werden. s

tea) =Y Ub® (32) , B il
— In den folgenden Abschnitten wird eine Platte untersuchg,

die am inneren Rand (bei=r;) fest eingespannt ist. Man
direkt als Naherung flm verwendet werden. Eine Abschat- erhalt dort die Randbedingungen
zung fur den Fehleju(t) — t(t)| lautet
w=0, row=0. (35a)
lu® — 0] = [(Gx @) (1) — UMD
Der dulRere Rand (bei=r,) ist frei beweglich, womit dort

= / @: (D) (G(t — 7) — O(t))dr DA+ Au—Dp (1 2dge+r 3 ) =0 (35b)

=&

rdr (DA®+ Au) — Dudgort 1 =0 (35¢)
= sup [0t —o)—0M].
re[—e.e] mit der Abkirzungu =1 —v gilt.

Dabei ist zu beachten, dass die in (12) definierten Parame-

ter 1/my und yx fur die Funktiong, linearine sind. FUr 5 3 Grtlich harmonisch gewichteter Stelleingriff
kleinerese konvergieren die Reihen (23) deshalb langsa-

dBo ayj £q uoissiwiad uayLM YJIM pamoje Aju

mer, undn; ist deshalb gréRer zu wahlen. Zunachst wird angenommen, dass zur Steuerung der Plgbte
nur eine einzige StellgroRe zur Verfligung steht, die 'S,
- «Q
5Die Folge (¢en)nen  konvergiert im Sinne der Operatorenrechnung — =
gegen 1. Im Sinne der Distributionéebrie entspricht sie einer Appro-  ©Zur Herleitung des Plattenmodells sei beispielsweise auf [3] verwieseg‘
ximation der Dirac-Distribution. zur Erweiterung des Modells aufgro-aktive Materialien auf [14]. oy
(1]
=
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durch den Koeffizientem\ (r, 6) = A(r) sin(16 + 6g) mit den

Parametern e N und 6 € [0, 27) sowie einer Funktion

r — A(r) ortlich harmonisch gewichtet wird.

Mit dem Ansatzw(r, 0, t) = sin(16 +0g)w(r, t) erhalt man
dann aus (33) fuiv eine ortlich nur noch eindimensionale

partielle Differentialgleichung

A(DAID(r, B + AN u(t) + KaZi(r, t) =0 (36)

mit dem Differentialoperator
A =r"19r3, —r22, leN.

Die Bedingungen (35a) am inneren Rand liefern

wr,t)=0, rowr,t)=0, r=rj. (37a)
Entsprechend folgt aus (35b, 35c) Ibetr,

D (A+ur 2 (17=rd;)) d(r, )+r(rut) =0 (37b)

D (rar Ar+pl2ar =) w(r, H+rd A(ryu(t) = 0. (37¢)
Mit den neuen Variablen

wi(r,t) = w(r, t)

wo(r, t) =rorw(r,t)

wa(r, t) = Aj(r, t) + D7IAM)u()

wa(r, 1) =rd (A (r, ) + D TAnu() (38)
und w = (w1, ..., ws)" erhdlt man aus (36) ein Differen-

tialgleichungssystem erster Ordnung bezuglich der radialen D) = Wb

Koordinater. Dieses lautet in Operatorform

drw@) =AM + Br)a

mit
0 r—1 0 0
R [2r—1 0 r 0
A(r) =
0 0 0 rt

—rDIK 0 1% 1 0

Br)=-rD1(0 i) 0 0).

(39a)

und die Eintrage der Matrized(r, r;) € ((Cl/zlls]])4 und

d(r,1i) € (Cypalish** kénnen entsprechend Abschnitt 4

berechnet werden.

Aus (39b) folgt sofortt; = ¢, =0, und die Randbedingun-

gen (39c) ber =r, liefern daher

Quats+ Quats+ R0 =0 (41a)
Q2,363+ Q2484+ Roll = 0, (41b)
mit (j =3, 4)

Quj=d3(ra )+ Mf;2(|2q31,j (ra1i) — @2, (ra, r))

Qo j = Paj(ra, 1)+l 2(Poj(ra, 1) — P1j(ra 1))

Ry = Ws(ra, 1) + ur 3 21201 (ra. 1i) — Wo(ra 1)

Ro = Wa(ra, i)+l 2r 72 (Wa(ra, 1) — Wa(ra, 1) -

Wie in Abschnitt 3 beschrieben wurde, kann mittels

(= <Q1,3QZ,4_ QZ,3QL4) 6

G = <Q1,4 Ro— Q24 ﬁl) b (42)

C= (Qz,sﬁl = Ql,sﬁz) b

eine Basisgr('jl’sé eingefuhrt werden. Die GroR3eby, ...,

w4 ergeben sich durch Einsetzen von= &, = 0 und der

Ausdriicke (42) in (40). Dies liefert

0a=Ub, (43)

mit U € Cy2l[sll und W(x) € (Cy2[[sID*.

SEENERTE

asn |euosiad InoA 1o} ajaiue sy} aynquysip pue Ados Kew no ) “me| JybAdod uewsas Aq pajosjoid

Die Systemtrajektorien kénnen nun durch Vorgabe eln@r
Trajektorie fiir die BasisgroRe parametriert werden. Fur~<

einen Ubergang zwischen Ruhelagen entspricht das Vor

hen jenem fir die Balkengleichung in Abschnitt 2.3.

In Bild 3 ist ein Simulationsergebnis fir einen schnelle
Ubergang zwischen zwei Ruhelagen in der (dimension

losen) ZeitT = 0,0025 furl =0, A(r,0) =1 dargestellt.
Dies entspricht einer vom Winkel unabhangigen Wolbung
Dabei wurde die Trajektorie der Basisgrof3e entspreche@d
Abschnitt 4.3 polynomial gewéhlt. Zur Berechnung def

Die Randbedingungen (37) kénnen in den neuen Variablen

aus (38) ohne Verwendung von Ortsableitungen notiert wer-

den:
w1 (ri) =0, Wa(rj) =0
W3(ra) + ury? (121 (ra) — wa(ra)) =

Wa(ra) + pl?r % (W2(ra) — a(ra)) = 0

Die Matrix A in (39a) erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 1 (unabhéangig vdi fir n = 2. Die allgemeine Losung
der der Gleichung (39) zugeordneten Anfangswertaufgabe,

mit w(rj) = ¢ hat deshalb die Form

W) =d, e+, rma, e=E,...,

e’

(39b)

(39c)

(40)

T 2T

Bild 3: Normierte Darstellung der Trajektorien der Randauslenkung

t— w(n,0,t) =

W (ra, 1 (durchgezogen) und der zugehdérigen Stell-

groBe t— u(f) (gestrichelt) bei einem Ubergang zwischen Ruhelagen

in T=0,0025.
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Steuerung wurden deren Ableitungen bis zur Ordnung 16mit
berucksichtigt. Als Simulationsmodell wurde eine modale 00 00
Approximation der Plattengleichung verwendet, wobei die W, (r) = Z(—l)kwk(r)wz", Jd, = Z(—l)kusz".

ersten 8 Eigenfrequenzen bekdichtigt wurden. Die Werte k=0 k=0

der in dieser und den folgenden Simulationen verwen-

deten dimensionslosen Modellparameter lautge- 0,05, Man erhélt also fir die Systemgrdf3en duebenfalls zeit-

ri=0,01,D=1,64,K =5,53 undv =0,2. lich harmonische Trajektorien mit gleicher Phasenlage u
veranderter (eventuell auch negativer) Amplituiody, (r)

5.3 Zwei harmonisch gewichtete StellgréBen bzw. bU,,.

Es wird nun der Fall zweier értlich ideal harmonisch ge- SOll €in mit der Winkelgeschwindigkeiv/l in mathema-
wichteter StellgréReru; und u, untersucht, wobei die tisch positiver Richtung umlaufendes, bezuglkicharmoni-

Adoa Kew no A me| jybukdos uewlag Aq pajosjoud si ajonJe siyl

GewichteA; und A, durch sches Biegeprofil aufgepragt werden, so muss gelten:
A1(0,r) =A(r)sin(6), A6, r) =A(r)cogle)  (44) w(r, 0,t) = w(r) coglo — wt)

gegeben sind. = w(r)(sin(wt) sin(16) + cogwt) cog16)).

Die Lésung der pDgl. (33) kann in der Form Das wird erreicht, indem man in (48) = 0 und6, = /2
W(r, 6, ) = (. t) Sin(l6) + ia(r, t) cog16) (45) wahlt, was aufw(r) = bW, (r) fuhrt. Die Amplitudeb fur

die Trajektorien der Basisgrof3en kann folglich durch Vog
angesetzt werden. Setzt man beide Summanden getrenfabe der gewiinschten Amplitude einer Komponente vcgq
in die Randwertaufgabe (33,35) ein, wobei jeweils nur @(rg) auf einem Kreisring fesgjegt werden, was voraus- &
diejenige StellgroRe mit dendem Ansatz entsprechen- setzt, dass die entsprechende KomponenteWg(ro) von
den Gewicht berlcksichtigt wird, dann erhalt man fur die 0 verschieden ist.
beiden Funktionenb; und @, je eine Ortlich eindimen-
sionale Randwertaufgabe der Form (36, 37). Die L(‘jsungenum das System aus der Ruhelage in ein solches har
w1 und w, dieser beiden Randwertaufgaben kdnnen separai!1ISCh eingeschwungenes Regime zu Uberfuhren, werden gre

S8 s1) aNqLy

. . ()
parametriert werden, wie dies in Abschnitt 5.2 dargestellt Trajektorien g
wurde. t = by (t) = bor (t) sin(wt), t > by(t) = bt (t) cogwt) '§
Bezeichnet man mitw1,..., wi4, i =1,2 diejenigen (49) §
F_unktlonen, die analog Azu (38)A au$1 und w2 ge- mit ¢ aus (13) gewahit. g
bildet werden, und miti 1, ..., W4, 1 =1,2 die ih- 3
nen zugeordneten Operatonktionen, so erhalt man fur In Bild 4 sind Simulationsergebnisse zur lllustration der be:
W = (Wi1,..., W4T, i =12 jeweils eine Gleichung der schriebenen Methode dargestellt. Das durch (36, 37) rmt
Form (43), d.h. | =4 gegebene Modell wurde dabei in der Zdit= %

N W ; 107/w ~ 2,11-1072 aus der Ruhelage in ein eingeschwunzy

i)y =Wmbi, 0 =Ub, i=12. (46)

mit den BasisgroReh; und b,.

Die Operatorend, W(x) sind Potenzreihen au8y[[s]
und, da in (39a) lediglich das Quadrat des Operatasf-
tritt, von der Form

) ) :
U =ZUkszk, W(r):ZWk(r)sz". (47) AT
k=0 k=0 ............ .......... .............. Lo

Somit folgt aus (46) fur =1, 2 T 2T 3T AT

wi (=Y Wb, u®=Y Ud™w.

k=0 k=0

Wahlt man fur die Basisgrof3en Trajektorign— bj(t),
i =1, 2, deren Restriktionen auf ein Intervdlljeweils har-

monischen Funktionen Vi ; ; ;
Tg 2T 3T AT
t— bsinwt+6), 1=12 (48)
Bild 4: Normierte Trajektorien t+— w(t,r,) der Amplitude der Auslen-
entsprechen, dann ergibt sich dort kung am duBeren Rand (oben) sowie der StellgroBe t+ uy(t) (unten)
o ) _ - fiir einen Ubergang zwischen einer Ruhelage und einem zeitlich har-
wi (r, ) = bW,,(r) sin(wt +6;) , Ui (t) = bU,, sin(wt + 6;) monischen Regime mit der Frequenz w, wobei gilt U, = 0.

“Jap|oy JybuAdoa ayy Aq uoissiwiad uapLIm yim pamojje Ajuo si asn Jay)
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genes Regime mit der Kreisfrequemziberfiihrt, welches  die KoeffizientenA; und A, wird dabei zusatzlich voraus-
fur die Zeitspanne P beibehalten wurde. AnschlieBend gesetzt, dass sie in der Form
wurde das Modell zuriick in die homogene Ausgangslage -
Uberfuhrt, welche zum Zeitpunkt= 4T erreicht wurde. 5 ;
’ Aq1(r,0) = Aor ko (1) SiN(o1(K)O
Fur @ wurde dabei die zweite Eigenkreisfrequenz des Mo- 1(f. 6) Z 20 (1) SiN(o1(K96)

1Adod uewsas Aq pajosjoud si ajone siy|

dells (36, 37) gewahlt, d. h. die zweite der, nach dem Betrag =0

aufsteigend geordneten, Nullstellen ven— U,. Bild 4 > -

zeigt, dass das gestellte Ziel sehr gut erreicht wird. Es ist Aa(r, 6) = Z)‘“Z(k) (1) cog(o2(k)0) (52)

aullerdem zu erkennen, dass aufgrund der speziellen Wabhl k=0

von w als Eigenfrequenz im Intervall, 3T] kein Stellein- vorliegen, wobei die streng monotonen Folgen: N —

griff nétig ist. Die in Bild 1 dargestellte Momentaufnahme (2N), o2 : N — (2N+ 1) aus den Fourierreihenentwicklun-s.

entstammt dieser Simulation. gen von A; und A, diejenigen Terme auswahlen, de—:—

ren Koeffizienten nicht versegtinden. Deshalb entsprechenm

. ) .. o 1), ---» g (), 1 =1, 2 den jeweils erstefN; nichtau-

5.4 Allgemein gewichteter Stelleingriff tonomen Teilsystemen im Ersatzmodell (50), und nur dieg

Die bisher angenommene, 6rtlich harmonische Gewichtungmussen fir den Steuerungsentwurf berticksichtigt werdeg.

des Stelleingriffs ist technologisch schwierig zu realisieren. Aufgrund der speziellen Gewichtung (52) sind die Teil3

Einfacher umsetzbar sind beispielsweise gebietsweise konSysteme mit geraden Indizes vollstandig von denen rég
stante StellgréRengewichtungen. Derartige StellgréRenverungeraden entkoppéltin ersteren tritt ausschlief3lich die
teilungen koénnen allerdings mit der vorgestellten Methode Stellgro3eu; auf, in letzteren ausschlief3liaf.
nicht exakt bertcksichtigt werden. Es ist jedoch mog-

lich, das ortlich zweidimensionale Modell (33,35) durch

ein auf einer abgebrochenen Fourierreihe basierendes, ort-
lich eindimensionales Ersatzmodell zu approximieren und

A

sIp pu

Um die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte nutﬁn
zu konnen, wird die Verkopplung der Teilsysteme unterelrE
ander zunéachst ignoriert. Dazu wird in jedem Tellsysterg

o

anschlieend eine Steuerufig das Ersatzmodell zu ent- eine virtuelle Eingangsgrofe eingefuhrt: 8
werfen. vt =u®, k=1.... N, i=12. (53) &
c

5o - . Die zugehorigen Modelle kénnen so in der Form (36%

5.4.1 Ortlich eindimensionales Ersatzmodell geschrieben werden, wobei dot() = v, oo (), A1) = =
<

Die Auslenkung und die Matrix der Stellgrof3engewichte Xm(k)(r) sowie w(r,t) = Wy @k (r,t) zu setzen sind. Die @
werden in Fourierreihen beztiglich der Koordinatentwi- Operatorlésung fur die diesen Gleichungen zugeordng—
ckelt: ten Systeme erster Ordnung kann dann entsprechend /&b—
schnitt 5.2 berechnet werden. Analog zu (43) erhalt man gp

oo 1 J

w(r, 6, 1) :ZZ a4, tysin(0 +in/2) (50a)  (Mit b= By, & =Dew, U = Vo, W =W, ) S
1=0 i= N . <
o Vo0 = VerdoBorto » Wayo (1) = Wor 1o (N By 0 - e
. . [
AC.0) = IZ;Z;M'“ (O sin(6 +ix/2). (50b) Tatséchlich sind die GroRe, « fur N > 1 nicht frei, da §
N die virtuellen StellgroRRen,,  aulerdem den Gle|chungen;
Einsetzen in (33) liefert, unter Ausnutzung der Orthogona- (53) geniigen miissen. Aus diesen folgt )
litat der trigonometrischen Funktionen, die pDgin. ] <
VoroBoto =0i, k=1,....,Nj, i=12. (54) =
A (DA 24 + A2 +iu) + KdZida,i =0 (51a) %
Ar=r"9,@ro)—r 32 i=01, leN. Diese Gl_e|cr.1.ungen bilden die Grundlage zunj Emfuhreg—
von BasisgroRen. Da nur zwei reale Stellgrélenu, =
Als Randbedingungen ergeben sich aus (39),i =0, zur Verfligung stehen, konnen auch nur zwei Basisgro3en

ro o =0 beir =r; sowie, beir =r,, by, by eingeflihrt werden. Damit ergibt sich=€ 1, 2)

D (A| +;,LI’72 (|2—I‘8r)) Wi +A24iu=0

Ni

0 =#ib, Byw= (ﬁi/Vm(k)) b, &= Vai(j).
D (rdr A+ pl3r 1) dagi +rdAzasiu=0. (51b) ,Hl
Das dem Fourierkoeffizientehy ;i zugeordnete Teilsystem  Hieraus erhalt man zunachst£ 1, 2)
(51) wird nachfolgend mifly,; bezeichnet.

iy 0 () = Woy 0 (0) (71 Vi) B, k=1, Ny

5.4.2 Steuerungsentwurf fiir das Ersatzmodell (55)
Da_s prinzipiglle Vorgehen kann dargestellt werden, indem " Diese Annahmen dienen lediglich z\Mereinfachung der Notation, sind
lediglich zwei StellgréRen; undu, betrachtet werden. Fir  aber firr die Anwendbarkeit der Methode nicht Bedingung.
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SchlieRlich entspricht die erste Komponente von Mit diesen Koeffizienten werden die Ersatzstellgrc‘jﬁeg
01, Gy eingefihrt, mit denen die realen Stellgro3en in deg:

Ni 4 A F o

Wi, o (1 . R orm =

w0 = (3 21O gy 10e) ) by - g
) 1K) Ug = 1Sk +0Chk, k=1,....,m 1

Ny (2 R geschrieben werden kdnnen. Mit diesen Ersatzstellgrij[.?,g‘n
+ chog@(k)g) b, erhalt man fir die in (50b) eingeflihrten Fourierkoeﬁ‘izi;
k enteniyyi = (A1 2+i, A2.24i) leN,i=0,1 die Eintrage
241 =0, Az = 0 sowie
02 &

Y
A2l = W;S,j&,j » A2 = ey jZ;CL,-Cn,j .

-1 Vow

dem gesuchten Biegeprofil (50a).

ybuAdoo uewls

5.4.3 Gebietsweise konstante Gewichtung ) _ )
Fur das mit den Ersatzstellgrof3apn G, angesteuerte Sys- s

$2c= O x[ri. Fal, Ok = [h-1. k], = m’ fo=0 Die Trajektorient — by(t) und t — by(t) fur die Basis-

gréBen koénnen anhand des gewilnschten Verhaltens &er
Fourier-Koeffizienteniy, und wan1 zu den zu approxi- §
mierenden Harmonischen festgelegt werden. Dabei ka@h

Nimmt man an, dassn getrennt ansteuerbare Elektroden tem kann entsprechend Abschnitt5.4.2 vorgegangen WEfE'
jeweils Ringsegment&k =1,..., m) den. Dabei gilt fur die Koeffizienten in (52 = 2
ok Ay, 1 =0, 1. 3

g

gleichformig Uberdecken, dann kénnen die Eintrdge der
KoeffizientenmatrixA aus Abschnitt 5.1 in der Form

A, (r, 0) € Qk man wie in Abschnitt 5.3 verfahren, wobei an Stelle vo@-:

Ak(r, 0) = . k=1....m (56)  (46) die Gleichung (55) verwendet wird. AnschlieBen@
0.(r, 0) ¢ S« konnen die Trajektorien der Systemgrof3en samtlicher i

mit konstantem. dargestellt werden. (IjErsatzmodeII berticksichtigter Teilsysteme berechnet weﬁ;
en. 2

Eine Steuerung Ifann nun fur ein Ersatzmodgll 9emal ey die Simulation wurde vom = 8 gebietsweise konstant &
(51) mit m SteligroBen entworfen werden. Um einen Ab- goichteten StellgroRen ausgegangen. Mit diesen wur@
bruch der Fourierreihen (50) nach nur wenigen Termen zUgnisnrechend Abschnitt 5.4.3 ein harmonischer Stelleing?&
rechtfertigen, wird stattdessesin anderer Weg beschritten. approximiert (hier si, n = 1). Realisiert wurde ein Uber- =

Dabei werden die in Abschni.2 vorausgesetzten, ideal g4y zwischen zwei Ruhelagen in der (dimensionslose-g)
harmonisch gewichteten Stelleingriffe zunachst durch die 74 1 —0,003. 3
stiickweise konstanten approximiert. Anschlieend kann die
Steuerung gemal Abschnitt 5.4.2 fur ein Modell mit zweli

(Ersatz-)Stellgrof3en entworfen werden.

u

[
Zunachst wurde fiir die Planung lediglich das Teilsyse
tem I1, des Fourierreihenkoeffizienten zu— siné be-
ricksichtigt. Das im oberen Teil des Bildes 5 dargestell

Kitio as

Die angestrebte harmonische Verteilung wird dutch>
sin(nd) bzw. 6 — cognd) beschrieben. Diese Funktionen
werden durch Minimierung der Fehlerfunktionale

21 2r
/ (sn(6) — sin(ng))*ds, / (cs(B) — cogng))’de
0 0

bestimmt, wobei die gesuchten Parameter die Koeffizienten ; : : : . : :
Sn,j bzw. ¢y j in dem Ansatz i i i i i i i

snO) :=Y s jle; (). c0):=) 1 jle;(®)

j=1 j=1

sind. Hierin bezeichnetg, : R — {0, 1} die charakteristi-
sche Funktion der Meng@y, die flr 6 € ®¢ den Wert 1
annimmt und ansonsten 0. Die Minimierung der Fehler- : : .
funktionale liefert 5 .

m 27n(j —1) 27N |
Shj = 27N (COS< m )_COS( m )) Bild 5: Normierte Darstellung von t+> Ww(rs, 7/2,t) (durchgezogen)
und t—> Wef(ra, /2,t) fiir einen Ubergang zwischen Ruhelagen in
m 27N | 27n(j — 1) T=0,003 des mit 8 StellgroBen gebietsweise konstant angesteuerten
Cnj = (Sih( ) — sin<7>> . Systems bei Berlicksichtigung der ersten (oben) bzw. der ersten, sie-
27N m m benten und neunten Harmonischen (unten).
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Simulationsergebnis zeigt, dass mit der auf Grundlage die- [7] MEURER, T.
ses zu einfachen Ersatzmodells geplanten Steuerung keine
zufriedenstellenden Resultate erzielt werden kdnnen. Be-

ricksichtigt man stattdessen die ersten drei nichtautonomenl

Teilsysteme aus (51), hier sind did$;, 114 und Ilyg,
so entspricht die aus der Simulation erhaltene Trajektorie

der Randauslenkung in guter Naherung der geplanten (vgl.
Bild 5 unten). Im Gegensatz zu dem in Bild 1 dargestell- [10]

ten Fall, bei dem (durch die Wahl vam= 4) fir fester
bezlglich der Winkelkoordinaté vier lokale Maxima im
Biegeprofil auftreten, handelt es sich hier mi=1 um
ein Profil mit nur einem solchen Maximum. Um die Aus-
wirkung der Anzahl der im Ersatzmodell beriicksichtigten

Teilsysteme (51) zu veranschaulichen, wurde ein Uberganqlz]

in eine Ruhelage geplant. Umlaufende Biegeprofile kon-

nen ebenfalls erreicht werden, indem die Trajektorien der
[1

Basisgrof3en entsprectte(d9) gewahlt werden.

Als Simulationsmodell wurde auch hier eine modale Ap-
proximation des Modells (33, 35) verwendet, wobei zu je-

dem der Teilsystem#ly, ...,

134 die ersten 5 Eigenmoden

berucksichtigt wurden.

6 Schlussfolgerung

Fur die untersuchten pDgln. kénnen Steuerungen durch[15]

Reihenentwicklungen der Opeoalbssungen der Dgln. ent-
worfen werden. Das Beispiel einer ringférmigen Platte

zeigt, dass Erweiterungen des Zugangs auf ortlich zweidi-[16] WorTTenNEk, F.: Beitrage zum Steuerungsentwurf fu

mensionale Randwertaufgaben mdoglich sind. Hier kdnnten
kiinftige Forschungsarbeiten ankntipfen.
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