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Ein algebraischer Zugang
zur Parameteridentifikation in linearen
unendlichdimensionalen Systemen

An Algebraic Approach to Parameter Identification

in Linear Infinite Dimensional Systems

Joachim Rudolph und Frank Woittennek

Es wird ein algebraischer Zugang zur Parameteridentifikation in linearen verteiltparame-
trischen Systemen vorgestellt. Dabei werden zunachst Systeme mit verzogertem Eingang
und homogenen Anfangsbedingungen untersucht. Eine mégliche Verallgemeinerung

auf Systeme mit inhomogenen Anfangsbedingungen wird am Beispiel einer autonomen
Differenzen-Differenzialgleichung diskutiert. Ein analoger Zugang erlaubt die Identifika-
tion von Parametern auch in Systemen, die durch (6rtlich eindimensionale) lineare partielle
Differenzialgleichungen beschrieben werden. Dabei werden lediglich die Trajektorien von
RandgroBen als bekannt vorausgesetzt. Der Zugang wird am Beispiel von partiellen Diffe-
renzialgleichungen zweiter Ordnung beziiglich des Orts, insbesondere der eindimensionalen

Warmeleitungsgleichung, diskutiert.

An algebraic approach for identification of parameters in linear infinite dimensional systems
based on operational calculus is proposed. First, the method is derived for a system with de-
layed input and homogeneous initial conditions. A possible generalization to delay systems
without input and non-homogeneous initial conditions is sketched. A similar approach is ap-
plicable to systems described by linear partial differential equations which, in particular, is
discussed for second order p. d. e., as for instance the one dimensional heat equation.

Schlagworter: Parameteridentifikation, unendlichdimensionales System, Operatoren-
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1 Einleitung

Ein von M. Fliess und H. Sira-Ramirez vorgeschlagener al-
gebraischer Ansatz zur ldentifikation von Parametern in
linearen (endlichdimensionalen) Systemen [7] hat in jings-
ter Zeit zu einer verstarkten Aktivitdt und interessanten
Arbeiten in diesem Bereich gefiihrt [4;5]. Der Ansatz
nutzt Operatorenrechnung zur Uberfilhrung von Differen-
zialgleichungen [5;7] oder Differenzengleichungen [4] in
algebraische Gleichungen. Dabei tritt der Operator s an die
Stelle der Zeitableitung, und in den Rechenschritten zur
Bestimmung linearer Gleichungssysteme in den zu identi-

fizierenden Parametern spielt die so genannte algebraische
Ableitung, also die Ableitung nach s, eine wesentliche
Rolle.

Ausgehend von dieser algebraischen Sichtweise auf die
in [7] und einigen der Folgearbeiten entwickelten Metho-
den ergibt sich auch ein Ansatz flr einen Zugang zur
Identifikation der Parameter in linearen unendlichdimensio-
nalen Systemen. Flr solche Systeme sind in den letzten
Jahren Fortschritte im Bereich der Trajektorienplanung und
Steuerung gemacht worden, die ebenfalls wesentlich auf die
Operatorenrechnung zuriickgreifen [6;11-17]. So erscheint
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ein Versuch der Verallgemeinerung auf diese Klasse von
Systemen vielversprechend.

Es bietet sich an, zundchst den Spezialfall der Totzeitsys-
teme zu behandeln. Dabei stellt sich die Aufgabe einer
simultanen Identifikation der Koeffizienten der Systemglei-
chungen und der Totzeitamplitude(n). Eine Verallgemei-
nerung des Ansatzes aus [7] flihrt zu brauchbaren Er-
gebnissen. (Eine dieser \Verallgemeinerung entsprechende
Methode auf Basis der Distributionentheorie wurde un-
abhéngig bereits in [1] verdffentlicht.) Man macht sich
dabei zunutze, dass der Verschiebeoperator exp(—sT) ei-
ner linearen Differenzialgleichung bezuglich s gentigt. Dies
gestattet dessen Elimination aus den Gleichungen fir die
Parameter. Auch die Systemgrdfen und deren Ableitungen
werden durch Operatoren représentiert. Diese werden, im
Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall, nun auch mit-
einander multipliziert. Das fihrt fur die letztlich auszufiih-
renden Berechnungen auf Faltungsintegrale. Ein weiterer
die Identifikation der Parameter erschwerender Unterschied
zu endlichdimensionalen Systemen liegt in der Struktur der
schlieflich fur die Identifikation verwendeten Gleichungen:
Die zu bestimmenden Parameter kénnen nun auch polyno-
mial in diesen Gleichungen auftreten.

Auch die Behandlung der Anfangsbedingungen erweist sich
als wesentlich schwieriger als im endlichdimensionalen
Fall, in dem sie durch Differentiation nach s eliminiert
werden konnen. Die bisher entwickelten Algorithmen sind
daher vor allem fir die Identifikation ,,aus Gleichgewichts-
lagen heraus“ geeignet. Ein erster Ansatz zur \erallge-
meinerung auf den Fall inhomogener Anfangsbedingungen
wird vorgeschlagen.

Fur allgemeinere lineare unendlichdimensionale Systeme
kann man entsprechend den Totzeitsystemen ebenfalls aus-
nutzen, dass sich im Rahmen der Darstellung der Ldsung
Operatoren ergeben, die (gewohnlichen) Differenzialglei-
chungen bezuglich s gentgen. Diese lassen sich erneut
fur die Elimination der Operatorfunktionen nutzen. Erste
Ergebnisse zu einem solchen Zugang, beispielsweise fir
Systeme zweiter Ordnung bezuglich der Ortsableitung (wie
z.B. Warmeleiter), werden in diesem Beitrag vorgestellt.

2 System mit verzogertem Eingang

Dieser Abschnitt behandelt die Identifikation von Parame-
tern in einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung
mit verzogertem Eingang. Die dafur entwickelte Methode
ist der in [1] vertffentlichten sehr &hnlich. Wéhrend diese
jedoch auf der Distributionentheorie basiert, wird hier ein
Zugang Uber die Operatorenrechnung gewahlt.

2.1 Bestimmung eines Gleichungssystems
zur Parameteridentifikation

Gegeben sei ein lineares System

y(t) =ayt)+butt—7, t>0, b#0 (1)
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mit verzdgertem Eingang u und den unbekannten Parame-
tern a, b und 7. Im Falle homogener Anfangsbedingungen

y(0) =0,

lautet die zugehdrige Operatorgleichung

ut) =0, te[—r,0] (1b)

(s—a)y=he 0. )

Formales Differenzieren dieser Gleichung nach dem Diffe-
renzialoperator s liefert

(s—a)y +9y=be S0 —z0). ©))

In der durch Multiplikation von (3) mit O entstehenden
Gleichung kann der Ausdruck be~s*( durch die linke Seite
von (2) ersetzt werden. Man erhalt so

avy — 1Sy + tavy = vy + Su1 4)

mit o1 =y 0— 0y und 9, = 0y. Die Ausdriicke a, t und
ar werden nachfolgend als voneinander unabhéngig aufge-
fasst. Um ein Gleichungssystem zu ihrer Berechnung zu
erhalten, wird (4) mit s, i =1, 2,3 multipliziert. Dies
liefert (mit @ = s710, + 1)

371@1 —y 3711’52 a in
N 1A N A
SV —S U2 S V2 r|=]|stw (5)
_3a 0N _3a A
S0 =S D2 S0/ \ar s 20
=A

Uber dem Faltungsring C (vgl. Abschnitt 7) besitzt die-
ses Gleichungssystem offensichtlich keine eindeutige Lo6-
sung. Die Regularitat der Koeffizientenmatrix A in (5) tber
C (d.h. bezuglich des Faltungsprodukts) wird allerdings
nicht bendtigt, da das betrachtete Gleichungssystem nach-
folgend bezlglich der lblichen punktweisen Multiplikation
von Funktionswerten geldst werden soll. Aus (5) erhalt man

v —vao(t)  wvo1(t) a w(t)
vi2(t)  —v2a(t) v a(t) T | =] wi® (6)
v13(t) —v22(t) wp3(t)/ \ar wa(b)

=:A(t)

mit vi o(t) = vi(t) sowie

t

(t—gkt

Ui,k(t)=/mvi(§)dé» k>0
0

f (-t

w® = |

w()ds, k=>0.

Um die Losbarkeit dieses Gleichungssystems fir ein be-
stimmtes t € R™ zu garantieren, muss die Matrix A(t)
reguldr sein. Dies wird im ndchsten Unterabschnitt unter-
sucht.

Hat man t und ar bestimmt, so l&sst sich der dritte unbe-
kannte Parameter b aus Gleichung (2) bzw. (1a) ermitteln.
Dazu wird Gleichung (2) mit s~2 multipliziert. (Das ent-
spricht der zweimaligen Integration von (1a) beztglich der
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Zeit.) AnschlieBend kann, beztglich der punktweisen Mul-
tiplikation, nach b aufgeldst werden:

b 1=t —Hay@ds
Jot=Hu( —ndé

2.2 Zur ldentifizierbarkeit

Um die Parameter ¢ und a aus Gleichung (6) berechnen
zu kdnnen, muss vorausgesetzt werden, dass A(t) nicht fur
alle t e R* singulér ist. Das soll nachfolgend genauer un-
tersucht werden. GeméR (2) gilt

bG=¢e"gy, g=s—a. @)
In der Definition von 91 und 9, kann O mit Hilfe von (7)
substituiert werden:

b, = e™ gy°.

Diese Ausdriicke werden in (5) eingesetzt. Mit f = s73y?
ergibt sich so zunéchst

bdy = —* (1§+ )Y’

~Lg+ 1 —soF SO
—s(tg+1Ff —s20f  sof
—(tg+Df  —sof o

bA =e%

Mit der Matrix
—a? —a -1
T= -1 0 0
all—ar) l—ar -t

ceR®®  detT =1

folgt daraus
rdm r®m 1
bAt—7=|r®® 1) r@o|TL (8)
r@m  rm  r

At)

Da b # 0 gilt, ist A(t) genau dann singulér, wenn At + 1)
singuldr ist. Dies ist offensichtlich genau dann auf ganz R™*
der Fall, wenn r,r,i ein und derselben Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung gentgen.

2.3 Simulationsergebnis

Bild 1 zeigt das Ergebnis einer Simulationsstudie fur die
beschriebene Methode. Die Werte der zu bestimmenden
Parameter wurden zu a=—1, r =1, b=1 gewdhlt. Alle
Integrationen wurden unter Verwendung der Trapezregel
bei einer Abtastzeit von 0,002 durchgeftihrt. Um die Sen-
sibilitdt der Methode bezUlglich rauschbehafteter Signale
zu prufen, wurden die simulierten Trajektorien durch ein
additives weies gaulisches Rauschen mit der Standardab-
weichung 0,01 gestort.

Im unteren Teil von Bild 1 ist zu erkennen, dass fir t > 5
gute Schatzwerte fur beide Parameter a und t zur Verfi-
gung stehen.
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Simulierte Verldufe ¢ — w(t) (Einheitssprung) und ¢ — y(t)
(asymptotisch).

Geschitzte Werte fiir 7 (Sprung) und a (asymptotisch).

Bild 1: Parameterschatzung fiir das System (1) mit a=—1, t =1,
b=1.

2.4 Herleitung der Differenzialgleichung
fiir den Totzeitoperator
In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, wie der Totzeitoperator
unter Verwendung von Faltungsprodukten eliminiert wer-
den kann. Bei nédherer Betrachtung der Methode erkennt
man, dass dazu ausgenutzt wurde, dass der Totzeitoperator
8(z) = e % einer linearen Differenzialgleichung beziiglich
des Differenzialoperators s genlgt (Ds = d/ds):

Dsd(2) = —28(2) . 9)

Diese Differenzialgleichung erhdlt man zum Beispiel unter
Verwendung der Eigenschaften der Exponentialfunktion. In
der Operatorenrechnung ist diese Funktion als Lésung der

Anfangswertaufgabe
3,9(2) = —s3(2), 8(0)=1 (10)

definiert [9]. Vor allem im Hinblick auf eine mdgliche
Verallgemeinerung des betrachteten Zugangs auf partielle
Differenzialgleichungen in Abschnitt 5 ist die Frage inte-
ressant, ob (9) direkt aus (10) hergeleitet werden kann. Dies
ist in der Tat méglich. Dazu wird (10) zunéchst bezlglich s
differenziert, das ergibt

(3,4+9Ds3(2) = —5(2).

Multipliziert man (10) mit z und nutzt die Produktregel
02(28)(2) = 8(z) + 29,8(z), so folgt auBerdem

(3,49 (28)(2) =8(2) .

Die Addition dieser Gleichungen und Division durch
(924 9) liefert (9).

Die im letzten Schritt ausgefiihrte Division fufit fir R* >
z+— f(2) € M(R) auf der Implikation

((az +9f(z)=0vze R*) = (fA(z) —0vze R*) .

Diese gilt zwar im hier betrachteten Fall f(z) = Ds5(2) +
z5(z), jedoch offensichtlich nicht allgemein. Deshalb wird
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nachfolgend eine weitere Mdglichkeit betrachtet, um Glei-
chung (9) aus (10) zu gewinnen, wobei zweidimensionale
Operatorenrechnung verwendet wird. Die Operatorfunk-
tion §:R* — M (R) wird dabei mit einem Operator §
aus M (R?) identifiziert (siehe Abschnitt]). Der Funktion
z+> 3,5(z) kann dann der Ausdruck pé—3(0) zugeord-
net werden. Auf diese Weise erhélt man aus (10) die uber
M (R?) zu lesende Operatorgleichung

(p+95=1.

Bildet man die algebraischen Ableitungen dieser Gleichung
einerseits bezuglich p, andererseits bezliglich s und subtra-
hiert die erhaltenen Gleichungen voneinander, so folgt

(P+9 <Ds§— Dp§> —0.

Der algebraischen Ableitung beziiglich p in M (R?) ent-
spricht in M (R) die Multiplikation mit —z. Somit folgt
(9) nach Division durch p+s, wobei die Division nun
tatsachlich erlaubt ist, da M (R?) als Korper keine Null-
teiler besitzt. Die zuletzt beschriebene Methode wird in
Abschnitt 5 verwendet, um den Zugang auch auf allgemei-
nere partielle Differenzialgleichungen zu lbertragen.

3 Totzeitsystem ohne Eingang

Betrachtet man ein autonomes System, wie z. B.
y =ay(t—1), (11)

dann ist die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte
einfache Methode nicht mehr anwendbar: Fir homogene
Anfangsbedingungen lasst Gleichung (11), unabhéngig von
den Parametern a und , nur die triviale Losung zu. Die
Annahme homogener Anfangsbedingungen muss deshalb
an dieser Stelle aufgegeben werden.

3.1 Bestimmung des Gleichungssystems
zur Parameteridentifikation

Unter Berucksichtigung der Anfangsbedingungen lautet die
(11) zugeordnete Operatorgleichung

0
sy—Yyo=ae Y+ e‘sraf y(te "dt . (12)

Dabei entsprechen der Operator y der Funktion t—
h(t)y(t), wobei h die Heavisidefunktion ist, und der die An-
fangsbedingungen widerspiegelnde Operator fff y(t)e~tsdt
der Restriktion von y auf das Intervall [—z, 0] (vgl. Ab-
schnitt 7.3).

Im Gegensatz zu endlichdimensionalen linearen Syste-
men [5; 7] kann der den Anfangsbedingungen zugeordnete
Operator nicht durch einfache algebraische Manipulationen
eliminiert werden. Aus diesem Grund wird nachfolgend ein
Ansatz verfolgt, der auf einer polynomialen Approxima-
tion der Anfangsbedingungen basiert. Dazu wird zunéchst
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angenommen, dass eine obere Schranke tmax fur die Amp-
litude der Totzeit bekannt ist. Diese Schranke kann genutzt
werden, um y auf dem Intervall [—tmax, 0] polynomial zu
approximieren:

n
YO~ Y ot tel—tmax 0]
k=0

Setzt man diese Nédherung in (12) ein, so erhdlt man
n 0
SY-Yo=ae Y+ > e a / athe St .
k=0 e
Partielle Integration fuhrt auf
Sy—Yo=2ae"y
n k
~ k! (=Kt k!
e oy | e™ — | —-—]. (13
+k§ “k< (; k—niga) g ) 13

Vertauscht man auf der rechten Seite der letzten Gleichung
die Summationsreihenfolge, so erhélt man schlieflich

n
sy-yo=ae f+a) 74 (14)
1=0
mit
n

. " k! (=D k!
f:V_Z“k@’ 9= I Zakskflﬂ‘
k=0 k=l

Die Gleichung (14) bildet nun die Grundlage fir die lden-
tifikation. Durch Differenzieren von (14) bezlglich s wird
zunachst die Anfangsbedingung yp eliminiert:

n
s;?'—l—?—aZr'g,’:ae*Sf(fA/—th). (15a)
1=0

Um eine zweite Gleichung zu erhalten, mit der auch der
Totzeitoperator eliminiert werden kann, differenziert man
ein zweites Mal bezlglich s:

n
sY'+2y—a)y r'g=ae ™ (f” —2tf 472 f) .
=0
(15b)

Gleichung (15b) wird nun mit f’—tf multipliziert, so-
dass der Totzeitoperator mit Hilfe von (15a) ersetzt werden
kann:

(sy”+2y —azn: r'@,”) (f” 1 f)
1=0

- <sy+y—az r'@{) (f”’—zz f' 412 fA). (16)
1=0

Nach Ausmultiplizieren der in dieser Gleichung auftreten-
den Produkte, Sortieren nach Potenzen von t und Multipli-
kation mit s~* folgt

n+2 2

a) o'+ k=0,
1=0 1=0
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wobei (mit der Konvention § =0, 1 ¢ {0, ..., n}) die Koef-
fizienten durch

b=st(frg—o '+ for, -2, + o)
o=s (7' +29) '~ (7 +9) )

2f (Y +st9) - f(y+257Y)

2=—1 ()74‘5719)

gegeben sind.

§> <>
Il

<>

3.2 Berechnung der Parameter

Ahnlich wie in Abschnitt 2 kdnnten a, az, ..., at"?, 7, 2
als unabhéngige Parameter aufgefasst und aus dem linearen
Gleichungssystem

n+2 2
aZs*k®|r'+Zs*kﬁ;|r'=, k=0,...,n+4
1=0 =0

(17)

bestimmt werden. Allerdings ist nicht in jedem Fall si-
chergestellt, dass diese Gleichungen tatséchlich linear un-
abhangig sind®. Aber auch wenn dies der Fall ist, kénnen
numerische Probleme bei der Losung des recht umfangrei-
chen Systems linearer Gleichungen auftreten. Aus diesen
Griinden wird nachfolgend ein anderer Weg verfolgt. Es
sei darauf hingewiesen, dass die folgenden Rechenschritte
stets punktweise ausgefilhrt werden. Die Funktionen, die
den Operatoren s~*?; und s~{; entsprechen, werden dazu
mit vy und wy i bezeichnet.

Zunéchst wird die letzte Gleichung in (17) (k=n+4) dazu
genutzt, den Parameter a aus den restlichen Gleichungen
in (17) zu eliminieren. Auf diese Weise ergeben sich fir
k=0,...,n+3

n+2 2
(Z v|,k(t)fl) (Z wk,n+4(t)r') —
1=0 1=0
n+2 2
(Z Ul,n+4(t)fl> (Z wl,k('Of') =0, (18)
1=0 1=0

beziehungsweise

n-+4

p(m) =Y xx®7 =0, k=0,...
1=0
mit (v k() =0,1¢{0,...,n+2})
2

X k(D) = Z (vi— kO wj.nra®) — vimj nra®Owj k(D).

=0

,n+3, (19)

Im néchsten Schritt werden die Wurzeln tq,..., Thi4
des Polynoms pg berechnet. Der gesuchte Parameter t €
{t1,..., Tnya} genligt neben der Gleichung po(t) =0 auch
den dbrigen Gleichungen px(r) =0 in (19). Es sollte

INimmt man beispielsweise an, dass der fihrende Koeffizient o, der
Approximation der Anfangsbedingungen verschwindet, so sind g und
deshalb 42 identisch Null.
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deshalb mdglich sein, den passenden Wert fur = aus
{11, ..., Tnea} auszuwdhlen, indem die Werte 7y, ..
in die Polynome pq,...
chungsfehler

-5 Tnt+4
, Pnts eingesetzt und die Glei-

n+3

&= (pi(w)?
i=1

ausgewertet werden.

Eine andere Mdglichkeit besteht in der Berechnung des
groliten gemeinsamen Teilers der Polynome po, ..., Pni3
in (19). Allerdings ist dieser Ansatz numerisch problema-
tisch: Die Koeffizienten der betrachteten Polynome sind
aufgrund gestorter Messungen und der bei der numerischen
Berechnung der Faltungsprodukte entstehenden Fehler nur
n&herungsweise bekannt. Dies erfordert die Berechnung ei-
nes n&herungsweisen groften gemeinsamen Teilers, welche
wesentlich schwieriger ist als die Bestimmung eines exak-
ten grofiten gemeinsamen Teilers (vgl. z. B. [3]).

Bemerkung 1 Mit einer leicht verdnderten Methode kann
auf die explizite Approximation der Anfangsbedingungen
verzichtet werden. Dieser alternative Ansatz wird nachfol-
gend kurz skizziert.

Multiplikation von Gleichung (14) mit s"*! liefert
Sy -y —ae TSy 4e T 49, (20)

wobei f und g Polynome in s vom Grad n+ 1 sind. Wendet
man D+2 auf (20) an und multipliziert anschlieBend mit
e%, so folgt nach erneutem Anwenden von DI+2

Drs1+265r (Dr$1+2 (Sn+2y_ aeferrHl)A/)) —-0.

Verwendet man diese Gleichung statt (15a), so werden
weder die Approximation noch eine obere Schranke fiir
7 bendtigt. Dennoch wird auch hier von der Annahme
ausgegangen, dass die Anfangsbedingungen auf dem In-
tervall [—7, 0] 2t — y(t) durch ein Polynom n-ten Grades
mit ausreichender Genauigkeit approximiert werden kon-
nen. Die Kenntnis der Anfangsbedingungen aus der ersten
Methode kann fir andere Problemstellungen nitzlich sein,
beispielsweise fir die Trajektorienplanung.

3.3 Simulationsergebnisse

Die vorgeschlagene Methode wurde in Simulationsstudien
untersucht. Die Werte der dabei verwendeten Parameter
waren durch a= —1, 7 =1 gegeben, wobei die Anfangs-
bedingung auf dem Intervall [—2, —1] gemal’ t — cos 6t
gewdhlt wurde. Um die Empfindlichkeit der Methode ge-
genuber verrauschten Daten zu untersuchen, wurden die
aus der Simulation des Modells erhaltenen Trajektorien
mit einem additiven weillen gauBschen Rauschen mit der
Standardabweichung 0,02 gestort. Der Graph des fir die
Parameteridentifikation verwendeten gestorten Signals ist in
Bild 2 dargestellt.

Zur Berechnung der in den Gleichungen auftretenden In-
tegrale wurde auch hier die Trapezregel verwendet, wobei
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die Abtastzeit 2-10~% betrug. Die Identifikation wurde
fir zwei verschiedene Konfigurationen durchgefihrt, wobei
zur Approximation der Anfangsbedingungen Polynome der
Grade 1 und 5 verwendet wurden. In beiden Fallen wurde
VoNn tmax = 2 als oberer Schranke fir die zu identifizierende

1 2 4 7 o 10

Bild 2: Simulierter Verlauf t— y(t) fiir das System (11) mit Parame-
tern a= —1, = 1 und Anfangsbedingung t +— cos6t auf [—2, —1].

15+
104
057
003
YES
10
180 1% 16 14 12 10 08 06 04 02 00
(gestrichelt)  der

(durchgezogen) auf [—2,0].

Approximation Anfangsbedingungen

Geschitzte Werte fiir 7 (durchgezogen) und a (gestrichelt).

Bild 3: Parameterschatzung fiir das System (11). Approximation der
Anfangsbedingungen durch ein Polynom ersten Grades.

2.0 7
1.5
N
1.0
N
057~
0.0+~
-0.51
-1.07
sd ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20 -18 -16 -14 -12 -10 -08 -06 -04 -02 -0.0
Approximation (gestrichelt) der Anfangsbedingungen

(durchgezogen) auf [—2,0].

Geschitzte Werte fiir 7 (durchgezogen) und a (gestrichelt).

Bild 4: Parameterschatzung fiir das System (11). Approximation der
Anfangsbedingungen durch ein Polynom fiinften Grades.
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Totzeitamplitude ausgegangen. Im oberen Teil von Bild 3
erkennt man, dass die Anfangsbedingungen durch eine af-
fine Funktion nur maRig gut approximiert werden kénnen.
Im unteren Teil desselben Bildes erkennt man, dass die
Parameter dennoch recht genau bestimmt werden konnten,
wenngleich die genauere Approximation der Anfangsbe-
dingungen durch ein Polynom vom Grad 5 (Bild 4 oben)
bessere Ergebnisse liefert (Bild 4 unten).

4 Warmeleiter

In den vorangegangenen Abschnitten konnte der Totzeit-
operator mit Hilfe von Faltungsprodukten aus den System-
gleichungen eliminiert werden, wobei ausgenutzt wurde,
dass er einer Differenzialgleichung bezuglich des Diffe-
renzialoperators s genugt. Ein dhnlicher Ansatz bildet die
Grundlage fur die Verallgemeinerung des Zugangs auf sol-
che Operatoren, die bei der Darstellung der Lésung linearer
partieller Differenzialgleichungen auftreten kdnnen. Auch
diese Operatoren sind Ldsungen von Differenzialgleichun-
gen bezliglich s und kénnen deshalb unter Verwendung von
Faltungsprodukten aus den Systemgleichungen eliminiert
werden. Auf diese Weise wird nachfolgend eine Methode
zur Parameteridentifikation in partiellen Differenzialglei-
chungen abgeleitet, wobei davon ausgegangen wird, dass
lediglich Messungen der Trajektorien von RandgrofRen zur
Verfligung stehen. Als ein erstes Beispiel wird in diesem
Abschnitt die eindimensionale Wérmeleitungsgleichung be-
trachtet.

4.1 Modell

Die zeitliche Entwicklung des Temperaturprofils z
w(z, t) in einem homogenen dunnen Stab der L&nge 1, Gber
dessen Mantel ein Warmeaustausch mit der Umgebung
stattfindet, wird durch die Gleichung

32w (z, t) — Bdw(z, 1) —aw(z,t) =0 (21)

beschrieben. Nimmt man an, dass der betrachtete Stab bei
z=0 ideal isoliert ist, so lautet die zugehdrige Randbedin-

gung
Jw(z,t)=0, z=0.

Die Randbedingung bei z=1 soll hier nicht festgelegt wer-
den, da sie fir die Entwicklung der Methode nicht bendtigt
wird. Stattdessen wird lediglich davon ausgegangen, dass
die Trajektorien t — vp(t) = w(0, t) und t — vy (t) = w(l, t)
der Randwerte des Temperaturprofils bekannt sind und so-
mit zur Bestimmung der unbekannten Parameter & und S
verwendet werden kénnen. Wie in Abschnitt 2 werden ho-
mogene Anfangsbedingungen vorausgesetzt.

4.2 Parameteridentifikation
Operatorenrechnung fiihrt auf

32i(2) —sBlv(z) —al(z) =0, (3,0)(0)=0. (22)
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Mit den geméR

§(2) = cosh (Z\/a—i—,BS) (23a)
sinh (z/a+ Bs)
Jo+ps

gegebenen Operatorfunktionen § und & kann die all-
gemeine Losung der gewodhnlichen Differenzialgleichung
in (22) in der Form

W(2) = S(20(0) + $(2)(3,0)(0)

angegeben werden. Berucksichtigt man auflerdem die
Randbedingung bei z= 0, so werden die GroRen 9 und o1
durch

= S(D)do (24)
zueinander in Beziehung gesetzt.

Anhand von (23) lasst sich ohne weiteres erkennen, dass
die Operatorfunktionen § und S den Differenzialgleichun-
gen

S@) = (23b)

S@= —Sz(Z) (25a)
B a B a
S@ = St ,BS)Sl(Z)_ Yot ﬁs)&(Z) (25b)

gentgen. Das zweifache Anwenden von Dg auf (24) liefert
deshalb

i = %S +i0b S (262)
132

v = f)gSl(l)+f)oﬂSZ(l)+vo4( s

S®)).
(26b)

Dig Gleichungen (24) und (26a) konnen nach 9,S (1) und
5S(1) aufgelost,
%0S(1) =0 (27a)
08S(1) = 2 (000 — 1) /B (27b)

und anschlieBend zur Elimination von (1) und $(1) aus
Gleichung (26b) verwendet werden:

(S -

D001 + 205 (D100 — Dpd1) +
A ﬂzﬁoﬁl B Zﬂ (ﬁiﬁo - %'Afl) _ f)”f)z (28)
4o+ p9) o

Schlielich erhélt man nach Multiplikation mit « + 8s und
Einflihren von

$1 = 2o (90 — Dy01)
9o = (9705 — g Dod — 205 (0 o — Bpd1))
%Z%W
die Gleichung
o
BYs—4=Y2 =
B

Wie im Totzeitfall beschafft man sich die weiteren zur
Berechnung der Parameter bendtigten Gleichungen durch
Integration beziiglich der Zeit, also durch Multiplikation
mit s~ und s72. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem

Y1 +4sy,. (29)
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zur Bestimmung von g und «/g:

S1Ys—4s19\ [ B\ _ [ S i+4%

s 293—4s29,) \a/B)  \s N +4sy,) "
Bezlglich der punktweisen Multiplikation lautet dieses
Gleichungssystem

<Y3,1(t)—4YZ,1(t)> < B ) _ ( y1.1(0) +4y2(t) )
y32(t)—4y20(t) ) \a/p Y1,2() +4y21(D)
mit

k—1
mm—/( —9 e,

k_1D)! k>0,

i=123.

4.3 Simulationsergebnis

Bild 5 zeigt das Ergebnis einer Simulationsstudie fir die
beschriebene Methode. Die Werte der zu bestimmenden
Parameter wurden zu « = 0,5, 8 = 1 gewéhlt. Um die Emp-
findlichkeit der Methode zu Uberpriifen, wurden auch hier
alle zur Identifikation verwendeten Signale durch ein addi-
tives Rauschen gestort. Bild 5 zeigt, dass die Methode fiir
t > 2 brauchbare Schatzwerte fiir die Parameter « und S
liefert.

“o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Simulierte Verldufe ¢ — wvo(t) (durchgezogen), ¢t — v1(¢) (ge-
strichelt).

1.5

1,03 ohzannd

R s T TS INFIE VRS RIS FFRRS FESPEE SIS SO

"0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Geschitzte Werte fiir o (durchgezogen) und 3 (gestrichelt).

Bild 5: Parameterschatzung fiir die Warmeleitungsgleichung mit o =
05 8=1.

5 Allgemeine partielle
Differenzialgleichung zweiter Ordnung

Wie man anhand des vorangegangenen Abschnitts erkennt,
basiert die vorgeschlagene Methode auf der Substitution
von Operatoren mit Hilfe von Faltungsprodukten, wobei die
Tatsache ausgenutzt wird, dass die verwendeten Operatoren
Differenzialgleichungen bezuglich s gentigen. Nachfolgend
werden diese Differenzialgleichungen fir allgemeine li-
neare pDgl. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
angegeben. In Operatorform lautet eine solche Gleichung

921 (2) +2(crS+ B1) 9, 0(2) — (@25 + 2B2S+ 72) (2) =
(30)
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Mit den neuen Parametern «y, B2, 2 geméR

B=—ay), Po=(Pra1—PB). T2=p—

erhalt man daraus

921(2) + 2(uS+ 1) 371 (2)

+ (o2 — a2)S +2(Bras — B2)S+ (B2 — 2))(2) = 0.
(31)

Wie fur die Warmeleitungsgleichung kann die allgemeine
Losung der betrachteten gewdhnlichen Operatordifferential-
gleichung in der Form

W(2) = S (@0(0) + $(2)9,w(0) (32)

geschrieben werden, wobei die Operatorfunktionen & und
S formal? als Loésung der Differenzialgleichung (31) mit
den ,,Anfangsbedingungen*

SO=1, 350 =0 (33a)

$0)=0, 3590 =1 (33b)

definiert sind. Bei der Untersuchung von Randwertaufga-
ben wird anschlieBend die allgemeine Losung (32) in die
Randbedingungen eingesetzt. Das fihrt zundchst auf ein
Gleichungssystem fir die RandgroéBen, in dessen Koeffizi-
enten die Randwerte der Operatorfunktionen S, und $ auf-
treten. Analog zum Beispiel der Warmeleitungsgleichung
konnen diese Operatoren (& und &) eliminiert werden,
wobei die Differenzialgleichungen beziglich s, denen sie
genligen, bendtigt werden. Diese werden nachfolgend auf
zwei verschiedenen Wegen hergeleitet.

5.1 Indirekte Methode

Der nachfolgend beschriebene Ansatz nutzt die explizite
Darstellung von S, und & unter Verwendung der Exponen-
tialfunktion und der hyperbolischen Funktionen:

é_L(Z) — g~ 2e1s+p1) (COSh(Z}L) +(15+ B1) Siﬂh}sz))
(34a)
& (2) = e~ zeastpn SN@) )

A
mit ). = (a2S? +2B25+ )/2)% :
Differenziert man (34) bezuglich s, so folgen
DsS1(2) = —1(25(2) + $(2)) + (0254 B2) x
e—z(a1$+ﬁ1)[ (Z_)\_z(als—i-ﬁl)) sinh(zx)

Z(a1S+ B)A 2 cosh(z/\)]

2 Die Existenz einer solchen Lésung wird dabei stets vorausgesetzt. Bei
den hier untersuchten Gleichungen mit konstanten Koeffizienten kann
die Frage der Existenz der Losung auf die Eigenschaften der Wurzeln
der charakteristischen Gleichung der zu untersuchenden Operatordiffe-
renzialgleichung zuriickgefiihrt werden: Die Ldsung existiert, wenn diese
Waurzeln logarithmisch im Sinne von [9; 10] sind.
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Dséz(Z) = —ozlz$(z) 4 e Aensth) o

(a2S+B2) 172 (z cosh(zr) — S'nh)\(n)) )

Die hierin auftretenden Produkte von hyperbolischen Funk-
tionen und der Exponentialfunktion kdénnen unter Verwen-
dung von (34) durch § und & ausgedriickt werden. Dies
fuhrt auf die gesuchten Differenzialgleichungen beziiglich s
fur S.(2) und $S(2):

DsS(2) = —a1 (25 + S(@) +
(azs+ o) (2= 2 2+ Bu) $@) +
2es+ pr A& @—(us+ S )]

Ds$(2) = ~129(2) + (@25+ )
172 (250 - (@s+ 5 @) - $).

5.2 Direkte Methode

Bei Anwendung der in Abschnitt 5.1 skizzierten Methode
zur Bestimmung einer gesuchten Differenzialgleichung fir
die gemaBR (31) und (33) definierten Operatorfunktionen
werden die Ublichen Ableitungsregeln fir die hyperboli-
schen Funktionen und die Exponentialfunktion verwendet.
In der Operatorenrechnung werden derartige Funktionen als
Ldsungen von Anfangswertproblemen beziiglich z definiert
(vgl. Abschnitt 2.4). Weitere Eigenschaften, wie mdgliche
Reihen- und Integraldarstellungen, werden aus diesen Dif-
ferenzialgleichungen abgeleitet [9]. Dies wirft die Frage
auf, ob auch die Differenzialgleichungen beztglich s, denen
die Funktionen § und & geniigen, direkt aus der definie-
renden Anfangswertaufgabe bezliglich z abgeleitet werden
kdnnen, d.h. aus der Dgl. (31) und den Anfangsbedingun-
gen (33). Dass dies in der Tat moglich ist, wird nachfolgend
gezeigt.
Um die Notation abzukirzen, wird (31) in der Form?
32i(2) + L1d,w(2) + Low(2) =0, Lo, L1 € R[S]

geschrieben. Unter Verwendung zweidimensionaler Opera-
torenrechnung (siehe Abschnitt 7.1), konnen die Operator-
funktionen §, S : R* — M (R) mit Operatoren §,S €
M (R?) identifiziert werden. Der mehrfachen Ableitung be-
ziiglich z, also z+— 31 §(2), entspricht dann der Ausdruck

e
pIS - P (018) .
1=0

Die Operatoren él ég gentgen deshalb den Gleichungen

LS =Li+p, (352)
LS =1, (35h)

3Mit den in (31) verwendeten Parametern gilt L1 =2c1S+B1, Lo =
(@ —a2)S* +2(Bra1 — B2)S+ (B} — v2)-
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mit L = p?+ Ly p+ Lo. Es folgen

59 =1-Le%. (362)
S =5-L:5. (36h)

Im néachsten Schritt wird die (algebraische) Ableitung
D, = d/dp auf (35) angewandt, die der Multiplikation einer
Operatorfunktion Rt — M (R) mit —z entspricht (siehe
Abschnitt 7.2). Zusammen mit (36) liefert dies
LDpS =1-@2p+LS =2L&-LiS -1 (373)
LDpS =@2p+LS =-25+L15. (37b)

Analog erhédlt man durch Anwenden von Ds auf (35)
LS1=L;—(pLi+Lp)S =L LeS — LS (38a)

A
~

LS, = —(pL;+Lp)S = (LjLi— Lp)S — L1 (38b)

Die Gleichungen (35) und (37) werden nach 1, p, él und éz
aufgelost:

1= Léz
p=L <§1—§2L1>

Ly <Dpél+éz) —2LoDpS
L

= 4Lo— L2

» 20,8425 - 11DS

&1L poL + 25 21 psz
ALo— L2

Diese Ausdriicke werden in (38) eingesetzt und die so ent-
stehenden Gleichungen durch L dividiert:

(4Lo—L?)S1 = (2L} Lo — LjLy) (Dpél +§2>
+Lo(~LjL1+2L)) D&
(4Lo—L2)&, = (LjLy —2L)) <Dp§1 +§2)
+ (2L Lo— L2L; + L1Lp) Dp&s
Ersetzt man schlieRlich Ly und Lo, so ergibt sich
22 §1 = ((B1+ 1) (B2 + 29) — 11?) <Dp§1 +§2>

A

+(B2+a29) (32 — 1S+ 1)) D
328, = (B + 9 (DS +$)
— ((B1+ a9 (B2 + 9 +012?) D,
Da die algebraische Ableitung bezuglich p der Multipli-
kation mit —z entspricht, sind diesen Gleichungen (ber
M (R?) die Gleichungen
328(2) = ((BL+s01) (B2 + 029) — 11?) (S(2—25.(2))
—2 (B2 +29) (A — (a15+B1)°) $(2)
1$(2) = (B2+ 09 (£ - 25(2)
+2((B1+ 19 (B2 + @29) +@12?) $(2)
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fur die Operatorfunktionen § und & zugeordnet. Diese
entsprechen exakt den unter Verwendung der expliziten Re-
prasentation (34) erhaltenen Gleichungen. Im Gegensatz
zum ersten Zugang, kann der zweite Ansatz ohne Schwie-
rigkeiten auf Gleichungen héherer Ordnung
n—-1
w(2)+ Y Lidsin(z) =0,
k=0
verallgemeinert werden.

Lk € R[S]

6 Schlussfolgerung

Dieser Beitrag behandelt eine neue Methode zur Parame-
teridentifikation in linearen unendlichdimensionalen Syste-
men. Der Zugang wird sowohl fir Totzeitsysteme, als auch
fur durch ortlich eindimensionale partielle Differenzialglei-
chungen beschriebene Systeme entwickelt. Der Schwer-
punkt des Beitrags liegt dabei auf der Herleitung von
Gleichungssystemen, aus denen die gesuchten Parameter
berechnet werden koénnen. Die Verwendung von Operato-
renrechnung vereinfacht die dazu nétigen Rechenschritte.
Fragen der Identifizierbarkeit, insbesondere die Diskussion
der Eindeutigkeit der Losungen der erhaltenen Gleichungs-
systeme, werden hier nicht in den Vordergrund gestellt.

Im Rahmen des vorgestellten Zugangs wird auch auf Er-
gebnisse zuriickgegriffen, die zuvor bereits fir lineare end-
lichdimensionale Systeme entwickelt wurden. Im Vergleich
zu diesen ergeben sich hier neue Probleme. Beispielsweise
konnte schon fir die einfachste der betrachteten Gleichun-
gen keine Moglichkeit gefunden werden, die es gestattet,
inhomogene Anfangsbedingungen exakt zu beriicksichti-
gen: Anfangsbedingungen werden im Rahmen des hier vor-
gestellten Zugangs polynomial approximiert. Insbesondere
bei der Verwendung dieses Naherungsansatzes wird eine
weitere Schwierigkeit deutlich: Im Gegensatz zu endlichdi-
mensionalen Systemen konnen die schlieRlich zu I6senden
Gleichungen auch polynomiale Ausdriicke in den gesuchten
Parametern enthalten, und zwar auch dann, wenn die zu-
grunde liegenden partiellen Differenzialgleichungssysteme
linear in diesen Parametern sind.

Der Umgang mit diesen Schwierigkeiten, aber auch die
Frage unter welchen Bedingungen die zur Bestimmung der
Parameter verwendeten Gleichungen eindeutige Ldsungen
besitzen, sollten Gegenstand zukinftiger Forschungsarbei-
ten sein.

7 Anhang zur Operatorenrechnung

7.1 Der Korper der Mikusinski-Operatoren

Die Menge der stetigen Funktionen [0, +-oco[— C mit der
punktweise definierten Addition

(fF+9®=fO+9®

4Eine Erweiterung auf Gleichungen mit ortsabhéngigen Koeffizienten,
inshesondere auf solche mit polynomialen Koeffizienten, scheint eben-
falls moglich.
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und dem Faltungsprodukt

t
(Fxg)(t) = / fog(t— e
0

t
:/g(r) f(t—o)dr = (g f)()
0

bildet einen kommutativen Ring. Er wird mit C bezeich-
net. Nach einem Theorem von Titchmarsh [9; 18] ist dieser
Ring C nullteilerfrei:

fxg=0 <« f=0o0derg=0.

Der Quotientenkdrper M von C heit Mikusifski-Korper.
Seine Elemente heiBen (Mikusifski-)Operatoren.

Wird eine Funktion f e C als Element von M aufgefasst,
so schreibt man daftr hdufig { f(t)}. Alternativ wird auch
die bei Verwendung der Laplace-Transformation Ubliche
Schreibweise f fur {f(t)} benutzt. Fir das Produkt axb
zweier Operatoren aus M wird auch einfach ab geschrie-
ben.

Die Operatorenrechnung kann analog auch fir Funktio-
nen mehrerer reeller Veranderlicher eingefiihrt werden [2].
Fur ne N bezeichne Ry Cc R" die Menge {x € R"|x =
(X1, ..., %n), Xi > 0}. Mit C(R™) wird die Menge der auf
R" stetigen Funktionen bezeichnet. Der Trager supp f einer
Funktion f € C(R") ist das Komplement (bezlglich R")
derjenigen Menge, auf der f identisch Null ist. Die Menge
{f e CR")|suppf C Ry} wird mit C(R") bezeichnet. Die
Addition wird, wie fir Funktionen einer Veranderlichen,
punktweise definiert:

(f+9 0= f(x)+9(x) .
Das Faltungsprodukt auf C (R") ist gemaR
(fx @) () = (g F)(X)
X1 Xn
:/.../f(g)g(x—g)dxn...dxl
0 0
definiert. Ausgestattet mit diesen Operationen bildet auch
C(R") einen kommutativen, nullteilerfreien Ring [8]. Des-
halb ist auch hier der Ubergang in den Quotientenkérper
moglich, dieser wird durch M (R") bezeichnet. Der Inte-
grationsoperator beziiglich x; wird mit I; bezeichnet, d.h.
fur feC@®R"),i=1,...,n
{fOXi f(X17 ceey Xi—l? gl ) XI+11 ey Xn)dgl}
; .

Damit sind die Operatoren |; eindeutig definiert, denn es
gilt in C(R™)
lifHhg=digf, f,geC®R".

Differenzialoperatoren s konnen nun als inverse Elemente
zu |l; definiert werden

f
S =— feC@®RM).

li f°
In diesem Beitrag werden lediglich die Koérper M (R) =
M und M (R?) benétigt, auf eine Nummerierung der un-
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abhédngigen Variablen und der zugehdrigen Differenzialope-
ratoren wird deshalb verzichtet. Der Differenzialoperator
bezuglich der Zeit wird wie im skalaren Fall mit s, jener
beziiglich des Ortes mit p bezeichnet.

7.2 Algebraische Ableitung

Sei f € C(R"), dann bezeichnet D;f, i € {1,...,n} die
punktweise Multiplikation von f mit —x;. Diese Operation
ist linear und genugt bezlglich der Multiplikation in C (R")
der Produktregel

Di(fxg) = (Di f)xg+ fx(Dig).

Auf dem Ring C(R™) kann mit D; deshalb wie mit einer
Ableitung gerechnet werden. Die Operationen D; kdnnen
mit der Quotientenregel in den Kérper M (R") fortgesetzt
werden.

Seien auBerdem s,i =1,...,n wie im vorangegangenen
Abschnitt definiert. Dann gilt mit der Quotientenregel

Dis _p @O H - Ol )+

if ;)2
Es ldsst sich zeigen, dass fir f € C(R") die Beziehung
;)2 i=]j

Dif)x(;f)— fx(Djlj f) =
(l)*(]) *(l]) 0. I7éj
gilt. Es folgt Djsj = 6 j, mit dem Kroneckersymbol §; ;.
Die Operation D; entspricht deshalb dem formalen Dif-
ferenzieren beziglich s und wird algebraische Ableitung
beziglich dieses Operators genannt.

In diesem Beitrag wird auf die Nummerierung der algebrai-

schen Ableitungen verzichtet und stattdessen Ds (bzw. Dp)
fur die Ableitungen bezlglich s (bzw. p) geschrieben.

7.3 Anfangsbedingungen fiir Totzeitgleichungen

In diesem Abschnitt wird die der Gleichung (11) zu-
geordnete Operatorgleichung gemaR (12) unter Berick-
sichtigung der Anfangshedingungen hergeleitet. Dazu wird
(12) zundchst integriert. Verwendet man die Zerlegung
y(t) = h(t)y(t) + h(—t)y(t), wobei h die Heavisidefunktion
bezeichnet, so folgt

t

YO -y =a / h(€ — 7)y(& — 7+ h(z — £)y(E — )k .
0

Bettet man die Funktionen aus dieser Gleichung in M (R)
ein, so folgt nach Multiplikation mit s

t
sy—y(0) =ae">'9+as / h(t—&)y( — r)dé}
0

=ae Yy+as f ht— «‘E)Y(E—T)d«?}

0

0
=ae ~y+as fh(t—(«? + f))Y(S)dE} - (39)

—T
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Fiir jede Operatorfunktion & — f (&), die der Einbettung ei-
ner Funktion R? 5 (£,t) — f(£,t) € C in M (R) entspricht,
folgt aus der Definition des Integrals einer Operatorfunk-
tion [10]

& &
/ f(e e | = / (Fo))de .
& &
Somit erhélt man aus (39)
0
sy—y(0)=ae y+ aS/ {ht—¢E+D)} y®0dk.

Mit der Représentation

{ht}
des Totzeitoperators folgt schlieBlich

=sth(t—9)}

0

sy—y(0)=ae~y+a / e S y(E)ds .

-7

Bis auf eine Umbenennung der Integrationsvariablen ent-
spricht diese Gleichung der in (12) angegebenen.
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