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Ein algebraischer Zugang
zur Parameteridentifikation in linearen
unendlichdimensionalen Systemen
An Algebraic Approach to Parameter Identification
in Linear Infinite Dimensional Systems

Joachim Rudolph und Frank Woittennek

Es wird ein algebraischer Zugang zur Parameteridentifikation in linearen verteiltparame-
trischen Systemen vorgestellt. Dabei werden zunächst Systeme mit verzögertem Eingang
und homogenen Anfangsbedingungen untersucht. Eine mögliche Verallgemeinerung
auf Systeme mit inhomogenen Anfangsbedingungen wird am Beispiel einer autonomen
Differenzen-Differenzialgleichung diskutiert. Ein analoger Zugang erlaubt die Identifika-
tion von Parametern auch in Systemen, die durch (örtlich eindimensionale) lineare partielle
Differenzialgleichungen beschrieben werden. Dabei werden lediglich die Trajektorien von
Randgrößen als bekannt vorausgesetzt. Der Zugang wird am Beispiel von partiellen Diffe-
renzialgleichungen zweiter Ordnung bezüglich des Orts, insbesondere der eindimensionalen
Wärmeleitungsgleichung, diskutiert.

An algebraic approach for identification of parameters in linear infinite dimensional systems
based on operational calculus is proposed. First, the method is derived for a system with de-
layed input and homogeneous initial conditions. A possible generalization to delay systems
without input and non-homogeneous initial conditions is sketched. A similar approach is ap-
plicable to systems described by linear partial differential equations which, in particular, is
discussed for second order p. d. e., as for instance the one dimensional heat equation.
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Keywords: Parameter identification, infinite dimensional system, operational calculus,
delay system, heat equation

1 Einleitung

Ein von M. Fliess und H. Sira-Ramı́rez vorgeschlagener al-
gebraischer Ansatz zur Identifikation von Parametern in
linearen (endlichdimensionalen) Systemen [7] hat in jüngs-
ter Zeit zu einer verstärkten Aktivität und interessanten
Arbeiten in diesem Bereich geführt [4; 5]. Der Ansatz
nutzt Operatorenrechnung zur Überführung von Differen-
zialgleichungen [5; 7] oder Differenzengleichungen [4] in
algebraische Gleichungen. Dabei tritt der Operator s an die
Stelle der Zeitableitung, und in den Rechenschritten zur
Bestimmung linearer Gleichungssysteme in den zu identi-

fizierenden Parametern spielt die so genannte algebraische
Ableitung, also die Ableitung nach s, eine wesentliche
Rolle.

Ausgehend von dieser algebraischen Sichtweise auf die
in [7] und einigen der Folgearbeiten entwickelten Metho-
den ergibt sich auch ein Ansatz für einen Zugang zur
Identifikation der Parameter in linearen unendlichdimensio-
nalen Systemen. Für solche Systeme sind in den letzten
Jahren Fortschritte im Bereich der Trajektorienplanung und
Steuerung gemacht worden, die ebenfalls wesentlich auf die
Operatorenrechnung zurückgreifen [6; 11–17]. So erscheint
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ein Versuch der Verallgemeinerung auf diese Klasse von
Systemen vielversprechend.

Es bietet sich an, zunächst den Spezialfall der Totzeitsys-
teme zu behandeln. Dabei stellt sich die Aufgabe einer
simultanen Identifikation der Koeffizienten der Systemglei-
chungen und der Totzeitamplitude(n). Eine Verallgemei-
nerung des Ansatzes aus [7] führt zu brauchbaren Er-
gebnissen. (Eine dieser Verallgemeinerung entsprechende
Methode auf Basis der Distributionentheorie wurde un-
abhängig bereits in [1] veröffentlicht.) Man macht sich
dabei zunutze, dass der Verschiebeoperator exp(−sT ) ei-
ner linearen Differenzialgleichung bezüglich s genügt. Dies
gestattet dessen Elimination aus den Gleichungen für die
Parameter. Auch die Systemgrößen und deren Ableitungen
werden durch Operatoren repräsentiert. Diese werden, im
Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall, nun auch mit-
einander multipliziert. Das führt für die letztlich auszufüh-
renden Berechnungen auf Faltungsintegrale. Ein weiterer
die Identifikation der Parameter erschwerender Unterschied
zu endlichdimensionalen Systemen liegt in der Struktur der
schließlich für die Identifikation verwendeten Gleichungen:
Die zu bestimmenden Parameter können nun auch polyno-
mial in diesen Gleichungen auftreten.

Auch die Behandlung der Anfangsbedingungen erweist sich
als wesentlich schwieriger als im endlichdimensionalen
Fall, in dem sie durch Differentiation nach s eliminiert
werden können. Die bisher entwickelten Algorithmen sind
daher vor allem für die Identifikation ,,aus Gleichgewichts-
lagen heraus“ geeignet. Ein erster Ansatz zur Verallge-
meinerung auf den Fall inhomogener Anfangsbedingungen
wird vorgeschlagen.

Für allgemeinere lineare unendlichdimensionale Systeme
kann man entsprechend den Totzeitsystemen ebenfalls aus-
nutzen, dass sich im Rahmen der Darstellung der Lösung
Operatoren ergeben, die (gewöhnlichen) Differenzialglei-
chungen bezüglich s genügen. Diese lassen sich erneut
für die Elimination der Operatorfunktionen nutzen. Erste
Ergebnisse zu einem solchen Zugang, beispielsweise für
Systeme zweiter Ordnung bezüglich der Ortsableitung (wie
z. B. Wärmeleiter), werden in diesem Beitrag vorgestellt.

2 System mit verzögertem Eingang

Dieser Abschnitt behandelt die Identifikation von Parame-
tern in einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung
mit verzögertem Eingang. Die dafür entwickelte Methode
ist der in [1] veröffentlichten sehr ähnlich. Während diese
jedoch auf der Distributionentheorie basiert, wird hier ein
Zugang über die Operatorenrechnung gewählt.

2.1 Bestimmung eines Gleichungssystems
zur Parameteridentifikation

Gegeben sei ein lineares System

ẏ(t) = ay(t)+bu(t − τ), t > 0, b �= 0 (1a)

mit verzögertem Eingang u und den unbekannten Parame-
tern a, b und τ . Im Falle homogener Anfangsbedingungen

y(0) = 0, u(t) = 0, t ∈ [−τ, 0] (1b)

lautet die zugehörige Operatorgleichung

(s −a)ŷ = be−sτ û . (2)

Formales Differenzieren dieser Gleichung nach dem Diffe-
renzialoperator s liefert

(s −a)ŷ′ + ŷ = be−sτ(û′ − τ û) . (3)

In der durch Multiplikation von (3) mit û entstehenden
Gleichung kann der Ausdruck be−sτ û durch die linke Seite
von (2) ersetzt werden. Man erhält so

av̂1 − τsv̂2 + τav̂2 = v̂2 + sv̂1 (4)

mit v̂1 = ŷ′û − û′ ŷ und v̂2 = û ŷ. Die Ausdrücke a, τ und
aτ werden nachfolgend als voneinander unabhängig aufge-
fasst. Um ein Gleichungssystem zu ihrer Berechnung zu
erhalten, wird (4) mit s−i , i = 1, 2, 3 multipliziert. Dies
liefert (mit ŵ = s−1v̂2 + v̂1)⎛
⎜⎝

s−1v̂1 −v̂2 s−1v̂2

s−2v̂1 −s−1v̂2 s−2v̂2

s−3v̂1 −s−2v̂2 s−3v̂2

⎞
⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
=: Â

⎛
⎜⎝ a

τ

aτ

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝ ŵ

s−1ŵ

s−2ŵ

⎞
⎟⎠ . (5)

Über dem Faltungsring C (vgl. Abschnitt 7) besitzt die-
ses Gleichungssystem offensichtlich keine eindeutige Lö-
sung. Die Regularität der Koeffizientenmatrix Â in (5) über
C (d. h. bezüglich des Faltungsprodukts) wird allerdings
nicht benötigt, da das betrachtete Gleichungssystem nach-
folgend bezüglich der üblichen punktweisen Multiplikation
von Funktionswerten gelöst werden soll. Aus (5) erhält man⎛
⎜⎝v1,1(t) −v2,0(t) v2,1(t)

v1,2(t) −v2,1(t) v2,2(t)

v1,3(t) −v2,2(t) v2,3(t)

⎞
⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
=:A(t)

⎛
⎜⎝ a

τ

aτ

⎞
⎟⎠=

⎛
⎜⎝w(t)

w1(t)

w2(t)

⎞
⎟⎠ (6)

mit vi,0(t) = vi(t) sowie

vi,k(t) =
t∫

0

(t − ξ)k−1

(k −1)! vi(ξ)dξ , k > 0

wk(t) =
t∫

0

(t − ξ)k−1

(k −1)! w(ξ)dξ , k > 0 .

Um die Lösbarkeit dieses Gleichungssystems für ein be-
stimmtes t ∈ R+ zu garantieren, muss die Matrix A(t)
regulär sein. Dies wird im nächsten Unterabschnitt unter-
sucht.

Hat man τ und aτ bestimmt, so lässt sich der dritte unbe-
kannte Parameter b aus Gleichung (2) bzw. (1a) ermitteln.
Dazu wird Gleichung (2) mit s−2 multipliziert. (Das ent-
spricht der zweimaligen Integration von (1a) bezüglich der
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Zeit.) Anschließend kann, bezüglich der punktweisen Mul-
tiplikation, nach b aufgelöst werden:

b =
∫ t

0 (1 − (t − ξ)a)y(ξ)dξ∫ t
0 (t − ξ)u(ξ − τ)dξ

.

2.2 Zur Identifizierbarkeit

Um die Parameter τ und a aus Gleichung (6) berechnen
zu können, muss vorausgesetzt werden, dass A(t) nicht für
alle t ∈ R+ singulär ist. Das soll nachfolgend genauer un-
tersucht werden. Gemäß (2) gilt

bû = esτ ĝŷ , ĝ = s −a . (7)

In der Definition von v̂1 und v̂2 kann û mit Hilfe von (7)
substituiert werden:

bv̂1 = −esτ (τ ĝ+1)ŷ2, bv̂2 = esτ ĝŷ2.

Diese Ausdrücke werden in (5) eingesetzt. Mit r̂ = s−3 ŷ2

ergibt sich so zunächst

bÂ = esτ

⎛
⎜⎝−s2(τ ĝ+1)r̂ −s3 ĝr̂ s2 ĝr̂

−s(τ ĝ+1)r̂ −s2 ĝr̂ sĝr̂

−(τ ĝ+1)r̂ −sĝr̂ ĝr̂

⎞
⎟⎠ .

Mit der Matrix

T =
⎛
⎜⎝ −a2 −a −1

−1 0 0

a(1 −aτ) 1 −aτ −τ

⎞
⎟⎠ ∈R3×3, det T = 1

folgt daraus

bA(t − τ) =
⎛
⎜⎝r(4)(t) r(3)(t) r̈(t)

r(3)(t) r̈(t) ṙ(t)

r(2)(t) ṙ(t) r(t)

⎞
⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
Ā(t)

T−1. (8)

Da b �= 0 gilt, ist A(t) genau dann singulär, wenn Ā(t + τ)

singulär ist. Dies ist offensichtlich genau dann auf ganz R+
der Fall, wenn r, ṙ, r̈ ein und derselben Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung genügen.

2.3 Simulationsergebnis

Bild 1 zeigt das Ergebnis einer Simulationsstudie für die
beschriebene Methode. Die Werte der zu bestimmenden
Parameter wurden zu a = −1, τ = 1, b = 1 gewählt. Alle
Integrationen wurden unter Verwendung der Trapezregel
bei einer Abtastzeit von 0,002 durchgeführt. Um die Sen-
sibilität der Methode bezüglich rauschbehafteter Signale
zu prüfen, wurden die simulierten Trajektorien durch ein
additives weißes gaußsches Rauschen mit der Standardab-
weichung 0,01 gestört.

Im unteren Teil von Bild 1 ist zu erkennen, dass für t > 5
gute Schätzwerte für beide Parameter a und τ zur Verfü-
gung stehen.

Bild 1: Parameterschätzung für das System (1) mit a = −1, τ = 1,
b = 1.

2.4 Herleitung der Differenzialgleichung
für den Totzeitoperator

In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, wie der Totzeitoperator
unter Verwendung von Faltungsprodukten eliminiert wer-
den kann. Bei näherer Betrachtung der Methode erkennt
man, dass dazu ausgenutzt wurde, dass der Totzeitoperator
δ̂(z) = e−sz einer linearen Differenzialgleichung bezüglich
des Differenzialoperators s genügt (Ds = d/ds):

Ds δ̂(z) = −zδ̂(z) . (9)

Diese Differenzialgleichung erhält man zum Beispiel unter
Verwendung der Eigenschaften der Exponentialfunktion. In
der Operatorenrechnung ist diese Funktion als Lösung der
Anfangswertaufgabe

∂z δ̂(z) = −sδ̂(z) , δ̂(0) = 1 (10)

definiert [9]. Vor allem im Hinblick auf eine mögliche
Verallgemeinerung des betrachteten Zugangs auf partielle
Differenzialgleichungen in Abschnitt 5 ist die Frage inte-
ressant, ob (9) direkt aus (10) hergeleitet werden kann. Dies
ist in der Tat möglich. Dazu wird (10) zunächst bezüglich s
differenziert, das ergibt

(∂z + s)Ds δ̂(z) = −δ̂(z) .

Multipliziert man (10) mit z und nutzt die Produktregel
∂z(zδ̂)(z) = δ̂(z)+ z∂z δ̂(z), so folgt außerdem

(∂z + s)(zδ̂)(z) = δ̂(z) .

Die Addition dieser Gleichungen und Division durch
(∂z + s) liefert (9).

Die im letzten Schritt ausgeführte Division fußt für R+ �
z �→ f̂ (z) ∈M(R) auf der Implikation(

(∂z + s) f̂ (z) = 0 ∀z ∈ R+
)

⇒
(

f̂ (z) = 0 ∀z ∈R+
)

.

Diese gilt zwar im hier betrachteten Fall f̂ (z) = Ds δ̂(z)+
zδ̂(z), jedoch offensichtlich nicht allgemein. Deshalb wird
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nachfolgend eine weitere Möglichkeit betrachtet, um Glei-
chung (9) aus (10) zu gewinnen, wobei zweidimensionale
Operatorenrechnung verwendet wird. Die Operatorfunk-

tion δ̂ : R+ →M(R) wird dabei mit einem Operator ˆ̂
δ

aus M(R2) identifiziert (siehe Abschnitt 7). Der Funktion

z �→ ∂z δ̂(z) kann dann der Ausdruck p ˆ̂
δ− δ̂(0) zugeord-

net werden. Auf diese Weise erhält man aus (10) die über
M(R2) zu lesende Operatorgleichung

(p+ s) ˆ̂
δ = 1 .

Bildet man die algebraischen Ableitungen dieser Gleichung
einerseits bezüglich p, andererseits bezüglich s und subtra-
hiert die erhaltenen Gleichungen voneinander, so folgt

(p+ s)

(
Ds

ˆ̂
δ− Dp

ˆ̂
δ

)
= 0 .

Der algebraischen Ableitung bezüglich p in M(R2) ent-
spricht in M(R) die Multiplikation mit −z. Somit folgt
(9) nach Division durch p + s, wobei die Division nun
tatsächlich erlaubt ist, da M(R2) als Körper keine Null-
teiler besitzt. Die zuletzt beschriebene Methode wird in
Abschnitt 5 verwendet, um den Zugang auch auf allgemei-
nere partielle Differenzialgleichungen zu übertragen.

3 Totzeitsystem ohne Eingang

Betrachtet man ein autonomes System, wie z. B.

ẏ(t) = ay(t − τ) , (11)

dann ist die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte
einfache Methode nicht mehr anwendbar: Für homogene
Anfangsbedingungen lässt Gleichung (11), unabhängig von
den Parametern a und τ , nur die triviale Lösung zu. Die
Annahme homogener Anfangsbedingungen muss deshalb
an dieser Stelle aufgegeben werden.

3.1 Bestimmung des Gleichungssystems
zur Parameteridentifikation

Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen lautet die
(11) zugeordnete Operatorgleichung

sŷ − y0 = ae−sτ ŷ + e−sτa

0∫
−τ

y(t)e−tsdt . (12)

Dabei entsprechen der Operator ŷ der Funktion t �→
h(t)y(t), wobei h die Heavisidefunktion ist, und der die An-
fangsbedingungen widerspiegelnde Operator

∫ 0
−τ

y(t)e−tsdt
der Restriktion von y auf das Intervall [−τ, 0] (vgl. Ab-
schnitt 7.3).

Im Gegensatz zu endlichdimensionalen linearen Syste-
men [5; 7] kann der den Anfangsbedingungen zugeordnete
Operator nicht durch einfache algebraische Manipulationen
eliminiert werden. Aus diesem Grund wird nachfolgend ein
Ansatz verfolgt, der auf einer polynomialen Approxima-
tion der Anfangsbedingungen basiert. Dazu wird zunächst

angenommen, dass eine obere Schranke τmax für die Amp-
litude der Totzeit bekannt ist. Diese Schranke kann genutzt
werden, um y auf dem Intervall [−τmax, 0] polynomial zu
approximieren:

y(t) ≈
n∑

k=0

αkt
k, t ∈ [−τmax, 0] .

Setzt man diese Näherung in (12) ein, so erhält man

sŷ − y0 = ae−sτ ŷ +
n∑

k=0

e−sτa

0∫
−τ

αkt
ke−tsdt .

Partielle Integration führt auf

sŷ − y0 = ae−sτ ŷ

+
n∑

k=0

e−sταk

(
eτs

(
k∑

l=0

k! (−τ)k−l

(k − l)! sl+1

)
− k!

sk+1

)
. (13)

Vertauscht man auf der rechten Seite der letzten Gleichung
die Summationsreihenfolge, so erhält man schließlich

sŷ − y0 = ae−sτ f̂ +a
n∑

l=0

τ l ĝl (14)

mit

f̂ = ŷ −
n∑

k=0

αk
k!

sk+1
, ĝl = (−1)l

l!
n∑

k=l

αk
k!

sk−l+1
.

Die Gleichung (14) bildet nun die Grundlage für die Iden-
tifikation. Durch Differenzieren von (14) bezüglich s wird
zunächst die Anfangsbedingung y0 eliminiert:

sŷ′ + ŷ −a
n∑

l=0

τ l ĝ′
l = ae−sτ

(
f̂ ′ − τ f̂

)
. (15a)

Um eine zweite Gleichung zu erhalten, mit der auch der
Totzeitoperator eliminiert werden kann, differenziert man
ein zweites Mal bezüglich s:

sŷ′′ +2ŷ′ −a
n∑

l=0

τ l ĝ′′
l = ae−sτ

(
f̂ ′′ −2τ f̂ ′ + τ2 f̂

)
.

(15b)

Gleichung (15b) wird nun mit f̂ ′ − τ f̂ multipliziert, so-
dass der Totzeitoperator mit Hilfe von (15a) ersetzt werden
kann:(

sŷ′′ +2ŷ′ −a
n∑

l=0

τ l ĝ′′
l

)(
f̂ ′ − τ f̂

)

=
(

sŷ′ + ŷ −a
n∑

l=0

τ l ĝ′
l

)(
f̂ ′′ −2τ f̂ ′ + τ2 f̂

)
. (16)

Nach Ausmultiplizieren der in dieser Gleichung auftreten-
den Produkte, Sortieren nach Potenzen von τ und Multipli-
kation mit s−1 folgt

a
n+2∑
l=0

v̂lτ
l +

2∑
l=0

ŵlτ
k = 0 ,

460



J. Rudolph, F. Woittennek: Ein algebraischer Zugang zur Parameteridentifikation . . . at 9/2007

wobei (mit der Konvention ĝl = 0, l �∈ {0, . . . , n}) die Koef-
fizienten durch

v̂l = s−1
(

f̂ ′′ĝ′
l − ĝ′′

l f̂ ′ + f̂ ĝ′′
l−1 −2 f̂ ′ĝ′

l−1 + f̂ ĝ′
l−2

)
ŵ0 = s−1

((
sŷ′′ +2ŷ′) f̂ ′ − (sŷ′ + ŷ

)
f̂ ′′
)

ŵ1 = 2 f̂ ′ (ŷ′ + s−1 ŷ
)− f̂

(
ŷ′′ +2s−1 ŷ′)

ŵ2 = − f̂
(
ŷ′ + s−1 ŷ

)
gegeben sind.

3.2 Berechnung der Parameter

Ähnlich wie in Abschnitt 2 könnten a, aτ, . . . , aτn+2, τ, τ2

als unabhängige Parameter aufgefasst und aus dem linearen
Gleichungssystem

a
n+2∑
l=0

s−k v̂lτ
l +

2∑
l=0

s−kŵlτ
l = 0, k = 0, . . . , n +4

(17)

bestimmt werden. Allerdings ist nicht in jedem Fall si-
chergestellt, dass diese Gleichungen tatsächlich linear un-
abhängig sind1. Aber auch wenn dies der Fall ist, können
numerische Probleme bei der Lösung des recht umfangrei-
chen Systems linearer Gleichungen auftreten. Aus diesen
Gründen wird nachfolgend ein anderer Weg verfolgt. Es
sei darauf hingewiesen, dass die folgenden Rechenschritte
stets punktweise ausgeführt werden. Die Funktionen, die
den Operatoren s−k v̂l und s−kŵl entsprechen, werden dazu
mit vl,k und wl,k bezeichnet.

Zunächst wird die letzte Gleichung in (17) (k = n +4) dazu
genutzt, den Parameter a aus den restlichen Gleichungen
in (17) zu eliminieren. Auf diese Weise ergeben sich für
k = 0, . . . , n +3(

n+2∑
l=0

vl,k(t)τ
l

)(
2∑

l=0

wk,n+4(t)τ
l

)
−

(
n+2∑
l=0

vl,n+4(t)τ
l

)(
2∑

l=0

wl,k(t)τ
l

)
= 0 , (18)

beziehungsweise

pk(τ) =
n+4∑
l=0

xl,k(t)τ
l = 0 , k = 0, . . . , n +3 , (19)

mit (vl,k(t) = 0, l �∈ {0, . . . , n +2})

xl,k(t) =
2∑

j=0

(
vl− j,k(t)wj,n+4(t)−vl− j,n+4(t)wj,k(t)

)
.

Im nächsten Schritt werden die Wurzeln τ1, . . . , τn+4

des Polynoms p0 berechnet. Der gesuchte Parameter τ ∈
{τ1, . . . , τn+4} genügt neben der Gleichung p0(τ) = 0 auch
den übrigen Gleichungen pk(τ) = 0 in (19). Es sollte

1 Nimmt man beispielsweise an, dass der führende Koeffizient αn der
Approximation der Anfangsbedingungen verschwindet, so sind ĝn und
deshalb v̂n+2 identisch Null.

deshalb möglich sein, den passenden Wert für τ aus
{τ1, . . . , τn+4} auszuwählen, indem die Werte τ1, . . . , τn+4

in die Polynome p1, . . . , pn+3 eingesetzt und die Glei-
chungsfehler

e2
k =

n+3∑
i=1

(pi(τk))
2

ausgewertet werden.

Eine andere Möglichkeit besteht in der Berechnung des
größten gemeinsamen Teilers der Polynome p0, . . . , pn+3

in (19). Allerdings ist dieser Ansatz numerisch problema-
tisch: Die Koeffizienten der betrachteten Polynome sind
aufgrund gestörter Messungen und der bei der numerischen
Berechnung der Faltungsprodukte entstehenden Fehler nur
näherungsweise bekannt. Dies erfordert die Berechnung ei-
nes näherungsweisen größten gemeinsamen Teilers, welche
wesentlich schwieriger ist als die Bestimmung eines exak-
ten größten gemeinsamen Teilers (vgl. z. B. [3]).

Bemerkung 1 Mit einer leicht veränderten Methode kann
auf die explizite Approximation der Anfangsbedingungen
verzichtet werden. Dieser alternative Ansatz wird nachfol-
gend kurz skizziert.

Multiplikation von Gleichung (14) mit sn+1 liefert

sn+2 ŷ − sn+1y0 = ae−sτsn+1 ŷ + e−sτ f̃ + g̃ , (20)

wobei f̃ und g̃ Polynome in s vom Grad n +1 sind. Wendet
man Dn+2

s auf (20) an und multipliziert anschließend mit
esτ , so folgt nach erneutem Anwenden von Dn+2

s

Dn+2
s esτ

(
Dn+2

s

(
sn+2 ŷ −ae−sτsn+1 ŷ

))= 0 .

Verwendet man diese Gleichung statt (15a), so werden
weder die Approximation noch eine obere Schranke für
τ benötigt. Dennoch wird auch hier von der Annahme
ausgegangen, dass die Anfangsbedingungen auf dem In-
tervall [−τ, 0] � t �→ y(t) durch ein Polynom n-ten Grades
mit ausreichender Genauigkeit approximiert werden kön-
nen. Die Kenntnis der Anfangsbedingungen aus der ersten
Methode kann für andere Problemstellungen nützlich sein,
beispielsweise für die Trajektorienplanung.

3.3 Simulationsergebnisse

Die vorgeschlagene Methode wurde in Simulationsstudien
untersucht. Die Werte der dabei verwendeten Parameter
waren durch a = −1, τ = 1 gegeben, wobei die Anfangs-
bedingung auf dem Intervall [−2,−1] gemäß t �→ cos 6t
gewählt wurde. Um die Empfindlichkeit der Methode ge-
genüber verrauschten Daten zu untersuchen, wurden die
aus der Simulation des Modells erhaltenen Trajektorien
mit einem additiven weißen gaußschen Rauschen mit der
Standardabweichung 0,02 gestört. Der Graph des für die
Parameteridentifikation verwendeten gestörten Signals ist in
Bild 2 dargestellt.

Zur Berechnung der in den Gleichungen auftretenden In-
tegrale wurde auch hier die Trapezregel verwendet, wobei
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die Abtastzeit 2 ·10−3 betrug. Die Identifikation wurde
für zwei verschiedene Konfigurationen durchgeführt, wobei
zur Approximation der Anfangsbedingungen Polynome der
Grade 1 und 5 verwendet wurden. In beiden Fällen wurde
von τmax = 2 als oberer Schranke für die zu identifizierende

Bild 2: Simulierter Verlauf t �→ y (t ) für das System (11) mit Parame-
tern a = −1, τ = 1 und Anfangsbedingung t �→ cos6t auf [−2, −1].

Bild 3: Parameterschätzung für das System (11). Approximation der
Anfangsbedingungen durch ein Polynom ersten Grades.

Bild 4: Parameterschätzung für das System (11). Approximation der
Anfangsbedingungen durch ein Polynom fünften Grades.

Totzeitamplitude ausgegangen. Im oberen Teil von Bild 3
erkennt man, dass die Anfangsbedingungen durch eine af-
fine Funktion nur mäßig gut approximiert werden können.
Im unteren Teil desselben Bildes erkennt man, dass die
Parameter dennoch recht genau bestimmt werden konnten,
wenngleich die genauere Approximation der Anfangsbe-
dingungen durch ein Polynom vom Grad 5 (Bild 4 oben)
bessere Ergebnisse liefert (Bild 4 unten).

4 Wärmeleiter

In den vorangegangenen Abschnitten konnte der Totzeit-
operator mit Hilfe von Faltungsprodukten aus den System-
gleichungen eliminiert werden, wobei ausgenutzt wurde,
dass er einer Differenzialgleichung bezüglich des Diffe-
renzialoperators s genügt. Ein ähnlicher Ansatz bildet die
Grundlage für die Verallgemeinerung des Zugangs auf sol-
che Operatoren, die bei der Darstellung der Lösung linearer
partieller Differenzialgleichungen auftreten können. Auch
diese Operatoren sind Lösungen von Differenzialgleichun-
gen bezüglich s und können deshalb unter Verwendung von
Faltungsprodukten aus den Systemgleichungen eliminiert
werden. Auf diese Weise wird nachfolgend eine Methode
zur Parameteridentifikation in partiellen Differenzialglei-
chungen abgeleitet, wobei davon ausgegangen wird, dass
lediglich Messungen der Trajektorien von Randgrößen zur
Verfügung stehen. Als ein erstes Beispiel wird in diesem
Abschnitt die eindimensionale Wärmeleitungsgleichung be-
trachtet.

4.1 Modell

Die zeitliche Entwicklung des Temperaturprofils z �→
w(z, t) in einem homogenen dünnen Stab der Länge 1, über
dessen Mantel ein Wärmeaustausch mit der Umgebung
stattfindet, wird durch die Gleichung

∂2
z w(z, t)−β∂tw(z, t)−αw(z, t) = 0 (21)

beschrieben. Nimmt man an, dass der betrachtete Stab bei
z = 0 ideal isoliert ist, so lautet die zugehörige Randbedin-
gung

∂zw(z, t) = 0, z = 0.

Die Randbedingung bei z = 1 soll hier nicht festgelegt wer-
den, da sie für die Entwicklung der Methode nicht benötigt
wird. Stattdessen wird lediglich davon ausgegangen, dass
die Trajektorien t �→ v0(t) = w(0, t) und t �→ v1(t) = w(1, t)
der Randwerte des Temperaturprofils bekannt sind und so-
mit zur Bestimmung der unbekannten Parameter α und β

verwendet werden können. Wie in Abschnitt 2 werden ho-
mogene Anfangsbedingungen vorausgesetzt.

4.2 Parameteridentifikation

Operatorenrechnung führt auf

∂2
z ŵ(z)− sβŵ(z)−αŵ(z) = 0 , (∂zŵ)(0) = 0 . (22)
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Mit den gemäß

Ŝ1(z) = cosh
(
z
√

α+βs
)

(23a)

Ŝ2(z) = sinh
(
z
√

α+βs
)

√
α+βs

(23b)

gegebenen Operatorfunktionen Ŝ1 und Ŝ2 kann die all-
gemeine Lösung der gewöhnlichen Differenzialgleichung
in (22) in der Form

ŵ(z) = Ŝ1(z)ŵ(0)+ Ŝ2(z)(∂zŵ)(0)

angegeben werden. Berücksichtigt man außerdem die
Randbedingung bei z = 0, so werden die Größen v̂0 und v̂1

durch

v̂1 = Ŝ1(1)v̂0 (24)

zueinander in Beziehung gesetzt.

Anhand von (23) lässt sich ohne weiteres erkennen, dass
die Operatorfunktionen Ŝ1 und Ŝ2 den Differenzialgleichun-
gen

Ŝ′
1(z) = zβ

2
Ŝ2(z) (25a)

Ŝ′
2(z) = zβ

2(α+βs)
Ŝ1(z)− β

2(α+βs)
Ŝ2(z) (25b)

genügen. Das zweifache Anwenden von Ds auf (24) liefert
deshalb

v̂′
1 = v̂′

0 Ŝ1(1)+ v̂0
β

2
Ŝ2(1) (26a)

v̂′′
1 = v̂′′

0 Ŝ1(1)+ v̂′
0β Ŝ2(1)+ v̂0

β2

4(α+βs)

(
Ŝ1(1)− Ŝ2(1)

)
.

(26b)

Die Gleichungen (24) und (26a) können nach v̂0 Ŝ1(1) und
v̂2

0 Ŝ2(1) aufgelöst,

v̂0 Ŝ1(1) = v̂1 (27a)

v̂2
0 Ŝ2(1) = 2

(
v̂′

1v̂0 − v̂′
0v̂1
)
/β , (27b)

und anschließend zur Elimination von Ŝ1(1) und Ŝ2(1) aus
Gleichung (26b) verwendet werden:

v̂′′
0 v̂0v̂1 +2v̂′

0

(
v̂′

1v̂0 − v̂′
0v̂1
)+

v̂0
β2v̂0v̂1 −2β

(
v̂′

1v̂0 − v̂′
0v̂1
)

4(α+βs)
= v̂′′

1 v̂
2
0. (28)

Schließlich erhält man nach Multiplikation mit α+βs und
Einführen von

ŷ1 = 2v̂0
(
v̂′

1v̂0 − v̂′
0v̂1
)

ŷ2 = (v̂′′
1 v̂

2
0 − v̂′′

0 v̂0v̂1 −2v̂′
0

(
v̂′

1v̂0 − v̂′
0v̂1
))

ŷ3 = v̂2
0v̂1

die Gleichung

β ŷ3 −4
α

β
ŷ2 = ŷ1 +4sŷ2 . (29)

Wie im Totzeitfall beschafft man sich die weiteren zur
Berechnung der Parameter benötigten Gleichungen durch
Integration bezüglich der Zeit, also durch Multiplikation
mit s−1 und s−2. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem

zur Bestimmung von β und α/β:(
s−1 ŷ3−4s−1 ŷ2

s−2 ŷ3−4s−2 ŷ2

)(
β

α/β

)
=
(

s−1 ŷ1 +4ŷ2

s−2 ŷ1 +4s−1 ŷ2

)
.

Bezüglich der punktweisen Multiplikation lautet dieses
Gleichungssystem(

y3,1(t)−4y2,1(t)
y3,2(t)−4y2,2(t)

)(
β

α/β

)
=
(

y1,1(t)+4y2(t)
y1,2(t)+4y2,1(t)

)
mit

yi,k(t) =
t∫

0

(t − ξ)k−1

(k −1)! yi(ξ)dξ , k > 0 , i = 1, 2, 3 .

4.3 Simulationsergebnis

Bild 5 zeigt das Ergebnis einer Simulationsstudie für die
beschriebene Methode. Die Werte der zu bestimmenden
Parameter wurden zu α = 0,5, β = 1 gewählt. Um die Emp-
findlichkeit der Methode zu überprüfen, wurden auch hier
alle zur Identifikation verwendeten Signale durch ein addi-
tives Rauschen gestört. Bild 5 zeigt, dass die Methode für
t > 2 brauchbare Schätzwerte für die Parameter α und β

liefert.

Bild 5: Parameterschätzung für die Wärmeleitungsgleichung mit α =
0,5, β = 1.

5 Allgemeine partielle
Differenzialgleichung zweiter Ordnung

Wie man anhand des vorangegangenen Abschnitts erkennt,
basiert die vorgeschlagene Methode auf der Substitution
von Operatoren mit Hilfe von Faltungsprodukten, wobei die
Tatsache ausgenutzt wird, dass die verwendeten Operatoren
Differenzialgleichungen bezüglich s genügen. Nachfolgend
werden diese Differenzialgleichungen für allgemeine li-
neare pDgl. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
angegeben. In Operatorform lautet eine solche Gleichung

∂2
z ŵ(z)+2(α1s +β1)∂zŵ(z)− (ᾱ2s2 +2β̄2s + γ̄2

)
ŵ(z) = 0 .

(30)
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Mit den neuen Parametern α2, β2, γ2 gemäß

ᾱ2 = (α2
1 −α2) , β̄2 = (β1α1 −β2) , γ̄2 = β2

1 −γ2

erhält man daraus

∂2
z ŵ(z)+2(α1s +β1)∂zŵ(z)

+ ((α2
1 −α2

)
s2 +2(β1α1 −β2)s + (β2

1 −γ2
))

ŵ(z) = 0 .

(31)

Wie für die Wärmeleitungsgleichung kann die allgemeine
Lösung der betrachteten gewöhnlichen Operatordifferential-
gleichung in der Form

ŵ(z) = Ŝ1(z)ŵ(0)+ Ŝ2(z)∂zŵ(0) (32)

geschrieben werden, wobei die Operatorfunktionen Ŝ1 und
Ŝ2 formal2 als Lösung der Differenzialgleichung (31) mit
den ,,Anfangsbedingungen“

Ŝ1(0) = 1 , (∂z Ŝ1)(0) = 0 (33a)

Ŝ2(0) = 0 , (∂z Ŝ2)(0) = 1 (33b)

definiert sind. Bei der Untersuchung von Randwertaufga-
ben wird anschließend die allgemeine Lösung (32) in die
Randbedingungen eingesetzt. Das führt zunächst auf ein
Gleichungssystem für die Randgrößen, in dessen Koeffizi-
enten die Randwerte der Operatorfunktionen Ŝ1 und Ŝ2 auf-
treten. Analog zum Beispiel der Wärmeleitungsgleichung
können diese Operatoren (Ŝ1 und Ŝ2) eliminiert werden,
wobei die Differenzialgleichungen bezüglich s, denen sie
genügen, benötigt werden. Diese werden nachfolgend auf
zwei verschiedenen Wegen hergeleitet.

5.1 Indirekte Methode

Der nachfolgend beschriebene Ansatz nutzt die explizite
Darstellung von Ŝ1 und Ŝ2 unter Verwendung der Exponen-
tialfunktion und der hyperbolischen Funktionen:

Ŝ1(z) = e−z(α1s+β1)

(
cosh(zλ)+ (α1s +β1)

sinh(λz)

λ

)
(34a)

Ŝ2(z) = e−z(α1s+β1) sinh(zλ)

λ
, (34b)

mit λ = (α2s2 +2β2s +γ2
) 1

2 .

Differenziert man (34) bezüglich s, so folgen

Ds Ŝ1(z) = −α1
(
zŜ1(z)+ Ŝ2(z)

)+ (α2s +β2)×
e−z(α1s+β1)

[ (
z−λ−2(α1s +β1)

) sinh(zλ)

λ
+

z(α1s +β1)λ
−2 cosh(zλ)

]
2 Die Existenz einer solchen Lösung wird dabei stets vorausgesetzt. Bei
den hier untersuchten Gleichungen mit konstanten Koeffizienten kann
die Frage der Existenz der Lösung auf die Eigenschaften der Wurzeln
der charakteristischen Gleichung der zu untersuchenden Operatordiffe-
renzialgleichung zurückgeführt werden: Die Lösung existiert, wenn diese
Wurzeln logarithmisch im Sinne von [9; 10] sind.

Ds Ŝ2(z) = −α1zŜ2(z)+ e−z(α1s+β1) ×
(α2s +β2) λ−2

(
z cosh(zλ)− sinh(zλ)

λ

)
.

Die hierin auftretenden Produkte von hyperbolischen Funk-
tionen und der Exponentialfunktion können unter Verwen-
dung von (34) durch Ŝ1 und Ŝ2 ausgedrückt werden. Dies
führt auf die gesuchten Differenzialgleichungen bezüglich s
für Ŝ1(z) und Ŝ2(z):

Ds Ŝ1(z) = −α1
(
zŜ1(z)+ Ŝ2(z)

)+
(α2s +β2)

[ (
z −λ−2(α1s +β1)

)
Ŝ2(z)+

z(α1s +β1)λ
−2(Ŝ1(z)−(α1s +β1)Ŝ2(z)

)]
Ds Ŝ2(z) = −α1zŜ2(z)+ (α2s +β2)×

λ−2
(
z(Ŝ1(z)− (α1s +β1)Ŝ2(z))− Ŝ2(z)

)
.

5.2 Direkte Methode

Bei Anwendung der in Abschnitt 5.1 skizzierten Methode
zur Bestimmung einer gesuchten Differenzialgleichung für
die gemäß (31) und (33) definierten Operatorfunktionen
werden die üblichen Ableitungsregeln für die hyperboli-
schen Funktionen und die Exponentialfunktion verwendet.
In der Operatorenrechnung werden derartige Funktionen als
Lösungen von Anfangswertproblemen bezüglich z definiert
(vgl. Abschnitt 2.4). Weitere Eigenschaften, wie mögliche
Reihen- und Integraldarstellungen, werden aus diesen Dif-
ferenzialgleichungen abgeleitet [9]. Dies wirft die Frage
auf, ob auch die Differenzialgleichungen bezüglich s, denen
die Funktionen Ŝ1 und Ŝ2 genügen, direkt aus der definie-
renden Anfangswertaufgabe bezüglich z abgeleitet werden
können, d. h. aus der Dgl. (31) und den Anfangsbedingun-
gen (33). Dass dies in der Tat möglich ist, wird nachfolgend
gezeigt.

Um die Notation abzukürzen, wird (31) in der Form3

∂2
z ŵ(z)+ L1∂zw(z)+ L0ŵ(z) = 0 , L0, L1 ∈ R[s]

geschrieben. Unter Verwendung zweidimensionaler Opera-
torenrechnung (siehe Abschnitt 7.1), können die Operator-

funktionen Ŝ1, Ŝ2 : R+ →M(R) mit Operatoren ˆ̂S1,
ˆ̂S2 ∈

M(R2) identifiziert werden. Der mehrfachen Ableitung be-
züglich z, also z �→ ∂

j
z Ŝi(z), entspricht dann der Ausdruck

p j ˆ̂Si −
j−1∑
l=0

p j−l−1
(
∂l

z Ŝi

)
(0) .

Die Operatoren ˆ̂S1, ˆ̂S2 genügen deshalb den Gleichungen

L ˆ̂S1 = L1 + p , (35a)

L ˆ̂S2 = 1 , (35b)

3 Mit den in (31) verwendeten Parametern gilt L1 = 2α1s +β1, L0 =
(α2

1 −α2)s2 +2(β1α1 −β2)s+ (β2
1 −γ2).
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mit L = p2 + L1 p+ L0. Es folgen

p ˆ̂S1(s) = 1 − L0
ˆ̂S2 , (36a)

p ˆ̂S2(s) = ˆ̂S1 − L1
ˆ̂S2 . (36b)

Im nächsten Schritt wird die (algebraische) Ableitung
Dp = d/dp auf (35) angewandt, die der Multiplikation einer
Operatorfunktion R+ →M(R) mit −z entspricht (siehe
Abschnitt 7.2). Zusammen mit (36) liefert dies

L Dp
ˆ̂S1 = 1 − (2p+ L1)

ˆ̂S1 = 2L0
ˆ̂S2 − L1

ˆ̂S1 −1 (37a)

L Dp
ˆ̂S2 = (2p+ L1)

ˆ̂S2 = −2 ˆ̂S1 + L1
ˆ̂S2 . (37b)

Analog erhält man durch Anwenden von Ds auf (35)

L ˆ̂S′
1 = L ′

1 − (pL ′
1 + L ′

0

) ˆ̂S1 = L ′
1L0

ˆ̂S2 − L ′
0
ˆ̂S1 (38a)

L ˆ̂S′
2 = −(pL ′

1 + L ′
0

) ˆ̂S2 = (L ′
1L1 − L ′

0

) ˆ̂S2 − L ′
1
ˆ̂S1. (38b)

Die Gleichungen (35) und (37) werden nach 1, p, ˆ̂S1 und ˆ̂S2

aufgelöst:

1 = L ˆ̂S2

p = L

( ˆ̂S1 − ˆ̂S2L1

)

ˆ̂S1 = L
L1

(
Dp

ˆ̂S1 + ˆ̂S2

)
−2L0Dp

ˆ̂S2

4L0 − L2
1

ˆ̂S2 = L
2Dp

ˆ̂S1 +2 ˆ̂S2 − L1Dp
ˆ̂S2

4L0 − L2
1

.

Diese Ausdrücke werden in (38) eingesetzt und die so ent-
stehenden Gleichungen durch L dividiert:(

4L0 − L2
1

) ˆ̂S′
1 = (2L ′

1L0 − L ′
0L1
)(

Dp
ˆ̂S1 + ˆ̂S2

)
+ L0

(−L ′
1L1 +2L ′

0

)
Dp

ˆ̂S2(
4L0 − L2

1

) ˆ̂S′
2 = (L ′

1L1 −2L ′
0

)(
Dp

ˆ̂S1 + ˆ̂S2

)
+ (2L ′

1L0 − L2
1L ′

1 + L1L ′
0

)
Dp

ˆ̂S2 .

Ersetzt man schließlich L1 und L0, so ergibt sich

λ2 ˆ̂S′
1 = ((β1 + sα1)(β2 +α2s)−α1λ

2)(Dp
ˆ̂S1 + ˆ̂S2

)
+ (β2 +α2s)

(
λ2 − (α1s +β1)

2) Dp
ˆ̂S2

λ2 ˆ̂S′
2 = (β2 +α2s)

(
Dp

ˆ̂S1 + ˆ̂S2
)

− ((β1 +α1s)(β2 +α2s)+α1λ
2)Dp

ˆ̂S2 .

Da die algebraische Ableitung bezüglich p der Multipli-
kation mit −z entspricht, sind diesen Gleichungen über
M(R2) die Gleichungen

λ2 Ŝ′
1(z) = ((β1 + sα1)(β2 +α2s)−α1λ

2)(Ŝ2(z)−zŜ1(z)
)

− z (β2 +α2s)
(
λ2 − (α1s +β1)

2) Ŝ2(z)

λ2 Ŝ′
2(z) = (β2 +α2s)

(
Ŝ2(z)− zŜ1(z)

)
+ z
(
(β1 +α1s)(β2 +α2s)+α1λ

2)Ŝ2(z)

für die Operatorfunktionen Ŝ1 und Ŝ2 zugeordnet. Diese
entsprechen exakt den unter Verwendung der expliziten Re-
präsentation (34) erhaltenen Gleichungen. Im Gegensatz
zum ersten Zugang, kann der zweite Ansatz ohne Schwie-
rigkeiten auf Gleichungen höherer Ordnung

∂n
z ŵ(z)+

n−1∑
k=0

Lk∂
k
z ŵ(z) = 0 , Lk ∈R[s]

verallgemeinert werden4.

6 Schlussfolgerung

Dieser Beitrag behandelt eine neue Methode zur Parame-
teridentifikation in linearen unendlichdimensionalen Syste-
men. Der Zugang wird sowohl für Totzeitsysteme, als auch
für durch örtlich eindimensionale partielle Differenzialglei-
chungen beschriebene Systeme entwickelt. Der Schwer-
punkt des Beitrags liegt dabei auf der Herleitung von
Gleichungssystemen, aus denen die gesuchten Parameter
berechnet werden können. Die Verwendung von Operato-
renrechnung vereinfacht die dazu nötigen Rechenschritte.
Fragen der Identifizierbarkeit, insbesondere die Diskussion
der Eindeutigkeit der Lösungen der erhaltenen Gleichungs-
systeme, werden hier nicht in den Vordergrund gestellt.

Im Rahmen des vorgestellten Zugangs wird auch auf Er-
gebnisse zurückgegriffen, die zuvor bereits für lineare end-
lichdimensionale Systeme entwickelt wurden. Im Vergleich
zu diesen ergeben sich hier neue Probleme. Beispielsweise
konnte schon für die einfachste der betrachteten Gleichun-
gen keine Möglichkeit gefunden werden, die es gestattet,
inhomogene Anfangsbedingungen exakt zu berücksichti-
gen: Anfangsbedingungen werden im Rahmen des hier vor-
gestellten Zugangs polynomial approximiert. Insbesondere
bei der Verwendung dieses Näherungsansatzes wird eine
weitere Schwierigkeit deutlich: Im Gegensatz zu endlichdi-
mensionalen Systemen können die schließlich zu lösenden
Gleichungen auch polynomiale Ausdrücke in den gesuchten
Parametern enthalten, und zwar auch dann, wenn die zu-
grunde liegenden partiellen Differenzialgleichungssysteme
linear in diesen Parametern sind.

Der Umgang mit diesen Schwierigkeiten, aber auch die
Frage unter welchen Bedingungen die zur Bestimmung der
Parameter verwendeten Gleichungen eindeutige Lösungen
besitzen, sollten Gegenstand zukünftiger Forschungsarbei-
ten sein.

7 Anhang zur Operatorenrechnung

7.1 Der Körper der Mikusiński-Operatoren

Die Menge der stetigen Funktionen [0,+∞[→C mit der
punktweise definierten Addition

( f + g)(t) = f(t)+ g(t)

4 Eine Erweiterung auf Gleichungen mit ortsabhängigen Koeffizienten,
insbesondere auf solche mit polynomialen Koeffizienten, scheint eben-
falls möglich.
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und dem Faltungsprodukt

( f 	 g)(t) =
t∫

0

f(τ)g(t − τ)dτ

=
t∫

0

g(τ) f(t − τ)dτ = (g 	 f )(t)

bildet einen kommutativen Ring. Er wird mit C bezeich-
net. Nach einem Theorem von Titchmarsh [9; 18] ist dieser
Ring C nullteilerfrei:

f 	 g = 0 ⇔ f = 0 oder g = 0 .

Der Quotientenkörper M von C heißt Mikusiński-Körper.
Seine Elemente heißen (Mikusiński-)Operatoren.

Wird eine Funktion f ∈ C als Element von M aufgefasst,
so schreibt man dafür häufig { f(t)}. Alternativ wird auch
die bei Verwendung der Laplace-Transformation übliche
Schreibweise f̂ für { f(t)} benutzt. Für das Produkt a 	b
zweier Operatoren aus M wird auch einfach ab geschrie-
ben.

Die Operatorenrechnung kann analog auch für Funktio-
nen mehrerer reeller Veränderlicher eingeführt werden [2].
Für n ∈ N bezeichne Rn

0 ⊂ Rn die Menge {x ∈ Rn|x =
(x1, . . . , xn), xi ≥ 0}. Mit C(Rn) wird die Menge der auf
Rn stetigen Funktionen bezeichnet. Der Träger supp f einer
Funktion f ∈ C(Rn) ist das Komplement (bezüglich Rn)
derjenigen Menge, auf der f identisch Null ist. Die Menge
{ f ∈ C(Rn)|supp f ⊂ Rn

0} wird mit C(Rn) bezeichnet. Die
Addition wird, wie für Funktionen einer Veränderlichen,
punktweise definiert:

( f + g)(x) = f(x)+ g(x) .

Das Faltungsprodukt auf C(Rn) ist gemäß

( f 	 g)(x) = (g 	 f )(x)

=
x1∫

0

· · ·
xn∫

0

f(ξ)g(x − ξ)dxn · · · dx1

definiert. Ausgestattet mit diesen Operationen bildet auch
C(Rn) einen kommutativen, nullteilerfreien Ring [8]. Des-
halb ist auch hier der Übergang in den Quotientenkörper
möglich, dieser wird durch M(Rn) bezeichnet. Der Inte-
grationsoperator bezüglich xi wird mit li bezeichnet, d. h.
für f ∈ C(Rn), i = 1, . . . , n

li =
{∫ xi

0 f(x1, . . . , xi−1, ξi , xi+1, . . . , xn)dξi
}

f
.

Damit sind die Operatoren li eindeutig definiert, denn es
gilt in C(Rn)

(li f )g = (li g) f , f, g ∈ C(Rn) .

Differenzialoperatoren si können nun als inverse Elemente
zu li definiert werden

si = f

li f
, f ∈ C(Rn) .

In diesem Beitrag werden lediglich die Körper M(R) =
M und M(R2) benötigt, auf eine Nummerierung der un-

abhängigen Variablen und der zugehörigen Differenzialope-
ratoren wird deshalb verzichtet. Der Differenzialoperator
bezüglich der Zeit wird wie im skalaren Fall mit s, jener
bezüglich des Ortes mit p bezeichnet.

7.2 Algebraische Ableitung

Sei f ∈ C(Rn), dann bezeichnet Di f , i ∈ {1, . . . , n} die
punktweise Multiplikation von f mit −xi . Diese Operation
ist linear und genügt bezüglich der Multiplikation in C(Rn)

der Produktregel

Di( f 	 g) = (Di f ) 	 g+ f 	 (Dig) .

Auf dem Ring C(Rn) kann mit Di deshalb wie mit einer
Ableitung gerechnet werden. Die Operationen Di können
mit der Quotientenregel in den Körper M(Rn) fortgesetzt
werden.

Seien außerdem si , i = 1, . . . , n wie im vorangegangenen
Abschnitt definiert. Dann gilt mit der Quotientenregel

Disj = Di
f

lj f
= (Di f ) 	 (lj f )− (Dilj f ) 	 f

(lj f )2
.

Es lässt sich zeigen, dass für f ∈ C(Rn) die Beziehung

(Di f ) 	 (lj f )− f 	 (Dilj f ) =
{

(lj f )2, i = j

0, i �= j

gilt. Es folgt Disj = δi, j , mit dem Kroneckersymbol δi, j .
Die Operation Di entspricht deshalb dem formalen Dif-
ferenzieren bezüglich si und wird algebraische Ableitung
bezüglich dieses Operators genannt.

In diesem Beitrag wird auf die Nummerierung der algebrai-
schen Ableitungen verzichtet und stattdessen Ds (bzw. Dp)
für die Ableitungen bezüglich s (bzw. p) geschrieben.

7.3 Anfangsbedingungen für Totzeitgleichungen

In diesem Abschnitt wird die der Gleichung (11) zu-
geordnete Operatorgleichung gemäß (12) unter Berück-
sichtigung der Anfangsbedingungen hergeleitet. Dazu wird
(12) zunächst integriert. Verwendet man die Zerlegung
y(t) = h(t)y(t)+h(−t)y(t), wobei h die Heavisidefunktion
bezeichnet, so folgt

y(t)− y(0) = a

t∫
0

h(ξ − τ)y(ξ − τ)+h(τ − ξ)y(ξ − τ)dξ .

Bettet man die Funktionen aus dieser Gleichung in M(R)

ein, so folgt nach Multiplikation mit s

sŷ−y(0) = ae−sτ ŷ +as

⎧⎨
⎩

t∫
0

h(τ−ξ)y(ξ − τ)dξ

⎫⎬
⎭

= ae−sτ ŷ +as

⎧⎨
⎩

τ∫
0

h(t − ξ)y(ξ−τ)dξ

⎫⎬
⎭

= ae−sτ ŷ +as

⎧⎨
⎩

0∫
−τ

h(t−(ξ + τ))y(ξ)dξ

⎫⎬
⎭ . (39)
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Für jede Operatorfunktion ξ �→ f̂ (ξ), die der Einbettung ei-
ner Funktion R2 � (ξ, t) �→ f(ξ, t) ∈ C in M(R) entspricht,
folgt aus der Definition des Integrals einer Operatorfunk-
tion [10]⎧⎪⎨
⎪⎩

ξ1∫
ξ0

f(ξ, t)dξ

⎫⎪⎬
⎪⎭=

ξ1∫
ξ0

{ f̂ (ξ)}dξ .

Somit erhält man aus (39)

sŷ − y(0) = ae−sτ ŷ +as

0∫
−τ

{
h
(
t − (ξ + τ)

)}
y(ξ)dξ .

Mit der Repräsentation

e−sζ = {h(t − ζ)}
{h(t)} = s{h(t − ζ)}

des Totzeitoperators folgt schließlich

sŷ − y(0) = ae−sτ ŷ +a

0∫
−τ

e−s(τ+ξ)y(ξ)dξ .

Bis auf eine Umbenennung der Integrationsvariablen ent-
spricht diese Gleichung der in (12) angegebenen.
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[6] Fliess� M�, H� Mounier, P� Rouchon und J� Ru�
dolph: Systèmes linéaires sur les opérateurs de Mikusiński
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