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Anwendungen und Einteilung von
Optimierungsaufgaben

Beispiele fiir Optimierungsaufgaben:

a) (Schulmathematik)

Finde das Rechteck mit maximalem Fldcheninhalt, so dass der Umfang U = 10m
betrégt.
Also:

max f(z,y) = z-y
unter der Nebenbedingung
U(z,y) = 2042y = 10.

b) (Analysis II) Lagrange — Multiplikator

Bestimme die lokalen Extrema der Funktion f(x,y) = 422 — 3zy auf dem Ein-
heitskreis.
Das heif3t:

min(max) f(x,y)

unter der Nebenbedingung

glz,y) = 2> +y* =1 = 0.
Losung: Fiir eine Losung (z*, y*) gilt:

VI y") = AVg(a®,y)

wobei A € R ein Lagrange — Multiplikator ist.
Zu l6sen ist also

8z* —3y* = A2z*
—3z* = A2y*
@)+ ()?-1 = 0
Ergebnis: A = —% oder A = % .
i) Zu A= —% ergeben sich die Losungen

1

@) = (2o 2 )

ii) Zu A = § erhalten wir
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Im Falle ¢) ist
1
flz*,y*) = -3 = lokales Minima auf dem Einheitskreis

Im Falle i7) ist

fl@*,y*) = g = lokales Maxima auf dem Einheitskreis

c) Angebotsauswertung

Ein Unternehmen will eine betsimmte Menge M eines Gutes einkaufen und holt
Angebote von n Lieferfirmen ein, von denen keine die gewiinschte Gesamtmenge
liefern kann.

Annahme: Anbieter ¢ liefert max; Stiick zum Preis f;(z;) wobei z; die bestellte
Stiickzahl ist.

Die zu Losende Aufgabe ist demnach

min f(x) = Zfz(xz)

n
u.d.N. le =M , 0<z;<max , i=1,...n
. (]

d) Design der Nase eines Flugzeugs

Zu entwerfen ist die Nase eines Flugzeuges mit dem Ziel, den Luftwiderstand
bei einer vorgesehenen Reisegeschwindigkeit zu minimieren.

Die Flugzeugnase ist bei vorgegebenen Endradius R durch die Radien r1, 72,73,
die Winkel a1, as, ag und dem Kugelradius rg vollstandig festgelegt.
Die Aufgabe 148t sich nun formulieren durch

min LW (rg, 1,72, r3, 1, 2, o)

u.d.N (1

) Volumen(rg,r1,..,a3) > W
(“) Lange(ro, saz) < Lo

i) .

)
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e) Tikhonov — Phillips — Regularisierung
Sind X,Y Hilbertrdume und A € L(X,Y) kompakt, so definiert

inf J(r) = inf |47 —gll% + 7 171 (11)
eine Regularisierung der Operatorgleichung
Af =g.
Die Losung f, von (1.1) l6st auch
(A"A + D) f, = Ag

und es gilt
[y — Afg , g€ED(AT) v —0.

Alle Probleme a) - e) lassen sich in der Form schreiben
inf/min f(x)
wd. N ) ¢gi(z) <0 , i=1,..,p
i) hj(z)=0 , j=p+1,..m
iii) z € B

(1.2)

Dabeisind f : X - R, g: X — RP, h: X — R™ P gegebene Funktionen und
B C X. X ist ein Vektorraum.

Wir nennen (1.2) ein nichtlineares (Optimierungs-) Problem (NLP). Die Menge
{r € X : x erfiillt i) — 4i7)} ist die Menge der zuldssigen Vektoren.

Einteilung von Optimierungsproblemen:

1) Nichtrestringiertes Optimierungsproblem:
p=m=0,8=X.

2) Lineares Optimierungsproblem:
fi91, s 9ps hpt1, ..., by sind affin linear, B = R" = X.

3) Quadratisches Optimierungsproblem:
f ist quatratisch (z.B: f(z) = %ZETQSC + Tz +b,Q € R*™™ symmetrisch,
ceR"beR),B=R"=X, g1, ..., §p; hpt1, ..., h, affin linear.

4) Konvexes Optimierungsproblem:
fy g1, ..., gp sind konvexe Funktionen, h,41, ..., Ay, affin linear,
B=R"=X.

5) Glatte, nichtlineare Optimierung:
fr915-Gps Bpt1, oo, B, sind (zumindest einmal) differenzierbar,
B=R"=X.

6) Diskrete Optimierung;:
Lineare Optimierung mit B C Z™ oder B C {0,1}".
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Bemerkung:
a) Wegen
inf{f(x)} = —sup{—f(z)}

kénnen wir uns auf Minimierungsprobleme beschréanken.

b) Ist dim X = oo, so spricht man von semi-infiniten Problemen.
In dieser Vorlesung ist stehts X = R™.
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Lineare Optimierung, 1. Teil: Das
Simplexverfahren

2.1 Lineare Programme und geometrische Grundlagen

Die allgemeinste Form eines linearen Programmes (Optimierungsproblems) ist

min ¢’z

(LP) mit z€R™ : b < Az < b
Il <z <u

fiir gegebene Vektoren ¢ € R™; b,b € (RU {+oo})™; l,u € (R U {+oo})" und
A e R™x™,

Anmerkung: Esseiz <y < z; <y;,it=1,...n fir z,y € R™.

Beispiel 2.1 Das Didtproblem:
Ein Bauer habe zwei Ndihrstoffe fir die Zusammensetzung von Kuhfutter zur Aus-
wahl:

1) Kraftfutter

2) Klee

Kohlenhydrate  Proteine Vitamine  Kosten
1 E Kraftfutter 20 F 15 FE S F 10 Euro
1 F Klee 20 F 3 FE 10FE 7 Euro
Bedarf/Tag 60 £ 15 E 20 E

Zu minimieren sind die Futterkosten. Das zugehérige lineare Programm sieht fol-
gendermaflen aus:
min 10z 4+ Tzo

uw.d.N 20x; + 202 > 60
1521 + 329 > 15
5x1 4+ 10zo > 20
2120, 22 >0,

wobei x1 die Menge an Kraftfutter und xo die Menge an Klee bedeutet.

Es ist also zu ldsen
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min ¢’ x
zeR? , Ax > b
z >0
mat
20 20
A= |15 3| , b= (6015207 , ¢ = (10,7)
510

Graphische Losung: Jede Nebenbedingung definiert eine Halbebene, der Schnitt der
3 Halbebenen mit dem 1. Quadranten ist der zuldssige Bereich.

2.Bed.

1.Bed.

3.Bed.

Wir verschieben die Geraden c¢'x = const. mit dem Normalenvektor ¢ ohne den
zuldssigen Bereich zu verlassen in Richtung —c. Wir treffen so auf den Punkt
p = (0.5,2.5), der das Minimierungsproblem list.

Definition 2.2. Fine Teilmenge R™ der Form {x € R™ : Az < b} mit A €
R™*™ b € R™ heifit Polyeder. Eine Menge der Gestalt
P:={zeR": Az =b,2 >0}

nennen wir Polyeder in Normalform.

-1 0
Beispiel 2.3 Zum Beispiel ist mit A = 0—1 | und b=(0,0,-1)T die Menge
-1 -1

{ (z1,22)" €R? : Az <b}
={ (@1,22)T €R? : —21 <0, —22 <0, —1y — 22 < —1}

ein Polyeder.
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2

Der zuléssige Bereich ist in (P) also ein Polyeder in Normalform.

1

Lemma 2.4. Jedes lineare Programm der Form (LP) lifit sich in Normalform dar-
stellen, also in der Form:

T

minc’ x
(P) { wdN: Az=0b,z>0.

Beweis: In (LP) sind die Restriktionen in der Gestalt b < Az < b, <z < u
gegeben. B
Betrachte die j-te Komponente von Az < b also:

J

IN
o

T
ajx

Diese Restriktion 148t sich durch Einfiihren einer nichtnegativen Schlupfvariablen
s; umformulieren zu: B
alz +s;=b; , s;>0.

Ebenso ist eine Restriktion der Form

S
8
V

wegen

T
—a;r < —b;

zu behandeln.
Alle Variablen z;, die nicht vorzeichenbeschrankt sind (diese heiflen freie Variablen)
behandelt man folgendermafen:
Es gilt:

T; = m:r—x; mit xj >0,z <0.
Definiere dazu ;" = max{z;,0}, z; = —min{x;,0}.
Die Nebenbedingungen transformieren sich demnach zu

b

N
|

1

T >0.

)
Zu minimieren ist die Grée ¢7'Z mit einem entsprechenden Vektor é. g

Beispiel 2.5 Die Nebenbedingungen eines linearen Programmes lauten
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1 +222 <0
T1+x94+23 >0
201 +x3 =1
1 >0, 29 >0

Fir die ersten beiden Ungleichungen fiihren wir Schlupfvariablen ein und die freie
Variable x5 splitten wir auf. Wir gelangen so zu der Darstellung in Normalform:

T, + 229 + 81 0

—21 — T — T3 + x5 + 82 0

201 +af —x5 =1

71 >0,22>0, 25 >0,25 >0, s3>

Beide Systeme sind dquivalent zueinander.

Nachteil: Die Anzahl der Variablen wurde verdoppelt.

Definition 2.6. Sei P = {x € R" : Az = b, > 0} ein Polyeder in Normalform,
A e R™ " b e R™. Ein Vektor © € P heifit Ecke (Extremalpunkt) von P, wenn

aus
z = Azt 4+ (1 = \)z?

fiir xt, 2% € P, A € (0,1) bereits v = x' = 22 folgt.
x Gt sich also nicht als echte Konvexkombination von Punkten aus P darstellen.

Beispiel 2.7 a) Die Punkte (0,1),(1,0) aus dem vorherigen Beispiel sind Extre-
malpunkte.
b) Alle Randpunkte eines Kreises sind Extremalpunkte.

Charakterisierung der Ecken eines Polyeders 7

Satz 2.8 Sei P = {& € R" : Az = b, x > 0} ein Polyeder in Normalform mit
AeR™ " peR™. Dann ist x € P genau dann eine Ecke von P, wenn die zu den
positiven Komponenten von x zugehorigen Spalten von A linear unabhdngig sind,
wenn also die Spalten a; von A miti € I(x) := {i: z; > 0} linear unabhdngig sind.

Beweis: Sei z € P eine Ecke. B
Annahme: Die Spaltenvektoren a;,i € I(z), sind linear abhingig.

Dann gibt es v; € R mit
D was =0

icl(z)

und ; # 0 fiir mindestens einen Index i € I(z). Wegen z; > 0 fiir alle i € I(z)
existiert ein § > 0 mit x; & &v; > 0 fiir alle i € I(x).

Es sei nun _

1. Jxi+0y o, i€ l(x)

i { 0 sonst

8
|

und

2 =0y , i€l(x)
’ 0 sonst
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Es gilt 2! >0, 22 > 0 und

Azt = inlai = (@i + 67vi)a;
i=1 iel(x)
= b+(5 Z Yil; = 0
——
=0

sowie Azx? = b.
Hieraus ersehen wir , dass 2!, 22 € P sind. Offenbar ist aber

Wegen x! # 22 kann dann = keine Ecke sein (Widerspruch !). Die Annahme war
also falsch.
Es seien nun die Spaltenvektoren a;, i € I(x) linear unabhéngig.
Weiter gelte
z = Az + (1 = \)z?
fiir gewissse 2!, 2% € P und ein A € (0, 1).
Aus 2! > 0,22 >0und z; =0, j € I(x) folgt wegen A € (0, 1) sofort

;=7 =0 . JE ().

Also gilt
0=b-b= Az' — A2? = A(z! —2?)

> @ - e,

und daher auch z} = 22, i € I(z), da die a;,4 € I(z) linear unabhiingig sind.
Folglich ist 2! = 22 und damit & € P eine Ecke.

Beispiel 2.9 Der Polyeder P = {x € R" : Az =b, x > 0} mit

= (ane) = ()

hat den Vektor x = (1,2,0)T als Ecke.

Definition 2.10. Sei P := {x € R" : Az =b, x > 0} ein Polyeder in Normalform
mit A € R™*™ b € R™. Fin zuldssiger Punkt x € P heifit Basisvektor von P, wenn
eine aus genau m Elementen bestehende Indexmenge I existiert mit x; = 0 fiir alle
j &1, so dass die Spaltenvektoren a;,i € I, linear unabhdngig sind.

Beispiel 2.11 In dem vorangegangenen Beispiel ist x = (1,2,0)T auch Basisvektor
und I ={1,2}.

Achtung ! Unter Umstéinden ist I # I(z), da wir in Definition 2.10 nicht vorraus-
gesetzt haben, dass x; > 0 fiir alle ¢ € I gilt.

Annahme: O.B.d.A: Rang(4A) = m
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Satz 2.12 Sei P = {x € R" : Ax = b, x > 0} ein Polyeder in Normalform mit
A e R™" b e R™ und Rang(A) = m. Dann ist © genau dann eine Ecke von P,
wenn x ein Basisvektor von P ist.

Beweis: ” < " Ist x ein Basisvektor, so ist nach Satz 2.8 x auch eine Ecke von P.
"= " Sei x € P eine Ecke und I(x) = {i : z; > 0}.
Aus Satz 2.8 folgt, dass die Spaltenvektoren a;,i € I(z) linear unabhingig sind.
Somit gilt |I(z)] < m.
Ist |I(x)| = m so setzen wir I := I(x) und sind fertig.
Ist [I(z)| < m, so kénnen wir wegen Rang(A) = m die Menge {a;,i € I(z)} zu
einer m- elementigen Menge {a;,i € I} mit I(x) C I erginzen, die aus linear
unabhéngigen Vektoren a; besteht. Somit ist x ein Basisvektor.

O
Das folgende Resultat zeigt die grofle Bedeutung der Basisvektoren.

Satz 2.13 (Hauptsatz der linearen Optimierung)
Sei P ={x € R": Az = b, x > 0} ein Polyeder in Normalform mit A € R™*" b e
R™ und Rang(A) = m. Dann gelten:

a) Ist P # 0, so besitzt P mindestens einen Basisvektor.
b) P hat hichstenes endlich viele Basisvektoren.
¢) Besitzt das lineare Programm

min ¢’z wdN. ze€P (2.1)

eine Losung, so ist auch einer der Basisvektoren von P Lésung von (2.1).

Beweis: a) Ist 0 € P, so ist z = 0 ein Basisvektor.

Sonst: Sei * € P ein Vektor mit einer minimalen Anzahl positiver Komponenten.
Es ist dann I(z*) = {i : 2} > 0} # 0.

Behauptung: Die Menge {a;,i € I(z*)} ist linear unabhéngig.

Ansonsten gibt es 7;, i € I(2*) mit

Z YiQi; = 0

i€l (z*)
und 7; # 0 fiir ein i € I(z*).
O0.B.d.A: 7 <0 firein i€ I(z%).

Dann existiert ein minimales 6 > 0 mit x;(d) = =} + &y; > 0 fiir alle 4 € I(z*) und
z;(8) = 0 fiir ein i € I(z*).
Der durch B _

——_— { x;(0), i€ I(z*)

v 0, sonst

festgelegte Vektor ist in P (Beweis wie in Satz 2.8), hat also weniger positive Kom-
ponenten wie x* (= Widerspruch !).
Also ist {a;,i € I(x*)} linear unabhingig und damit 2* € P eine Ecke (Satz 2.8)
und nach Satz 2.12 ein Basisvektor.

b)Da es nur (') Méglichkeiten m linear unabhénhige Spalten aus n Stiick auszu-
wahlen, kann P nur endlich viele Basisvektoren haben, die durch Az = b jeweils
eindeutig betimmt sind.

¢) Nach Vorraussetzung ist
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f* = min{c"z : x € P}
endlich. Betrachte nun das lineare Programm
mincfz wdN zeP
mit
P={zecR":Az=0>b, cfz=f", >0},.

P ist ein Polyeder in Normalform und nach Vorraussetzung nichtleer. Nach Teil a)
besitzt P einen Basisvektor *, der nach Satz 2.12 eine Ecke ist.

Wir zeigen: x* ist eine Ecke von P.

Annahme: x* ist keine Ecke von P.

Dann gibt es 1,22 € P, 2! # 22 mit

o =t + (1 - \)a2?

fiir ein A € (0,1).
Wegen z!, 22 € P ist

~
*
IN
o
S
a»—-
~
*
IN
o
~
8
N

also 2!, 22 € P.
Da z* € P eine Ecke ist folgt ' = 22 (= Widerspruch !) Also ist 2* € P eine Ecke
und damit Basisvektor von P. Wegen z* € P ist z*auch Lésung von (2.1).

O
Anmerkung: Satz 2.13 besagt, dass wir zur Losung von (2.1) 'nur’ alle Ecken des
zulédssigen Beriches P durchlaufen miissen.
(— Simplex-Algorithmus)
Problem: Der Einheitswiirfel im R"™,

{(z1,.,zy)T €R" : 0<2;<1,i=1,..,n}

besitzt 2™ Ecken.

= enorm zeitaufwindig

Beispiel 2.14 Betrachte das lineare Programm

min 3x1 + x2
wd N z;—29<3,271 —325 <1 (2.2)
r1 >0, x2 >0

AN zul. Bereich
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optimale Losung: x* = (0,0)
In Normalform sieht das Problem so aus:
min 3x1 + 22
wdN  xy—22+s1=3, 21 —322+s2=1

T1,T2,51,52 >0

P={Az=0b, 7 >0} mit

7 1-110 i 5

Also: min ¢T%, ¢=(3,1,0,0) w.dN. zeP

c
FEs gibt mazimal (3) = 6 Basisvektoren in P, da Rang(A) = 2.

Es muf gelten |I| = Rang(A) = 2

I Basisvektor T 'z
1,2} 7= (4,1,0,0)T 13
{1,3} 7 = (1,0,2,0)T 3
{1,4} existiert nicht /
{2,3} existiert nicht /
{2,4} existiert nicht /
{3,4} 7 =(0,0,3,1)T 0

Nach Satz 2.13 ist T = (0,0, 3,1) eine Losung des Problems in Normalform. Dieser
Losung entspricht die Losung « = (0,0) des Ausgangsproblems.

ACHTUNG: }
1) Der Polyeder P ist ungleich dem zuldssigen Bereich des Ausgangsproblems.
2) Satz 2.13 ist nicht auf beliebiger Polyeder ibertragbar. Der Polyeder

{reR?: —z; <0}

z.B besitzt keine Ecke.
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2.2 Der Simplex — Algorithmus

Sei ein lineares Programm in Normalform gegeben, d.h.
min ¢’z u.d.N. Az =b ,2>0 (2.3)
mit ¢, x € R, A € R™*™ b € R™ und sei Rang(A) = m.

Idee: Nutze Satz 2.13 aus: Gehe von einem Basisvektor zum néichsten und zwar so,
dass der Wert der Zielfunktion ¢!z beim Ubergang abnimmt.

Seiz € P={x € R", Ax = b, z > 0} ein Basisvektor und I die zugehérende
Indexmenge mit || =m, z; =0, j € I und {a;, ¢ € I'} linear unabhéngig .

Sei J :={1,...,n} \ I. Wir definieren die Basismatrix
B = (aj)icr € R™*™
und die Nichtbasismatrix
N := (aj)jes € R~

I und J seien geordnet !

Weiter bezeichne fur z € R™
21 = (Zi)ie] e R™ , 2] = (Zj)je] e R ™™,

Dann gilt

n
Az = E Zia; = E zia; + E zja;
i=1 iel jed
= Bz + Nzy.

Fiir den Basisvektor z € P gilt
B,TI =9 5 Xy =0. (24)
Es sei nun z € P ein beliebiger zuldssiger Vektor (nicht unbedingt Basisvektor).

Ziel: Wihle z so, dass ¢Tz < ¢Tz.
Wegen Az = b gilt
Bzr + Nzy = b
und somit:
2z = B'b— B 'Nz,
Aus (2.4) und (B~1)? = (BT)~! folgt dann

CTZ

C?Z] +C§ZJ
= (B7'— B 'Nzy)+chz,
=clar+ (4 —cFB7IN)z,;

=cle+ (cj— NT(BT)"tep) Tz,

(2.5)

Definiere:
y:= (B")"l¢e; €R™

Dann ist y (eindeutige) Losung von
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BTy = ¢;. (2.6)
Definieren wir weiter:
uj = cj—ajy, jEJ, (2.7)
so nimmt (2.5) die Gestalt
'z =clze + Zujzj (2.8)
jed

al.

Lemma 2.15. (Spdteres Abbruchkriterium)
Gilt fir die durch (2.6), (2.7) definierten Zahlen u,

u; >0 firalle jeJ, (2.9)

so ist der Basisvektor x eine Losung des linearen Programmes (2.3).

Beweis: Da (2.8) fiir alle z € P gilt, folgt wegen z; > 0 fir alle j € J die Behaup-
tung.

O
Gilt also (2.9), so sind wir fertig.
Sei nun (2.3) nicht erfiillt:
Es sei also
u; <0 fiir mindestens ein j € J (2.10)
Waihle ein r € J mit u, < 0 und definiere z = z(t) durch
zr(t):=t>0
zj(t) =0, jeJ\{r} (2.11)
z;(t) , i € I wird noch festgelegt
Aus (2.8) erhalten wir dann
2(t) = e+ tu, < T (2.12)
Forderung: z(t) € P, also z(t) muB zuléssig sein.
= Es muf gelten: Az(t) =b , z(t) > 0 also:
1) Az(t) = Bz(t) +ta, = b
und somit
21(t) = B~Y(b—ta,) = z; —tB 'a,.
Wir legen also fest:
Z](t) = I — td ) (2.13)
wobei d € R™ das Gleichungssystem
Bd = a, (2.14)

16st.
Durch (2.11), (2.13) wird ein 2(¢) € R mit Az(t) = b konstruiert und ¢ 2(¢) < c¢T'z.

2) Nun ist noch z(t) > 0 zu realisieren.
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Lemma 2.16. Gilt fir den durch (2.14) definierten Vektor d
d; <0 fiir allei e I, (2.15)

so ist das lineare Programm (2.3) nicht losbar.

Beweis: Aus (2.11), (2.13) folgt z(¢t) > 0 fur alle t > 0, da z(¢) > 0 und wegen
xzy > 0 auch z;(t) > 0 gilt.
Folglich ist z(t) € P fur alle ¢ > 0.
(2.12) besagt
cIz(t) = Tz + tu, ,t>0

wobei u, < 0 ist.
Also ist inf;>0cT2(t) = —oo und somit (2.3) nicht 16sbar.

Sei nun (2.15) nicht erfiillt:
Es sei also
d; > 0 fiir mindestens eini € I.
Es gilt 2(t) > 0 genau dann, wenn ¢ > 0 und z; — td; > 0 gilt fir alle ¢ € I mit
Also: .
ogtgdi fiir alle ¢ € I mit d; > 0. (2.16)

FAZIT : Durch (2.11), (2.13), (2.16) wird ein z(t) € P festgelegt mit

c2(t) < .
Problem: z(t) ist kein Basisvektor mehr, da z(¢) i.a. eine Nullkomponente weniger
als = hat (2,.(t) =1).

Idee: Erzwinge das Auftreten einer neuen Nullkomponente durch die Festlegung
~ . X4 Ts

ieldi>0 d; ds mit s € 1, d; >0 (2.17)

Es ist dann £ > 0 und
2s(t) = xg —tds = 0

Desweiteren ist ™" := z(t) ein Basisvektor.

Satz 2.17 Sei x ein Basisvektor mit Indexmenge I und J = {1,..,n} \ I sowie
B = (a;)ier. Fir die aus (2.6), (2.7) berechneten Zahlen u; sei

u; <0 fir mindestens ein j € J.
Fiir den zu einem r mit u, <0 aus (2.14) berechneten Vektor d € R™ sei
d; >0 fiir mindestens ein i € I.

Werden £ > 0 und ein s € I nach (2.17) bestimmt, so gilt fiir z™* € R"™ mit
.’Ez—lfdi, 1el, Z#S

z; , =7

t

0 sonst

folgendes:

a) " € P ist ein Basisvektor mit Indexmenge I™** = (I U{r}) \ {s},

b) CT:Eneu < CT(E,
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Beweis: b) ist klar, ebenso wie 2" € P nach Konstruktion (f = 0 méglich !)
Zu zeigen: x™¢" ist ein Basisvektor.
Es ist

P =0 fir alle 7 ¢ 1™

klar nach Definition.
Es bleibt zu zeigen: a;, i € I™" linear unabhéngig.
Sei

Z Vit = Z Yia; + yrar = 0 mit v; € R.
ieInev i€l its

Es gilt
0= Z YiGq + Vr Qo
i€l,i#s
= > vai + % Bd
i€l i#s
= Z Yii + Yr <Z di%)
i€l its iel

= Z (’Y’L + ’yrdi)ai + ,YTdSa’S .
i€l,i#s

Da z ein Basisvektor mit Indexmenge I ist, gilt
Yi+yd; =0 firalle i€, i#s und v.ds = 0.
Wegen ds > 0 gilt v, = 0 und somit
vi =0 firalle i €1, i# s,

also
v =0 fir alle 7 € 1™ |

das heifit (a;);esnew sind linear unabhéngig.

O

Bemerkung: In (2.17) kann passieren, dass £ = 0 ist, falls ; = 0 fiir ein i € I gilt.

T .neu

In diesem Fall wére ¢
heifit entartet.

T

Korollar 2.18 Ist x ein nichtentarteter Basisvektor, so gilt sogar

et < Ty,

Beispiel 2.19 Seien

1111000
0310100
4= 1000010 » b=

0010001

, ¢ = (=2,-3,-4,0,0,0,0)T.

W N O

Der Vektor x = (2,0,0,2,6,0,3)T ist ein Basisvektor mit Indexmenge
I={1,4,5,7} , also J=1{2,3,6},

und somit

= ¢Tz. Ein Basisvektor € P mit 2; = 0 fiir ein ¢ €
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1100

0010 -
1000 | -
0001

rr = (2,2,6,3) , ¢ = (=2,0,0,0)7.
Die Lésung von BTy = cr lautet y = (0,0,—2,0)T, woraus sich us = co —aly =
-3, u3 = —4, ug = 2 ergibt.
Wahle r =3  (uz <0).
Die Lésung von Bd = a3 ist d = (0,1,1,1)T.
Weiter ist

. T . T4 Ty Ty
min — = min< —, —, —
i€l,d; >0 di d4’ ds’ d7
= min{2,6,3} = 2 =: {
und somit s = 4.

Damit wird

e = {1,3,5,7} , 2™ = (2,0,2,0,4,0,1)T

und
g™ = 12 < —4 = Tz,

ALGORITHMUS: (Simplex-Verfahren)

(S.0) Wiihle einen Basisvektor 2° von P = {x € R" : Az = b, x > 0} mit Indexmenge
Iy, |Io| = m, setze Jo = {1,...,n}\ Io.

Definiere
By = (ai)ier,
und k := 0.
(S.1) Berechne die Losung y* € R™ von
B,CTy = ¢y, -
(S.2) Berechne
uf ::cjfajryk , JEJ.

(S.3) Ist uf >0 fiir alle j € Jy = STOP (Lemma 2.15)
(S.4) Wihle ri € Ji mit uffk <0.
(S.5) Berechne die Losung d* € R™ von
Brd" = a,, .
(S.6) Ist d* <O fiirallei € [, == STOP (Lemma 2.16)

(S.7) Bestimme ¢, > 0 und s, € I mit d¥ > 0 aus

k k
Ly _ xsk-

tr ;= min —
, k k
icly,dv>0 d; dg,

und setze
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xf‘*tkdf, ZIGIk,Z'#S]c
= tg , =Tk
0 sonst
Iy = (Ix U{re}) \ {sx}
Jk+1 = {1,7n}\lk+1

Bk+1 = (ai)i€lk+1

k41
Ty

Setze k < k+ 1 und gehe zu (S.1).

Satz 2.20 a) Die vom Simplex- Verfahren erzeugten Vektoren z* sind Basisvektoren
von P und es gilt

Lokt < Tk , k=0,1,2,..

b) Bricht das Verfahren in (S.3) ab, so ist x* eine Losung von (2.3).

¢) Bricht das Verfahren in (S.6) ab, so ist (2.3) nicht losbar.

d) Sind alle im Simplex-Verfahren auftretenden Basisvektoren x* nicht entartet,
so bricht das Verfahren nach endlich vielen Iterationen ab und zwar mit einer der
Entscheidungen in b) oder c).

Beweis: Es bleibt nur d) zu zeigen.
Nach Korollar 2.18 ist

Tkt < (Tak , k=0,1,..

Ein Basisvektor z* taucht folglich nicht zweimal auf. Nach Satz 2.13 gibt es jedoch
nur endlich viele Basisvektoren. Also muf3 das Verfahren abbrechen.
]

Bemerkung: a) Bei der Durchfithrung des Simplex-Algorithmus kénnen sogenann-
te Zyklen auftauchen, d.h. der Fall

¥ == = .=z , p=>2

und
I, — Ik+1 — .. = I]g+p = 1.

In diesem Fall bricht das Verfahren nicht ab. Durch folgende Zusatzforderungen
koénnen Zyklen vermieden werden:

(S.4’) Wihle 7 als den kleinsten Index j € Ji mit u;? < 0.

(S.7’) Bestimme ¢; > 0 und s als den kleinsten Index s € I, mit df > 0 aus

k k
Ly xsk

tp = min — =
icly,dé>o df  dk

(Zusatzregel von Bland)

b) Die Komplexitat des Simplex-Verfahrens ist schlimmstenfalls exponentiell in n
(Beispiel von Klee und Minty).
Viele Beispiele haben jedoch gezeigt, dass die Anzahl der Simplex-Schritte eher po-
lynomial mit n und m wéchst.

c¢) Ein Start-Basisvektor 2° zu finden ist nicht trivial. Oft wird in einem ersten
Schritt (Phase I) das Simplex-Verfahren auf ein Hilfsproblem angewendet, um z°
zu bekommen.
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Satz 2.21 In (2.3) sei b > 0. Dann gilt fir das lineare Programm
mine’z wdN. Ar+z=0b, 2,2>0 (2.18)

mit e = (1,1,...,1)T € R™ folgendes:
a) Der Vektor (*) = (}) ist ein Basisvektor fir (2.18) mit I = {n+1,n+2,..,n+

m}.

b) Sei (ng:) € R"™ ein optimaler Basisvektor fir (2.18). Ist z* # 0, so besitzt
(2.3) keinen zuldssigen Punkt. Ist z* = 0 und Rang(A) =m, so ist z* € R™ ein
Basisvektor fiir (2.3).

Beweis: als Ubung

Anmerkung: Man kann beweisen, dass das lineare Programm (2.18) stets losbar
ist.






3

Optimalitat und Dualitat

3.1 Optimalitidtsbedingungen

Definition 3.1. Eine Teilmenge X C R"™ ist ein Kegel (cone), falls \x € X gilt fir
alle x € X und A > 0.
Sind aq, ..., a, € R™, so ist

cone{ay,...,anm} = {x1a1 + ... + T , ©; >0, i=1,...,m}

der durch aq, ..., a,, erzeugte (konvexe) Kegel.

Definition 3.2. Sei ) # X C R"™. Eine Vektor d € R™ heifit tangential zu X im
Punkt x € X, wenn Folgen {2*} C X und {t;} C R existieren mit

kg
2 — N0 und

— d fir k— oo,. (3.1)
Die Menge all dieser Richtungen
Tx(x) = {deRY : 3 {2} C X, {tx} CR mit(3.1) }

heifst Tangentialkegel von X in x € X.

T + Tx(l‘)
g

Lemma 3.3. Seien ) # X C R™ und x € X. Dann ist Tx(x) ein abgeschlossener
Kegel.
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Beweis: als Ubung.

Lemma 3.4. Seien ) # X C R" , f: R" — R stetig differenzierbar und x* ein
lokales Minimum des Optimierungsproblems

min f(z) uwdN. zeX. (3.2)
Dann gilt  Vf(x*)T'd > 0 fiir alle d € Tx(z*).

Beweis: Sei d € Tx(z*) beliebig und {z*} C X, {t;} C R Folgen, die (3.1) erfiillen.
Da f € C'(R™) gilt mit dem MWS:

fa?) = fl@*) = Vf(ER)T (@ —a¥)
fiir alle k € N, wobei £* auf der Verbindungsstrecke von z* und z* liegt.

Also gilt:
& 5 * fir k— oo,

Da a* ein lokales Minimum von (3.2) ist, gilt aufilerdem
F@*) = f@") 20, k=k
und somit
VIENT(@* —2*) >0
fir k£ hinreichend gro8.
Somit gilt
K\NT ( .k _ %
L VE )
k—o00 tr

= Vi@)Td > 0.

Ein Vektor 2* € X mit

Vi)Td >0 fir alle de Tx(z") (3.3)
heifit stationdrer Punkt von (3.2).
Im Falle X = R" ist (3.3) dquivalent zu V f(z*) = 0.

Das Problem (3.2) habe von nun an die Gestalt

min f(x)
wd.N. gi(z) <0, i=1,...,m (3.4)
hj()=0, j=1..p

Generell gelte f € CY(R"), g;, hj € CY(R™),i=1,....,m,j=1,...,p.
Es ist also

X ={zeR":g(x)<0,i=1,...,m, hj(z)=0, j=1,...,p}
Problem: Die Bedingung (3.3) ist schwer zu handhaben, denn 7x(z) kann eine
komplizierte Struktur haben.

Definition 3.5. Sei x € X ein zuldssiger Punkt von (3.4). Dann heifit
Tiin(z) == {d€R" : Vgi(2)Td <0, i€ I(z), Vhj(x)'d=0, j=1,..,p}
lineartisierter Tangentialkegel von X in x, wobei
I(z) = {ie{l,...,m} : gi(x) =0}

die Menge der aktiven Ungleichungsrestriktionen in x #st.
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Lemma 3.6. Sei x € X ein zuldssiger Punkt von (3.4). Dann gilt
Tx (z) C Tin(z) .
Beweis: als Ubung mit Hinweis:

Zeige: Vg;(z*)Td <0 , i € I(x) und verwende Lemma 3.4.

Beispiel 3.7

min —x u.d.N. To +x§’ <0
—X9 S 0
T2 A
X
T1

x* = (0,0)7 ist das eindeutige Minimum.
Mit 91(1') = T2 +JC?, gZ(x) = —xg ist I(QS*) = {1a2}7 v.gl(x) = (3I%, l)a VQQ(‘I:) =

(Oa 71)
Daher ist
Tim(z*) = {d€R? : Vgi(2*)Td <0, Vga(z*)Td <0}
= {(dl,dg)T S R2, do = 0}
Aber:
TX(x*) = {(dlao) : dl € Ra dl S 0}7
also

Tx(2%) & Tin(z7) .

Definition 3.8. Ein zuldssiger Punkt x € X von (3.4) erfillt die Regularititsbe-
dingung von Abadie (Abadie Constraint Qualification ACQ), falls Tx (z) = Tiin(z)
gilt.

Definition 3.9. a) Die durch
m P
Lz, A\ ) o= f(@) + Y Nigi(@) + Y pihy(@) (3.5)
i=1 j=1
definierte Abbildung

L:R*"xR™ xR - R
heifst Lagrange-Funktion des Problems (3.4).
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b) Die Bedingungen
VeL(z, A\, u) =0
h(z) =0 (3.6)
A>0, g(x) <0, \Tg(x) =0
heifen Karusch - Kuhn - Tucker - (KKT-) Bedingungen des Problems (3.4) mit

m p
VoL(z, A\ p) = VF@) + > AVgil@) + Y 1 Vh(z). (3.7)
i=1 j=1
¢) Geniigt der Vektor (z*,\*,u*) € R™ x R™ x RP den KKT - Bedingungen, so
nennen wir (x*, \*, u*) einen KKT-Punkt. Ist zusdtzlich
N+ gi(x®) A0 Vi=1,...,m

so gentigt der KKT - Punkt (z*,\*, u*) der strikten Komplementaritit.

Bemerkung: a) Zu c): Wegen (3.6) gilt fiir einen KKT-Punkt (z*, \*, u*) stets
Afgi(xz*) =0firallei =1,...,m, also A\f =0 oder g;(z*) =0,i=1,...,m.
b) Ist m = p = 0, so lauten die KKT-Bedingungen ganz einfach:

Vi) =0.
¢) Aus (3.7) ist zu erschen, dass im Falle p = 0 fiir einen KKT-Punkt gilt
—Vf(z*) € cone{ Vg;(z*) : i € I(z")},
wobei I(z*) = {i: g;(z*) = 0} ist. Fiir ¢ € I(z*) gilt AF = 0.

Lemma 3.10. (Lemma von Farkas)
Seien A € R™*" b € R™ gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) Das System ATz = b, x > 0 besitzt eine Losung.
b) Die Ungleichung b"d > 0 gilt fiir alle d € R™ mit Ad > 0.

Satz 3.11 (KKT - Bedingungen unter ACQ)

Sei x* € R"™ ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.4), welches der
ACQ geniige. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren A\* € R™ pu* € RP, so dass
(x*, \*, u*) ein KKT-Punkt von (3.4) ist.

Beweis: Lemma 3.4 besagt, dass
Vi)Td>0  firalle de Tx(z")
ist. Wegen Tx (z*) = Tiin(2z*) (ACQ) ist dann
~Vf@*)'d <0

fiir alle d € R™ mit Ad < 0, wobei die Zeilen von A mit A € RITE)I+20)x7 gogehen
sind durch

V(x| ieI(z"),
th(x*)T ) jzla"'ap7
_Vh/](x*)T 5 .7 = 1a7ap'
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(Ad < 0 &de lﬁin(x*)')
Das Lemma von Farkas garantiert die Existenz einer Losung des Systems

ATy = =Vf(z*) , y>0.

Definieren wir nun

i 0 , i¢glI(x%)
sowie
/Lz—i_ = Yit | I(z*)] , 1=1,..p
Bi = Yitpt|Iz=)| - t=1,...p
und
=t — T =1
o= = , i=1,..,p
so ist (z*, \*, u*) ein KKT-Punkt.
O
Optimalitatsbedingungen fiir lineare Restriktionen:
Betrachte
min f(x)
wdN. afz <o i=1,....m (3.8)

biz =0 j=1,..,p
fGCl(R") s ai,bjER" s ai,ﬁjER.

In diesem Falle sind die KKT-Bedingungen notwendige Bedingungen fiir ein lokales
Minimum.

Satz 3.12 (KKT-Bedingungen fiir lineare Restriktionen)
Sei x* ein lokales Minimum von (3.8). Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren
A* e R™, u* € RP, so dass (z*,\*, u*) den KKT-Bedingungen

V@) + X Nai + X miby = 0

bjaz* = B L j=1,..p

alz* < o4 , i=1,....m (3.9)
M(alz* —a;) =0 , i=1,...,m
A >0 , i=1,....m

von (3.8) geniigt.

Beweis: Mit g;(z) == al'z — a; , hj(z) = bJTa: — B; sind (3.9) in der Tat die KKT-
Bedingungen fiir (3.8).

Wir zeigen, dass die ACQ fiir (3.8) erfiillt ist, dass also Tx (z*) = Tyn (z*) gilt. Mit
Satz 3.11 folgt dann die Behauptung. Wegen Lemma 3.6 geniigt es zu zeigen:

Tiin(2") C Tx(z7) .

Sei d € Tiin(a).
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= ald <0, icl(z)
T _ .
bjd =0, j=1,..,p

Es sei {tx} eine beliebige Folge mit t; N\, 0. Setze
zF = 2 +tid.

Fiir k£ hinreichend grof gilt dann:

alz* = al (" +tpd) = a; +tpald < a; , Vie I(z")
alz® = af (" 4+ tpd) = al'2* +tpald < o, Yig I(x*), k> ko
biak = bl (a* +ted) = b] 2" +teb]d = B; , Vji=1,.p

Das heifit: {z*} ist zuldssig und z¥ — z* , k — co. Wegen

xk — o

Iz =d — d

folgt d € Tx (z*).
]

Bemerkung: Die Aussage von Satz 3.12 ist nicht erstaunlich, da 7, (2*) durch
Linearisierung von 7Tx (z*) entstanden ist.

Optimalitdtsbedingungen fiir konvexe Restriktionen:

Wir betrachten das Problem

min f(x)
wdN. gi(z) <0 i=1,...m (3.10)
b]Tx =8 Jj=1..p

wobei f, g; € C'(R™) konvexe Funktionen sind, b; € R", 3; € R.
Dabei heifit eine Funktion f: X C R™ — R konvex, falls X konvex ist und

fAz+ (1 =XNy) < Af(z)+ (1 =A)f(y)
fir alle z,y € X und alle A € (0,1) gilt.

Lemma 3.13. Sei ) # X C R" konvez.
a) Eine Funktion f € CY(X) ist genau dann konvex, wenn fiir alle x,y € X

fl@) = fy) = Vi) (@ —y) (3.11)

gilt.
b) Ist f : X — R konvez, so ist jedes lokale Minimum des Optimierungsproblems

min f(z) wdN. zeX

bereits ein globales Minimum.
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Beweis: als Ubung.

Definition 3.14. Das Problem (3.10) geniigt der Regularititsbedingung von Slater,
wenn es ein & € R™ gibt mit

{ gi(2) <0, i=1,...,m und (3.12)

bff = ﬂj s j:177p

d.h. & ist strikt zuldssig bzgl. der Ungleichungsrestriktionen und zuldssig bzgl. der
Gleichheitsrestriktionen.

Satz 3.15 (KKT-Bedingungen unter Slater-Bedingungen)

Sei x* € R™ ein (lokales=globales) Minimum des Problems (3.10) und es gelte
die Slater-Bedingung. Dann existieren Multiplikatoren \* € R™  p* € RP, so dass
(z*, \*, u*) den KKT-Bedingungen gentigt:

Vi(x*) + 27;1 A Vgi(z*) + Z§:1 .U;'bj =0

bl = B, , 7=1,..,
g bi J P (3.13)
gi(zx) <0 , i=1,...,m

AF >0, Afgi(z*) =0 , i=1,...,m

Beweis: Aufgrund von Satz 3.11 (ACQ) geniigt es wieder Tj,(2*) C Tx(2*) zu
zeigen. (X ist die zuldssige Menge von (3.10) und damit konvex.) Sei

Tatrict(z*) = {d € R" : Vgi(z*)"d <0,i€I(z*),b]d=0,j=1,..p},

I(z*) = {i : gi(a*) = 0}.
Es gilt:
7—st'rict(x*) g TX(fE*)

(Als Ubung mit Aufgabe 2.22 Kanzow/Geiger)
Aus Lemma 3.3 folgt
W(Tstrict(z7)) € Tx(x")

Es ist nun zu zeigen:

Tii (l’*) c Cl(ﬂtrict(x*))~

Sei d € Tjin(z*) beliebig. Sei weiter & € R™ ein Vektor geméaf (3.12).
Wir setzen

A

d:=2%—-2"
Da g; konvex ist, i = 1,...,m, gilt mit (3.11):
Voi(x)'d < ¢:i(#) —gi(a") <0, iel(x").
Und:
(Vhj(x) = b;). R
Setzen wir d(d) = d + dd fiir 6 > 0, so folgt
Vgi(z*)Td(s) <0 , iel(z*)

Vh;(z*)Td(5) = 0 . j=1,..,p

Daraus schlieffen wir:
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d(8) € Tatrict(x*) fiir alle § > 0.

Und mit ¢ \, 0 sehen wir: d € cl(Tstrict(2*)) .
Also:
le‘n(ﬂﬁ*)) - Tx(l‘*)

und damit
Tin(2")) = Tx(z7).

Fiir konvexe Probleme sind die KKT-Bedingungen sogar hinreichend !

Satz 3.16 Sei (x*, \*,u*) ein KKT-Punkt fir das Problem (3.10). Dann ist z*
(lokales=globales) Minimum von (3.10).

Beweis: Sei z € R™ ein zulissiger Vektor fir das konvexe Problem (3.10). Aus den
KKT-Bedingungen sowie (3.11) folgern wir:

flx) = f(z") +Vf( )z —a")
Z)\ Vgi(z*)" (x — " Z,u*bTa:—x

Z AVgi(z*) (z —2") (sonst A7 =0)
i€l(x*)

> f@")
wegen A7 > 0 und
Vgi(z*) (& —2*) < gi(x) —gi(z*) <0
fir alle ¢ € I(z*) wegen (3.11).
= 2" ist ein Minimum von (3.10).
O

Korollar 3.17 Gegeben sei das Problem (3.10), wobei jetzt auch die g; : R™ — R
linear seien. Dann ist * € R™ genau dann ein (lokales=globales) Minimum von
(3.10), wenn es Lagrange-Multiplikatoren A* € R™ | u* € RP g¢ibt, so dass das Tripel
(x*, A*, u*) ein KKT-Punkt von (3.10) ist.

Beweis: Satz 3.12 und Satz 3.16

Anmerkung: In Satz (3.16) kamen wir ohne Slater-Bedingungen aus!

Alternative Charakterisierung von KKT-Punkten:

Definition 3.18. Fin Vektor (z*, \*, u*) € R™ x R™ x RP mit \* > 0 heifst Sattel-
punkt der Lagrange-Funktion L, wenn die Ungleichungen

Lz A\ p) < L(x*, N5 1") < Llx, ', u") (3.14)

gelten fiir alle (x, A\, ;) € R™ x R x RP.
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Bemerkung: (3.14) besagt, dass z* ein Minimum von £(-, \*, u*) auf R™ ist, und

(A*, 1*) ein Maximum von L(z*,-,-) auf R7* x R darstellt. — 7 Sattelpunkt ”.

Satz 3.19 (Sattelpunkt-Theorem)

Gegeben sei das Problem (3.10). Das Tripel (z*, \*, p*) € R™ x R™ x RP? ist genau
dann ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L, wenn (x*, \*, u*) ein KKT-Punkt
von (3.10) ist.

Beweis: "=" Sei (z*, \*, u*) ein Sattelpunkt von L. Aus (3.14) folgt, dass z* glo-
bales Minimum von L£(-, A\*, u*) ist und somit

Ve L(z*, X, 1) =0

gilt. (3.14) liefert auBerdem
m P m p
Do Nigie®) + Y uihi(a) < D Ngie®) + Y uihy(a) (3.15)
i=1 j=1 i=1 j=1

fir alle A € R, 4 € RP mit hj(x) := bfx - B;.

Aus (3.15) folgt g(«*) < 0 und h(z*) = 0, da sonst fir A; — oo, |u;| = oo (3.15)
verletzt werden kann.

Wiéhle nun A = 0 und g = p* in (3.15)

P m P
= Y uihi(a®) < Y Ngia®) + Y pihya")
j=1 i=1 j=1

Also gilt
Z)‘;‘kgi(x*) >0
i=1
und daher:
Afgi(z™) =0 , i=1,...m

wegen Af >0, g;(z*) <0.
= (2%, A%, p*) ist ein KKT-Punkt von (3.10).

7<” Sei (a*, A*, u*) ein KKT-Punkt (3.10).
=  V.L(z", A", p") =0 (1. KKT-Bed.)
= ist ein stationdrer Punkt von L£(-, \*, u*).
Da L(-, \*, u*) konvex ist, ist 2* ein globales Minimum von £(-, \*, p*).

Also gilt
Lz, N 1) < L{x,\*,u") , x€R"

Unter Ausnutzung von g;(z*) < 0, h(z*) = 0 und Afg;(z*) = 0 folgt:
m P
L@ ™) = f(2") + D Ngila®) + ) uihy(a)
i=1 j=1
= f(z")
F@) + > Nigi@) + > pihi(x”)
i=1

L(x™, X, )

Y
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fur alle A > 0, pu € RP.
= (z*, \*, ") ist ein Sattelpunkt von L.

Zusammenfassung:

Korollar 3.20 Gegeben sei das konvexe Problem (3.10).
(a) Ist (x*, X", pn*) € R" x RT* x RP ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L, so ist

x* ein globales Minimum von (3.10).

(b) Ist x* ein (lokales=globales) Minimum von (3.10) und ist die Slater-Bedingung
erfillt, so gibt es \* € R™ und p* € RP, so dass (x*, \*, u*) ein Sattelpunkt von
L ist.

(c) Sind die Funktionen g;,h; in (3.10) alle linear, so ist x* genau dann ein
(lokales=globales) Minimum von (3.10), wenn es Vektoren \* € R™ und
u* € RP gibt, so dass (x*, \*, u*) ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion ist.

Weitere Optimalitatskriterien

Erinnerung: (3.4)

min f(x)

wdN. gi(z) <0, i=1

hJ(I)ZO s jZl,...,p
Definition 3.21. Seien © € R™ ein zuldssiger Punkt von (3.4) und I(z) = {i :
gi(x) = 0}.
a) Dann geniigt x der Regularititsbedingung der linearen Unabhéngigkeit (linear
independence constraint qualification, LICQ), wenn die Gradienten

Vgi(z) , i€l(x)

th(x) ’ .7 = ]-a P
linear unabhdnhig sind.

b) Der Vektor x geniigt der Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromovitz
(MFCQ), wenn gilt:

i) Die Gradienten
Vh](di) s j = 1, P

sind linear unabhdngig.
it) Es existiert ein Vektor d € R™ mit
Vgi(z)'d < 0 , 1el(x) und
Vhi(x)'d =0 |, j=1,...p.

Satz 3.22 Seiaz* € R™ ein lokales Minimum von (3.4), welches der LICQ oder der
MFCQ geniigt. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren \* € R™, u* € RP derart,
dass das Tripel (x*, \*, u*) ein KKT-Punkt von (3.4) ist. Die Multiplikatoren X\*, p*
sind im Falle der LICQ sogar eindeutig bestimmit.
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Beweis: Teile als Ubung.

Optimalitatsbedingungen 2.0rdnung:

Es sei weiterhin (3.4) gegeben, wobei die Funktionen f : R* - R, h: R* - R?P, g:
R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar seien.
Weiter sei (z*, \*, u*) ein KKT-Punkt von (3.4) und

I(z*) = {i:g;(z")=0}
Es gilt dann
I(@*) = Io(z") U L (z")
mit
Ip(z™) :={i€eI(z") : X} =0},
I.(z%) :={iel(z*) : A\l >0}.
Schliellich definieren wir noch
Vgi(z*)'d =0 , i€l (z*)
T(z*) == ¢ deR" :Vgi(z*)Td <0 , i€ Iy(z¥)
Vhi(@)Td =0 , j=1,..,p

Satz 3.23 (Notwendiges Kriterium 2. Ordnung)
Sein ©* € X ein lokales Minimum von (3.4) welches der LICQ-Bedingung geniige.
(Io(z*), Is (z*) hdangen dann nicht von \* ab, da eindeutig.)
Dann ist
d'V2, Lz N\ u*)d >0  VdeT(z"),

wobei \* € R™ und p* € RP die gemdfs Satz 3.22 eindeutig bestimmten Lagrange-
Multiplikatoren sind.

Satz 3.24 (Hinreichendes Kriterium 2. Ordnung)
Sei (z*, \*, u*) ein KKT-Punkt von (3.4) mit

d'V2, L(x* N p*)d >0  VdeT(z*),d#0
Dann ist x* ein striktes Minimum von (3.4) (d.h. 3 Umbebung U von z* mit
fl@*) < f(xe)V o eU zuldssig , x # x*).

V2, bezeichnet stets die Hesse-Matrix von £ bzgl. x !

Bemerkung: Im Falle eines unrestringierten Problems

min f(z)

stimmen die Kriterien in Satz 3.23 und Satz 3.24 wegen 7 (z*) = R™ mit den aus
der Analysis bekannten Kriterien fiir lokale Minima tiberein.
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3.2 Dualitat

Wir betrachten wieder das lineare Programm
minc’z wdN. Az =0, x>0 (3.16)

mit A € R™*" ccR", be R™.

Definition 3.25. Das Mazimierungsproblem
maxb’ XA wdN. ATA<e¢ (3.17)
nennen wir das zu (3.16) duale lineare Programm. Wir bezeichnen (3.16) als pri-

males lineares Program.

Durch Einfihrung einer nichtnegativen Schlupfvariablen geht (3.17) dber in

max b'A wdN. ATA+s=c,s>0. (3.18)

Satz 3.26 Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(a) Das primale Problem (3.16) besitzt eine Losung x*.
(b) Das duale Problem (3.18) besitzt eine Losung (A*, u*).
(¢) Die Optimalitatsbedingungen

AT A +s =¢

Az = b

TiS; = 0 5 i:17...7n

z,s > 0

besitzen eine Losung (z*, \*, u*).
Beweis: "(a) < (¢)”
Das primale Problem (3.16) ist ein konvexes Optimierungsproblem mit linearen
Nebenbedingungen. Korollar 3.17 besagt, dass z* € R™ genau dann Loésung von

(3.16) ist, wenn es einen KKT-Punkt fiir (3.16) gibt.
KKT-Bedingungen fiir (3.16):

(3.16) <= min f(z) uwdN. g(z) <0, h(z)=0

mit
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mit e; = (0, ...,0,1,0,...,0)T € R" und a; € R" = j-te Zeile von A.
s ATp-dA+ec=0 & Ax-ATp=c¢
ii) h(z) =0 & Az =10

iii)

AX>0  , g@)<0 , AMg()=0
n
& A>0 ., >0 CY Aimi=0
=1
& lNz=0 , i=1,...,n

Definiere nun A := —ji € R™ und s := A € R", so ergibt i)-iii) die Bedingungen (c).

""(b) < (c)” Analog als Ubung.
Beachte: (3.18) ist ein Maximierungsproblem !

Bemerkung: Satz 3.26 sagt nichts {iber die Existenz von Losungen aus !

Beispiel 3.27
min z; + o wd.N. z14+x0=-1, z1,20>0

hat keinen zuldssigen Punkt und daher keine Lésung.

Frage: Wann hat ein lineares Programm eine Lésung ?
— Dualitatssatze

Satz 3.28 (Schwache Dualitat)
Sei x € R™ ein zuldssiger Punkt des primalen Problems (3.16) und (), s) € R™ xR"
ein zuldssiger Punkt des dualen Problems (3.18). Dann gilt:

BTN < Tz,
Beweis: Da x und (), s) zuléssig sind ergibt sich
bIA = (Az)TA = 2T(AT)) = 2T(c—s) < Tz

denn es ist 2Ts >0 wegen x,s > 0.
O
Satz 3.28 liefert eine untere Schranke fiir den Wert der Zielfunktion f(z) = cf'z. Sei

inf(P) := inf{c’'z : Ax=0b,2>0}
und
sup(D) := sup{b" A : ATA+s=c,5>0},

so gilt also
sup(D) < inf(P).

Wir setzen inf(P) := oo bzw. sup(D) := —oo, falls (3.16) bzw. (3.18) keine zuléssi-
gen Punkte besitzt.
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Korollar 3.29 Seien x € R™ ein zuldssiger Punkt fir (3.16) und (A, s) € R™ x R"
zuldssig fir (3.18). Weiter gelte

T = b7\,

Dann ist x Lésung von (3.16) und (X, s) Lésung von (3.18).

Beweis: Sei £ € R™ ein beliebiger zuldssiger Vektor von (3.16). Dann gilt mit Satz
3.28
e = b\ <cT¢

Beweis fiir (A, s) analog.

O
Zwischenfazit: Die schwache Dualitit besagt: ¢z — bTX > 0. und Korollar
329: 'z —bT'A=0 = =xist Lésung von (3.16) und (), s) von (3.18), wobei
s € R™ so gewahlt wurde, dass (A, s) zuléssig ist.
Es ist dann inf(P) = sup(D). Gilt inf(P) > sup(D), so spricht man von einer
Dualitatsliicke.

Satz 3.30 (Starke Dualitdit)
Besitzt (3.16) eine Losung x oder hat das duale Problem (3.16) eine Losung (A, s),
so gilt inf(P) = sup(D) , d.h. es existiert keine Dualititslicke.

Beweis: Sei x eine Losung von (3.16). Satz 3.26 (Optimalitatsbedingungen) garan-
tiert die Existenz von (z, A, s) € R® x R™ x R™ mit

0=s"2=(c—ATN'2 =Tz -\ (Az) = Tz — b\

Mit Korollar 3.29 folgt die Behauptung.
Analog argumentiert man fiir das duale Problem.

O
Satz 3.31 (Euxistenzsatz)
a) Ist inf(P) € R, so besitz das primale Programm (3.16) eine Lisung.
b) Ist sup(D) € R, so besitzt das duale Programm (3.18) eine Ldsung.
Beweis: a) Sei f* :=inf(P) € R
Annahme: Es gibt kein primal zulissiges € R” mit f* = ¢’ x,
also es gelte
e > f* firalle x >0, Az =0. (3.19)
Also besitzt das System
CT f*
BTz = = =: h e R™H!
e () (B) e
keine Losung z > 0, BT e Rim+1)xn,
Lemma von Farkas =
Es gibt ein d € R™*! mit h7d < 0 und Bd > 0.
Seid=(a,\),deR, A e R™, so folgern wir
af* —b'A <0 (3.20)

sowie
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ac — ATX > 0. (3.21)

Ist  ein primal zulissiger Vektor (der wegen inf(P) € R existiert), so folgt aus
(3.21)

actz — 2T AT

aclz — (Az)TA
=actz — '\ >0
und aus (3.20) dann
aclz > I\ > af*,

woraus wir a > 0 schlieBen (vgl.(3.19)).
Man erhélt also 7 7
ff<bd’'Xx und ATX<e

mit A == \/a.
Mit 5 :=c — AT X ist (), 5) dual zuliissig mit b7 X > inf(P)
Widerspruch zu Satz 3.28 !
b) analog.
O

Korollar 3.32 Sind das primale und das duale Programm beide zuldssig, so haben
beide Programme eine optimale Lésung.
Beweis: Aus der schwachen Dualitdat und der Zuléssigkeit folgt

—oo < sup(D) < inf(P) < 400

und mit Satz 3.31 die Behauptung.

ACHTUNG: Der Existenzsatz 3.31 gilt nur fiir lineare Probleme !
Der optimale Wert des Problems

min f(z) = €* , zeR

ist 0 und wird von keinem x € R angenommen.

Die Konstruktion von Innere-Punkte-Verfahren beruht auf dem Prinzip der Duali-
tat.
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Lineare Optimierung II:
Innere — Punkte — Methoden

Ziel: Alternative zum Simplex-Verfahren fiir grofie lineare Programme.

Betrachte das primale Programm
min ¢’ wdN Az =5b,2>0 (4.1)
und das zugehorige duale Programm
max b’ \ wdN AT 4+s=c,5>0 (4.2)

AeR™M™ pheR™, ceR™

Satz 3.26 besagt, dass (4.1) und (4.2) dquivalent sind zu den Optimalitidtsbedingun-
gen

ATN +s=¢
Ar =10
. (4.3)
s, =0 , i=1,..,n
z,s >0
Idee: Wir storen (4.3) durch ein 7 > 0 gemaf}
ATN + s=c
Az =b
v , (4.4)
risi =717 , t=1,...n
z,s >0,

losen (4.4) und lassen 7 — 0 konvergieren.
Die Abbildung 7 — (2, A;,s,) heifit der zentrale Pfad, wobei (x,,\;,s,;) eine
Losung von (4.4) ist.

Problem: Sind die zentralen Pfad-Bedingungen (4.4) iiberhaupt 16sbar ?
Gegenbeispiel: Das lineare Programm

min x; + x2 wd.N. z14+22=0, 21,20 >0
hat eine Losung, die zugehorigen zentralen Pfad-Bedingungen (4.4) nicht.

Ausweg: Definiere zu (4.1) bzw. (4.2) logarithmische Barriere-Probleme

minc’z — 7 Zlog(xi) wdN Az =b,2>0 (4.5)

i=1
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n
max b’ \ + T Zlog(si) wdN ATA4s=c,s>0 (4.6)
i=1
und zeige:
Hat (4.5) oder (4.6) eine Losung, so auch die zentralen Pfad-Bedingungen.

Satz 4.1 Sei T > 0 gegeben. Dann sind dquivalent:

(a) Das primale Barriere-Problem (4.5) hat eine Lédung x.
(b) Das duale Barriere-Problem (4.6) hat eine Losung (M-, S:).
(¢) Die zentralen Pfad-Bedingungen (4.4) besitzen eine Lisung (-, Ar, S7).

Beweis: Die Funktion f: {z € R" : 2 > 0} - R, f(z) =cla —7 Y loga; ist
konvex und Vf(z) = c—7X te mit X = diag(xy,...,z,) und e = (1,1,...,1)T € R™.
Das Problem (4.5) ist damit ein konvexes Problem mit linearen Nebenbedingungen.

Korollar 3.17 =z, ist genau dann eine Losung von (4.5), wenn die KKT-
Bedingungen erfiillt sind:

Vi) + > AVhi(z,) + Y fiiVgi(z,:) =0
j=1

i=1

— c—71Xlte4+ ATA =0

da wegen —x < 0, g;(z) stets inaktiv ist und damit fi; = 0,7 =1,...,n gilt. Aufler-
dem ist
hz)=0 & Ax=b, z>0.
Definiere s, := 7X'e > 0, A\, := —\.
So erhalten wir insgesamt

AT ; + s, =¢c , Az, =0b , (z))ilsr)i=7T , Spxr>0.

Das sind die zentralen Pfad-Bedingungen (4.4) fiir (z,, Ar, s7).
(b) & (c) édhnlich !

O
Fazit: Um die Existzenz einer Losung von (4.4) zu beweisen, geniigt es die Existenz
einer Losung von (4.5) nachzuweisen.

Wir benétigen dazu noch zwei weitere Bezeichnungen.
Wir nennen

F o= {(x,\s): Av=b, AT \+s5=c, 2,5>0}
die primal-dual zuldssige Menge und
FOu={(z,\s)eF:2>0,5>0}
die primal-dual strickt zuldssige Menge.

Bemerkung: F° # () ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass das primale
Barriere-Problem eine Losung hat. Denn ist (2., A;, s,) eine Losung von (4.4), so
gilt offenbar (z,, A, s,) € F°. Wiire FY = () kann (4.5) nach Satz 4.1 keine Lésung
haben.

Diese Bedingung ist auch hinreichend !
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Satz 4.2 Sei F° # (). Dann besitzt das primale Barriere-Problem (4.5) fiir jedes
7 > 0 eine Losung.

Beweis: Sei 7 > 0 und (%, A, 3) € FY gegeben, d.h.

AT + 8 = ¢
Az =0 (4.7)
£,8>0.

Sei weiter

B(z) i=clz — 71 Zlog(wi),
i=1

L ={zeR": Az=0b,2>0, B;(z) <B,(&)}.

Es zeigt sich, dass aus B, (z) < B,(Z) schon x > 0 folgt.
Wir wollen zeigen: L, ist kompakt.

Offenbar: £ ist abgeschlossen.

Noch zu zeigen : L, ist beschrénkt.

Fir x € £, gilt mit (4.7) :

B, =c'z — 7 Zlog(xi)
i=1

~

n
=cle — N(Az—b) — 7 Zlog(mi)
i=1
=cTe — 2TATN + 07X — 7 Zlog(mi)
i=1

=Tz —aT(c—8) +b"A — 7 Zlog(xi)

i=1

=278 +bTA - 1 Zlog(xi)

i=1
< B(2)
Also: N
Z(Szxz - T IOg(xz)) < BT(‘%) - bT}‘ =k
i=1
wobei k eine Konstante ist.
Die Funktionen k;(z;) := §;xz; — 7log(x;) erfiillen
li ki(x;) = lim ki(x;) =
zlggrloo (x) :::731—I>%+ (x) oo

und sind stetig und konvex (also nach unten beschrinkt).
Also ist £, beschrankt und damit kompakt.

= minB, udN. ze€Ll,
hat eine Losung x, > 0. Wegen x, € L, ist dies auch eine Losung von (4.5).
O

Satz 4.3 Es sei F° # (. Dann besitzen die Bedingungen (4.4) fiir jedes 7 > 0
eine Losung (-, Ar, S;), wobei x, und s, eindeutig bestimmt sind. Besitzt A vollen
Rang, so ist auch A\ eindeutig bestimmd.
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Beweis: Da F° # () folgt mit Satz 4.2, dass (4.5) eine Losung x, besitzt fiir alle
7 > 0. Daraus folgt wiederum, dass die Bedingungen (4.4) eine Losung (2., A+, ;)
besitzen fur alle 7 > 0 (Satz 4.1).
Da B, (z) = "z — 73" log(z;) strikt konvex ist, ist 2, eindeutig bestimmt.
= s, eindeutig bestimmt wegen (z,);(s;); =7, i=1,...,n.
Besitzt A vollen Rang, so ist auch A, eindeutig bestimmt aus AT\, + s, = ¢ und
zwar ist A, = (AAT)"1A(c - s,).

O
Ziel: Anwendung des Newton-Verfahrens auf die zentralen Pfad- Bedingungen (4.4).

Newton-Verfahren: Sei F € C!(RP,RP) gegeben.
Zu 16sen: F(w) = 0 durch Iterationsverfahren. Ist w”* gegeben so verwendet man
die Linearisierung Fj(w) von F um w*, d.h

F(w) :== F(W") + F'(w")(w—w").
Die Forderung Fj(w**1) = 0 fiihrt zu:
WL = WF — (WP TR (WY).
Also: Ist w® gegeben, so berechne w**! = w* + Aw* mit
Fl(b) Aok = —F(h).

Héufig setzt man
WL = WP 4+t AW

mit £ > 0.
Hier:
AT +s—c¢
F(w) := Fr(z, )\, 8) :== Az —b ,
XSe—re

mit X = diag(z1,...,7,), S = diag(si, ..., sn), e = (1,..., 1)T.
Also: Fr(z,\,8) =0 < (2, s) geniigt den Bedingungen (4.4) (bis auf z,s > 0)
Es ist dann

0AT I
Fl(z,\s) = | A 0 0 | e REFm)x@ntm) (4.8)
S 0 X

Frage: Wann existiert F/(z,\,s)"! ?

Satz 4.4 Seiw := (z,A,s) € R® x R™ x R" ein gegebener Vektor mit x,s > 0. Die
Matriz A € R™*™ habe vollen Rang. Dann ist F.(w) fiir jedes T > 0 reguldr.

Beweis: Sei p = (p(l),p(z),p(3)) € R™ x R™ x R™ gegeben mit
Fl(z,\,s)p=0.

Aus (4.8) lesen wir ab:

ATp® +p® =0, (4.9)
ApM =0, (4.10)
SpM + xp® = 0. (4.11)

Aus (4.9) und (4.10) erhalten wir
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T T T
0= p(l) ATp(Q) + p(l) p(3) — p(l) p(3).
Aus (4.11) leiten wir ab:
p® = —x~15pM (4.12)

und somit .
pM " X~tsp) = 0.

Da X 1S positiv definit ist, gilt dann
p(l) =0

und aus (4.12) folgt p® = 0.
Da A vollen Rang hat, erhalten wir aus (4.9) schliefflich p? =0, also p = 0.

O
Bemerkung: Die Iterierten (a:k, A sk) werden stets so bestimmt, dass z¥,s* > 0
gilt.

Innere Punkte-Methode: (vorldufige Version)
Zu gegebenen w* = (2, \¥ %) und 73, > 0 16se

(") Aot = —F, (wF),

also
0 AT 1 Nxk —AT e — sk 4 ¢
A0 0 ADLE == —Azk +b (4.13)
Sk 0 Xk Ask —X*Ske + e
mit
Xk = diag(zh, ..., z"),
S* = diag(sh,...,s*),
WFTL = WPt AWF fiir ein ¢, > 0. (4.14)

Lemma 4.5. Gelten fiir w° = (2%, \°, s°) die Beziehungen ATA\°+3s° = ¢, A2® = b,
so folgt schon fiir alle aus (4.13), (4.14) gewonnenen w* = (z%, ¥, s%), dass

ATXNF 4 sk = ¢ | AzF = 0.

Beweis: Die Behauptung gelte fiir ein & > 0.
Aus (4.13), 1.Zeile, folgt dann

AT AN+ AP = 0.
(4.14) garantiert dann:

AN L gkt

ATOF 1, AN + (P 41, A 8%) — ¢
= ATNF 4+ s — ¢ + 1, (AT AN 4+ AsF)
=0.

Unter Verwendung der 2.Zeile von (4.13) erhélt man analog:

APt = Ax® + AN Y = b.

Wiihlen wir also ein w® = (2%, A%, s°) aus



44 4 Lineare Optimierung II: Innere — Punkte — Methoden
FOuo={(z,\s) : Az =b, AT\ +s=c, 2,5 >0}

so konnen wir die rechte Seite von (4.13) durch (0,0, —X*S¥e + 71.e) ersetzen.

ALGORITHMUS: (allgemeine Innere Punkte-Methode)
(S.0) Wihle w° := (2°,\%,5%) € FO, ¢ € (0,1) und setze k := 0.
(S.1) Ist py = (z¥)Tsk/n < ¢ — STOP

(S.2) Wihle oy, € [0,1] und bestimme die Losung Aw® := (Azk, AN As¥) von

0 AT I Azk 0
A 0 O ANF = 0
Sk o0 X*k AsF —XFkSke + oppre

(S.3) Setze
= b AWE L ke k41

und gehe zu (S.1).
t. bezeichne eine Schrittweite, die 2T > 0, s**! > 0 garantiert.

Bemerkungen:
a) Aufgrund von Lemma 4.5 und (S.3) ist nur noch die Bedingung

(") TsF — 0 firk—0

zu garantieren, um alle Optimalitdtsbedingungen (4.3) zu erfiillen.
Da w* € FY fiir alle k gilt, haben wir

(l’k)TSk — (xk)T(CfATAk)
T:Ek _ (A:Ek)TAk
TZ‘

k bT)\k.

Cc
C

Der Ausdruck (zF)Ts* ist also die Dualititsliicke, u* = (z%)7s*/n somit die ge-
wichtete Dualitétsliicke.

b) Die Wohldefiniertheit des Algorithmus, wenn A vollen Rang hat, wird durch die
Existenz eines ¢ wie in (S.3) und durch Satz 4.4 garantiert.

¢) Der Algorithmus beinhaltet 2 Freiheitsgrade. Die Wahl von ¢ und von . Dabei
bedeutet o, = 0 ein Newtonschritt fiir die Optimalitédtsbedingungen (4.3), fithrt
aber zu kleinen Schrittweiten .

o, = 1 bringt uns weiter von (4.3) weg, lafit aber groflere Schrittweiten ¢ zu. Das
Produkt uroy spielt die Rolle von 7.

Spezielle Wahlen von ty, oy, fithren zu Pfad- Verfolgungs- Verfahren.
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Nichtlineare Optimierung I:
Nichtrestringierte Probleme

5.1 Abstiegsmethoden

Wir betrachten das Problem

min f(z) (5.1)
mit f: R™ — R stetig differenzierbar.
Wir nennen (5.1) ein nichtrestringiertes Minimierungsproblem.

Sei

g(x) == Vf(z).
Betrachte fiir eine Richtung d € R™, ||d|| = 1, die differenzierbare Funktion ¢ :
R — R mit

o(t) == flxz+1td).
Dann ist ¢'(0) = Vf(z)Td = g(x)Td und |¢'(0)| < ||g(z)||.- Demnach wird ¢’(0)
fiir d := ||§Ez§|| maximal und fir d := % minimal, falls g(z) # 0 ist.

Da ¢'(0) die Anderung von f in x beschreibt, ist g(z) die Richtung des steilsten
Auf- und —g(z) die Richtung des steilsten Abstiegs.

Ist g(x) = 0, so ist x stationdrer Punkt und nach Lemma 3.4 ein Kandidat fiir ein
Minimum.

1.Idee: Sei 2° gegeben.
Lose

o'(t) = —g(x(t)) . x(0)=a".

Léngs der Kurve z(t) nehmen die Funktionswerte streng monton mit wachsenden ¢
ab.
Beweis: Ist ¢(t) = f(z(t)), so gilt

Problem: lim;_, o, () muf} nicht existieren.

2. Idee: Sei 2° € R™ gegeben sowie eine Suchrichtung s € R™, ||s|| = 1.
Bezeichne

p(t) = f(a° + ts°)

und untersuche das Verhalten von ¢ fiir ¢ > 0. Ziel ist es ein Ay > 0 zu finden, so
dass

e(No) = F(@° +X0s%) < F(2°) = ¢(0)
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gilt. Dabei soll garantiert werden, dass g nicht "zu klein” ist (— sonst zu aufwen-
dig).

Iteriere so lang bis g(x*) = 0 fiir ein z* € R™ gilt.

Da nur die Gerade z* + ts* in Betracht gezogen wird, spricht man von line search.

ALGORITHMUS: (line search)

Wiéhle 0 < ¢o < ¢; <1 (in der Regel ¢; < %) und 0 <y < 1.
Gegeben sei 2° € R”.
Fir k=0,1,...

1) Ist g := g(z¥) =0 — STOP
2) Sonst withle Suchrichtung s* € R™, ||s*|| =1 und —gF's* > v||gk||2

k1= gk 4 \.s* so, dass

Fa*) < f(a¥) + Apergilst
g,a_lsk > czngsk

3) Bestimme eine Schrittweite A > 0 und x

(5.2)

Bemerkungen:

a) Schritt 2 verlangt, dass der Winkel zwischen s* und der steilsten Abstiegsrichtung
< 90° ist. Fiir v = 1 kommt nur s* = —g(z*)/||g(z*)|| in Frage.

b) Der erste Teil von (5.2) garantiert wegen Arc1gls* < 0, dass

Fa™th) < fa®)

gilt. Wegen

f(xkﬂ) - f(fk) /\go T k

T ok T k T k
Jk+18" = €20y S° 2 C1GiS° 2 h 9k 8
k

ist der zweite Teil in (5.2) fiir sehr kleine A;, > 0 nicht mehr erfiillt — Ay nicht
"zu klein”.

¢) Es wurde offengelassen, wie man Ay findet.
Eine Moglichkeit ist die exakte line search.

A = argmin { f(z* +Xs" : A >0},

Satz 5.1 Sei f € C2(R"), 2" € R" und K = {z : f(x) < f(a°)} kompakt.
Dann lafit sich der Algotihmus anwenden und bricht entweder nach endlich vielen
Schritten mit einem z* mit g(z*) = 0 ab, wobei

Fat) < F@FY) < o< @)
ist oder erzeugt eine unendliche Folge {x*}y mit

1) fla**+) < f@*) k>0,
2) {x*}) besitzt mindestens einen Héaufungspunkt x*
3) jeder Hiufungspunkt x* erfillt g(x*) =0.
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Die Menge K heif$t Niveaumenge.

CG-Verfahren

Ziel: Abstiegsverfahren "mit Gedéachtnis” fir konvexe quadratische Funktionen.
Also sei

1
fz) = ixTAac +b'r + ¢

mit A € R symmetrisch positiv definit. Dann ist f konvex (Ubung).

Definition 5.2. Sei A € R"*"™ symmetrisch positiv definit. Die Vekroren sy, ..., Sm €
R"™ heiflen A-konjugiert, falls s; # 0 fiir 1 <i <m und s As; =0 fiiri # j gilt.

Bemerkung: A-konjungierte Vektoren s;,i = 1, ..., m, sind stets linear unabhéngig.
Denn aus Y .-, a;s; = 0 folgt

0 = s, AT a;s; | = ag sE Asy,
) siAsy

=1 >0

und damit a =0, k=1,...,m.

Satz 5.3 Die Vektoren s, ..., 5,_1 seien A-konjugirert und x° € R™ beliebig.
Firk=0,1,...,n—1 sei 2"t := 2% + \ys,, mit

A = argming e f(2F + Asy) .

Dann gilt

f(&") = min f(z)
Beweis: Ubung.
Also: z" ist Optimalldsung.

Idee: Verwende A-konjugierte Suchrichtungen.

ALGORITHMUS: (CG-Verfahren)

Es bezeichne g(x) := Vf(z) = Az + b den Gradienten von f.
Start: Wihle 2° € R, setze go := g(z°), s := —go.
Fiir i = 0,1, ...

1) Ist g; = g(z') =0 — STOP
x? ist Minimum von f.

2) Sonst setze 't ;= ' + \;s?, wobei gilt

T
9 Si
T
s; As;

Ai = argmin)\zof(xi +Ast) =

3) Berechne v;41 = gﬁ1gi+1/g?9i und setze s;11 := —git1 + Vir15; -
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Bemerkung: a) ); ist wohldefiniert, da s7 As; > 0 gilt fiir g; # 0.

b) 441 wurde gerade so gewéhlt, dass die Richtungen s;,7 = 0,1, ... A-konjugiert
sind. Nach Satz 5.3 stoppt das Verfahren daher nach endlich vielen Iterationen mit
der exakten Losung (wenn Rundungsfehler unberiicksichtigt bleiben).

¢) Man kann zeigen, dass

k _ . k
|[z% — 2*|[a <9 (1 2 )
127 = 2L VRt

gilt mit ||z||4a = /(z, Az) und k = ||A||2||A7Y]2 -

5.2 Trust — Region — Verfahren

Wir betrachten wieder das Optimierungsproblem

min f(z)

fiir ein f € C2(R"). Es sei stets
g(x) = Vf(x) , H(z) := V’f(x) e R™".
Es sei weiter eine Iterierte ¥ gegeben und wieder g, = g(a%), fr = f(a%).

Es gilt (Taylor-Entwicklung)
1
fah+d) = f@") + g(@")d + 5d"H(z")d + O(||d]||*)
1
~ fr+ gld + §dTBkd =: ¢i(d)

wobei ||d|| "klein” ist und By, = Bl ~ H(z*) eine Approximation an die Hesse-
Matrix.

Um f in einer Umgebung von z*

zu minimieren, 16sen wir jetzt

min Pk (d 5.3
T, 24 (5:3)
fiir A > 0. Ist Ay klein, so approximiert ¢ (d) den Wert f(z* + d) sehr gut und
die Losung von (5.3) ist eine gute Naherung fiir

: k
min "+ z
[lzll2<Ak K )

Der Bereich {z : ||z]| < Ay} heifit Vertrauensbereich (trust region), das Problem
(5.3) ist das Trust-Region Problem.

Idee des Algorithmus:

- s, sei die Optimallésung von (5.3).

- pred,, := @5,(0) — @i (sr) = vorhergesagte Verkleinerung beim Ubergang von x
zu xk + Sk

- aredy = f(aF) — f(aF*l) | 2*HL = ¥ + 54, tatsiichliche Verkleinerung

k
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- 1y, := aredg/pred,,  MaB fiir die Ubereinstimmung,.

- Berechne s*

- Ist ry, “klein”, mache Nullschritt und setze zF+1 := z*, verkleinere Ay.
Ist 75, "gro”, gehe iiber zu z**! = zF + 55, und vergroBere Ay,.

ALGORITHMUS: (Trust-Region-Verfahren)

Gegeben seien Konstanten 0 < c3 <cy4 <1< ¢, 0 < ¢y < ey <1 mit cg > 0 sowie
e>0.

1) Wihle 2 € R, By = BL, Ag > 0, setze k := 0.

2) Ist ||gr|| <& — STOP 2% (niherungsweise stationér)
3) Bestimme eine Naherungslosung sy von (5.3).

4) Berechne r, := aredy /pred; und setze

SR zF | falls 7, <co (Nullschritt)
’ z* + 55, sonst

Wiéhle Biy1 = BkT_~_1 und Ag4q > 0 mit

A c [es [[skll2 s calg], falls 1 < e
i [Ak , ClAk] , sonst
Setze k — k + 1.

GOTO 2.

Bemerkungen:

a) Typische Konstanten sind ¢g =0, ¢;1 =2, co =c3 = % ,C4 = 5.

b) Man wird versuchen By durch eine (moglichst einfache) Vorschrift aus By zu
bestimmen. Hierzu gibt es sogenannte "Update-Verfahren”.

INIE

Satz 5.4 (Schulz, Schnabel, Byrd, 1985)
Sei f € C2(R") und ||V2f(z)|| < M fiir alle x € R™. Sei weiter co > 0 und & = 0
im Algorithmus. Die Naherungslosungen s von (5.3) mdgen zusdtzlich

61(0) — du(sy) > T||sk||min{Ak, g }
1By

fir ein T > 0 erfillen. Weiter seien auch die By = BkT, k > 0, beschrankt mit
||Be|| < M fiir alle k. Schlieflich sei infy, f(z*) > —oc. Dann gilt

lim g(z*) = 0,

k—o0

es ist also jeder Hiufungspunkt x% von {x*}, stationdrer Punkt von f.
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5.3 Nichtlineare Ausgleichsprobleme:
Gaufl— Newton — Verfahren

Es sei jetzt f € C2(R™,R™),

fi(@)
flx) = :

fm ()

mit m > n.
Fiir m > n ist die Gleichung f(z) = 0 berbestimmt und braucht keine Losung zu
haben.

Idee: Definiere

8w) = SIS@IR = 3 D ey

und suche ein z* mit
*

¥ = argmingpn (). (5.4)
(5.4) ist ein nichtlineares Ausgleichsproblem, "least-squares-Problem”.
Notwendige Bedingung fiir ein Minimum z*
Vo) =0 , V(") =0
mit
Vo(a) = J(@)"f(z) , J(z) = Df(x),

wobei J(z) € R™*" die Jacobi-Matrix von f ist.
Die Hesse-Matrix hat die Gestalt

V2p(x) = J(x)TJ(z) + B(z) € R™"
mit

B(z) = > fi(x)Vfi(x) € R™™.

i=1

Gesucht ist demnach eine Losung z* von
Vo(") = J@*) f(z*) = 0. (5.5)
Die Gleichungen (5.5) heiflen Normalgleichungen von (5.4).

Bemerkung: Ist f affin linear, also f(z) = Az —b, A€ R™*" soist Df(z) = A
und die Normalgleichungen (5.5) haben die Gestalt

AT(Az —b) =0 & ATAx = ATb. (5.6)

Ist Rang(A) = n, so ist AT A positiv definit und die Lésung von (5.6) ein Minimum

von ¢(z) = ||Az —b||3 (da ATA = V2¢(z)).

Idee zur Losung von (5.5):
Wende das Newton-Verfahren an mit line search

;L‘k+1 = .’L‘k + Ardp

mit



5.3 Nichtlineare Ausgleichsprobleme: GauB3— Newton — Verfahren
dy, == =V?¢(z") "' Ve(a").
Dabei wird die Schrittweite Ay > 0 so bestimmt, dass
H(z*) =~ min{ ¢(z¥) + \dy, : A >0}
gilt.
Nachteil: Berechnung von B(zx) in V2¢(z) sehr aufwendig!
Ausweg: Ersetze V2¢(x) durch J(z)TJ(z) (und lasse B(x) weg)!

Dies entspricht der Linearisierung von f um z*, d.h. wir ersetzen f durch

F(z) =~ f(z") + J(@@")(z — ) (Taylor) .
Denn mit f; := f(z*), Ji := J(2*) und

ouw) = Sl + il — M)
erhélt man
Vor(e) = Ji (fr + Jx(x — ")),
Vi¢i(z) = Jf .
Das Minimum von ¢ wird angenommen, falls
Vér(z*) =0 &  JJe(z*—2%) = —J[ fi

gilt, also:
=2 +dpy mit dp = —(JET) VI fe

Folglich ist
JETwde = I fr

und damit die Lésung von
win 1fi + Jud3.
Das legt folgendes Verfahren nahe:
2F = 2k 4 \dy, , dy = —(JET) I fr
mit A > 0, so dass

k1Y o i k
Pz = min (" 4 Ady) .

51

Das ist das Gaufs-Newton- Verfahren mit line search. Fir Ay =1, k= 0,1, ... erhélt

man das klassische Gauf3-Newton-Verfahren.

ALGORITHMUS: (Gau3-Newton-Verfahren mit line search)

Sei 20 € R beliegig.
Fir k=0,1,...

1) Berechne dy, := —(JEJp)"YIE fi mit J, = J(2%), fx = f(z).

2) Bestimme z**! := 2% + \ydi, A > 0, so dass

K1y oo oo k
¢(™7) ~ min $z” + Ady)

ist.
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Satz 5.5 Wird \, wie in Satz 5.1 (Abstiegsverfahren) bestimmt, ist K := {x :

#(z) < ¢(2°)} kompakt und J(z)T J(x) auf K positiv definit, so erzeugt der Algo-
rithmus eine Folge {x*}), deren Héiufungspunkte stationdre Punkte von ¢ sind.

Anmerkung:
Definiert man () := ¢(z* 4+ \dy), so ist

¢'(0) = di (Ji fr) = —di Iy Jrdy, = —||Jpdi][* < 0
da
Jpdy = Te(JET) YT Efe =0 & JPfi =0 < 2" stationdrer Punkt von ¢ .

= dj ist eine Abstiegsrichtung fiir ¢.
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Nichtlineare Optimierung II:
Restringierte Optimierungsaufgaben:

6.1 Penalty — Methoden

Idee: Behandele ein restringiertes Problem durch Folge unrestringierter Probleme.

Betrachte
min f(z) u.d.N. hj(x)=0,j5=1,...,p (6.1)

mit f:R” - R, h:R"” — RP stetig.
Definiere eine Penalty-Funktion

P(;a) = f(2) + S k()|

Offenbar: x zuldssig = P(z;a) = f(x)

Beispiel 6.1 min z2 u.d.N. r—1=0 = a*=1 ist Losung.

N W
M
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a kletn = min P(z;a) weit weg von min f(x) =1

a groff = min P(z;a)~1

Daher: Konstuiere {ay} streng monoton wachsend und dazu

T = argmingcpn P(z; o),

ALGORITHMUS: (Penalty-Verfahren)
1) Wahle oy > 0 und setze k := 0.

2) Definiere xj, := argmingcp. P(z; o).
3) h(zg) =0 — STOP

4) Bestimme a1 > i, setze k — k + 1 und gehe zu 1).

Satz 6.2 Seien f,h stetig, {ay} streng monoton wachsend mit oy, — 00, die zulds-
sige Menge X := {x € R™ : h(x) = 0} nicht leer und {z\} die durch das Penalty-
Verfahren definierte Folge.

a) Die Folgen {P(z*;ax)}, {f(zx)} sind monoton wachsend.
b) Die Folge {||h(xk)||} ist monoton fallend mit limy_,o0 h(z)) = 0.
¢) Jeder Hiufungspunkt der Folge {x}} ist eine Lisung von (6.1).

Es gilt offenbar, falls X # () ist:
k. < . — — f* )
P(z%;ap) < Ilg)f{ P(x; ) wneli flx) =1 f* < +o0 (6.2)

und damit
f(a*) < P(a"0p) < f7.
Ist ¥ zulissig, so gilt natiirlich auch
f(zF) > f* also f(aF) = f*

und somit ist z* eine Losung.
Dies rechtfertigt das Abbruchkriterium in 3).

Seien nun f, h; € CY(R"™), j = 1,..., p. Offenbar gilt
P

0 = VP@"ar) = VI + ax D hi(@*)Vh;(¥) (6.3)
j=1

da z* globales Minimum ist.
Ist (z*, u*) € R™ x R? ein KKT-Punkt von (6.1), so gilt

P
0= Vf(z*) + Y u;Vhi(z*)
j=1
Frage: Konvergiert

:U/_]; = Oékh](l'k), .] = 17 P (64)
gegen ;7
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Satz 6.3 Seien f : R® — R, h : R® — R stetig differenzierbar, {x*} eine durch
das Penalty-Verfahren erzeugte Folge mit limy_, o0 2% = 2%, {Vhy(2*), ..., Vhy(z*)}
seien linear unabhdingig und {*} gemdf(6.4) definiert. Dann gilt

a) {u*} konvergiert gegen ein u* € RP.

b) (x*, u*) mit u* aus a) ist ein KKT-Punkt von (6.1), d.h. u* ist der wegen Satz
3.22 eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikator zur Lésung x* von (6.1)

Bemerkungen:

a) Die Probleme

a¥ = argming cp. P(7; o)

sind im allgemeinen nicht exakt losbar.
AuBerdem gilt fiir die Hesse-Matrix V2 P(x%; ay), daB8 fiir limy, a = +oo0 auch

hm IV2,P(z"; a)||2 = +o0

ist. =  Problem schlecht konditioniert

b) Ein allgemeines Problem
min f(x) u.d.N. h(z) =0, g(z) <0
1a8t sich umformulieren in der Gestalt
min f(z) u.d.N. h(z) =0, max{0,g(x)} =0

mit
max{0, g(z)} := (max{0,g:(2)}, ..., max{0, gm(z)})" € R™.
Die zugehorige Penalty-Funktion lautet

Pz, o) = f(z) + Hh I+ Zmax {0, gi(x)} -

6.2 Barriere — Methoden

Problem: Bei Penalty-Verfahren sind die iterierten {z*} i.a. nicht zulissig.
Betrachte
min f(x) u.d.N. g(z) <0

mit f:R” - R, g: R* — R™.
Die logarithmische Barriere-Funktion

B(x;0) = f(z) — a Y In(~gi(x))
i=1

und die inverse Barriere-Funktion

B(z;a) == f(z) — « Z !

fiihren zu den Barriere-Verfahren:
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1) Wibhle eine Folge {a4} mit limy oo o = 0.
2) Definiere z* := argmingcg. B(z;ay).

Hier gilt wegen

lim (—In(—2)) = lim (—1) = 400

z—0— z—0~ z

stets

o st zulissig (& g(zF) <0).

6.3 Multiplier — Penalty — Methoden

Wir betrachten das Optimierungsproblem
min f(z) u.d.N. h(z) =0 (6.5)

mit gegebenen Funktionen f € C?(R"), h € C*(R",RP).
Jedes lokale Minimum z* € R™ von (6.5) ist auch lokales Minimum von

min { Fz) + %Hh(x)“z} wdN.  h(z) =0 (6.6)
fiir @ > 0 beliebig. Die Lagrange-Funktionen
«
La(@, pia) := f(x) + Sl[h@)I]” + uh(x)

von (6.6) heifit erweiterte Lagrange-Funktion (augmented Lagrangian, Multiplier-
Penalty-Funktion).

Lemma 6.4. Es sei QT = Q € R™ " positiv semidefinit und P € R™ "™ symme-
trisch positiv definit auf N(Q), d.h.
TPz > 0 fiir alle x € R"\ {0}
mit © € N(Q). Dann existiert ein endliches @ > 0, so dass P + aQ) symmetrisch
positiv definit ist fir alle o > @.
Beweis: Annahme: Zu jedem k € N existiert ein z; € R™ mit x; # 0 und
foa:k + kxf@xk <0.

Wir kénnen dabei ||z|| = 1 annehmen.
Dann existiert eine Teilfolge {xy, }; mit lim; o ox; = 2. und |[[z.|| = 1.

= 2T Pz, + limj_ o sup ijngxkj
= limj 00 Sup(xijmkj + ijijxkj) < 0. (6.7)

Wegen x{jkaj > 0 folgt hieraus
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zTQx, = lim J;Z.ka,, =0.
j—oo 7 ’

. ist lokales Minimum der Funktion ¢(z) = 127 Quz

Vq(z.) =0

Qr. =0 & z,€ NQ)

2T Pz, > 0 nach Vorraussetung

Widerspruch zu (6.7) O

N

Satz 6.5 Fs sei (z*,u*) ein KKT-Punkt von (6.5), so dass die hinreichende Opti-
malitdtsbedingung 2.0rdnung aus Satz 3.24 erfillt ist. Dann existiert ein endliches
a > 0, so dass x* fir jedes o > @ ein striktes lokales Minimum der Funktion
Lo(ey p*5 ) st

Beweis: Mit L(z, u) := f(z) + uTh(z) gilt

ViLla(z, ;o) = VyL(z,p) + o Zhj(x)th(:r),

VimLa(IE,‘LL;OZ) = VirL(‘T,u) + « Z (hj({E)th](’I}), +vh’J(z)Vh’J(z)) .

Definieren wir B, := Vh(z,)7, so gilt
VieLa(a®, pia) = V3, L(a", 1) + aBB,.
Nach Voraussetzuung gilt
d'V2, L(z*,u*)d >0 VYd#0 mit Vhj(z*)'d=0.

= V2_L(z*, pu*) ist symmetrisch positiv definit auf N(B,) = N(BIB,).

Nach Lemma 6.4 existiert ein endliches @ > 0, so dass V2, L(z*, u*; &) symmetrisch
positiv definitist fiir alle o > @.

Da (z*, u*) ein KKT-Punkt von (6.5) ist, gilt zudem

P
ViLla(z™, p* a) = V,L(z"u") + « Zhj(:z:*)th(z*) = 0.
j=1
= " ist striktes, lokales Minimum von L, (-, u*, @) V a > @.

Idee: Lose an Stelle von (6.5) das unrestringierte Problem

. ..
min Lo(z, 4% 0).

Im Gegensatz zu den Penalty-Verfahren muss geméafl Satz 6.4 nun nicht mehr o — oo
gelten, um ein exaktes Minimum z* zu erhalten.

Problem: Die Werte p* und @ sind im Allgemeinen nicht bekannt!

Ausweg: Annahme: « sei hinreichend grof}, so dass Satz 6.5 anwendbar ist. Gesucht
ist eine Approximation p* an pu*.

Sei dazu 2z**! Lésung von

min Lao(z, ¥ a).
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Dann gilt
0 = V,Lao(z" u¥; 0)

p
= VIEF) + > (uf + ah(@tY) Vi),
j=1

Ist (2*, u*) ein KKT-Punkt von (6.5) ist, so gilt
P
0 = V.L(z",p*) = VF(*) + Y @i Vh;(a").
j=1

Ein Vergleich legt nahe, die Aufdatierung
Mk+1 = Mk =+ ah(xk'H)

zu verwenden (Hestenes-Powell-Vorschrift). Wir erhalten so das Multiplier-Penalty-
Verfahren:

Algorithmus: Multiplier-Penalty-Methode

(S.0) Wihle 2° € R™, u® € RP, ap > 0, ¢ € (0,1) und setze k := 0.
(S.1) Ist (¥, u*) KKT-Punkt von (6.5) — STOP

(S.2) Bestimme z**! als Losung von:  mingegrn Lo (2, u*; ag).
(S.3) Setze pk*t = u* + oy h(z*F1).

(S-4) Ist [a(z* )| = cllh(=")]],

so setze ag4+1 = 10y ansonsten setze ag41 = ag.

(S.5) Setze k < k + 1 und gehe zu (S.1).

6.4 SQP-Verfahren

Die SQP (= Sequentielle Quadratische Programmierung) -Verfahren gehoren zu den
wichtigsten Verfahren der nichtlinearen Optimierung.

6.4.1 Das Newton-Verfahren (reloaded)

Sei F': R™ — R" stetig differenzierbar. Gesucht ist eine Losung z* € R™ von
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F(z) = 0.
Es sei bereits ¥ ~ 2* gegeben. Betrachte die lineare Approximation
Fi(z) == F(z*) + F'(@")(z — 2*) =~ F(z)

mit F'(z%) = Jp(2¥) € R"*™ und bestimme z*+! durch

Fk(karl) =0
& F(zF) + F'(@®) (a1 —2%) = 0
& F'(a")(aF T —2F) = —F(2").

So ergibt sich die Newton-Iteration

of = gk 4 gk , k=0,1,..

Algorithmus: Newton-Verfahren

(S.0) Wihle 2° € R" | setze k := 0.
(S.1) Ist F(z¥)=0 — STOP

(S.2) Bestimme d* € R™ als Losung des linearen Gleichungssystems

F'(zF)d* = —F(2%).
(S.3) Setze xF*t! = 2F 4 dF k<« k+1; gehezu (S.1).

Bemerkung: Im Allgemeinen bricht das Newton-Verfahren nicht nach endlich vie-
len Schriten ab. Auf Grund der linearen Approximation ist die Konvergenz im All-
gemeinen lokal.

Wie sieht es mit der Konvergenzgeschwindigkeit aus 7

Lemma 6.6. (Storungslemma)
Seien A, B € R"*™ mit ||I — BA|| < 1. Dann sind A und B reguldr und es gilt

1Al

—1 I | e | B
150 < =y —pay

Lemma 6.7. Seien F' : R™ — R" stetig differenzierbar, * € R™ und F'(z*) reguldr.
Dann ezistziert ein e > 0, so dass F'(x) fur alle x € Us(x*) = {z e R" : ||z —2*|| <
e} reguldr ist. Ferner gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

IF" (@) M| < e

gilt fir alle x € U (x*).
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Beweis: Da F’ stetig in z* ist, existiert ein € > 0 mit

1

||F/($*) - F'(a:)|| < W

fir alle x € U.(z*).

= = F'(@) ' Fl@)l < [F'@) HIF' @) - F'@) <

DN | =

fiir alle x € U.(x*).
Nach Lemma 6.6 ist F'(x) regulir fir alle x € Uz (z*) und

I |F' (2*)
Ly 7oy sy
< 2F(z) 7| = e

O

Lemma 6.8. Seien F : R" — R™ und eine Folge {x*} C R™ mit limy,_, o 2% = 2*
gegeben. Dann gilt

a) Ist F stetig differentierbar, so ist
IF(a*) — F(a*) = F'(a")(a* — 2*)|| = o (la" — ")
fiir k — oo.
b) Ist F stetig differenzierbar und F' lokal Lipschitz-stetig, so gilt
|F(2*) = F(z*) = F'(z")(a* — 2*)|| = O (|l«" —2*?)

fiir k — oo.

Beweis: a) Es gilt

|F(*) - Fla®) - F'(@")(a* —a")| < [|F(a") — F(*) - F'(a")(a" - 2")|
+IF @) - F' ()] [l - 2]

Da F in z* differenzierbar ist, gilt
|F(z*) = F(z*) = F'(z") (2" — 2")|| = o(|la" —2"[])

fiir alle k£ — oo.
Da F’ in * auch stetig ist gilt zudem limy_, o || F’(z*) — F'(z*)|| = 0.

b) Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt
F(z®) — F(z*) — F'(a%)(2® — 2%)
1
= / F'(z* +t(aF — 2*))(a* — 2*)dt — F'(aF)(2® — %)
0

1
_ /0 [F/(a* + t(a* — 7)) — F'(a")] (" — &¥) dt.

Fiir k hinreichend grof} folgt aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von F”
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|F(a*) = F(z*) = F'(2*) (" — a¥)|

1
< / IF" (@ + ¢ (a* — 2*)) — F' (") dt [|2"* — 27|
0

IA

1
L||w’“—x*||/0 It - 1)k — o)t

L * *
5 llz" =2 = O ([la* — a)|)

fir k — oo.

Satz 6.9 (Konvergenz des Newton- Verfahrens)

Seien F' : R™ — R™ stetig differenzierbar, z* € R™ mit F(z*) = 0 und F'(z*)
requlir. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir jedes 20 € U.(z*) gilt:

a) Das Newton-Verfahren

2R = ab — PP T R (2) k=0,1,..

*

ist wohldefiniert und es gilt limy_, oo 2% = 2*.
b) Die Konvergenzrate ist superlinear, d.h.

k+1

[« — 2| _

lim =0.

koo ||xF — z*||
¢) Ist F' sogar lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenzrate quadratisch,d.h.
[a* =¥ = O (||la* —2*|?)
fir k — oo.
Beweis: Nach Lemma 6.7 existiert ein €1 > 0, so dass F'(x) fiir alle z € U, (z*)

regulér ist mit
IF'@@)7 <e  Vael.,(z)

fiir ein ¢ > 0.
Nach Lemma 6.8 a) existiert ein €2 > 0 mit

| () = F(z7) = F'(z)(z — 2")|| < 2% l — a7

fiir alle x € U, (x*).

Wiihle nun € := min{eq, ez} und ein 2° € U.(z*). Dann ist 2! wohldefiniert und

lo" — 2| = [|a® — 2" — F'(2°) 7 F(2°)]
< F @) THIFE) - F®) - F'@2%)(@° - 2%)|
1 1
< . 0 _ * J— 0 _ * .
< oo i =t = 3 e - 7|

= z!' e U/z").
Induktiv folgt: z* ist wohldefiniert und

k
1
||:17k—:r*|| < <2) ||xo—m*H VkeN

= limp_ oo ¥ = z*.
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b) Analog zum Beweis von a) erhélt man

lz** = a*|| = [|l2* —2* = F'(a") T F (")
< F @) THIE ) = F(ar) - ( )(@* — ")
< c|F(a*) = F(a*) = F'(a") (" — 2")] .

Aus Lemma 6.8 folgt dann die Behauptung b) und ebenso c).
O

Bemerkung: Mit Hilfe des Newton-Verfahrens lassen sich auch unrestringierte Pro-

bleme der Form
min f(z) , € R"”

16sen, indem man das Verfahren auf die notwendige Bedingung
F(z*) := Vf(z*) =0

anwendet.

6.4.2 Lagrange-Newton-Iteration
Wir betrachten die Minimierung mit Gleichungsrestriktionen
min f(z) wdN h(z)=0,

wobei f:R®™ — R, h: R” — RP zweimal stetig differenzierbar seien.
Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

L(z,p) = f(z) + Zujha(m)

Die KKT-Bedingungen sind dann gegeben durch
P(z,p) =0

mit @ : R" x RP — R™ x RP.

und

ViL(z,p) = Vf(z) + ZNthj(ff)

Zu l6sen ist also ein nichtlineares Gleichungssystem in (n+p) Variablem (z, u). Die
entsprechende Newton-Iteration lautet

Yy = (@ ) = (@R )T e ) k=01,

(Lagrange-Newton-Iteration).

(xk+1
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Algorithmus: Lagrange-Newton-Verfahren

(S.0) Wihle (2°, u%) € R™ x RP | setze k := 0.
(S.1) Ist (2, u*) =0 — STOP

(S.2) Berechne (Az*, Ap*) als Losung des linearen Gleichungssystems

¥y () = ~0lah ).

(S.3) Setze (zF*1 ph+l) = (2%, puF) + (Azk, Apk) k< k+1; gehezu (S.1).

Wann ist &' (2%, u*) reguldr?

Satz 6.10 Es sei (z*,p*) € R™ x RP ein KKT-Punkt des Minimierungsproblems
und es gelte

a) Die Gradienten Vhy(z*), ..., Vh,(x*) sind linear unabhingig (LICQ-Bedingung).

b) Esist dTV2, L(z*,pn*)d > 0 fiir alle d # 0 mit Vhj(z*)Td =0 fir j = 1,...,p
(hinreichende Bedingung 2. Ordnung).

Dann ist die Jacobi-Matriz &' (x*, u*) reguldr.

Beweis: Annahme: &' (z*, u*)q = 0 fiir ein ¢ = (¢'V, ¢®) € R® x RP.

Wegen
VZ:&L 1,*7 * h/ T* T
B (%) 0

p
V2 L(z*, p1*)qV + Zq]@)th(x*) =0 und th(ac*)Tq(l) =0 j=1,..,p
j=1

gilt dann

p
= q(l)TvxTL(m*,‘u*)q(l) + ZqJ(Q)VhJ(:E*)Tq(l) _ q(l)vﬂqu(l'*,/L*)q(l) =0
2 W =0,

Hieraus ergibt sich aber auch

Z ¢V Vhy(z*) = 0

a 2 :
:l q]():O , Jj=1,..p
= q=0 = &'(z", p*) regulir.

O

Nach Satz 6.9 konvergiert somit die Lagrange-Newton Iteration fiir (2°,u%) €
Ue(x*, u*) fir ein € > 0.
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Wie werden zusétzliche Ungleichungsrestriktionen behandelt?
Es sei nun

min f(z) u.d.N. h(z) =0,9(x) <0

zu losen, wobei f : R — R, A : R® — RP und g : R® — R™ zweimal stetig
differenzierbar seien.
Die KKT-Bedingungen lauten nun

VeL(z, A, u) =0
h(z) =0
gl(‘r) §07>\z >0, Azgz(x):()v 1=1,...,m

mit
Ll M) = () + 3" higa(e) + 3 wihs ().

Um die KKT-Bedingungen wieder als Nullstellenproblem zu interpretieren benoti-
gen wir die

Definition 6.11. Eine Funktion ¢ : R? — R heifft NCP-Funktion (Nonlinear Com-
plementary Problem), falls
w(a,) =0 < a>0,b>0 und ab=0
gilt.
Beispiele:

a) ¢(a,b) = 2min{a, b},
b) Fischer-Burmeister-Funktion ¢(a,b) = a+b— va? + b2.

Die KKT-Bedingungen kénnen mit Hilfe einer NCP-Funktion ¢ umformuliert wer-
den zu

VeL(z, A, u) =0
h(z) =0
o(=gi(z),N;)) =0, i=1,..,m.

Wir erhalten so das nichtlineare Gleichungssystem

&(z, A, pu) =0
mit
VaL(z, A, 1)
@(xa )‘7#) = h(x)
P(—g(x),A)
und

¢(—g($),)\) = ((P(_gl(l’),Al), ---7()0(_gm(x)7)‘m))T eR™.

Probleme: a) Viele NCP-Funktionen ¢ sind nicht iiberall differenzierbar. Zur itera-
tiven Losung von &(z, A, u) = 0 werden daher im Allgemeinen nicht glatte Newton-
Verfahren verwendet.

b) Das Lagrange-Newton-Verfahren ziehlt generell auf die Berechnung eines KKT-
Punktes ab, die Funktion f(z) taucht nur indirekt iiber V f(z) auf. Daher ist das
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Verfahren sinnvollerweise nur auf konvexe Probleme anwendbar. Einen Ausweg lie-
fern die SQP-Verfahren.

6.4.3 Das (lokale) SQP-Verfahren

Wir betrachten wieder
min f(z) u.d.N. h(z) =0,

f:R® >R, h:R" — RP zeimal stetig differenzierbar.

Beim Lagrange-Newton-Verfahren berechneten wir
ghtl = gF  Agk R = k4 ApR

wobei (Ax*, Ap*) Lésung von

ist. Ausformuliert bedeutet dies

HyAz + W (aF)TAp
Vhj(z")T Az = —h;(2") , J=1,.,p

[
!
<

8
=
8
vk‘
=
=

mit Hy, = V2, L(z*, ).

Es sei nun auch Hy ~ V2 _L(z*, u*) zugelassen.
Setzen wir put := ¥ + Ap, so folgt

HiyAzx + W (aF)Tpt = —Vf(aF)
Vh(@*)T Az = —h;(2") ji=1,..,p.

Dies sind die KKT-Bedingungen des quadratischen Optimierungsproblems
1
nAlin { V)T Az + iAxTHkA:B }

wdN. h;(z") + Vh;(@")TAz = 0 j=1,..p.
In der Tat sind mit y := Az, F(y) := Vf(z")Ty + Ly"Hpy , H(y) = h(z") +
Vh(z*)Ty die KKT-Bedingungen von

min F(y) u.d.N. H(y)=0
y

gegeben durch
{ VE(y) + 35— 1 VH;(y) = 0
H(y) =0
was wegen VF(y) = Vf(2*)+ Hyy und VH;(y) = Vh;(z*) gerade (6.8) entspricht.
Diese Beobachtung motiviert nun fiir das allgemeine Optimierungsproblem

)

min f(z) u.d.N. g(z) <0, h(z) =0

das quadratische Teilproblem
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mina, Vf(2*)T Az + LAzTH, Az

wd.N. g;i(z¥) + Vgi(z")TAz < 0
hj(zk) + Vh;(z®)TAz =0
t=1,..m,j=1..p

fiir die Berechnung von Az* zu betrachten, um dann
oF = 2k 4 ALt
zu iterieren.

Bemerkung: Das Optimierungsproblem (6.9) entspricht einer quadratischen Ap-
proximation der Zielfunktion f(x) und linearisierten Restriktionen bei z = z* (vgl.
Newton-Verfahren!) ~» Sequential Quadratic Programming (SQP).

Algorithmus: SQP-Verfahren

(S.0) Wihle (22, X% %) € R® x R™ x RP | Hy € R™*™ symmetrisch, setze k := 0.
(S.1) Ist (zF, Nk, puF) KKT-Punkt — STOP

(S.2) Berechne eine Losung Ax* € R™ von
min Vf(z*)T Az + Az Hy Az
wd.N. g;(z%) + Vg;(z¥)TAz < 0
hi(x®) + Vh;(2*)TAz =0
i=1,m, j=1,..,p

mit zugehorigem Lagrange-Multiplikatoren A1, pF+1,

(S.3) Setze xF+! = zF 4 AzF
Wahle Hy 1 € R™*™ symmetrisch.
Setze k <+ k+1; gehe zu (S.1).

Falls Hy = V2, L(2*, \F, u¥) ist, so sind im Sinne der Lagrange-Newton-Iteration
bessere Konvergenzergebnisse zu erwarten. Allerdings muss Hj nicht auf ganz R™
positiv definit sein; es kann also mehrere KKT-Punkte von (6.9) geben.

Algorithmus: SQP-Verfahren mit H, = V2 _L(z* \F uF)

(S.0) Wihle (2°,\°, 1%) € R™ x R™ x RP. Setze k := 0.

(S.1) Ist (2%, \¥, u*) KKT-Punkt — STOP
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(S.2) Berechne mit Hy, = V2, L(z*, \*, i*) einen KKT-Punkt (x*+1 AF+1 4 F+1) von

min Vf(z*)?(z — 2*) + (2 — 2*)THy, (2 — 2F)
wd.N. gi(2F) + Vg;(z")T(x —2%) <0 (6.10)
hj(zk) + Vh;(@*)T(z —2*) =0
t=1,...m,j=1,..,p
Besitzt (6.10) mehrere KKT-Punkte, so wihle (¥t A\F+L k1) 5o dass
(@ ARy — (2 A )|

minimal ist.

(S.3) Setze k + k41 und gehe zu (S.1).

Satz 6.12 Sei (z*, \*, u*) ein KKT-Punkt von
min f(x) u.d.N. g(x) <0, h(x)=0

mat

i) gi(x®) + AF #0 firallei=1,...m

it) Die Gradieten Vg;(z*),i € I(z*) = {i : gi(2*) = 0} und Vh;(z*),j=1,...,p
sind linear unabhanhig (LICQ-Bedingung).

iii) Bs ist dT Vo L(x*, X*, u*)d > 0 fiir alle d # 0 mit Vhj(z*)Td=0,j=1,..p
und Vg;(z*)Td =0, i€ I(x*).

Dann existiert ein € > 0, so dass fiir (x°, X0, u0) € U_(z*, \*, pu*) gilt:

a) Das SQP-Verfahren ist wohldefiniert und limp,_soo (xF, \F, u%) = (2%, \*, u*).

b) Die Konvergenzrate ist superlinear.

¢) Sind V2f, V2g; (i =1,...,m) und V?h; (j = 1,...,p) lokal Lipschitz-stetig, so ist
die Konvergenzrate quadratisch.

Bemerkung: a) Die Behauptungen werden plausibel, wenn man folgendes bedenkt:
Durch die Forderung i) kann man die in #* inaktiven Restriktionen vernachléssigen.
Das SQP-Verfahren ist daher lokal (mehr oder weniger) dquivalent zum Lagrange-
Newton-Verfahren fiir

min f(z) u.d.N. h(z)=0, gi(x)=0,i€I(z").

Unter den Bedingungen ii) iii) erbt dieses das Konvergenzverhalten des Newton-
Verfahrenns.

b) In der vorliegenden Form ist das SQP-Verfahren nur lokal konvergent (siehe Satz
6.12). Ein global konvergentes SQP-Verfahren erhélt man mit Hilfe der [-Penalty-
Funktion

Pi(z;0) = f(z) + a (Z max{0, gi (¢)} + > |hj<x>|> 7
=1 J=1

da sich die Losung Ax* des quadratischen Problems (6.9) mit einer positiv definiten
Matrix Hy unter bestimmten Vortraussetzungen als Abstiegsrichtung von P (z; @)
interpretieren lésst.
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Nichtglatte Optimierung

Ziel: Losungsverfahren fiir Optimierungsprobleme mit nicht diffenzierbaren Ziel-
funktionen und Nebenbedingungen.

7.1 Lagrange — Dualitat

Wir betrachten das Optimierungsproblem
min f(x) u.d.N. reX,g(x) <0, h(x)=0 (7.1)

mit gegebenen f:R®” R, h:R* - RP, g: R*" - R™ und X C R", X # ().
Es sei weiter

Lz, A p) = f(z) + ZAigi(m> + Zﬂihi($>

die zu (7.1) gehorende Lagrange-Funktion. (Die Restriktion z € X wurde dabei
nicht aufgenommen.)
Der Sattelpunktsatz 3.18 besagt, dass, falls

L(LII*,A,,U/) < L(x*a)‘*7/’4*) < L(l‘,)\*,/.l/*)

fir alle (z, A\, ) € R" x R™ x R? mit A > 0 gilt fiir ein (z*, A", p*) € R x R™ x RP
mit A* > 0, 2* unter bestimmten Bedingungen (siehe Korollar 3.19) eine Lésung
von (7.1) mit X = R" ist.

Beispiel: Seien X =R, f(z) =22, m=1,p=0, g(x) =1 —z. (7.1) hat also die
Form
min z2 u.d.N 1—-2 <0,

Lagrange-Funktion
L(z,\) = 22 + M1 —x).

Was ist ein Sattelpunkt von L 7
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Sei A € R fest. Minimiere L(-, A):

0 !
%L(m,)\) =2r—-XA=0 = z(\) =

Maximiere L(z(A), \):

oo S () -5

= (2", X*) = (1,2) ist ein Sattelpunkt von L.

A
2

Diese Betrachtungsweise fithrt zu

Definition 7.1. Die Funktion
¢\, p) = inf L(z, A, )
heifst die duale Funktion von (7.1); das Optimierungsproblem
max q(A, p) u.d.N. A>0,peRP (7.2)

heifit das duale Problem (D) zu (7.1). (Lagrange-Dualitdit)

Bemerkung: Die Restriktionen von (D) sind sehr einfach. Dafiir ist jedoch ¢ unter
Umsténden aufwindig zu berechnen und im Allgemeinen nicht differenzierbar. Es
kann vorkommen, dass

q()‘aﬂ“) = Ilgg‘(L(ma )‘7[1’) = =
ist. Wir definieren daher

dom(q) == {(\,u) ER™ XRP : X >0, g\, u) > —0}.
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Beispiele: a) X = R? und

min f(z) == 2} — 253 wdN. g(z):=274+23-1<0

= q(A) = inf L(z, )

= inf {2? — 22 + MN23+22-1)}
z€ER?

inf {(A+ N2+ (-1+Nz3 — A}
zER?

_J—oo , falls 0< A<
o -\, falls A>1

= dom(q) = [1,+00)

Duales Problem:
max g(\) uw.d.N A>0

= N=1, gW\)=-1
Losung des primalen Problems:
z* = (0,£1) , f(z*)=-1
b) Das zum linearen Programm
min ¢’z u.d.N. Ar=b, x>0
gehorende duale Programm ist

max b’ p u.d.N. ATp<e.

Beweis als Ubung (vergleiche auch Abschnitt 3.2).

Die Ergebnisse in diesem Abschnitt verallgemeinern also die Ergebnisse aus Ab-
schnitt 3.2.

Satz 7.2 (Schwache Dualitit)
Ist x € R™ zuldssig fir das primale Problem (P) (7.1) und (A, ) € R™ X RP zuldssig
fiir das duale Problem (D) (7.2) , so ist

a(\p) < flz).
Definieren wir weiter
inf(P) := inf { f(z) : € X, g(x) <0, h(z) =0}

sup(D) := sup{q(A,p) : A >0, peRP}

so gilt
sup(D) < inf(P).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
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Q()‘vu) = ;ggL(zv /\hu)
< L(z, A p)
= f(z) + Z)\igi(x) + Zﬂjhj(m)
i=1 j=1
< f(z).

O
Im Gegensatz zu linearen Programmen (vgl. Satz 3.28) kénnen - wie in der Ubung
gezeigt- durchaus Dualitétsliicken auftauchen.

Lemma 7.3. Die duale Funktion q und der Bereich dom(q) besitzen folgende Fi-
genschaften
a) dom(q) ist konvez.

b) Die Funktion q : dom(q) — R ist konkav.

Beweis: Fiir x € X, (A, u!) € dom(q), (A\?, u?) € dom(q), o € (0,1) gilt

L. aX + (1= )\, apl + (1= a)) = f(@) + Y [aAl + (1 - )] i)

i=1
P
+ > o)+ (1 =) 43] hy(x)
j=1
= OlL(ZE,)\17 ul) + (1705) L(I7>\27H’2)

Hieraus folgt
inf L(z,a\! + (1 —a)A?, ap' + (1 —a)p?)
reX

> : 1,1 - : 2 2
a inf L(z,A% ) + (1 -a) inf L(z, A% u7)

= glaX + (1 -\, ap! + (1 —a)p?)
> ag(\ph) + (1—a)g(\,p4?)
Also ist mit (A1, ul), (A%, pu?) € dom(q) auch (aA! + (1 —a)\?, apu' + (1 —a)u?) €

dom(q) . Also ist dom(g) konvex und ¢ ist auf dom(q) konkav.
O

Lemma 7.3 besagt, dass das duale Problem
(D) max (A, i) u.d.N. A>0
ein konkaves Maximierungsproblem und somit
min —q(A, @) u.d.N A>0

ein konvexes Minimierungsproblem ist ! Jede lokale Losing von (D) ist also schon
globale Losung. Dies gilt, auch wenn (P) nicht konvex ist !

Definition 7.4. Wir bezeichnen mit
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aff(X) = () V. , XCR",
VeU(X)

wobei U(X) ={V CR™ : X CV, Vist affiner Unterraum} die affine Hiille von
X und mit

relX = {z € X : e >0 mit U.(z) Naff(X) C X}
das relative Innere von X.
Satz 7.5 (Starke Dualitit)
Es seien X CR™ konver, X 20, f :R* =R, g; : R* > R, i = 1,...,m konvez und

h:R™ — RP sei affin linear, d.h. hj(z) = bJTxfﬂj, firb; e R", B; eR,j=1,...,p.
Ist inf(P) < oo und gibt es ein & € rel X mit

gi(2) <0 fir i=1,...m

und h(Z) = 0 (Slater-Bedingunyg), so ist das duale Problem lésbar und es gilt die
starke Dualitdt

sup (D) = inf (P).

7.2 Das konvexe Subdifferential

Ziel: Verallgemeinerter Ableitungsbegriff
Bezeichnung: Fiir X C R" ist die Menge
X={zeX :3e>0mitU.(z) c X}

das Innere von X.

Satz 7.6 Seien X C R" konver und f : X — R eine konvexe Funktion. Dann ist
f lokal Lipschitzstetig auf X, d.h. zu jedem z € X ezistiert ein § = 6(x) > 0 und
ein L =L(z) > 0 mit

1f (1) = f(y2)ll < Lllyr — g2l

Vyl,yg S U(;(l') .
Wir beweisen nun, dass fiir jedes konvexe f : X C R™ — R die Richtungsableitung
existiert. Dabei ist die Richtungsableitung von f im Punkt € X in Richtung d € R"

definiert durch

t—0+ t

Lemma 7.7. Es seien X C R" offen und konver und f : X — R eine konvexe
Funktion und x € X, d € R™. Dann gilt
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a) Der Differenzenquotient

f(z +td) — f(x)
t

q(t) =
ist monoton fallend fiirt — 0%, also q(t1) < q(t2) V0 < t; < tg mit x+tod € X.

b) Die Richtungsableitung von f in x in Richtung d existiert und es gilt

r(o. s f(x—i—td)—f(x)
flod ==

Beweis: a) Seien 0 < t; <tound x +tad € X (= z+t1d € X).
Aus der Konvexitdt von f folgt

f@ 4 td) = f(2<x+t2d>+<12>x) < %f(xﬂzd) + (- Lyf)

= a).
b) Seien t,7 > 0 mit x — 7d € X und x + td € X gegeben. Aus der Konvexitéit von
f folgt nun

f(r) = f(t—:iT(x_Td) + t—IT—T(x—’_td))
t T
= mﬂx_m) + mf(ertd)
B L) e Co S { ) A Cs)

t T

= qt) > ~(f@)~ f(o— 7d)

fir ¢ — 0" und nach Teil a) gilt, dass ¢(¢) fiir ¢ — 07 monoton fallend ist. Also
existiert lim; o+ ¢(t) = f/(x;d) und

f(z;d) = lim q(t) = inf flz+td) — f(x)

t—0t t>0 t

O
Fir konvexe, stetig differenzierbare Funktionen f : X C R™ — R gilt nach Lemma
3.13 a)

) = @) + Vi@ y-2) VyeX.
Das bedeutet, dass die Tangentialhyperebene durch den Punkt (z, f(z))
E={(y,2) ER" xR : 2= f(z) + Vf(2)"(y —2)}

unterhalb des Graphen von f liegt und es gibt nur diese eine Hyperebene mit
dieser Eigentschaft. Ist f in X nicht differenzierbar, kann es unendlich vieler solcher
Hyperebenen geben.
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f konvex, glatt f konvex, nicht differenzierbar

Das motiviert die folgende

Definition 7.8. Seien X C R™ offen und konvez, f : X — R konver und z € X.
Ein Vektor s € R™ heifst Subgradient von f in x, wenn

fly) > flx) + s (y — ) VyeX (7.3)

gilt. Die Menge
Of(z) := {s€R" : serfillt (7.3)}

heifit (konvexes) Subdifferential von f in x.

Beispiel 7.9 X =R, f(z) = |z]|.
Dann ist
0f(0) = {seR: |yl >sy VyeR} =[-1,1].
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Lemma 7.10. Ist f in x differenzierbar, so gilt
of(@) = {Vf(2)}.
Beweis: Ist s € 9f(x), so gilt
flx+td) — f(x) >tsTd VdeR"
und fiir alle ¢ > 0 mit x 4+ td € X. Daraus folgt
i T Ftd) = f@)

t—0+ t

= Vf(x)'d > s'd

fiir alle d € R™.
Setzen wir d = s — V f(x), so ergibt dies

Vi) (s = Vi) = s (s— Vf(z))
& 0 > || — 2"V f(x) + V()
& ls=Vf@)|* =0
& s = Vf(x).

Da 0f(x) # 0 (Satz 7.11 a) ) folgt die Behauptung.

Satz 7.11 (Eigenschaften des Subdifferentials)
Seien X C R"™ offen und konvex, f : X — R konver und x € X.
Dann gilt:

a) Of (x) ist eine nichtleere, konvexe und kompakte Menge.
b) Of(z) = {seR" : sTd < f'(x;d) VdeR"}.

¢) f'(z;d) = maxgepp(r) s'd Vd € R™.

Beweis: (nur Teile)

b) Nach Lemma 7.7 b) existiert f'(z;d) Vd € R™ und aus dem Beweis von Lemma
7.10 folgt direkt f'(z;d) > sTd Vd € R™.

a) Ist firz € X,d€R", H,(d) := {s € R" : sTd < f'(x;d) } ein abgeschlossener,
konverxer Halbraum, so ist wegen

of() = () Hz(d)

deR’n

ebenfalls abgeschlossen und konvex.
Aus b) folgt auch, dass

.....

gilt Vs € 0f(x) (wobei e; € R™ der i-te Standart Einheitsvektor ist). Demnach ist
Of (x) auch beschriankt und somit kompakt.
O

Satz 7.12 (Optimalititsbedingung)
Seien X C R™ offen und konvex, f : X — R konvex und x* € X. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a) f(x) = f(z") VzelX,
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b) 0 € df(z"),

c) flz*;d) > 0 VdeR".

Beweis: a) = ¢): Ist 2* ein globales Minimum von f, so gilt

t—0+ t

>0 VdeR"

¢) = b) folgt aus Satz 7.11 b).
b) = a) folgt aus der Definition von Jf(zx).

Lemma 7.13. Seien f : R” — R konvex und B C R™ beschrinkt.
Dann ist die Bildmenge

Of(B) :={se€eR": 3z Bmitsc df(x)}

ebenfalls beschrankt.

Beweis: Zu s € 0f(B) existiert ein x5 € B mit

f) = flzs) +s"(y—as) VyeR™.

Wahlen wir y = x5 + ﬁ, so folgt

sl < f (+””) ~ flw)

7

Ist Qr := {u € R" : ||ul]]o < r} ein Quader mit {x € R™ : dist(z,B) < 1} C
Q., so folgt die Behauptung, da f nach Satz 7.6 auf jedem @, stetig und damit

beschrankt ist.

O

Satz 7.14 Seien X C R" offen und konvez, fi,...,fr : X — R konver und

Qq, ..., > 0. Dann gilt

0 (Zaiﬂ) (x) = Zaiafi(x) VeelX.

Lemma 7.15. Es sei g : R™ — R definiert durch g(u) = max;=1,...m U;
Dann gilt

7 _ )
g’ (u;p) nax pi

wobei I(u) :={i € {1,....,m} :u; = g(u)} ist.

Beweis: Seien u,p € R™. Ist i & I(u), so ist u; < g(u) und somit u; +tp; < g(u+tp)

fiir ¢ — 0 hinreichend klein, da g stetig ist. Hieraus folgt
g(u+tp) = max (u; +tp;)
i€l (u)

und damit
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glu+tp) —g(u)  maxier)(ui +tp;) — g(u)

t t
— ey Wit tpi) —g(u)
i€l (u) t
- (ui +tpi) —u;
= max ———— = 1max p;.
iel(u) t i€1(u)

Bezeichnung: Es ist fur aq,...,a; € R™
k k
conv{ay,...,ag} := {s e R™: SZZ/\Z-ai mit \; >0 Vi, Z)‘i = 1}
i=1 i=1

die konveze Hiille der Vektoren aq, ..., a.

Satz 7.16 Seien X C R" offen und konvez, F; : X — R,1 = 1,...,m konveze,
stetig differenzierbare Funktionen und

f(z) == max F;(z) , zeX

i=1,....,m

sowie I(z) == {i € {1,....,m} : Fi(z) = f(z)}
Dann gilt:

a) f'(z;d) = max;er(z) VFi(z)'d,
b) Of(x) = conv{VF;(z) : i € I(x)}.

Lemma 7.15 und Satz 7.16 sind hilfreich, um Subdifferentiale von Funktionen zu
berechnen, die sich als Maximum konvexer oder affin-linearer Funktionen schreiben
lassen. Zum Beispiel gilt fir f(z) = ||Az — b||lcc, A € R™*™ b e R™:

Of(x) = conv{ sgn(asz —bjla; : jeJ(z)},

J(x) ={je{l,...,m}: \a?x—bﬂ = f(x)}.

Fir die duale Funktion
_ _ T T
g\ i) = inf L(z, A p) = inf (f(z) + A g(z) + u" h(2))

gilt, dass —q konvex ist auf dom(q) (Lemma 7.3). Wir konnen daher den Subgradi-
enten von —¢q im Funkt (A, i) berechnen.

Lemma 7.17. Seien f : R* — R, g : R — R™ und h : R® — RP Funktionen,
X CR" und x = x(\, ) eine Losung von

min (f(z) + AT g(z) + p" h(z)) u.d.N. reX
(bei festem A, ), so ist

(=g(z), =h(x)) € d(=q)(A, 1)
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt g(\, p) = f(x) + AT g(x) + puTh(x). AuBerdem gilt
fiir alle « € R™, 3 € RP

q(a, B) < f(@) +aTg(z) + BT (@),
Demnach gilt fiir alle (o, 8) € R™ x RP

—q(a, ) > —f(z) = a"g(z) - BT ()
—q(\ ) + f(x) + ATg(2) + p" h(z) = f(z) — a”g(z) — BT h(2)

- () )01

Also (—g(x), —h()) € (—q)(\,p).

7.3 Die Subgradientenmethode

Gegeben sei
min f(x) u.d.N. reX (7.4)

mit f: X CR" — R konvex und @) # X C R" abgeschlossen und konvex. Dann ist
die metrische Projektion Px : R® — X mit

lz = Px(2)ll2 = minlz -yl

wohldefiniert und
[Px(z) =Px)ll < llz—yl  Vaz,yeR".

Ist f differenzierbar , so ist ein moégliches Verfahren zur Losung von (7.4) das pro-
jezierte Abstiegsverfahren

oF = Py (@ — 1,V f(2")) k=0,1,..

mit Schrittweite £ > 0.
Fir nichtglattes, konvexes f ist daher die Subgradientenmethode definiert durch

Pt = Py (2F + tyd”) k=0,1,..

mit d* = —s*/||s*|| und einem s* € df(x*).
Problem: Die Richtung d* ist im Allgemeinen keine Abstiegsrichtung!

Beispiel 7.18 X =R? | f(z) = max{—z1, 2 + 272,71 — 222} , 2¥ = (1,0)T
Nach Satz 7.16 gilt
Of (z%) = conv{ VF;(z*) , i € I(z")},

Fl(fﬂ) = —x1 , FQ(SC) =T +2$2 , Fg(l') =T — 21‘2,
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I(z) = {i={1,2,3} : Fi(z) = f(2) }.

f(z®) = max{-1,1,1} =1
I(z%) = {2,3}

Z Of (") = COHV{@) ’ (—§>}

= sF= <;> € af(«")
. s 1
R i 16)

= f(z® +trd)

- () (532)

1 5 3
= maxq—1+tpr—,1— —tr, 1+ —=t
{ VA \/S’“}

3
= 1+—t > 1= f(x Vit,>0
Wit f(x) k

Fiir das Subgradientenverfahren wird daher eine Hilfsfolge eingefiihrt.

ALGORITHMUS: (Subgradientenverfahren)

(S.0) Wihle 2° € X | berechne mq := f(z2), setze k := 0.
(S.1) Geniigt z* einem geeigneten Abbruchkriterium = STOP

(S.2) Berechne s* € 9f(z*), setze

fiir eine Schrittweite ¢ > 0.
(S.3) Berechne myy1 := min{f(z**1), my}.

(S.4) Setze k < k + 1 und gehe zu (S.1).

Bemerkung: a) Wir diirfen s* # 0 annehmen, da 0 € df(2*) bedeuten wiirde,
dass z* ein globales Minimum wire (Satz(7.12) .

b) Das Subgradientenverfahren ist einfach zu implementieren, falls s¥ und Py ein-
fach zu bestimmen sind.

Satz 7.19 Das konvexe Optimierungsproblem besitze eine nichtleere Lésungsmenge
und es sei
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ffr=min{f(z) :xeX}.

Seien {x*} und {my} die vom Subgradientenverfahren erzeugten Folgen und mége
fiir ty, > 0 die Bedingungen

te (0 und Ztk = +00
k=0

gelten. Dann gilt

lim my = f*.
k—o0

Beweis: Nach Konstruktion und Voraussetzung gilt
mey1 < my o, omy > f° 0 VEEN,

= {my} ist konvergent.

Sei my = limy_, o, my . Offenbar ist m, > f*.

Annahme: m, > f*.

Es seien @ € R mit f* <a<m, und L, :={z € R" : f(z) < a}.
Sei nun £ € X mit f(2) < « beliebig.

Da f: X — R konvex ist, ist # € £, (vgl. Satz 7.6).

= Es gibt ein 6 > 0 mit x € £, fir alle z € R” mit ||z — 2| <4.

Definiere
sk
2 =8+ O
[[s*]]

= ke, VkeN
Aus s* € 0f («*) folgt andererseits

FF) = @)+ (H)T(EF - ab).
Wegen f(z*) > my > o folgt daraus

(2F — 2B Tsh < f(2F) — f(2*) < a—my, < 0.

Sk

[oF und 2F = 2 — §d* ergibt dies

Mit dk = —

k T S
— — <0
@ =2

s (@ —2+6d)Td" <0
& (F—)Td" < -5,
Wegen [|Px (z) — Px(y)| < [z -yl Vao,ye X gilt

[a¥F = 2)1* = [|Px(a* + trd") — Px ()|

|lz* + tpdt — 2||?

2% — &]® + 2 + 2ty (aF —2)Td*
ka — §3||2 + bty — 29).

N

A

Wegen t; N\, 0 gibt es ein kg € N mit t, <0 V k > k.

= et — )2 < lat =22 -0ty Y k>ko.
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= Aufsummieren ergibt

T

,
53t < S (I — P~ a7t — )
j=ko Jj=ko
= ko — &) — o — |
< ko 5>V r>ho.

Aber:

T
li E ;= i h !
Jim 2 t; 400 Widerspruc
J=FKo

Die Annahme war also falsch.

O
Problem: Eine mogliche Wahl der Schrittweite ist
P 1
Pk

Dies fiihrt jedoch im Allgemeinen zu einer sehr langsamen Konvergenz. Ziel ist es
daher, eine praktisch brauchbare Wahl von ¢; zu finden.

Lemma 7.20. Es sei x* eine Losung von (7.4) und {z*} durch das Subgradienten-
verfahren erzeugt, wobei die Schrittweite ty, die Bedingung

2(f (=) — f(=*))

0 < t <
[[s¥]

erfiillen mége. Dann gilt

2P — 2| < |l2* — 2% vV keN.
Bemerkung: Die Folge {f(z*)} ist nicht notwendigerweise monoton fallend !

Beweis: von Lemma 7.20

. . k
Sei wieder d*¥ = f”;”

= ||lz* +tpd” —2¥|?
=l —2*|® = 2ty (a* — M) Td" + £]|d"||?

k
* * S
= |loF —2*||® + 2t (x —:c’f)Tm+ti V keN.

Aus s* € 0f (%) folgt
(a* —a")Ts® < f(a*) - f(a")

fa®) — fa*/

s

= [l" —z*|]> + t, <2W+tk) V keN.

= ||l2f + tpd® — 27|)? < ||l2¥ — 27?4 2t +t2

Fiir t, < Hlen2(f(xk) — f(z*)) gilt
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0 <2W+tk) <0.

Is*

= ||a* +tpd® —z*|| < ||z* — 27|
= |l2Ftt —z¥|| = | Px(2F + tpd®) — Px (¥
< 2k + tpd? —a*|| < |k — 2.

Bemerkung: Die Bedingung
fa*) - f*

tr =
I[s¥ |l

ist in der Regel nicht implementierbar, da f* = f(2*) im Allgemeinen nicht bekannt
ist. Kennt man f*, so ist diese Wahl von t; oft besser als ¢ = k%rl

Die Konvergenz der Subgradientenmethode ist unter den Bedingungen von Satz
7.19 langsamer als R-linear.

(;vk — 2" Rlinear: < Jq € (0,1), ¢>0 mit [|zF —2*| < egf fir k — 00.)

Ein weiteres Problem besteht darin, ein geeignetes Abbruchkriterium zu finden.

7.4 Schnittebenenmethoden

Wir betrachten wieder das Optimierungsproblem (7.4)
min f(z) u.d.N. ze X,
f: X CR™ — R konvex, X C R" abgeschlossen, konvex, X # 0.

Annahme: Es sind bereits Iterierte 27 € X, j = 1,...,k mit s/ € 9f(27),j =
1,..., k vorhanden.
Es gilt also

flx) > f@)+ () (x—29) Vi=1,..k

und damit

= die stiickweise lineare Funktion

FE@) = max {f@)+ ()@ —a))}

kann als untere Approximation an f(x) angesehen werden.
Idee: Ersetze (7.4) durch das Teilproblem
min 2 (z) u.d.N. reX

und bestimme dadurch %1,
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ALGORITHMUS: (Schnittebenenverfahren, cutting plane method)

(S.0) Wihle 2° € X | setze k :=0.
(S.1) Geniigt 2* einem geeigneten Abbruchkriterium = STOP
(S.2) Berechne s* € 9f(z*) und setze

PE(2) == mazjor, k { f(@7) + (s) (2 —27) }

(S.3) Berechne eine Lésung ¥ von

min [ (x) u.d.N x e X. (7.5)

(S.4) Setze k < k + 1 und gehe zu (S.1).

Bemerkung: Die Funktionen f,f ® sind konvex, aber nicht differenzierbar. Es stellt
sich also die Frage, ob die Probleme (7.5) einfacher als (7.4) zu 16sen sind.

Lemma 7.21. Ein Vektor 28t € R™ st (7.5) genau dann, wenn (zFT1 ¢FH1) e
R™ x R mit £kF1 = f3E (2% eine Losung des Problems

min & u.d.N. f@) 4+ (sH T (x — 2?) <€, i=1..k (7.6)

ist.

Beweis: ”/ = " Sei z**1 Losung von (7.5) und ¢F+ = foF(xh+1).

= (M1 ¢FH1) st zulissig fiir (7.6).

Annahme: (zF+1 ¢¥+1) ist nicht optimal fiir (7.6).

Dann gibt es einen zulissigen Vektor (Z,€) € R™ x R fiir (7.6) mit £ < €571, Daraus
folgt

@) = max (@) + ()@ —a)) < € <€ = FEE).
Wegen & € X ist das ein Widerspruch dazu, dass z**1 eine Losung von (7.5) ist.
"= " Sei (zFFL 1) € R™ x R eine Lésung von (7.6) mit ¢8+L = fOE (zk+1),
Dann ist 2! zuléssig fiir (7.5).

Annahme: es gibt ein # € X mit f77(2) < f2F(2**'). Dann gilt fiir € := f7F(3),
dass (Z, &) zuléssig fiir (7.6) ist mit

€= fPP(@) < fRF@EM) = ¢,

was einen Widerspruch zur Optimalitit von (zF+1, ¢F+1) darstellt.
O

Bemerkung: a) Wird X durch lineare Ungleichungen beschrieben, wie z.B. bei
dem dualen Problem

max q(A, u) u.d.N. A>0,ueRP

so ist (7.6) ein lineares Optimierungsproblem und daher viel einfacher zu lésen als
(7.4).
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b) Zur Veranschaulichung der Schnittebenenmethode: In der Iteration k + 1 wird
die Restriktion
€2 fla™h) + (MY (@ -2t

zu (7.6) hinzugefiigt. Wiirde der aktuelle Punkt (x*+1 ¢¥F1) mit ¢FH1 = fOF (ght1)
diese Restriktion erfiillen, so ergédbe dies
f@) = [7F(@) = PP = ¢ > fath)

und 2! wire Losung von (7.4). Durch die neue Restriktion wird demnach vom
zuléssigen Bereich von (7.6) ein bestimmter Teil abgeschnitten.

Satz 7.22 Jeder Hdaufungspunkt einer von der Schnittebenenmethode erzeugten
Folge {z*} ist eine Lésung des konvexen Optimierungsproblems (7.4).

Beweis: Sei z* ein Hiufungspunkt von {z*} und {z**1}; eine Teilfolge mit
lim;_, oo ¥t = 2*. Wegen ¥ € X V k € N gilt * € X, da X abgeschlossen
ist.

= " ist zulédssig fiir (7.4). Ferner gilt nach Konstruktion fir alle z € X und
j€{0,1,2,....k}:

V

@) > BP@) > R
= max {f(@?) + () (" —a) }

F@) + ()T (@ —at).

Y

Ersetzen wir k£ durch k; und bilden ¢ — oo, so erhalten wir
fla) = fla?) + (s))" (@ —a7)

fir alle x € X und j = 0,1,2,.... Ist {z7}; eine Teilfolge mit lim; ,o, = z* und
bilden wir ¢ — oo, so folgt schliefflich

f(z)

da die Teilfolge der Subgradienten {s’ }; nach Lemma 7.13 beschriinkt ist (da {27},
konvergent und somit beschrinkt ist).

Y

f(z™) VeelX,

O
Wie sieht eigentlich ein geeignetes Abbruchkriterium aus ?

Lemma 7.23. Das Problem (7.4) besitze mindestens eine Losung. Seien {x*} die
vom Schnittebenenverfahren erzeugte Folge und 81 := foF (xF+1)
Gilt fir eine >0

f(l'k+l) _ £k+1 < e

so folgt
f(karl)*f* < e

wobei f* =inf { f(x) :x € X } ist.

Beweis: Sei 2* € X eine Lésung von (7.4). Dann ist f* = f(z*). Wegen s/ € 9f(27)
gilt auflerdem

F@) + (T (@ —a9) < f(@*)  Vje{0,...k}.
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= (x*, f*) ist zulissig fiir (7.6).

Nach Lemma 7.21 ist aber (z**1, ¢*¥+1) Losung von (7.6)
= < fr

= fa*th) — fr < flabt) - < e

Lemma 7.23 legt das Abruchkriterium

Flah+ly — gl < ¢

mit 8L = fIF(2*+1) nahe (bzw. (zF*1,¢F+1) Losung von (7.6)).

Nachteile der Schnittebenenmethode:

a) Die Teilprobleme (7.5) kénnen unlosbar sein.
Ausweg: Ersetze die Zielfunktion durch

PO (x) + ol = aF)2

27k
So gibt es immer eine eindeutig bestimmte Losung.

= Proximal-Cutting-Plane-Methode

b) Nach jeder Iteration wird in (7.6) eine Restriktion hinzugefugt.

= Probleme werden immer komplexer.

7.5 Bundle-Methoden

Ein Problem der Subgradientenmethode besteht datin, dass

k s* . k k
d :—M mit  s¥ € df(z")

keine Abstiegsrichtung zu sein braucht. Aulerdem ist unter Umsténden
f@b +4.d) < f(ah)

nur fir sehr kleine ¢, > 0.

= Lockerung des Subdifferentialbegriffs

Definition 7.24. Seien f : R™ — R konvez, v € R™ und € > 0. Die Menge
0:f(z) = {s €R": f(y) = f(2) +sT(y—2) —¢ VyeR"}

heiffit e-Subdifferential von f in x.
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Offenbar gilt:
Of (x) C O f(x) Ve>0.

Beispiel: f(z) = |z| =

[*171] ) |$| S %
O-f(x) = [1—2,1] ;T > 5
-1, -1-%] , 2 < =5

Definition 7.25. Seien f : R™ — R konvex, x,d € R", e > 0.
Dann heifst
oo e Sl ttd) — flz) +e
fe(z;d) = inf ;

die e-Richtungsableitung von f in x in Richtung d.

Bemerkung: Man beachte, dass in Definition 7.25 inf nicht durch lim ersetzt
werden darf.

Lemma 7.26. Seien f: R"™ — R konvex, z,d € R".
Dann gilt:

a) f'(x;d) = fo(x;d),

b) f(z;d) < fl(z;d) Ye>0.
Insbesondere ist fL(x;d) endlich fir alle e > 0.

Beweis: Teil a) folgt direkt aus Lemma 7.7. Aulerdem gilt

flattd) — f(@) _ fla+td) — fx) +e
t - t

f(x;d) <
firallet >0und e >0 = b).

Satz 7.27 Seien f: R"™ — R konvex und x € R™. Dann gilt

a) O-f(x) ist eine nichtleere, konvexe und kompakte Menge.
b) 0-f(z) = {seR" : sTd < fl(z;d) VdeR"}.

c) fl(z;d) = maXseo, f(x) sTd VdeR".

Satz 7.28 (¢—optimale Punkte)

Seien f:R™ — R konver und z* € R™.
Dann sind dquivalent:

a) f(z*) < infyern f(z) + €, d.h. x* ist ein e—optimaler Punkt.

b) 0 € O.f(z*).
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c) fl(z*;d) > 0 VdeR".

Das e—Subdifferential J; f(x) enthélt Informationen des Subdifferentials df (y) fiir

Punkte y aus einer Umgebung von z.

Satz 7.29 Seien f : R™ — R konvex, x € R™ und p > 0. Dann gibt es ein von x

unabhdngiges € > 0 mit
U arw C o.f)

yGUp(I)

Dabei ist Up(z) ={y e R" : |lz —y|| < p.

Beweis: Da f nach Satz 7.6 lokal Lipschitz-stetig und U,(x) kompakt ist, gibt es

ein L > 0 mit

[f@) = f@)] < Lot —a?] Va2 €Uy(a).

Nach Lemma 7.13 ist Of(U,(x)) zudem beschréankt, also gibt es ein 1 > 0 mit

U o7 < U,00).

yEU,(z)

Sei nun € := (L + n)p. Dann gilt fiir alle y € U,(z), s € 0f(y), z € R™:

sT(z—z) = s"(z—y) + 5" (y—x)
< f2) = fly) + s (y— =)
= f(z) = f(z) + () fly) + 5" (y —x)
< f(z) = f(@) + Lllz —yll + lIslllly — ||
< flz) = f(2) + (L+77)
= f(z) = f(2) +
= s€d.f(z).
Wir betrachten nun das Problem
min f(z) , zeR"

fur f: R™ — R konvex.
Fiir die Suchrichtung d* € R™ in

2= 2R 4t d
gilt bei differenzierbarem f(x) idealerweise V f(z*)Td* < 0. Z.B. kann
min Vf(z*)T d u.d.N. ldl <1
als Bestimmung fur die ideale Suchrichtung dienen. Die Losung ist

V/(@*)
IV f )

Wegen V f(z*)Td = f'(z*; d) liegt es nahe fiir nichtglatte f

d¥ = —



7.5 Bundle-Methoden 89
min f'(z¥; d) u.d.N. d] <1 (7.8)

als Suchrichtungsproblem zu verwenden.
Satz 7.11 besagt
1ok T
;d) = d,
£t = s

wodurch (7.8) iibergeht in

min  max s’d.

ldl[<1 s€df(z*)
Da die Mengen {d : ||d|| < 1}, {s : s € df(z*)} nichtleer, konvex und kompakt
sind, gilt die Aquivalenz hiervon zu

max min s’d. (7.9)
seaf(a®) ldl<1

Fiir gegebendes s € f (x*) wird min{sd : ||d|| < 1} durch

S
d=——
sl
gelost. So reduziert sich 7.9 auf
max (—||sl]]) & — min |s].
s€af(zk) s€0f(z¥)

= Zu finden ist also ein Element aus df(z*) mit minimaler Norm.
Als Suchrichtung wire also d*geeignet mit

dk = _gk y gk = Paf(wk)(o)

Bei der Subgradientenmethode war hingegen d* € —df(x*) beliebig ! Da das Sub-
differential keine Information aus der Nachbarschaft von z* verwendet, setzen wir

9" = Py p(or)(0)
(O f(x*) ist nach Satz 7.27 nichtleer, konvex und kompakt).
Lemma 7.30. Seien f : R® — R konver, z¥ € R™ und e > 0. Ist 0 ¢ Oz f(zk), SO
gilt fiir die Suchrichtung d* := —g* mit
gk = Pagf(xk)(o)
die Ungleichung
. k k ky _
t1r>1£ flz®+td") < f(z") —e.
Beweis: Die metrische Projektion Px : R™ — X lasst sich dquivalent auch durch
(Px(z) —2)"(y —Px(z)) 20 VyeX
ausdriicken. Demnach gilt
(¢"=0)"(s=¢") >0 Vseo.f(ah),
& (M7 < sTgh Vsedfah).
Aus d* = —gF folgt dann

(g"Td~ > sTdF Vs € 0. f(z).
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Mit Satz 7.27 erhélt man

fl(a*;db) = e stdb < (¢")"d" = —|lg"|* < 0,

da nach Vorraussetzung 0 ¢ 0. f(x*). Also gibt es ein t; > 0 mit

F(@F +t, dF) — f(zF) + ¢
tk

<0

= t1r>1£ faF +tdd) < fa® +tpd®) < f(2F)—¢.

ALGORITHMUS: (e-Subdifferential-Verfahren)

(S.0) Withle 2° € R™, ¢ > 0, setze k := 0.
(S.1) Geniigt 2% einem Abbruchkriterium = STOP
(S.2) Berechne g% := Py_;(,5)(0) und setze d* := —g" .

(S.3) Berechne t;, > 0 mit
f(zF 4+ tpd®) = mingso f(2F +td¥).

(S.4) Setze z**! := 2% +#4d*, k< k+ 1 und gehe zu (S.1).

Satz 7.31 (Konvergenzeigenschaft)
Sei f: R™ = R konvex und f* := inf,ecrn f(x) endlich. Dann gibt es ein ko € Ny
mat

Flzh) < wlenﬂgn flz) + ¢,

x*o ist also ein e—optimaler Punkt.

Beweis: Da f(z) > f* > —oco (nach Vorraussetzung) und nach Lemma 7.30

fE) < f@b) -«

gilt, muss das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen.
O

Problem: Das e-Subdifferential d. f(x*) muss vollstindig bekannt sein. Dies ist
nicht der Fall und die Berechnung von g* im Allgemeinen sehr aufwindig.

Gesucht: Geeignete Approximation von 0. f(z%).

GeméB Satz 7.29 kann 9. f(z*) durch s € 9f(y) fir y € U,(z*) approximiert
werden.

Idee: Verwende den neu zu berechnenden Subgradienten s* € 0f(z*) und die
bereits vorhandenen s/ € df(x7), j = 0,1, ...,k — 1, um 9. f(z*) mit diesem Biindel
(engl. bundle) an Informationen zu approximieren.
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Seien hierzu A; Zahlen mit A\; > 0,5 = 0,...,k, und E?:o A;j = 1. Wegen s/ €
Of(z7) gilt fiir den Linearisierungsfehler

of = f(a*) = f(a) — (/)T (a" — )
fir j =0, ..., k offenbar
a;—“ >0,7=0,...,k, undaﬁ =0.
Firz e R® und j =0, ..., k gilt

(Sj)T (m—xk) _ (sj)T (x—xj) _ (Sj)T (xk _Ij)

< fla) = f(a) = ()" (@ —af)
= f(z) — f(@") +of
k k
= ZAJ(SJ)T (x—2*) < f(:n)—f(xk)—i—zz)\]ozéC VzeR"
j=0 j=0
k k
= Y Nl € O.f(aF), falls > Neb < e st
Jj=0 j=0
Sei daher
k k k
GE = 0> Ns? o> Mok < e, 020, ) A =1,j=0,..k
§=0 =0 j=0

Es ist G* # ) konvex und kompakt. Wir haben bewiesen, dass
GE C O f(a¥)

gilt. G¥ kann daher als innere Approximation an 9. f(z*) angesehen werden. Es

liegt daher nahe
g = P (0)

zu setzen.

Den Vektor (X, ..., AF) € RF+1 | der

k
# -

=0

festlegt, kann mit dem folgenden quadratischen Problem berechnet werden.

112 .
{min{éHZf_oAjsfH + Zf_OAja;@} wd N, SN =1, 220, :O,...,k}

ALGORITHMUS: (e-Bundle-Verfahren)

(S.0) Wihle z! € R", st € 9f(2'), o € (0,1).
Setze y! :== a1, g":=s'  al =0 =0, k=1, K:=0, J, = {1}



92 7 Nichtglatte Optimierung

S.1) Berechne \¥, j € J,. durch
J

112 ,
{min{;HZjeJk AjsﬂH + e Aja;?} wdN. Y A =1, 020, € Jk}

(S.2) Setze

g* = Z )\?sj ,

JEJk

e = Z )\fozf ,
J€Jk

d* = —g",

¢ = —llg*I* e .

(8.3) Ist F =0 = STOP

(S.4) Setze y**+1 := 2% + d*¥ und berechne s¥+1 € 9f(y**+1).
Falls f(zF +d*) < f(aF) + ok,

so setze
tp, =1
= ah 4 gk
K « KUk}
andernfalls setze t, := 0 , zFt!l .= 2k,
(S.5) Setze

JP = {je i+ ANy >0},
Je1 = Jp U {k+1},
af Tl = [ = fy) = (DT =) fiir € Sy

(S.6) Setze k < k + 1, gehe zu (S.1).



