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1. Beweisprinzipien

Definition 1.1 (Aussagenlogik). Mathematische Aussagen konnen wahr oder falsch sein,
aber niemals beides gleichzeitig. Aus gegebenen Aussagen A und B kann man neue Aus-
sagen bilden:

(i) Negation: = A, nicht A
(ii) Kongunktion: AN B, A und B
(iii) Disjunktion: AV B, A oder B*
(iv) Implikation: A = B, aus A folgt B
(v) Aquivalenz: A < B, A ist dquivalent zu B, A genau dann wenn B, A gdw. B

Die Wahrheitswerte der neuen Aussagen veranschaulicht man durch eine Wahrheitstafel:

A|B|-A|ANB|AVvVB | A=B| A< B
w|w/| f w w w W
w | f f f w f f
flw| w f W W f
f|f]| w f f W w

Daraus erhélt man folgende Regeln:
e A A —A ist immer falsch.

e AV —A ist immer wahr.

e +(-A) = A (doppelte Verneinung)
e ANB& BANA. (A ist kommutativ)
e AVB< BV A. (V ist kommutativ)
e AN(BANC)<= (ANB)NC. (A ist assoziativ)
e AV(BVC)< (AvB)VC. (V ist assoziativ)

e 2(AANB) < -AV -B.
e 2(AVB) < -~AA-B.
e (AVB)NC = (ANC)V (BAC). (A ist distributiv iiber V)
e (ANB)VC < (AVC)N(BVCO). (V ist distributiv tiber A)

e (A= B)& -AVB.
Insbesondere ist “Wenn 1 + 1 = 3, dann ist Paris die Hauptstadt von Deutschland”
eine wahre Aussage: Aus einer falschen Aussage kann man alles beweisen.

Definition 1.2 (Axiome). Grundlegende Aussagen, die nicht weiter zuriickgefiithrt wer-
den, heiften Aziome. Axiome sind die a priori gegebenen wahren Aussagen der Mathema-
tik. Alle anderen Aussagen miissen darauf zuriickgefiihrt, bewiesen, werden.

IDies ist kein entweder-oder, sonder ein einschliefendes oder.
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Beweisprinzip 1.3 (Direkter Beweis). Beweise Aussage B ausgehend von wahrer Aus-
sage A, typischerweise durch Folge von Implikationen

A=A = A= ...= A, = B,
wobei Axiome und schon bewiesene Aussagen benutzt werden.
Satz 1.4. (i) Das Quadrat einer geraden Zahl ist eine gerade Zahl, das heifst

n gerade = n? gerade.

(ii) Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade.

Beweis. Wir beweisen hier nur die erste Aussage, die zweite funktioniert analog und wird
in den Ubungen bewiesen: Sei n € N? gerade. Dann gibt es ein k € N mit n = 2k. Es folgt

n? = (2k)* = 4k* = 2 - (2k?),
wobei 2k% € N. Also ist n? gerade. O
Beweisprinzip 1.5 (Indirekter Beweis durch Kontraposition). Es gilt
(A=B) & -AVB & —(=B)V-A & (-B=-A).
Somit kénnen wir A = B beweisen, indem wir =B = —A zeigen.

Satz 1.6. (i) Ist das Quadrat einer natiirlichen Zahl ungerade, so ist die Zahl selbst
ungerade.

(ii) Ist das Quadrat einer natiirlichen Zahl gerade, so ist die Zahl selbst gerade.

Beweis. Wiederum beweisen wir hier nur die erste Aussage, die zweite folgt wieder analog:
Sei n € N. Zu zeigen ist

n? ungerade =  n ungerade.

Dies ist aber dquivalent zu

—(n ungerade) = —(n? ungerade),
— N ~~ d
&n gerade &n? gerade
was wir bereits in Satz 1.4 gezeigt haben. O]

Beweisprinzip 1.7 (Indirekter Beweis durch Widerspruch). Beweise A, indem wir zeigen,
dass aus —A ein Widerspruch folgt.

Satz 1.8. /2 ist keine rationale Zahl, das heift, es gibt keinen Bruch 7 mit a,b € N, s0

dass (%)2 = 2.

2Diese Schreibweise wird im folgenden Kapitel genauer und allgemeiner definiert. Zunichst betrachten
wir n € N einfach nur als praktische Abkiirzung fiir “sei n eine natiirliche Zahl”.
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Beweis. Angenommen, es gibt a,b € N mit (%)2 = 2. Weiterhin kénnen wir annehmen,
dass der Bruch vollstandig gekiirzt ist. Es folgt

a\?2 a?
<Z> -9 = b_2:2 = a’=2" = a? gerade.

Aus Satz 1.6 wissen wir, dass dann auch a gerade ist, also gibt es p € N mit a = 2p. Es
folgt

ad=4p* = P'=ad*=2" = =29 = b gerade =y gerade.

Also sind a und b gerade im Widerspruch dazu, dass ¢ vollstandig gekiirzt ist. [

Beweisprinzip 1.9 (Vollstdndige Induktion). Fiir alle n € N sei A(n) eine Aussage.
Ferner gelte:

e Induktionsanfang: A(1) ist wahr.
e Induktionsschluss: Fiir alle n € N gilt A(n) = A(n + 1).
Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Bemerkung 1.10. Folgende Punkte sollten bei der vollstandigen Induktion beachtet
werden:

e Die Induktion muss verankert werden: A(1) muss bewiesen werden.

e Die Folgerung A(n) = A(n+ 1) muss fiir alle n € N gelten, insbesondere muss man
iiberpriifen, dass die Argumente auch fiir kleines n giiltig sind.

e Die Induktion kann statt bei 1 auch bei jedem anderen ny € N starten: Gilt A(ng)
sowie A(n) — A(n + 1) fiir alle n > nyg, so ist A(n) fiir alle n > ny wahr - fiir alle
n < ng wird allerdings keine Aussage getroffen!

Notation 1.11. Seien ag,...,a, Zahlen. Dann setzen wir
n n
E ar:=a;+as+...+a, und Hak::a1~a2-...-an,
k=1 k=1

wobei man k auch den Laufindex der Summe bezichungsweise des Produkts nennt. (Das
Symbol “:=” besagt, dass die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird.)

Bemerkung 1.12. (i) Der Laufindex k ist nur ein beliebiger Platzhalter, daher gilt
Zak:Zar sowie Hak:H&T
k=1 r=1 k=1 r=1

(ii) Man kann auch andere Grenzen nehmen, zum Beispiel

3
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(iii) Fir alle ¢ € N gilt

n n—+c n—c
E:aj: E Aj—c = E Ajte
j=m j=m+c j=m—c

und analog auch fiir I statt ¥. Man nennt dies eine Indexverschiebung.

(iv) Als Konvention vereinbaren wir

0 0
E ar ;=0 sowie Hak = 1.
k=1 k=1

Satz 1.13 (Gaufssche Summenformel, “Kleiner Gauf”). Fiir jedes n € N gilt

n

nn+1
Z: (2+ ).

k=1
Induktionsbeweis. Wir beweisen die Aussage per vollstandiger Induktion nach n € N:

e Induktionsanfang n = 1: Es gilt

Zk:bM,

1
2
k=1
also ist die Aussage fiir n = 1 wahr.

e Induktionsschluss n — n + 1: Sei die Aussage wahr fiir ein beliebiges, aber festes
n € N, also

ik _ n(n+1)
2
k=1

(dies nennt man auch die Induktionsvoraussetzung oder kurz IV'). Zu zeigen ist,
dass die Aussage auch fiir n + 1 gilt, also dass

(4 1)(n+2)
P 2

Dies gilt, da

>k (Zk> A S IUES VNP [UE S VR IR

2 2

(n+1)(n+2)
5 :

Mit vollstéandiger Induktion gilt die Aussage also fiir alle n € N. n

Zu beachten ist hier, dass man fiir den Induktionsbeweis das Ergebnis bereits vorher
kennen oder zumindest vermuten muss.



“Intelligenter Beweis” nach Gauf, ca. 1786 im Alter von neun Jahren. Es gilt sowohl
dk=1+2+...+(n—1)+n

als auch

dk=n+m+1)+.. . +2+1
k=1
Fasst man die Summanden zusammen, die jeweils iibereinander stehen, so erhélt man

Q-ik:(1—|—n)—|—(2+n—1)+...—|—(n—1+2)+(n+1)
=n+)+Mn+)+...4(n+1)+(n+1)

da die Summe n Summanden enthalt. Nach Division durch 2 erhalt man somit die Formel

Notation 1.14. (i) Fiir n € N definieren wir die Fakultdit
nl:=1-2-3-...-(n—1)-n
Weiterhin setzen wir 0! := 1.

(ii) Fur 0 < k <n definieren wir den Binomialkoeffizienten

(V)

gesprochen “n iiber k”. Beachte (’5) =1= (Z)

Lemma 1.15. Firallen e Nund 1 <k <n—1 gilt

()= G20+ ()

k k—1 k

Beweis. Nachrechnen! O
Satz 1.16 (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle n € N und beliebige Zahlen z,y gilt

(@+y)" =) (k> y .

k=0

Beweis. Wir beweisen die Aussage per vollstandiger Induktion nach n € N:

e Induktionsanfang n = 1: Es gilt

(x+y)1:x+y=y+x:<(1))xy +() ;() ",

also ist die Aussage fiir n = 1 wahr (beachte, dass 2% := 1 fiir alle z).

7



e Induktionsschluss n — n + 1: Sei die Aussage wahr fiir ein beliebiges, aber festes
n € N. Zu zeigen ist, dass die Aussage auch fiir n + 1 gilt, also

n+1
1
(z+y)" = Z (TLZ )xkynﬂ—@

k=0
Dies gilt, da

(+y)" =@+y" (x+y) = <Z> xky""“) (z+y)

EQ) B ()

Mit der Indexverschiebung k = ¢ — 1 in der ersten Summe erhalt man

n n n+1
T\ k1, n—k _ n =141, n—(6-1) _ n £, n+1—L
] e Dl (R e T Ol P

k=0 £—1=0

—

Benennt man zusétzlich den Laufindex der zweiten Summe von k in £ um, so erhélt

man
n+1_n n k1 nek hyntl—h
oo (£
k=0
n+1 n
_ ¢, n+1—¢ ¢, nt1—t
() (D)
=1
_ (™) 10 - n n ¢, ntl1—t Y 0, n+1
() 2 () () s ) =
1 6:1¥ 'v g 1
) XS %)
_(ntl 20 4 ~ (n+1 lyntl=t n+1 0gyn 1
n—+1 — l 0
n+1
_ Z n+1\ 4o
1
=0
Mit vollstdndiger Induktion gilt die Aussage also fiir alle n € N. O

Bemerkung 1.17. Die Binomialkoeffizienten, die im binomischen Lehrsatz auftauchen,
entsprechen der n-ten Zeile im Pascalschen Dreieck, an dem man auch die Formel aus
Lemma 1.15 verdeutlichen kann: Jede Zahl im Pascalschen Dreieck ist die Summe der
beiden Zahlen, die direkt dariiber stehen.

1 n=>0 (o)
s o REXGD
1 2 1 n =2 3(0)3(1)3(2)3
133 1 n=3 o) 0 6 6
1 4 6 41 n=4 5(0)5(1)5(2)5(3)5(4)5
1 5 10 10 5 1 n=>5 6(0)6(1)6(2)6(3)6(4)6(5)6
16152 15 6 1 n=6 () () G G 6 6
L7235 3 2071 =7 () () G G GO G 6 6



So hat man beispielsweise

3 3 3 3
(w9’ = <o> Y (1)33192 * <2> Y (3) 2Pyt = 1y + 3wy? + 322y + 1%,



2. Sprache der Mathematik

Definition 2.1 (“Naive” Mengendefinition nach Cantor). Eine Menge ist eine Zusam-
menfassung von wohlbestimmten und wohlunterscheidbaren Objekten unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens (welche die Elemente der Menge genannt werden) zu einem
Ganzen.

Bemerkung 2.2. Diese Definition ist problematisch: Wenn man versucht, die Menge aller
Mengen zu betrachten, landet man schnell bei einem Widerspruch. Um dies zu verhindern,
muss man formale axiomatische Mengenlehre betrachten, zum Beispiel nach Zermelo-
Fraenkel. Fiir die Zwecke dieser Veranstaltung reicht der “naive” Mengenbegriff aber aus.

Notation 2.3. Wir schreiben
M ={zy,29,23,...}
fiir die Menge mit Elementen 1, o, x3, ... (explizite Schreibweise) oder
M ={z | A(x)}

fiir die Menge aller Elemente z, fiir die Eigenschaft A erfiillt ist (implizite Schreibweise).
Weiterhin schreiben wir

e v € M fiir “x ist ein Element von M?”,

o o ¢ M fiir “x ist kein Element von M” (statt —(x € M)),

e N C M fir “N ist eine Teilmenge von M, also x € N = x € M,

e N=Mfirx € N < x € M, was dquivalent ist zu N C M und M C N.

Oft wird auch N C M statt N C M verwendet, um zu betonen, dass auch der Fall N = M
zugelassen ist. Fiir den Fall N C M und N # M schreibt man auch N C M und nennt
N eine echte Teilmenge von M.

M

Abbildung 1: Schematische Darstellung zweier Mengen M und N. Hier gilt N C M und
N # M. Weiterhin ist x € M, aber x ¢ N.

Definition 2.4 (Mengenoperationen). Seien M, N Mengen.

e Die Vereinigung von M und N ist

MUN :={z|xeMVazeN}.

e Der Durchschnitt oder Schnitt von M und N ist
MNN:={z|zeMAzeN}.
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e Das Komplement von N in M ist

MA\N:={zx|zeMANx¢N}.

MUN MAN M\ N

Abbildung 2: Die drei grundlegenden Mengenoperationen, dargestellt durch sogenannte
Venn-Diagramme. Die jeweils konstruierte Menge ist in grau hervorgehoben.

Bemerkung 2.5. Die Operationen U und N sind kommutativ, das heifst,
MUN=NUM und MNN=NNM
fiir alle Mengen M, N, und assoziativ, das heifit,
My U (MU M) = (MyUMy)UM; und My N (M Ms) = (M 0 M) N M
fiir alle Mengen My, My, Ms. Auferdem gelten die Distributivgesetze:
My 0 (My U Ms) = (My N Ms) U (M N M)

und
My U (My N Ms) = (M U My) N (M U Ms)

fiir alle Mengen My, My, Ms.
Beispiel 2.6. Wichtige Mengen sind:

e (), die leere Menge (die eindeutige Menge, die kein Element enthélt)

N:={1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen

No:=NuU{0} ={0,1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null

Z:={...,—-2,—-1,0,1,2,...}, die Menge der ganzen Zahlen

Q:= {§ |p,q € Z,q# O}, die Menge der rationalen Zahlen

R, die Menge der reellen Zahlen

C, die Menge der komplexen Zahlen (siche auch Definition 12.2)

Achtung: Manche Autoren betrachten 0 als natiirliche Zahl.
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Definition 2.7 (Quantoren). Viele mathematische Aussagen benutzen den Allguantor V,
“fiir alle”, und den FEzistenzquantor 3, “es existiert”. Beispiele sind die wahre Aussage

VneN:n?>>n

(fiir jede natiirliche Zahl gilt, dass ihr Quadrat mindestens so grofs ist wie die Zahl selbst)
sowie die falsche Aussage
JreQ:2>=2

(es gibt eine rationale Zahl =, deren Quadrat gleich 2 ist), vergleiche Satz 1.8.
Sei allgemein M eine Menge und A(x) eine Aussage fiir jedes x € M.

e Die Aussage
Ve e M : A(x)

ist genau dann wahr, wenn A(x) fiir alle x € M wahr ist.

e Die Aussage

dre M : A(z)
ist genau dann wahr, wenn A(z) fiir mindestens ein x € M wahr ist.

Bemerkung 2.8. Die Namen der Variablen sind beliebig, d.h.
Ve:Alz) < VYy:A(y) und dz:A(z) < dr:A(r)
Quantoren gleicher Art kénnen problemlos vertauscht werden:
Vee MVye N: A(z,y) < VYye NVexeM: Ax,y)

und
JreMIye N:Alz,y) < JyeNJxeM: Az,y).

Quantoren unterschiedlicher Art konnen im Allgemeinen nicht vertauscht werden: So ist
etwa
VneNdneN:m>n

eine wahre Aussage (zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl m, die grofser
als n ist, zum Beispiel m = n + 1), wiahrend

dneNVneN:m>n

falsch ist (es gibt eine natiirliche Zahl m, die grofer ist als jede natiirliche Zahl n — dies
ist schon fiir n = m ein Widerspruch).

Bemerkung 2.9 (Verneinung von Quantoren). Es gilt
-(VzeM:Az)) < 3FzeM:-A)

und

“(Gx e M: Ax)) < VzeM:-A).
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Beispiel 2.10. Typische mathematische Aussagen beinhalten mehrere Quantoren, so dass
die Verneinung nicht trivial ist. Beispielsweise ist eine reelle Funktion f an der Stelle z € R
per Definition stetig, falls

Ve>030>0VyeR: |z —y|<d=|f(x)— fly)| <e.
Die Verneinung davon ist
>0V >0TyeR:~(lz—y|<d=|f(x)— fly)| <e).

Wegen

[t -yl <d=[fle) - flwl<e & —(r-yl <o)V (flz)-fl)l<e)
kann man diese Verneinung auch als

Je>0Vi>0TyeR: |jz—y|<dN|f(z)— fly)| >¢

schreiben.

Notation 2.11. Sei [ eine beliebige (Index-)Menge und fiir jedes ¢ € I sei M; eine Menge.
Wir schreiben

UMi::{x|EIZ'€I:xEMi}

iel
und

ﬂMi::{:ﬂ‘v’iE]:xEMi}.

iel
Satz 2.12 (Regel von de Morgan). Sei M, eine Menge und M; Mengen fiir alle ¢ € I.
Dann gilt:

(0) Mo\ (Uses Mi)
(ii> My \ (nz‘el MZ)

Beweis. Es gilt

iEI(MU \ Mz)

-n
= UieI(MO \ M;).

(3

xEMo/\azgéUMi

el
xr€MyN—(Ti€l:xe M)
e MyNNViel:x¢ M)
Viel:xze MyNzx ¢ M,
Viel:xe My\M,
z € )Mo\ M),

el

z e My\ (UM)

el

t 02

die zweite Aussage beweist man analog. O]
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Definition 2.13. Seien X und Y Mengen.

(1) Eine Abbildung oder Funktion
f:X—=>Y

ist eine Vorschrift, die jedem z € X genau ein f(z) € Y zuordnet. Dabei heifst
X der Definitionsbereich von f und Y der Bildraum oder Wertebereich von Y. Gilt
f(z) = vy, so heit y Bild von z und x heift Urbild von y. Wir schreiben auch
f: X =Y, o f(x).

(2) Eine Abbildung f : X — Y heifst
(i) injektiv oder Injektion, falls Vay, 9 € X @ f(x1) = f(22) = 21 = 29,
(i) surjektiv oder Surjektion, falls Vy € Y Jx € X : f(x) =y,
(iii) bijektiv oder Bijektion, falls f injektiv und surjektiv ist.
Beispiel 2.14. (i) Die Vorschrift f; : {a,b} — {1,2} mit a — 1 ist keine Abbildung.

(ii) Die Abbildung f> : {a,b,c} — {1,2} mit a — 1, b — 2 und ¢ — 2 ist surjektiv, aber
nicht injektiv.

(iii) Die Abbildung f3 : {a,b} — {1,2,3} mit @ — 1 und b — 2 ist injektiv, aber nicht
surjektiv.

(iv) Die Abbildung fy : {a,b} — {1,2} mit a — 1 und b — 2 ist bijektiv.

1 60 0 O

Abbildung 3: Graphische Darstellung der Vorschriften aus Beispiel 2.14.

Definition 2.15. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen auf Mengen X,Y, Z.
Die Komposition go f : X — Z ist definiert als

(go f)(z) :=g(f(z)) firalle ze€X.

Notation 2.16. Mit idy : X — X bezeichnen wir die Identititsabbildung auf X, definiert
durch
idy(z) =2 firalle z€ X

Fiir jede weitere Abbildung f : X — X gilt
foidy = f =idx of.

Bemerkung 2.17. Selbst wenn sowohl f o g als auch g o f existieren, miissen sie nicht
iibereinstimmen: Fiir f,¢: R — R mit f(z) = 2 und g(x) = x + 1 gilt etwa

(fog)(x) =f(9(2)) = fla+1) = (z+1)* £ + 1 = g(a?) = g(f(2)) = (90 f)(2),
also fog#go f.
14



Definition 2.18. Sei f : X — Y bijektiv. Dann existiert zu jedem y € Y (wegen
Surjektivitét) ein eindeutig bestimmtes (wegen Injektivitdt) @ € X mit f(z) = y. Wir
definieren die Umkehrabbildung von f durch

LY =X, y=f 1y ==z
Es gilt fo f~! =idy und f~'o f =idy.
Beispiel 2.19. Die Abbildung®

f:]0,00) = [0,00), x> a?

ist bijektiv, also existiert ihre Umkehrfunktion f~—!, die gegeben ist durch
f71:[0,00) = [0,00), T+ /7.

Hingegen ist die Abbildung ¢ : R — R, z +~ 2? weder injektiv noch surjektiv und hat
somit keine Umkehrfunktion.

Man beachte, dass unsere obige Aussage iiber die Bijektivitdt von f im Augenblick nur
“anschaulich” klar ist; in spateren Kapiteln werden wir dies beweisen. Die Injektivitét ist
recht einfach, die Surjektivitdt hingegen bedarf einiger Theorie. Dies wird auch dadurch
deutlich, dass die Version von f auf den rationalen Zahlen, also

hi{reQ|r>0}—={zcQ|z>0}, x> a?

zwar auch injektiv, aber nicht surjektiv ist: 2 € QQ hat kein Urbild in Q unter h wie wir
in Satz 1.8 gesehen haben.

ffl

Abbildung 4: Die Graphen der Funktionen f (in blau) und f~! (in rot) aus Beispiel 2.19.

3Hierbei ist [0,00) := {z € R | z > 0}.
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Definition 2.20. (1) Zwei Mengen M und N heifsen gleichmdchtig, falls es eine bijek-
tive Abbildung N — M gibt.

(2) Eine Menge M heifst abzdhlbar, falls sie endlich ist oder die gleiche Méachtigkeit
hat wie N. Fiir M # () ist dies dquivalent dazu, dass es eine surjektive Abbildung
N — M (Abzihlung, eventuell mit Mehrfachzahlung) gibt.

(3) Ist eine Menge M nicht abzéhlbar, so heifst sie uberabzdihlbar.

Beispiel 2.21. (i) Endliche Mengen und damit insbesondere die leere Menge sind ab-
zahlbar.

(ii) N ist abzdhlbar mit Abzahlung idy.
(iii) Z ist abzadhlbar durch Abzéhlung 0, —1,1, —2,2

5 g e e e

(iv) Q ist abzdhlbar mit folgender Abzdahlung:

L — =3 -2 +—— —1 0——r

|

<«
—
= — =

2 3
-3 —2 -1 0 2 3
2 2 2 2 2 2
__3 __2 >__1 )Q )l )2 §
3 3 3 3 3 3 3
__3/ __2/ __]-/ Q/ l/ Z/ §
4 4 4 4 " 4 40 4

Satz 2.22 (Cantor 1874). R ist iiberabzihlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass schon das Intervall [0,1] := {x € R| 0 < z < 1} iiberabzéhlbar
ist. Dazu stellen wir jede reelle Zahl in [0, 1] als Dezimalzahl dar.” Wir fiihren einen Beweis
durch Widerspruch: Angenommen, es gibe eine Surjektion ¢ : N — [0, 1], etwa

1+— 0.a1a0a3a4 . ..
2+ O.blbgb3b4 Ce.

3+ 0.cicacsey . ..

mit Ziffern ay, as,...,b1,... € {0,...,9}. Betrachte nun die “Diagonalfolge”

ri= 0.&16253654 N

. 5, falls x # 5,
7=
7, falls z =5.

4Hierbei gilt zu beachten, dass die Dezimaldarstellung nicht eindeutig ist, etwa 0.5 = 0.4999999 . . .. Fiir
den Beweis wihlen wir immer die nicht-abbrechende Darstellung, um die Darstellung eindeutig zu
machen.
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Dann ist r € [0, 1], aber

r # 0.a1a2a304 . . .
r 7é O.blb_gbgb4 R

r # 0.cic903¢4 . . .

wobei jeweils die Stelle unterstrichen ist, an der sich r definitiv von der Zahl unterscheidet.
Also ist r € [0, 1], wird aber nie von ¢ getroffen. Dies ist ein Widerspruch zur Surjektivitat
von ¢, also muss die Annahme falsch gewesen sein. Somit ist [0, 1] iiberabzéhlbar. O

Wer mehr iiber die Entdeckungen und das Leben von Cantor wissen will, hier ist ein
Buchtipp fiir Weihnachten:

AENEAS ROOCH

 Das Jahrhundert, in dem
- "die Mathematik sich neu erf_and '
% :
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3. R als angeordneter Korper

Die reellen Zahlen bilden unsere fundamentale Menge von Zahlen, auf denen die Analysis
aufgebaut ist. Wir wollen nun herausarbeiten, welche Strukturen die reellen Zahlen haben.
Die offensichtlichen Strukturen und Regeln werden axiomatisch gefordert, alles andere
muss daraus bewiesen werden. Die reellen Zahlen haben im wesentlichen drei verschiedene
Strukturen (welche miteinander vertréglich sind):

e Korper: wir konnen mit reellen Zahlen rechnen
e Anordnung: wir kénnen reelle Zahlen vergleichen
e Vollstandigkeit: die reellen Zahlen enthalten alle Zahlen, die wir brauchen

Zunéachst betrachten wir die ersten beiden Konzepte, die sind recht einfach zu erfassen.
Die Vollstandigkeit ist etwas komplizierter und bedarf einiger Vorbereitungen, sie wird
spater in Kapitel 5 betrachtet.

Definition 3.1. Ein Kdrper (eng. field) ist eine Menge K # () mit zwei Verkniipfungen,
einer “Addition”
+: K x K, (a,b)—a-+b,

und einer “Multiplikation”
K xK, (a,b)r—a-b>

so dass gilt:

(1) Assoziativgesetze:

o (a+b)+c=a+(b+c) firalle a,bce K. (AG+)

e (a-b)-c=a-(b-c) firalle a,bceK. (AG:)
(2) Kommutativgesetze:

ea+b=0b+a firalle a,beK. (KG+)

ea-b=>b-a firalle abeK. (KG-)
(3) Existenz neutraler Elemente:

e 0eKVaceK:a+0=a (NE+)

e J1e K\{0} Vae K:a-1=a. (NE-)
(4) Existenz inverser Elemente:

eVac Kd—-aeK:a+(—a)=0. (IE+)

eVae K\{0} Ja'eK:a-a'=1. (IE-)

(5) Distributivgesetz:
ea-(b+c)=a-b+a-c firale a,bceK. (DG)

50ft lisst man den Multiplikationspunkt weg und schreibt ab statt a - b, sofern dadurch keine Uneindeu-
tigkeiten entstehen. Wie beim Rechnen mit Zahlen vereinbaren wir “Punkt vor Strich”, um exzessives
Klammern zu vermeiden.
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Beispiel 3.2. (i) (Z,+,-) ist kein Korper, da etwa 2 kein Inverses beziiglich Multipli-
kation hat.

(i) (Q,+,-), (R,+,) und (C,+,-) sind Korper.

(iii) Es gibt auch endliche Korper, zum Beispiel ist fiir jede Primzahl p die Menge F,, :=
{0,1,...,p— 1} mit Addition und Multiplikation modulo p als Verkniipfungen ein
Korper. Fiir p = 2 hat man etwa die Verkniipfungstabellen

+ 10 1 - 10 1
010 1 und 00 O
111 0 110 1

sowie die Inversen —0 =0, —1 =1 und 17! = 1.
Lemma 3.3. Aus den Kérperaxiomen folgen etliche “offensichtliche” Aussagen:

(i) Die neutralen Elemente 0 und 1 sind eindeutig bestimmt.

(i) Die inversen Elemente —a und a~! sind eindeutig bestimmt.

(iii) Es gilt —0 = 0.
)

(iv) Die Gleichung a 4+ = = b hat fiir alle a,b € K die eindeutig bestimmte Losung

r=b—a:=b+ (—a).

(v) Die Gleichung a - z = b hat fiir alle « € K \ {0} und alle b € K die eindeutig
bestimmte Losung

(vi) Fiir alle a,b € K gilt:
o —(—a)=a
—(a+b)=—-a—1>
e a-0=0
e —a=(—1)-a
o (—a) (=b)=a-b
e (a7')™! =a (falls a # 0)
e (a-b)'=at b7t (falls a # 0 und b # 0)
ea-b=0 = a=0Vb=0

Hier beweisen wir nur exemplarisch folgende Aussagen:
(a) 0 ist eindeutig bestimmt.
(b) Fir alle a € K gilt a-0=0.

Beweis. (a) Seien 0,0 € K so, dass fiir alle a € K sowohl a +0 = a als auch a +0 = a
gilt. Dann gilt mit der Kommutativitdt der Addition

0=0+0=0+0=0,
also ist das neutrale Element beziiglich der Addition eindeutig bestimmt.
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(b) Esgilt a-0=a-(0+0) =a-0+ a-0. Addiert man nun auf beiden Seiten der
Gleichung —(a - 0) dazu, erhdlt man

0=a-04+(—(a-0))=a-04+a-0+(—(a-0)) =a-0. O

Der entscheidende Punkt ist, dass alle Eigenschaften in Lemma 3.3 nicht nur in Q oder
R gelten, sondern in jedem Korper wie etwa auch F,, da wir sie nur aus den Koérperaxiomen

heraus beweisen und keine spezifischen Eigenschaften eines bestimmten Korpers verwendet
haben.

Definition 3.4. Ein Korper (K, +,-) heilt angeordnet, falls wir gewisse Elemente in K
als positiv auszeichnen kénnen (Schreibweise: a > 0), so dass gilt:

(1) Fiir jedes a € K gilt genau eine der drei Bezichungen

a>0, a=0, —a>0.

(2) Fiir alle a,b € K mit @ > 0 und b > 0 gilt auch a+b >0 und a-b > 0.
Notation 3.5. Sei K ein angeordneter Korper und a,b € K. Dann schreiben wir:
ea>b & a—-0>0
ea<b & b>a
ea>b & a>bVa=>
e a<b & a<bVa=>D

a, fallsa >b,

b, sonst

max(a,b) := {

a, fallsa <b,

b, sonst

min(a, b) := {

Beispiel 3.6. (i) Q und R sind angeordnete Korper.
(ii) C kann nicht angeordnet werden (dazu mehr in Kapitel 12).

(iii) F, kann nicht angeordnet werden.
Fiir Fo = {0,1} kann man das folgendermafen zeigen: Da 0 # 1 muss entweder 0 < 1
oder 0 > 1 gelten.

e Fall 1: 1 > 0. Aus1 >0und 1 > 0 folgt 1+ 1 > 0. Wegen 1+ 1 = 0 erhélt man den
Widerspruch 0 > 0.

e Fall 2: 1 < 0. Dann gilt —1 > 0. Wegen —1 = 1 gilt also wieder 1 > 0, was laut Fall
1 ein Widerspruch ist.

Die Annahme der Existenz einer Anordnung auf Fy fiihrt also immer zu einem Wider-
spruch. Somit existiert keine Anordnung auf F,.

Lemma 3.7. Ist (K, +, ") ein angeordneter Korper, so gilt:
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(i)a<bANb<c = a<c (die Ordnung ist transitiv)
(i

(i) a<b ANe>0 = a-c<b-c

a<b = VeeK:at+c<b+ec

)
)
)
iv) a<b = —a>-b

(v) (0<a<b) AN (0<c<d) = a-c<b-d

(vija>0 = a'>0

(vi) 0<a<b = al>b"!

(viii) Va € K :a® >0 (insbesondere 1 > 0)

Beweis. Wir beweisen hier exemplarisch nur (iii) und (v):

(iii) Per Definition ist a < b dquivalent zu b —a > 0. Aus b —a > 0 und ¢ > 0 folgt
bc —ac=(b—a)-c>0,
wiederum per Definition also b - ¢ > a - ¢ beziechungsweise a - ¢ < b - c.
(v) Wegen b > 0 und d > 0 gilt bd > 0, falls a = 0 oder ¢ = 0 ist die Aussage also
trivialerweise erfiillt, weil dann ac = 0. Sei also a > 0 und ¢ > 0.
e Aus a < b und ¢ > 0 folgt ac < be.
e Aus ¢ < dund b > 0 folgt bc < bd.
Somit haben wir ac < be < bd, wegen Transitivitat also ac < bd. ]

Bemerkung 3.8. Sei K ein angeordneter Kérper. Dann konnen wir N in K einbetten.
Sei dazu 1x € K das neutrale Element der Multiplikation in K und setze fiir n € N

N :=ZlK:1K—{—...—I—1K€K.
J=1 n Kopien
Dann gilt:
e (n+m)g =ng+mg und (n-m)g = ng - mg fir alle m,n € N.
e nx > 0 fir alle n € N.
e Die Abbildung N — K, n — ny ist injektiv.

Die erste Aussage folgt aus den Korperaxiomen. Wegen 1x > 0 ist auch ng als Summe
positiver Elemente positiv, also ng > 0. Fiir die Injektivitat seien m,n € N mit mg = ng.
Falls m > nist m —n € Nmit (m —n)g = mg —ng = 0 im Widerspruch zu der zweiten
Aussage, analog fiihrt m < n zu einem Widerspruch. Also muss m = n gelten und die
Abbildung injektiv sein.

Somit finden wir in jedem angeordneten Korper eine Kopie von N. Wir werden n mit
ny identifizieren.

Wichtig ist, dass die Injektivitdat der Abbildung auf der Anordnung von K beruht.
Entsprechend finden wir etwa in I, keine Kopie von N.

21



Satz 3.9 (Bernoullische Ungleichung). Sei K ein angeordneter Korper. Fiir alle z € K
mit x > —1 und alle n € N gilt

1+x)">14n-=x.
Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion iiber n.

o Induktionsanfang n = 1: Wegen (1 +2)! = 14+ 2 = 1+ 1 -z ist die Aussage fiir
n = 1 offensichtlich wahr.

e Induktionsschluss n — n + 1: Sei die Aussage wahr fiir ein beliebiges, aber festes
n € N. Zu zeigen ist also

(1+2)"™ > 1+ (n+ 1)

Es gilt
I+z)"'=0+2)" - 1+2)>0+nx)(1+2)=1+nz+x+ na’
v ™ >0
v >0 =
>14+nx
> 1+ (n+1)z. 0

Definition 3.10. Sei K ein angeordneter Korper. Fiir a € K definieren wir den Absolut-
betrag
a, fallsa >0,

la| :== max(a, —a) =
—a, fallsa <0.
Lemma 3.11. Sei K ein angeordneter Korper. Fiir alle a,b € K gilt:
(i) a < |a| und —a < |al.

)

(1)

(iif) fa - b = |af - [b].
)
)

|—al = lal.
(iv) |a+b| < la| + 0| (Dreiecksungleichung)
(v) [la| = [b]| < |a — ). (umgekehrte/inverse Dreiecksungleichung)

Beweis. Die ersten drei Aussagen sind mittels Fallunterscheidungen leicht zu beweisen.
Zur Dreiecksungleichung:

e Aus a < |a] und b < |b| folgt a + b < |a| + |b].
e Aus —a < |a] und —b < |b| folgt —(a +b) = —a — b < |a| + |b].
Zusammen erhélt man |a| + |b] > a + b und |a| 4 |b] > —(a + b), also auch
lal + [0] = [a +b].
Die inverse Dreiecksungleichung wird in den Ubungen bewiesen. O]

Definition 3.12. Ein angeordneter Korper K heifst archimedisch, falls zu jedem =z € K
ein n € N existiert mit x < n.
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Lemma 3.13. Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Dann gilt:

(i) Zu jedem € > 0 existiert ein N € N mit

1
—<g¢ furalle n>N.
n

(ii) Ist b € K mit b > 1, so existiert zu jedem R € K ein N € N mit

b" > R fur alle n> N.

(iii) Ist ¢ € K mit 0 < ¢ < 1, so existiert zu jedem € > 0 ein N € N mit

q" <e firalle n>N.

Beweis. (i) Da K archimedisch ist, existiert ein N € N mit % < N. Fiir alle n € N mit
n > N gilt dann % < N < n und damit

1

— <e.
N€

S|

<

(i) Wegen b > 1 ist z := b— 1 > 0. Da K archimedisch ist, existiert ein N € N mit
% < N, also R < Nx. Mit der Bernoullischen Ungleichung aus Satz 3.9 folgt

W=01+2)N>1+Nz>Nz>R
Fiir alle n > N ist n — N € N und aus b > 1 folgt b"~~ > 1""% =1, also

="V N >pN > R

(iii) Sei e > 0. Wegen ¢ < 1 gilt ¢~* > 1. Mit Teil (ii) erhélt man fir R = 1, dass es
ein N € N gibt mit (¢~)" > 1 fiir alle n > N. Wegen (¢~')" - ¢" = 1 ist dann aber

n —1\n\~!
auchq:((q )) < e. ]

Axiom 3.14. R ist ein archimedisch angeordneter Korper.

Bemerkung 3.15. Auch Q ist ein archimedisch angeordneter Kérper. Wir brauchen also
noch weitere Eigenschaften, um Q und R zu unterscheiden. So enthélt R mehr Zahlen als
Q, zum Beispiel v/2, e und 7. Im gewissen Sinne enthilt R “alle” Zahlen, die in Q fehlen
— in diesem Sinne ist R im Gegensatz zu Q wollstdndig. Um dies zu prézisieren und zu
formalisieren brauchen wir den Begriff von “Folgen”.
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4. Folgen

Um den Unterschied zwischen Q and R zu klaren, brauchen wir das Konzept von Folgen. Q
besteht aus den Zahlen, die wir algebraisch als Briiche hinschreiben kénnen (mit Nenner
und Zéahler als ganze Zahlen). Fiir R gilt dies nicht mehr: Wir haben im allgemeinen
keine algebraischen Ausdriicke, allerdings konnen wir reelle Zahlen durch rationale Zahlen
approximieren. Folgen beschreiben solche Approximationen, und ihr Grenzwert sollte die
gewiinschte reelle Zahl sein.

Definition 4.1. Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R, n +— a,. Wir
schreiben auch (a,)nen oder (aq, az,as,...).

Folgen miissen in der Praxis nicht unbedingt mit dem Index 1 beginnen, auch Folgen
der Form (ay,)n>n, mit ng € Ny sind moglich.

Beispiel 4.2. Géngige Folgen sind:

(i) a, =2 fiir alle n € N, also (2,2,2,2,...) (konstante Folge)
(ii) a, =n fir alle n € N, also (1,2,3,4,...)
)

(iii) a, = % fiir alle n € N, also (1, %, %, i, .. )

(iv) a, = (=)™ fir alle n € N, also (—1,1,—-1,1,...)

Definition 4.3. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heifst konvergent mit Grenzwert a € R
(oder konvergiert gegen a), falls

Ve>03dINeNVn>N:|a—a,| <e.

. . . . n—o0
Wir schreiben das auch als lim,,_,. a, = a oder a,, — a fiir n — oo oder a, —— «a

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifst divergent. Eine Folge mit Grenzwert 0 heifst auch
Nullfolge.

Bemerkung 4.4. (i) Typischerweise ist ¢ sehr klein, anschaulich gesprochen liegen ab
hinreichend grofem Index N alle Folgenglieder beliebig nahe bei a.

(ii) Seien a,z € R und € > 0. Dann gilt
lrt—al<e & a—e<zx<a+e.

Beispiel 4.5. Wir betrachten erneut die Folgen (a,),en aus Beispiel 4.2:

(i) Die Folge mit a,, = 2 fiir alle n € N ist eine konvergente Folge mit Grenzwert 2:
Fiir jedes € > 0 gilt |2 —a,| = |2 — 2| = 0 < ¢ fiir alle n € N, hier kann also N € N
beliebig gewahlt werden.

(ii) Die Folge mit a,, = n fiir alle n € N konvergiert nicht: Angenommen, sie wiirde gegen
a € R konvergieren. Wir zeigen, dass die Bedingung fiir Konvergenz fiir ¢ := % >0
verletzt ist. Sei dazu N € N beliebig und wéhle n € N mit n > max (N, |a| +1). Mit
der inversen Dreiecksungleichung gilt dann

1
|a—an|:|a—n\2Ha!—\n\|:n—\a|2|a!+1—]a\:1>§:5.
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Man beachte: obiger Widerspruchsbeweis ist einfach der Beweis der Negation von
“a ist Grenzwert von (a,)”, also von

(Ve >03INeNVn>N:|a—a,| <e)
& Je>0VNeNIn>N:la—a,|l >e.

Wir wéhlen dann dort einfach ¢ = § und n = max(NV, |a| + 1).

(iii) Die Folge mit a,, = % fiir alle n € N konvergiert gegen a = 0: Sei ¢ > 0 und wahle
N € Nmit N > -. (Ein solches N existiert, da R archimedisch ist.) Dann gilt fiir
allen > N

1
la —ay| = §N<€'

SRS

Vergleiche auch Lemma 3.13; dort hatten wir dies im wesentlichen schon gezeigt.

(iv) Die Folge mit a,, = (—1)" fiir alle n € N konvergiert nicht: Angenommen, sie wiirde

gegen a € R konvergieren. Dann gibt es fiir € := % ein N € N, so dass |a, —a|] < %

fiir alle n > N gilt. Wir erhalten den Widerspruch 2 < 1 mittels der folgenden
Rechnung fiir ein beliebiges n > N:

2 =lans1 — an| = [(ant1 —a) + (a — an)| < |aps1 —al + |la—a,| <e+e=1.

Lemma 4.6. Der Grenzwert einer konvergenten Folge (a,,),ecn ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien a,a’ € R mit a,, — a und a,, — o’ fiir n — oo. Fiir beliebiges ¢ > 0 existiert
also ein N € N mit

la —a,| < % und  |d’ — a,| < % fir alle n> N.°
Dann gilt

|a_a/‘:|(a_an)+(an_a/)|§’a—an|+|an—a,|<%—|—§:g_

Da dies fiir beliebiges ¢ > 0 gilt, folgt |a — a’| =0, also a’ = a. O
Bemerkung 4.7. Sei (a,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a € R.

(i) Sei ¢ > 0. Wenn N € N die Konvergenzbedingung erfillt, also |a —a,| < ¢ fir
alle n > N gilt, dann kann auch jedes N’ > N gewéahlt werden. Dies haben wir im
Beweis von Lemma 4.6 verwendet.

(ii) Andert man endlich viele Folgenglieder in (a,),en ab, so konvergiert die neue Folge
auch gegen a. Insbesondere hat (ay,),>n, den selben Grenzwert wie (a,),en: Wenn
(@), )nen die neue Folge ist, gibt es ein K € N mit a,, = @/, fir alle n > K. Sei e > 0
und N € N so, dass |a — a,| < ¢ fiir alle n > N. Fiir alle n > max(N, K) gilt dann
la — al,| = |a — a,| < €, also konvergiert auch (a,).en gegen a.

8Genau genommen existiert zunschst ein N; fiir @ und ein Ny fiir o’. Dann setzt man N := max(Ny, Na)
und hat ein NV, das fiir @ und o’ funktioniert.
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Satz 4.8. Sei z € R mit |z| < L.

(1) Es gilt

lim 2" = 0.
n—oo

(2) Betrachte

Sn :Za:k: l+z4+22+... +2™
k=0
Dann konvergiert die Folge (s,,)nen gegen ﬁ
Beweis. (1) Seie > 0, dann gibt es geméfs Lemma 3.13 ein N € N mit
|0 —z"| = |z|" <e firalle n>N.

Dies bedeutet dann aber lim,,_,,, " = 0.

(2) Aus der Ubung kennen wir die geometrische Summenformel

n+1

1—=z
_Z$ T o1-—z

und wir vermuten, dass wir dann aufgrund des ersten Teiles so schliefsen kénnen:

11—z "1

Sp —

Im Augenblick wissen wir das noch nicht (aber bald, in Satz 4.12). Deshalb beweisen
wir die Aussage direkt durch eine Modifikaton des Beweises aus Teil (i): Sei € > 0
und wihle N € N, so dass |z[*"" < - (1 — ) fiir alle n > N (dies geht, da |z|"*"
laut Lemma 3.13 beliebig klein erd) Dann ist

1 1 — gntt 1 1 1
n+1 n+1
n — = — = . = —_— <
° 1l—=x ‘ 1l—=x l1—=x 11—z }x ‘ 11—z |x| c
fiir alle n > N, also lim,,_, S, = ﬁ O

Beispiel 4.9. (i) Fiirz = % konvergiert die Folge (s, )neny mit s, = 1+ % + }l +...+ 2%
gegen 1; =2
2

_3
=3

(ii) Fiir # = 3 konvergiert die Folge (s,)neny mit s, = 1+3+5+...+ 37

(iii) Fiir x = —1 konvergiert die Folge (s;)neny mit s, =1 — 141 — ...+ (=1)"55 gegen

wiro ||

1

NI

. . . . . Y3 _ 37 37 .
(iv) Fiir den periodischen Dezimalbruch 0.37 = 155 + 15555 + - - - betrachten wir

37 ! +— ! +...+ ! all 1+ ! +...+ !
Sp = —_— — .
100 ' 1002 10071 ) ~ 100 100 100"

Mit z = 1—(1)0 gilt nach Satz 4.8

. 37 1 37
lim Sn:_'—lz_-
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37 7

Somit haben wir eine andere Schreibweise gefunden: 0.37 = 5o

Definition 4.10. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heilt nach oben (bzw. nach unten)
beschrinkt, wenn es ein K € R gibt, so dass a,, < K (bzw. a, > K) fiir alle n € N gilt.
Die Folge heifst beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrankt ist, wenn es
also ein K € R gibt, so dass |a,| < K fiir alle n € N gilt.

Satz 4.11. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis. Sei (ay)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a € R. Dann existiert ein
N € N mit |a, —a| < 1 fur alle n > N. Seien

Ky :=min{ay,...,ay_1} und Ky:=max{a,...,an_1}
das kleinste bzw. grofte Element der endlichen Menge {ay,...,ay_1}.° Es gilt nun
K <a,< Ky furalle n< N

und
a—1<a,<a+1 firalle n>N,

also zusammengenommen
min(Ky,a — 1) < a, <max(Ky,a+1) firalle neN. O

Satz 4.12 (Limitenregeln/Grenzwertsitze fiir Folgen). Seien (a,)nen und (by,)nen kon-
vergente Folgen mit Grenzwerten lim,, ,. a, = a € R und lim,,_,,. b, = b € R.

(1) Dann sind auch die Folgen (a,, + b,)nen, (Gn * bn)nen, (@n — bn)neny und (A - ay)nen,
fiir jedes A € R, konvergent und es gilt:

(i) lim (a, +b,) = lim an, + lim b, = a+b.
n— oo n—oo

)
B) g (0m bn) = J;H;o T g =ach
(iii) lim (A-a,) = A- lim a, = X -a fiir alle A € R.
n—oo n—oo
(iv) lim (@, — b,) = lim a, — lim b, = a —b.
n—oo n—oo n—oo

(2) Sei b = lim,,_,o, b, # 0. Dann gibt es ein ny € N, so dass b, # 0 fir alle n > ng, und
die Folge (“")n>n0 ist dann auch konvergent und es gilt

ey Jme
im | — == = —
n—oo \ b, n>no lim b, b

n—00
Beweis. (1) (i) Wahle Ny, Ny € N mit
la —an| < g fir allen > Ny und |b—b,| < g fir alle n > No.
Setze N := max (N7, Ny), dann gilt fiir alle n > N mit der Dreiecksungleichung
(@ +8) = (an +ba)| = |(a = @) + (b= bo)| < a—an| +[b—ba| < S+ =¢

Somit ist die Folge (a,, + by)nen konvergent mit Grenzwert a + b.

"Wenn man ganz genau sein will braucht man in diesem Beispiel schon die Grenzwertsitze aus Satz 4.12,
um den Vorfaktor W70 aus dem Grenzwert ziehen zu kénnen.
8Diese Definition ist nur fiir endliche Mengen sinnvoll, spiter mehr dazu.
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(ii) Nach Satz 4.11 ist die konvergente Folge (a,),en beschrankt, also existiert ein
K € R mit |a,| < K fiir alle n € N. Sei nun N € N so, dass

la — ay| und |b—b,| < % firalle n> N

__ ¢«
200 + 1
(wie in (i) wahlt man N := max(N, Ny)). Dann gilt fiir alle n > N

|(ab) — (anb,)| = |ab — anb + axb — a,by|
= |(a — ay)b+ a,(b—b,)|
< la = an| - [b] + |an] - [b = bn]

g | ’ 1 13
=206l + 1 2K
<S4t

2 2

Somit ist die Folge (ay, - by)nen konvergent mit Grenzwert a - b.
(iii) Dies folgt aus Teil (ii) fiir die konstante Folge b, = (A, A, ...) mit Grenzwert
lim,, o0 b, = A.
(iv) Wegen a,, — b, = a, + (—1) - b, folgt dies aus (i) und (iii).
(2) Da (b,)nen konvergent ist, gibt es fiir € := |b| > 0 ein ng € N mit |b — b,| < |b].
Insbesondere gilt b,, # 0 fiir alle n > ng, da sonst |b — b,| = |b — 0| = |b] £ |b].

Es reicht zu zeigen, dass (%) i %, denn dann folgt
n>ng

n

1
n b, b b

an
b—:an-——>a

aus (ii).
Betrachte also (%) und sei € > 0. Wahle N € N mit N > ng so, dass
"/ n>ng
b
M—H<§WW md\m—ﬂ<% fiir alle 1 > N.
Aus der zweiten Abschitzung folgt |b,,| > |g| Wegen Bemerkung 4.4 gilt

0]

0]
b— 2 p, < bt B
5 <bu<btg

fiir b > 0 folgt 0 < % <b, < %b, fiir b < 0 erhélt man %b <b, < g < 0, in jedem
Fall also |b,| > |2|. Dann gilt auch ‘i‘ < || und ‘bibn < |&|. Abschliefend folgt

1 1 b, — b 1 € |9 2 ..
Beispiel 4.13. (i) Fiir
n+l n 1
Ay = =—4—
n n o n
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gilt mit den Grenzwertsitzen lim, ;oca, = 1+ 0 = 1, da lim, ;o> = 1 und
lim,, oo % = 0. Abkiirzend konnte man dies wie folgt aufschreiben:

an = = - 4 - Z®%140=
n n n GWS
~— =~
—1 —0

Fur

gilt b, = a, - a,, also folgt mit den Grenzwertsitzen
lim b, = <lim an> - (lim an> —1.1=1.
n—00 n—00 n—o0

ii) Es gilt

(i) Es g
. _mP 4241 54240 e 54040 5
"o 3n2+10n 348 ews® 340 3

Satz 4.14. (1) Seien (a,)neny und (b,)nen konvergente Folgen mit lim,, ,oo a, = a € R
und lim,, . b, = b € R. Gilt a,, < b, fiir alle n € N, so folgt a < b.

(2) Seien (an)nen, (bn)neny und (b),)nen Folgen mit lim, oo b, = lim, o 0, = b € R und
b, < a, <b, fir alle n € N. Dann ist (a,),ey konvergent mit Grenzwert b.”

Beweis. (1) Sei e > 0, dann gibt es ein N € N mit

la, —a| <e und |b, —b| <e firalle n>N.

Insbesondere gilt fiir n = N mit Bemerkung 4.4
a—e<ay <by<b+e,
also a — b < 2e. Da dies fiir alle € > 0 gilt, muss a — b < 0 und somit a < b folgen.
(2) Sei e > 0, dann gibt es ein N € N mit

b, — bl <e und |b,—bl <e firalle n>N.

Wieder mit Bemerkung 4.4 haben wir
b—e<b, <a,<b,<b+e firalle n>N,

also erneut mit Bemerkung 4.4 |a, —b| < e fiir alle n > N. Somit konvergiert
(an)nen gegen b. O

Bemerkung 4.15. (i) In Satz 4.14 reicht es jeweils auch, wenn die Ungleichungen nur
fiir alle n > ng fiir ein beliebiges ny € N gelten.

9Diese Aussage trigt unter anderem die Namen Quetschlemma und Sandwichlemma, da die Folge
(an)nen zwischen (by,)neny und (b)) nen “eingequetscht” wird und ihr somit nichts anderes {ibrig bleibt,
als auch gegen den gemeinsamen Grenzwert von (b, )nen und (), )nen zu konvergieren.
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(ii) Sind (an)nen und (by)nen konvergente Folgen mit Grenzwerten lim,, o a, = a € R
und lim,,_,, b, = b € R, so folgt aus a, < b, fir alle n € N nicht a < b, sondern
nur a < b: Betrachte etwa a,, = % und b,, = % mit a, < b, fir alle n € N und

. . 1 .2 .
lim a, = lim — =0= lim — = lim b,.

Beispiel 4.16. Sei 0 < z < 1. Um den Grenzwert von a,, := nz™ zu berechnen, benutzen
wir folgendes Wissen:

(i) Wegen Lemma 3.13 gilt ¢" — 0 fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < 1.
(i) Wegen 2 7% 1 gilt mit den Grenzwertsitzen ntly 7
(iii) Es gibt ein g e Rmit 0 < 2z < ¢ < 1, etwaq::x+1_7x.

Wegen (ii) existiert ein ng € N mit 2z < ¢ fiir alle n > ng. Schreibe

Qnp, An—1 ano+1

Ap = no -

Ap—1 QAp—2 QAp,

Fiir alle £ > ng lasst sich der Faktor a’;—:l gegen q abschéatzen, da

0 < W _ (k + 1)ah*! _ k41

= xr <.
aj kak k =1
Somit ist
n—"n n ano
U < Q.. q ~Apy =¢q" "0 ap, =¢q %

(n—ngp)-mal

. . an,
fiir alle n > ng, wobei A\ := ng

Schliefslich gilt

€ R nicht von n abhéngt, also eine Konstante ist.

0<a, <q"\,

wobei ¢" A =% 0 laut (i). Mit Satz 4.14 folgt, dass die Folge (ay, )nen konvergent ist mit
Grenzwert 0.

Definition 4.17. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heifst bestimmt divergent oder unei-
gentlich konvergent gegen 400 (bzw. —o0), falls

VkeRINeNVYn>N:a, >k (bzw.a, <k).'"

Wir schreiben in diesem Fall lim a,, = oo oder q,, 7% %o (bzw. lim a, = —oo oder
n—oo n—oo
an 2% —o0). Eine divergente Folge, die nicht bestimmt divergiert, heiftt unbestimmt

divergent.

0Fiir alle Schranken k gibt es einen Punkt N, ab dem jedes Folgenglied iiber (bzw. unter) k liegt.
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Beispiel 4.18. Sei (ay,)nen eine Folge.

Beweis. Es gilt

lma,=0 < VEeRINeNVR>N:a, >k

n—o0

& Ve>0dNeNVvVn>N:a, >k

1 1
& Vk>03Nean2N:—<E
an
e=1 1
< Ve>03INeNVn>N:— <«
anp,
a 1
20 Ve 0INENVR>N: —e< — <¢
Qn,
& Ve>0dINeNVn>N:|—|<e
an
o1
&= Iim — = 0. ]
n—)ooan

Definition 4.20. Sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen. Die Folge (s, )nen der Partialsum-

men
n
Sp = E Qg
k=1

heift (unendliche) Reihe und wird mit >, aj bezeichnet. Wenn (s,),en konvergiert, so
schreiben wir
oo
Z ar = lim s,
n—oo
k=1

und nennen Y 7, a; konvergent.
Allgemeiner kann man auch wieder eine Folge (ay)n>n, nehmen und die Reihe Y72 - ay,
betrachten.

Beispiel 4.21. (i) Fiir z € R mit |z| < 1 konvergiert laut Satz 4.8 die geometrische
Rethe Y07 o™ mit
o0 . 1
E " = .
11—
n=0
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(ii) Was ist mit der Reihe > "7, ;k? Es gilt s; = %,

(k+1)
2
1 1 1 1 2
== Grr S t@in2 2te 3
d
o | 2 1 3
S3=8yF— =4 — =",

B3+1)-3 3 12 4
Mittels vollstdndiger Induktion kann man die naheliegende Vermutung

1 n
=Y e
~(k+Dk n+1

fiir alle n € N beweisen.'! Mit den Grenzwertsitzen gilt

NIl ntl ntl n+1 L
also folgt
= 1
2 G r Tt
k=1

(ili) Viel schwieriger ist es, Y7, 77 = % zu beweisen. In diesem Fall kennt man keine

explizite Formel fiir die Partialsummen.

(iv) Was ist mit der harmonischen Reihe Y ;7 | +7 Anschaulich hat man

1+ 2oyl TR T
2 3 4 5 6 7 8 9 16 ’
v W—/ ~ / [N P ~
MRS S e N
etwas formaler also fiir alle n > 2™
1 > N : >1+ 1
Sp = - > - > m- —.
k k 2
k=1 k=1

Somit ist (s, )nen bestimmt divergent (gegen co) und daher Y2, % = 0.

(v) Im Gegensatz dazu ist die alternierende harmonische Reihe > po(—1)*"11 konver-

k
gent mit
o0

1 11 1 1
I =1 2 -2 — L =1n(2).
;< "R 2737175 n(2)
Dies ist auch viel schwieriger zu sehen, wir werden aber am Ende der Analysis 1 in
der Lage sein, dies zu zeigen. Im Augenblick sollte man sich merken: Das Vorzeichen
kann bei Reihen bei der Frage nach Konvergenz eine wichtige Rolle spielen!

"Eine direkterer Beweis dafiir ergibt sich, wenn man erkennt, dass s,, eine teleskopische Summe ist, bei

der sich alle Terme bis auf den ersten und den letzten wegheben:
n n n—1
1 1 1 1
= 1 _— — —

/1 1 "1
S":Z<k_k+l>:kzk_kl

=1
"1 K1 1 1 n
:1 JR— R :1— = .
+Zk Zk n+1 n+1 n+1
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5. Vollstandigkeitsaxiom

Sowohl @ als auch R sind archimedisch angeordnete Kérper. Der Unterschied liegt darin,
dass R vollstdndig ist und Q nicht: In einem gewissen Sinne “fehlen” in Q Zahlen, die
eigentlich da sein sollten. Die Folge (a,,)nen mit

a; =3

as = 3.1

az = 3.14

ay = 3.141
as = 3.1415
ag = 3.14159

sollte eigentlich konvergieren, aber in QQ gibt es keinen Grenzwert, wihrend in R der
Grenzwert lim,,_,,, a,, = 7 existiert. Intuitiv sollte (a,)nen konvergieren, weil |a, — ay,|
beliebig klein wird wenn n und m hinreichend grof sind. Dies wird formalisiert durch das
Konzept der Cauchy-Folge.

Definition 5.1. Eine Folge (a,,)nen reeller Zahlen heifst Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve >03IN eNVn,m>N:|a, — an| <e.
Satz 5.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis. Sei (a,)nen eine konvergente Folge und € > 0 gegeben. Dann existiert ein N € N
mit -
la, —al < 5 fir alle n > N.

Fiir alle n,m > N gilt dann |a, —a| < § und |a, —a| < 5, also
e €
lan, — am| = |an, —a+a—ap| <la, —a|l+ |a—an| < 5t3
Folglich ist (a,)nen eine Cauchy-Folge. ]

= E.

Axiom 5.3 (Vollstdndigkeitsaxiom fiir R). Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert
gegen einen Grenzwert in R.

Bemerkung 5.4. (1) Das Vollstdndigkeitsaxiom ist unabhéngig von den anderen Axio-
men (wie die Existenz von Q zeigt).

(2) Die Cauchy-Eigenschaft erlaubt es, die Konvergenz einer Folge zu iiberpriifen ohne
den Grenzwert zu kennen.

(3) Wichtig ist, dass man in der Cauchy-Eigenschaft |a, — a,,| < ¢ wirklich fiir alle
n,m > N iberpriifen muss. So reicht |a,, — a,11| < € fiir hinreichend grofses n z.B.
nicht aus um Konvergenz zu garantieren: Fiir die Partialsummen s, = >}, % der
harmonischen Reihe gilt etwa

1
Con+1

Sn+1 — Sn <€ fiir hinreichend grofses n,

aber (s, )nen konvergiert nicht (da s, — 00).
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Notation 5.5. Fiir a,b € R mit a < b bezeichnen wir:

o [0,b] ={reR|a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
e (a,b) ={reR|a<z<b} (offenes Intervall)
o [a,b) ={reR|a<z<b} ((rechts) halboffenes Intervall)
o (a,b) ={reR|a<az<b} ((links) halboffenes Intervall)

In jedem Fall heifsen a und b die Randpunkte oder Endpunkte des Intervalls und || := b—a
die Linge des Intervalls.?

Axiom 5.6 (Intervallschachtelungsprinzip). Sei
L2oL2oI3D...20, 21112 ...

eine absteigende Folge von abgeschlossenen Intervallen in R mit lim,, .. |/,| = 0. Dann
gibt es genau eine reelle Zahl z mit x € I, fiir alle n € N, also

() 1o = {z}.

neN

Das Vollstandigkeitsaxiom Axiom 5.3 und das Intervallschachtelungsprinzip Axiom 5.6
sind keine unabhéngigen Axiome, eins folgt aus dem anderen. Man kann also eines als
Axiom fiir R fordern, das andere folgt dann daraus als Satz.

Satz 5.7. Es sind dquivalent:
(1) Vollstéandigkeitsaxiom

(2) Intervallschachtelungsprinzip
Beweis. (1)=(2): Seien I,, = [ay, b,] mit a,, b, € R, a, < b, und I,,;; C I, fir allen € N,

n—o0

so dass |I,| —— 0. Wir wollen zeigen, dass [,cy [n genau ein Element enthélt,
also dass ein eindeutiges = € [, oy In existiert.

Existenz: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (a,)nen der linken Randpunkte eine
Cauchy-Folge ist: Sei dafiir ¢ > 0. Wegen |[,|] — 0 gibt es ein N € N mit
|I,| < e fir alle n > N. Fiir alle n,m > N gilt a,, a,, € Iy, also

la, — am| < |In| < e.
Damit ist die Cauchy-Eigenschaft erfiillt:
Ve >03IN eNVm,n> N :la, —ay| <e.

Also ist (ay)nen eine Cauchy-Folge, die nach dem Vollstdndigkeitsaxiom (1) in
R konvergiert. Setze x := lim,,_, a,. Fiir festes k € N gilt

ar < a, <b, <a firalle n>k.
Mit Satz 4.14(a) gilt dann
ap <z <b, fiiralle keN,?

also € (e In-

12Da unsere Intervalle als Mengen immer unendlich viele Elemente enthalten, besteht kein Konflikt mit
der Notation |M| fiir endliche Mengen M.

13Die konstante Folge (c,)nen = (ax, ag, . . .) konvergiert gegen aj, und erfiillt ¢, < a, fiir alle n > k, also
gilt auch ap = lim,, o ¢, < limy_, o a,, = . Analog folgert man x < bg.
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Eindeutigkeit: Seien z,y € [, _n In, also x,y € I fir alle k € N. Es folgt

neN

n—o0

0<|z—y|<|Lk —0,
mit dem Quetschlemma Satz 4.14(b) erhélt man |z — y| = 0 und somit x = y.
(2)=(1): Sei (a,)nen eine Cauchy-Folge. Fiir jedes k € N gilt dann (e = 27F)
Ine € NVn,m > ng : |an — am| < 27"
Dabei konnen wir die n, so wahlen, dass
ny<ng <ng<...
(wire etwa nyy1 < ng, so konnen wir ng; durch ny 4 1 ersetzen). Setze
Iii={zeR:|z—a,| <27} firalle keN.
Sei x € I11, dann gilt

|Z)3 - ankl = }Z‘ = Qnypyy + Angpy — a/nk‘
< ‘I - a”k+1‘ + |ank+1 - ank‘

< 2—k; ‘I’ 2—k‘ — 2—k2+1
also x € I;. Somit hat man die Inklusion I}, C I fiir alle k € N. Weiterhin gilt

4k—>o<>0
?%.

Somit kénnen wir das Intervallschachtelungsprinzip (2) verwenden: Es gibt ein a € R
mit ey Ix = {a}. Wir wollen zeigen, dass (@, )nen gegen a konvergiert. Wir wissen
bereits:

|Ik| — 27k+2 —

e Fiir alle k € N gilt a € I, also |a — a,,, | < 27F+1
e Fiir alle n > ny, ist |a, — a,,| < 27"
Sei also ¢ > 0, dann gibt es ein & € N mit 2752 < ¢ (da 27%2 — 0). Fiir alle
n > ny gilt also
la — an| < la—ap, |+ |an, —a,| <277 4277 <272 < ¢
also konvergiert (a,),en gegen a € R. ]

Bemerkung 5.8. (1) Das Intervallschachtelungsprinzip gilt nur fiir abgeschlossene In-
tervalle, da etwa

neN

(2) Das Vollstandigkeitsaxiom (mit Cauchy-Folgen) benutzt weniger Struktur von R als
das Intervallschachtelungsprinzip und ist deshalb besser geeignet, um Vollsténdigkeit
in allgemeineren Situationen zu definieren.

Wir brauchen moglichst konkrete Beschreibungen, wann eine Folge konvergiert (ohne,
dass wir den Grenzwert schon a priori, also im Vorhinein, kennen). Konvergente Folgen
sind beschrankt, die Umkehrung gilt natiirlich nicht. Trotzdem liefert uns Beschranktheit
wichtige Information iiber eine Folge: Zumindest ein Teil der Folge muss konvergieren.
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Definition 5.9. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen und
ny < ng <ng<...
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifst die Folge

(ank)k’EN = (a'n17 Apngyy Apgy - - )
Teilfolge der Folge (ay)nen-

Beispiel 5.10. Fiir ng, = 3k — 1 ist

(ank)kEN = (ann Apyy Qpgy Anyy - - ) = (a'27 as, as,aiy, - - )

eine Teilfolge von
(an)neN = (Cll, G2, a3, G4, 05, Gg, A7, . . . )

Lemma 5.11. Sei (ay, )ren cine Teilfolge von (ay,)nen. Falls (ay)nen konvergiert, so kon-
vergiert auch (a,, Jreny und es gilt

lim a,, = lim a,.
k—o0 n—00

Beweis. Sei (an, )ken eine Teilfolge von (a,)neny und a := lim,,_, a,. Sei € > 0. Dann gibt
esein N € N mit |a — a,| < ¢ fir alle n > N. Wegen ny, > k folgt ni, > N fir alle k > N,
also |a — a,, | < ¢ fir alle kK > N und somit limy_, a,, = a. O

Satz 5.12 (Bolzano-Weierstrak). Jede beschriankte Folge reeller Zahlen besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

Bemerkung 5.13. (1) Es gibt unbeschrankte Folgen, die keine konvergente Teilfolge
besitzen, etwa a,, = n. Allerdings gilt: Jede Folge reeller Zahlen besitzt eine Teilfolge,
die entweder konvergent oder bestimmt divergent ist.

(2) Grenzwerte von Teilfolgen heifen auch Haufungspunkte der urspriinglichen Folge.

(3) Der Satz von Bolzano-Weierstraf ist eigentlich keine Aussage tiber Folgen, sondern
iiber den Raum, in dem sie Werte annehmen. Die Aussage ist eigentlich, dass jedes
abgeschlossene Intervall [a, b] “kompakt” ist: Wenn man unendlich viele Zahlen in
[a, b] verteilt, miissen sie sich irgendwo “h&ufen”.

Beweis von Satz 5.12. Sei (a,,)nen eine beschrénkte Folge reeller Zahlen. Dann existieren
A,B € Rmit A < a, < B fiir alle n € N. Wir konstruieren eine Folge (Ij)ren, von
abgeschlossenen Intervallen [ C R mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir alle k£ € Ny enthélt I, unendlich viele Folgenglieder von (ay,)nen.*
(i) Fir alle k € N gilt Iy, C Ij,_;.
(iii) Fiir alle k € Ny gilt || = 275 - |I].

Dabei gehen wir induktiv vor:

4Tm Sinne von: Es gibt unendlich viele n € N mit a,, € I},. Wir fordern hier nicht, dass {a,, | n € N} NI,
unendlich viele Elemente enthalt.
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e Wir beginnen mit Iy := [A, B], was alle (unendlich vielen) Folgenglieder von (a;,)nen
enthilt und |Iy| = 270 - | Iy] erfiillt.

e Sei nun [, = [ay, by fiir ein k € Ny konstruiert. Wir konnen [, in zwei gleich grofe

.. .. br—ar _ |Ik] .
Halften der Lénge *5* = 5= zerlegen:
b b
]k = |:Clk, ak;_ k:| U |:ak;_ k,bk:|

Da I; unendlich viele Folgenglieder enthélt, muss dies auch fiir (mindestens) eine
der beiden Hélften gelten, diese wéihlen wir als ;1. Per Konstruktion ist I C I,
induktiv gilt |Iy1| = $|I| = 27*FD| ]

Nun definieren wir induktiv eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen
(nk)ken, mit der Eigenschaft, dass a,, € I} fir alle k € Ny gilt:

e Wir beginnen mit ng := 1, es gilt a,, = a; € [A, B] = I.

e Seienng < ny < ny < ... < nyg bereits gewahlt. Da I} ; unendlich viele Folgenglieder
enthélt, muss es ein ngy1 > ng geben mit a,, , € I (sonst wiirde [y hochstens
ng-viele Folgenglieder enthalten).

Abschliefsend zeigen wir, dass die so konstruierte Teilfolge (ay, )ken, eine Cauchy-Folge ist
k—o0

und somit konvergiert: Sei ¢ > 0. Wegen |[},| = 27% - |Ij| —— 0 gibt es ein N € N, so
dass |Iy| < . Fiir alle k,1 > N gilt dann

ap, €I €Iy und a,, € I, C Iy,

und daher
an, — | < 1| < 2.

Also ist (ay, )ren, eine Cauchy-Folge und somit konvergent.'? O

Wihrend beschrankte Folgen im Allgemeinen nur konvergierende Teilfolgen besitzen,
so gibt es doch eine wichtige Klasse von Folgen, bei denen Beschréanktheit die Konvergenz
der ganzen Folge impliziert.

Definition 5.14. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heifit. . .

(i) ...monoton wachsend, falls a,, < a,; fir alle n € N.

(ii) ...streng monoton wachsend, falls a, < a,; fir alle n € N.
(iii) ...monoton fallend, falls a,, > a,; fur alle n € N.
(iv) ... streng monoton fallend, falls a,, > a,; fir alle n € N.

Statt “wachsend” sagt man auch “steigend”. Eine Folge heifst monoton, wenn sie monoton
wachsend oder monoton fallend ist.

YDer Grenzwert a von (an, )ren, erfiillt {a} = Ny, Ix nach dem Intervallschachtelungsprinzip.
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Satz 5.15. Jede beschrankte monotone Folge reeller Zahlen ist konvergent.

Beweis. Sei (a,)nen eine beschrinkte monotone Folge reeller Zahlen. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafs (5.12) gibt es eine konvergente Teilfolge (an, )ken von (an)nen. Sei
a = limy_, 0 Gp, . Wir zeigen, dass dann auch (a,)nen gegen a konvergiert.

Sei (an,)nen zundchst monoton wachsend. Dann gilt a,, < a fiir alle k € N (wére a,, > a,
hatte jedes Folgenglied ab n, mindestens einen Abstand von a,, —a > 0 von a, was die
Konvergenzeigenschaft verletzt). Da (ng)ren streng monoton wachsend ist, gilt n, > n
und damit a, < a,, < a, also folgt sogar a,, < a fiir alle n € N.

Zu £ > 0 gibt es aufgrund der Konvergenz der Teilfolge ein k£ € N mit |a — a,,| < €.
Fir alle n > ny, gilt dann a,, < a, < a und damit

la —an] =a—a, <a—ap, =la—a,|<e,

also konvergiert (a,)nen gegen a.
Ist (@, )neny monoton fallend, so ist (—ay,)neny monoton wachsend und nach dem bisher
bewiesenen konvergent. Mit den Grenzwertsitzen konvergiert dann auch (ay,)nen. O

Satz 5.16. Seien a > 0 und zy > 0 reelle Zahlen. Fiir n € Ny definieren wir rekursiv

1 a
Tpy1 = B (xn + x_> .

Dann konvergiert die Folge (x,)nen, gegen die Quadratwurzel von a, also die eindeutig
bestimmte positive Losung der Gleichung 22 = a.

Beweis. Nach Konstruktion gilt x,, > 0 fiir alle n € Ny. Aufserdem gilt x,,,; < z,, fiir alle
n € N (aber nicht unbedingt fiir n = 0), denn fiir alle n € N gilt

und somit

1 a 1 a 1
n — dn = dn — = n — | = = n— — | = — — ZO
Tn = Tt = Tn =~ 5 <x + $n> 5 <x $n> o2 (x; —a)

Somit ist die Folge (z,,)nen beschriankt (nach unten durch 0 und nach oben durch z;) und
monoton fallend. Mit Satz 5.15 existiert x := lim, _,o x, € R und wegen Satz 4.14 gilt
x > 0. Aus der Definition der z,,; erhilt man durch Umformung 2z, 12, — 22 —a = 0
fiir alle n € N. Einerseits gilt also

lim (22,417, — 22 —a) = lim 0 =0,

andererseits gilt mit den Grenzwertsiatzen
2

lim (22412, — 22 —a) =2-2-1 —2° —a =2 —a,
n—oo
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also gilt > = a und wegen a > 0 folgt z > 0. Somit konvergiert (x,),en, gegen eine
positive Losung der Gleichung 22 = a.

Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen: Seien x,y > 0 mit 2% = a = 3%, dann gilt

0=2a"—y’=(z—y)(z+y),

also z +y = 0 oder x —y = 0 Wegen z,y > 0 gilt auch = +y > 0, also folgt x —y =0
und somit x = y. O]

Bemerkung 5.17. (1) Die Konvergenzgeschwindigkeit in diesem Algorithmus ist sehr
schnell, ndmlich quadratisch: Setzt man den Fehler f, im n-ten Schritt an in der
Form z, = /a(1 + f,), so kann man zeigen, dass f,41 < 3f2, d.h. in jedem Itera-
tionsschritt verdoppelt sich die Anzahl der korrekten Dezimalstellen in etwa. Bei-
spielsweise fiir a = 2 und xg = 1 erhélt man:

_ a2 232
=y 1) "2~

1/3 4\ 17 _
xQ:—(—+—):E:1.416,

1 (17 24\ 577
_ (L2 2T 4147T56862745008039
=5 (12 * 17) 108 ’

x = 1.41421356237309504880 . . .

(2) Analog kann man fiir beliebiges k € N die Existenz der k-ten Wurzel /a fiir a > 0
mit der Folge
1

a

n

beweisen.
Satz 5.18. Die Folge ({/n),en ist konvergent und lim,, o, /n = 1.

Beweis. Fiir n € N setze x,, := {/n — 1, dann gilt x,, > 0.'° Fiir n > 2 erhalten wir

n

n=(1+z,)"= Z (Z)xﬁ =1+nz, + <Z)xi+z (Z)l‘ﬁ > <Z)xi
>0 =3~ —

k=0
>0
_ n(n — 1)%21’
2
also 5
72 < — 270
Mit Satz 4.14 folgt 22 22> 0, und daraus folgt dann, dass auch z,, —— 0. '7 O

Wire {/n < 1, so wiirde aus den Ordnungsaxiomen der Widerspruch n = ({/n)" < 1" =1 folgen.
1"Dazu {iberlege man sich, dass aus der Tatsache, dass z,, nicht gegen 0 konvergiert, folgt, dass auch z?2
nicht gegen 0 konvergieren kann.
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Korollar 5.19. Sei a > 0. Dann konvergiert die Folge ({/a)nen gegen 1.

Beweis. Im Fall a > 1 und fiir n > a gilt

n—oo

1< {a<n—=1,

n—oo

mit dem Quetschlemma folgt {/a —— 1.
Im Fall a <1 ist % > 1, also nach dem bisher gezeigten

L /1 oo 1
Va a ’
also mit den Grenzwertsitzen auch {/a ~— 1. ]

Bemerkung 5.20. Das Vollstandigkeitsaxiom erlaubt die Darstellung reeller Zahlen
durch b-adische Briiche: Sei b € N mit b > 2. Ein b-adischer Bruch ist eine Reihe der
Gestalt

iZanb_" mit k,a, € Ny und 0<a, <b.

n=—k

Fir festes b schreibt man tiblicherweise
ta_i...a_1a9.a100053 . ..

Hierbei entspricht b = 10 dem herkémmlichen Dezimalbruch, fiir b = 2 erhélt man dyadi-
sche Briiche. Es gilt

(i) Jeder b-adische Bruch stellt eine Cauchy-Folge dar, konvergiert also gegen eine reelle

Zahl.

(ii) Sei b € N mit n > 2. Dann lésst sich jede reelle Zahl in einen b-adischen Bruch
entwickeln.

(iii) Die Darstellung ist nicht eindeutig, die Mehrdeutigkeiten sind aber nur von der
Form

+ta_g...a_1a0.01a203 ... an_1a,(b—1)(b—1)(b—1)...

=+a_y...a_1a0.a1a203 . ..a, 1(a, +1)000...
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6. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir haben bereits gesehen, dass man zu jeder Folge (a,,)nen eine Reihe Y7 | a,, betrachten
kann, genauer die Folge (s,)neny der Partialsummen s, = 22:1 ar. In diesem Kapitel
betrachten wir einige Kriterien, mit denen man Reihen auf Konvergenz und Divergenz
untersuchen kann.

Satz 6.1 (Cauchy-Kriterium). Die Reihe )", a, konvergiert genau dann, wenn

m

>

k=n+1

Ve>0dNeNVm>n>N: < €.

Beweis. Sei s, := Y_,_, ax. Per Definition konvergiert die Reihe > 7  a, genau dann,

wenn die Folge (s,)nen der Partialsummen konvergiert. Dies wiederum ist mit Satz 5.2
und dem Vollstéandigkeitsaxiom (5.3) dquivalent dazu, dass (s, )nen eine Cauchy-Folge ist.
Wegen s, — S, = > 1o 41 i st die Bedingung in Satz 6.1 genau die Cauchy-Eigenschaft
fir (s,)nen- O

Satz 6.2 (Nullfolgen-/Trivial-/Divergenzkriterium). Wenn die Reihe ) °  a, konver-
giert, muss (a,)nen eine Nullfolge sein.

Beweis. Sei € > 0. Laut Satz 6.1 gibt es ein N € N, so dass firalle m:=n+1>n> N
gilt

n+1

Z ap| <Ee€.

k=n-+1
Fiir alle n > N gilt dann aber auch

n+1
10— ani1| = |Gni1] = Z ag| <&,
k=n+1

also konvergiert (a,,)nen gegen Null. O
Bemerkung 6.3. Das Beispiel ZZOZI% = oo zeigt, dass die Umkehrung von Satz 6.2
nicht gilt. Die Tatsache, dass (a,)nen eine Nullfolge ist, ist zwar notwendig, aber nicht
hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe >~ 7 | ay,.

Satz 6.4. Eine Reihe > °°  a, mit a, > 0 fiir alle n € N konvergiert genau dann, wenn

n=1

die Folge (s, )nen ihrer Partialsummen beschrénkt ist.
Beweis. Wegen
Sp+1 = Sp T+ Qpy1 > Sn
>0

ist die Folge (s, )neny monoton wachsend. Laut Satz 4.11 ist jede konvergente Folge be-
schrankt, laut Satz 5.15 ist jede beschréinkte monotone Folge konvergent, also gilt

o0
Def. 411 .
E a, konvergent <=  (s,)nen konvergent NET (Sn)nen beschrankt. [
5.15
n=1
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Beispiel 6.5. (1) Die Reihe Y7 | L konvergiert nicht, da (3,_; %)neN unbeschrankt
ist (vgl. Beispiel 4.21).

(2) Wir kénnen zwar im Augenblick immer noch nicht den Wert % der Reihe > 07| &

berechnen, aber wir kénnen mit Satz 6.4 zumindest Konvergenz beweisen: Wegen

le > 0 reicht es zu zeigen dass (ZZ:1 #)neN beschrénkt ist. Aus Beispiel 4.21

wissen wir, dass > p_ 17 k+1)k = 5 < 1fiir alle n € N gilt (fiir n = 0 gilt die

Aussage klarerweise auch). Also gilt fiir alle n € N wegen 1%2 > ( schon

n—1
0<Zk2—14rz]€2_1+21€ ) 1+kz1 k;+1 <1+1=2,

somit ist (3, 75), oy beschrinkt.

Satz 6.6 (Majorantenkriterium). Seien (a,)neny und (¢, )nen zwei Folgen mit |a,| < |c,|
fiir alle n € N. Falls >~ |c,,| konvergiert, so konvergiert auch >~ @, und es gilt

[eS)
< D leal
n=1

Beweis. Seie > 0.Da )~ |c,| konvergiert, gibt es laut dem Cauchy-Kriterium (6.1) ein
N € N, so dass fiir alle m > n > N gilt

m
2 led

< €.
k=n+1
Dann gilt aber auch
m m
E ap| < E lag| < E ’Ck’— E lcxl| <e,
k=n-+1 k=n+1<' k= n+1 k=n-+1
<lek| 20

also konvergiert > | a,, laut dem Cauchy-Kriterium. Aus

Zan Zak < Z|ak| < Z|Ckz| — Z|Cn|

folgt mit Satz 4.14 dann

n~>

o0 o0
D an| <D leal. O
n=1 n=1

Bemerkung 6.7. Im Beweis von Satz 6.6 haben wir verwendet, dass aus a, —— a
auch |a,| === |a| folgt. Dies ist eine Konsequenz der inversen Dreiecksungleichung: Weil
||z] = |y|| < |& — y] fiir alle 2,y € R gilt, haben wir

n—oo

‘|a| — |an|| <l|a—a,| — 0.

!8Man nennt die Reihe > "> |c,| dann eine Majorante von > o | a,.
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Definition 6.8. Eine Reihe Y7  a, heift absolut konvergent, wenn >~ |a,| konver-
giert.

Bemerkung 6.9. (1) Jede absolut konvergente Reihe Y °° ' a, konvergiert auch im

n=1
normalen Sinne, da Y, |a,| eine konvergente Majorante ist.

(2) Aber nicht jede konvergente Reihe konvergiert auch absolut: Die Reihe Y2 ( —1)’“%
konvergiert (gegen In(2)), ist aber nicht absolut konvergent, da

> A =1
;(—1) E‘:ZE:oo.

(3) Gilt a,, > 0 fiir alle n € N, so folgt >~ |a,| = > 7, an, also ist die Reihe Y | a,

n=1
genau dann konvergent, wenn sie absolut konvergent ist.

Satz 6.10 (Quotientenkriterium). Sei Y ° , a, eine Reihe.

(1) Falls ein 0 < # < 1 und ein ny € N existiert, so dass

a
a, #0 und " <) fiiralle n > ng,
Qp
dann konvergiert ">  a, absolut.
(2) Falls ein ng € N existiert, so dass
a
a, #0 und ntl > 1 fiir alle n > ng,
an

dann divergiert > 7 | ay.

Beweis. (1) Es gentigt, die absolute Konvergenz von Zzozno Un = D oo Ung+k ZU bewei-

sen, da die ersten no—1 Terme das Konvergenzverhalten der Reihe nicht beeinflussen.
Fiir alle k € N gilt

a a
(g k] = [ang| - |2 N < | - 0F =t ey
no a’no-i—k—l
<6 <6

Dann ist Y .- ¢ eine Majorante von Y po  Gpy4k, die wegen

n

kZ;Ck = Z‘CLTLO’ 0 = ‘anolkzgek = |an0’1ig

k=0 =

konvergent ist (geometrische Reihe). Also ist "7~ an,+x konvergent laut Majoran-
tenkriterium (6.6).

(2) Aus % > 1 und a, # 0 fir alle n > ng folgt |a,41| > |a,| > 0, also

0 — a,| = |an| > |an,| >0 fir alle n > ny.

Somit kann (a,),en keine Nullfolge sein. Laut dem Nullfolgenkriterium (6.2) diver-
giert > > | ay,. O
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Bemerkung 6.11. Sei (a,),en eine Folge, fir die o := lim,,_, o, |a|22|1| € R existiert.

(1) Aus dem Quotientenkriterium folgt direkt:
e Im Fall a < 1 konvergiert die Reihe >~  a, absolut.
e Im Fall o > 1 divergiert die Reihe Y 7 | a,,.

(2) Ist hingegen @ = 1, so kann man mit dem Quotientenkriterium keine Aussage treffen:

e Dic Reihe ) 7, n_12 konvergiert absolut und es gilt

2 2

1

— - = 1.
E (n+12 n2+42n+1 1+2+ %

e Die Reihe Y°°7 . L divergiert und es gilt

n=1n

2l _ I

A " a+l 0 nrl

In beiden Fallen hat man also o = 1, obwohl eine Reihe absolut konvergiert und die
andere divergiert.
Satz 6.12 (Wurzelkriterium). Sei Y °° | a, eine Reihe.

n=1

(1) Falls ein 0 < § < 1 und ein ny € N existiert, so dass

Ve <0 firalle n > ny,

dann konvergiert Y >° | a, absolut.

(2) Falls ein ng € N existiert, so dass

Vlan,| > 1 fir alle n > no,

dann divergiert > 7 ay,.

Beweis. (1) Wiederum geniigt es, die absolute Konvergenz von ZZO:”O a, zu beweisen:

Fiir alle n > ng gilt {/]a,| < 6, also auch |a,| < ™. Somit ist die Reihe > > 6™

n=1
eine konvergente Majorante von » >~ | a,. Laut dem Majorantenkriterium (6.6) kon-

vergiert Y > | a, absolut.

(2) Aus {/|a,| > 1 fir alle n > ng folgt |a,| > 1™ =1, also ist (a,)nen keine Nullfolge.
Laut dem Nullfolgenkriterium (6.2) divergiert Y >° | ay. O

Bemerkung 6.13. Sei (a,)nen eine Folge, fir die § := lim,, ,, {/|a,| € R existiert.

(1) Aus dem Wurzelkriterium folgt direkt:
e Im Fall § < 1 konvergiert die Reihe > | a, absolut.
e Im Fall § > 1 divergiert die Reihe ) 7, a,.

(2) Ist hingegen 8 = 1, so kann kann mit dem Wurzelkriterium keine Aussage treffen:
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e Dic Reihe ) 7, n_12 konvergiert absolut und es gilt

JIL (LY e
2 V2 \m) T

e Die Reihe Y- L divergiert und es gilt

n=1n

n—oo

n1_%_1 .
nl Vn ¥n '

In beiden Féllen hat man also § = 1, obwohl eine Reihe absolut konvergiert und die
andere divergiert.

Satz 6.14 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen). Sei (ay,)nen eine monoton fal-
lende Nullfolge reeller Zahlen mit a,, > 0 fiir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe

Yoo (=D ay,

Beweis. Sei s, := Y ,_ (—1)"a, die n-te Partialsumme der Reihe. Wir untersuchen die
Teilfolgen (S2,)neny und (S2,—1)nen:

e Fiir alle n € N gilt

_ 2n+3 2n+2 _
Sont2 — Son = (—1) aont2 + (—1) A2p+1 = Aopy1 — Qopg2 > 0,

da (a,)neny monoton fallend ist. Somit gilt s, < S9,40 = So(n41) flr alle n € N, also
ist (S2n)nen monoton wachsend.

e Fir alle n € N gilt analog
Son+1 — S2p—1 = <_1)2n+2a2n+1 + (_1)2n+1a2n = Uop41 — A2 < 0,

da (an)nen monoton fallend ist. Somit gilt so,41 < S9,-1 fiir alle n € N; also ist
(S2n—1)nen monoton fallend.

Nun vergleichen wir die beiden Teilfolgen: Fiir alle n € N gilt
Son — Son—1 = (—=1)*"ag, = —az, <0.

Somit gilt so, < s9,_1 flir alle n € N und daher

So < Sop < Sop_1 < 87 fluralle n e N.

Einerseits ist die Folge (s9,)nen also monoton wachsend und beschrénkt, laut Satz 5.15
existiert der Grenzwert s := lim,,_,, S2, € R.

Andererseits ist die Folge (s2,,_1)nen monoton fallend und beschrénkt, wiederum laut
Satz 5.15 existiert der Grenzwert s" := lim,,_,c S2,—1 € R.

Aus sy, < 89,1 fiir alle n € N folgt mit Satz 4.14 auch s < . Somit gilt

/
0<s —s < Sopq1 — Sop = A2py1 — 0,

also s’ = s und somit s, ——— s € R. Insbesondere konvergiert 3. (—1)"*'q,,. O
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[eS)
n=1

Beispiel 6.15. Die alternierende harmonische Reihe
nicht absolut, da Y > 1 = o00).

n=1n

(—=1)"*'L konvergiert (aber

Definition 6.16. Eine konvergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heifst bedingt
konvergent.

Bemerkung 6.17. Absolut konvergente Reihen Y >° | a, konvergieren, weil dort die a,
hinreichend schnell gegen Null gehen. Bei bedingt konvergenten Reihen ist dies nicht der
Fall und die Konvergenz beruht dort darauf, dass sich beim Aufsummieren positive und
negative Grofen teilweise wegheben. In dem Fall ist dann die Reihenfolge des Aufsum-
mierens relevant und ein Umordnen der Summanden sollte besser unterlassen werden.

Beispiel 6.18 (Umordnung von Reihen). Laut Beispiel 6.15 konvergiert die alternierende
harmonische Reihe

% 1 11 1 1 1
_1n+1_:1__+___+————|—...
;( ) n 2 3 4 5 6

(i) Wir ordnen die Summanden zunéchst wie folgt um:

1 1 1
37371
1 1 1
+(5+?)‘a
1 1 1 1 1
(§+ﬁ+ﬁ+ﬁ)—g

1 n 1 T 1 1
2n+1  2»43 T 2ntl 2n +2
+...

Alle negativen Summanden kommen vor, aber mit immer grofferer Verzogerung
gegeniiber den positiven Summanden. Es gilt

R gt L
2r+1 243 T ol 17 ontl 4’

-~

2n—1 Summanden, jeder >—1

on+1

und somit fiir n > 3

1 N 1 R 1 1 S 1 1 S 1
2n+1  2»43 0 vl 2n+2 -4 2n+2 -8
Somit sind die Partialsummen der umgeordneten Reihe unbeschrankt, die umgeord-
nete Reihe divergiert (und zwar bestimmt gegen co).

(ii) Nun betrachten wir folgende Umordnung:

NS R S S S L N
J02 43 6 8 U 2%k—1 4k—2 4k

:l( _l) :l(l_l) _1( 11
2 2 2\37 1 —2\2k—1 ﬁ)



Hier kommen erneut alle Summanden vor, aber durch die Umordnung wurde der
Wert der urspriinglichen Reihe auf die Hélfte reduziert.

Definition 6.19. Sei ) - a, eine Reihe und 7 : N — N eine Bijektion. Die Reihe
Y req Grk) heikt Umordnung der Reihe Y | a,.

Eine umgeordnete Reihe besteht also aus denselben Summanden wie die urspriingliche
Reihe, nur eben in einer anderen Reihenfolge.

Bemerkung 6.20. Jede bedingt konvergente Reihe kann so umgeordnet werden, dass die
Umordnung gegen einen beliebigen Wert x € R konvergiert oder sie bestimmt divergiert.

Satz 6.21 (Umordnungssatz). Sei >~ a, eine absolut konvergente Reihe. Dann kon-
vergiert auch jede Umordnung dieser Reihe absolut gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Sei A:=3 > a, der Wert der Reihe und 7 : N — N bijektiv. Sei ¢ > 0. Wegen
der absoluten Konvergenz gibt es ein ng € N mit

o) o) no—1
g
>l = [l ~ S| < 5
k=ng k=1 k=1
Dann ist auch
no—1 o) 0o c
A—Zak: Zak §Z|Gk|<§
k=1 k=ngo k=ng

Da 7 surjektiv ist, existiert ein N € N mit
{1,2,...,77,0 - 1} - {7(1)77(2)777—<N)}

Wegen der Injektivitdt von 7 gilt dann

n no—1 o)
Zar(k)— Zak < |ag| <§ fiir alle n > N.
k=1 k=1 k=ny
Fiir alle n > N ist also
n n no—1 no—1 c c
ZGT(k)_A < ZGT(k)— Zak + Zak—A <§+§:5.
k=1 k=1 k=1 k=1

Somit konvergiert > ) ; a-) gegen A. Die absolute Konvergenz folgt durch Anwenden
des Bewiesenen auf die Reihe )", |a,|. O
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7. Die Exponentialfunktion

Wir wollen jetzt das Potenzieren a’ als Funktion betrachten. Wir konnen es fiir festes
b als Funktion in a betrachten; zumindest fiir ¢ > 0 und rationales b haben wir eine
Vorstellung, was das sein soll: Fiir b = 2 etwa ist es einfach die algebraische Operation
des Quadrierens, fiir b = % die Operation des Wurzelziehens (fiir die wir zumindest einen
Approximationsalgorithmus haben); allgemein wissen wir im Prinzip, wie wir uns a’ fiir
rationales b = ; verschaffen konnen, namlich als
a® = a1 = Vab.

Allerdings héangt die Berechnung doch sehr von b ab, und fiir nicht-rationales b ist die
Sachlage nicht so klar. Insbesondere wenn wir das Potenzieren jetzt als Funktion z — e*
in b = x, fiir festgehaltenes a = e betrachten wollen, dann brauchen wir eine gleichférmige
Beschreibung, die fiir alle x, insbesondere auch fiir die nicht-rationalen, gilt. Eine solche
Beschreibung ist gegeben durch eine Reihendarstellung

Bemerkung 7.1. Fiir jedes x € R konvergiert die Reihe

>
n!
= nl

absolut: Sei "

x
ay, = por) fiir alle n € Ng.

Fiir z = 0 ist die Konvergenz klar, da nur ap = 1 von Null verschieden ist. Fiir  # 0 gilt

2™ n! 2] o

Any1 _ _ 0
(n+1)! |z n+1 Y

an

also folgt die absolute Konvergenz aus dem Quotientenkriterium 6.10.

Definition 7.2. Die Abbildung

o0

x
exp: R =R, x> exp(z):= ZO ok
heilst Exponentialfunktion. Die Fulersche Zahl ist
=1
e:=exp(l) =) — =2.71828...
n=0
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Satz 7.3 (Restgliedabschitzung). Fiir alle z € R und alle N € Ny mit |z < 242 gilt

N
| ’N—H . L x"
|RN+1($)‘ < QW, wobei RN+]_(x) = exp(x) — nE_O m

Beweis. Wegen |z| < 22 gilt

lz| \" " .
<[ = fur all )
(N—|—2 ={3 ir alle n € N

Mit der geometrischen Reihe folgt

00 "

> o

n=N-+1

< Z I

- n!
n=N+1

e o] |l’|n+N+1

nzzo(n—i—Nle)!

| Ry (2)] =

M Ed Ed
:(N+1ﬂ(L+N+2+(N+QXN+3y+”>

S R S I A I
—(N+1)! N +2 N +2

|$|N+1 _'_ 1
(N +1)! 2
| |N+1 0 1
= 'ZO 5
N+1
:Jﬂ__. .
(N + 1)

Beispiel 7.4. Wir betrachten die Abschétzung fiir z = 1. Da |1| < Y2 fiir alle N € Ny
gilt, haben wir die Restgliedabschitzung fiir e = exp(1) = 2.71828... fiir alle N € Ny,
also:

2
2
N=1:le=2 =le—(1+1) =q = !

N=2: |e—25|

IN
I
I

1+1+1 2
2 3!

1+1+1+1 2
2 6 T

IN

N=3: |e—26
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Satz 7.5 (Cauchy-Produkt von Reihen). Seien > 7 a, und > - b, absolut konvergente
Reihen. Fiir n € Ny sei

Cp 1= Z arbn_r = aob, + a1b,—1 + a2b,_o + ...+ ayby.
k=0

Dann ist auch die Reihe )~ ° ¢, absolut konvergent und es gilt

S (B) ()

Beweis. Fiir N € Ny seien

N N N
Ay = E a,, By := g b, sowie Cy := E Cn.
n=0 n=0 n=0

Wir zeigen, dass Ay - By — Cy N2 (). Seien

N:{(k‘,g)eN()XNOOSkSN/\OSESN}

und
Ay :={(k,0) eNgxNg: k+1<N}.

Dann gilt

N N

AN 'BN == (Zan> . (an) == Z akbg und CN = Z akbg.

n=0 n=0 (k0)eQN (kL) EAN

Wegen Ay C Qp gilt
AN'BN—CN: Z akbg
(k.H)EQN\AN

Sei |4 ] die grofte Zahl in Ny, die kleiner oder gleich & ist. ' Dann ist QL%J C Ay (vgl.
Abbildung 5), also
Qn\ Ay QQN\QL%J-
Seien nun A}, := ijzo|an| und By, = Ziv:o|bn|, dann gilt
Ay Br= Y laxllbd,
(k0)EQN

also

Av-By—=Cnl=| 3 ab< > faullbd
(k) EQN\AN (k.HEQN\AN

< > Jaxllbe

(k£)eQN\Q L%J

A By = Ay gy

Man nennt die Funktion R — Z, = — |z] := max{m € Z : m < x} auch Abrundungsfunktion oder
(untere) Gauf-Klammer. Thr Gegenpart ist R — Z, x — [z] := {m € Z : m > z}, die Aufrundungs-
funktion oder obere Gauf-Klammer. Man schreibt auch floor(z) := |z] und ceil(z) := [z] von den
englischen Begriffen floor function und ceiling function.
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Abbildung 5: Graphische Darstellung der Mengen @y (grau hinterlegtes Quadrat), Ay
(blau schraffiertes Dreieck) und QL x| (rot schraffiertes Quadrat) fiir einige
2

kleine Werte von N, wobei Randpunkte zu den jeweiligen Mengen dazuge-
horen.

Da die urspringlichen Reihen )7 ja, und > 7 b, absolut konvergieren, konvergiert
auch die Folge (A} - By )nen und ist somit eine Cauchy-Folge. Es folgt

Jim (A% B = Aly) - Bly)) =0,

N—oo

also

Dies impliziert
lim (Ay- By —Cx) =

N—o0
und somit

lim Cy = hm (AN By) = (hm AN> (hm BN>

N—oo N—oo

Folglich konvergiert "> ¢, mit Grenzwert (3" jan) - (3o bn).
Um die absolute Konvergenz von >~ ¢, zu erhalten, benutzt man

n
[enl <) la]|ba—l
k=0

und wendet das Bewiesene auf die Reihen )" |a,| und >~ 7 |b,| an. Die absolute Kon-
vergenz von » -, ¢, folgt dann aus dem Majorantenkriterium 6.6. O

Satz 7.6 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir alle z,y € R gilt
exp(z +y) = exp(x) - exp(y).
Beweis. Laut Satz 7.5 gilt exp(x) - exp(y) = Y., ¢, mit

=2 (i oimam) = (3t = e oy

k=0
nach dem binomischen Lehrsatz, also

exp(z) - exp(y Z Cp = Z w+y)" = exp(x + y). O

n!
n=0
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Korollar 7.7. (1) Fir alle xy,...,z, € R gilt
exp <Z ZE[) = Hexp(xg).
=1 =1

(2) Fir alle z € R gilt
1

exp(—z) = op(@)’

(3) Fiir alle xz € R gilt exp(z) > 0.
(4) Fiir alle n € Z gilt exp(n) = e™.
(5) Firaller =2€Q (p €Z, g €NN) gilt exp(r) = Jep = e, W
Beweis. (1) Folgt mittels vollstdndiger Induktion aus der Funktionalgleichung.

(2) Fiir alle z € R gilt

exp(z) - exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1,

also exp(z) # 0 und exp(—z) = O

(3) Fir alle x € R gilt

r T T\ 2
exp(z) = exp <§ + 5) = exp (5) > 0.

Wegen (2) gilt exp(x) # 0, also folgt exp(z) > 0.

(4) Fir n € N ist

exp(n) = exp (Z 1) = Hexp(l) = He =e"
=1 =1 =1
Fiir n = 0 ist exp(0) = 1 = ¢.
Fir n € Z\ Ny folgt —n € N und somit
1 1
exp(n) = ——— = — =¢e".

exp(—n) e™
Folglich gilt exp(n) = e fiir alle n € Z.

(5) Es gilt
exp(p) = exp(qr) = exp(r)?.
Wegen exp(r) > 0 ist also

exp(r) = {/exp(p) = (¢")s = el =¢'.

20Man schreibt daher auch oft e” := exp(z) fiir x € R.
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8. Teilmengen von R

Definition 8.1. Eine Teilmenge D C R heiflt nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt,
wenn es ein K € R gibt, so dass x < K (bzw. x > K) fiir alle z € D gilt. Die Menge
D heifst beschrinkt, wenn D nach oben und nach unten beschrinkt ist, wenn es also ein
K € R gibt, sodass |z| < K fiir alle z € D gilt.

Definition 8.2. Sei D C R.

(1) Eine Zahl K € R heifst Supremum oder kleinste obere Schranke von D, falls folgende
Eigenschaften gelten:

(a) K ist eine obere Schranke von D (also x < K fiir alle z € D).
(b) Ist K’ € R eine obere Schranke von D, so gilt K < K'.

(2) Eine Zahl L € R heift Infimum oder grofite untere Schranke von D, falls folgende
Eigenschaften gelten:

(a) L ist eine untere Schranke von D (also > L fiir alle = € D).
(b) Ist L' € R eine untere Schranke von D, so gilt L > L'.

Supremum und Infimum sind aufgrund von Teil (b) jeweils eindeutig bestimmt (falls
sie existieren).

Satz 8.3 (Supremumseigenschaft von R). Jede nichtleere und nach oben (bzw. nach
unten) beschrinkte Teilmenge D C R besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Bemerkung 8.4. Die folgenden Konzepte sind dquivalent:
(1) Vollstédndigkeitsaxiom
(2) Intervallschachtelungsprinzip
(3) Supremumseigenschaft

Man konnte also auch die Supremumseigenschaft axiomatisch fiir R fordern und daraus
die anderen beiden Konzepte beweisen. Wir beschrinken uns hier auf den Beweis der
Supremumseigenschaft aus dem Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis von Satz 8.3. Sei D C R nichtleer und nach oben beschrankt. Wir konstruieren
induktiv eine Folge von Intervallen [a,, b,], so dass die folgenden Eigenschaften gelten:

e ), ist eine obere Schranke von D.
e a, ist keine obere Schranke von D.
e Esgilt b, —a, =27".

Sei m := min{k € Z : k ist obere Schranke von D}, dann ist m — 1 € Z keine obere
Schranke von D. Setze nun ag := m — 1 und by := m, dann sind obige Anforderungen fiir
n = 0 erfillt.

Sei [an, by] bereits konstruiert; setze

[%, by], falls 1tbn keine obere Schranke von D ist,

[an, %} , falls % eine obere Schranke von D ist.

[an+17bn+1] = {
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Induktiv folgt b, 1 — ani1 = b"_T“" = % .27 = 2=+ Eg gilt
ap<ay<ay <. <a, <b, <o <by < by < by,

also sind (ap,)nen, und (b,)nen, monotone und beschrankte Folgen. Laut Satz 5.15 exis-
tieren die Grenzwerte lim,,_., a,, und lim,,_,. b,. Wegen b,, — a,, = 27" 2700 gilt

lim a, = lim b, =: s
n—oo n—oo

(alternativ erhélt man {s} =) _n [@n, bn] aus dem Intervallschachtelungsprinzip).
n€eNg
Es verbleibt zu zeigen, dass s das Supremum von D ist:

(a) Sei z € D. Fiir alle n € N gilt # < b, == s, mit Satz 4.14 folgt im Grenzwert
auch = < s. Somit ist s eine obere Schranke von D.

(b) Sei K" € R eine obere Schranke von D. Fiir alle n € N gilt K’ > a, —-> s, mit
Satz 4.14 folgt im Grenzwert auch K’ > s.

Also besitzt D ein Supremum, namlich s.

Fiir die duale Aussage nutzt man aus, dass D genau dann nach unten beschrénkt ist,
wenn D' := {—d | d € D} nach oben beschrankt ist. Ist dann s das Supremum von D', so
ist —s das Infimum von D. O]

Definition 8.5. Sei D C R.

(1) Wir bezeichnen das Supremum (bzw. das Infimum) von D mit sup D (bzw. mit
inf D).

(2) Ist sup D € D, so heift sup D auch Maximum von D, geschrieben max D.
(3) Ist inf D € D, so heift inf D auch Minimum von D, geschrieben min D.

(4) Falls D nicht nach oben (bzw. nicht nach unten) beschrénkt ist, schreiben wir
sup D = oo (bzw. inf D = —0).

Bemerkung 8.6. (1) Falls sup D € R existiert, so muss nicht unbedingt sup D € D
gelten, aber der Beweis von Satz 8.3 zeigt, dass es eine Folge (z,)neny mit z, € D
gibt, die gegen sup D konvergiert: Jedes Intervall [a,,b,] enthédlt mindestens ein
Element x,, € D (da a,, keine obere Schranke ist aber b,, schon). Dann gilt

supD <~ a,<zx,<0b, —supD,
also auch z,, — sup D.
(2) Falls sup D = oo, so existiert eine Folge (x,,)neny mit x,, € D, so dass z, — 0.
(3) Falls inf D = —o0, so existiert eine Folge (x,),eny mit x,, € D, so dass z,, - —o0.
Beispiel 8.7. (1) Fiir I = [a,b] gilt max ] =sup [ = b.
(2) Fir I =la,b) gilt supI = b, aber I hat kein Maximum.

(3) Fiir D = {/n|n > 2} gilt inf D = 1, aber D hat kein Minimum.
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Definition 8.8. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann definieren wir den Limes
Supertor L
limsup a, := lim a, := lim sup {a; | £ > n}
n—oo n—oo n—oo

und den Limes inferior

liminf a, := lim a, := lim inf {ax | £ > n}.
n—oo n—oo n—oo

Dabei sind co und —oo als mogliche Werte zugelassen.

Bemerkung 8.9. (1) Setze y, := sup{ax | kK > n}, dann ist (y,)neny monoton fallend
(oder identisch oo), also existiert limsup a,, = lim y, (in RU {£o0}).
n—o0

n—oo
(2) Setze z,, := inf{ay | k > n}, dann ist (z,,)neny monoton wachsend (oder identisch
—00), also existiert liminf a, = lim z, (in R U {Foo}).
n—oo n—oo

(3) Da x, <y, fiir alle n € N folgt auch liminf a,, < limsup a,,.

n—00 n—00

Beispiel 8.10. (1) Fiir a, := (—1)" (1 + ) gilt limsupa, = 1 und liminf a, = —1.

n—o00 n—oo

(2) Fir a, := (=1)"-n gilt limsup a,, = oo und liminf a,, = —c0.
n—00 n—00

Definition 8.11. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Eine Zahl a € R heifst Haufungs-
punkt von (an)nen, falls es eine Teilfolge (an, )ren von (a,)nen gibt mit limy_,o a,, = a.

Satz 8.12. Sei (a,)nen eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Dann ist lim sup,,_, . a,, der
grofte und liminf,, ., a, der kleinste Haufungspunkt von (a,,)nen-

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir lim sup, die Aussage fiir lim inf folgt analog.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass limsup,, ,. a, ein Haufungspunkt von (a,)en ist: Fiir

Yk = sup{a, | n >k} gilt y 22 Yim SUD,, o0 Gn- Da (an)nen beschrankt ist, gilt
yr € R und limsup,,_, . a, € R. Somit existiert fiir festes k£ ein n > k mit

1
yk—ESanSyk-

Wir kénnen also streng monoton wachsende Folgen (k;)seny und (ng)sen natiirlicher
Zahlen wahlen, so dass

k1§n1<k2§n2<k3§n3<...

und
— 00

i ¢ 1 < < (o0, .
msup a, <—— yké — ]C_ ~ CLnZ > Yk, — limsup a,,.
n—00 ? n—00

Mit Satz 4.14 folgt dann a,, 2% Yim SUp,, oo Gn, also ist limsup,,_, . a, ein Hau-
fungspunkt von (a,)nen-
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(ii) Es bleibt zu zeigen, dass limsup,,_, . a, der grofte Haufungspunkt von (a,),en ist:
Sei also a € R ein Haufungspunkt von (a,)nen, dann existiert eine Teilfolge (an, )ken

mit a,, 222 4. Fiir alle k € N gilt dann

k—o0 k—o0 .
a$——  ap, <Y, —— limsupa,.

n—oo

Mit Satz 4.14 folgt a < limsup,,_, ., ay, also ist limsup,,_, . a, der grofte Haufungs-
punkt von (ay,)nen- O

Satz 8.13. Eine beschriankte Folge (a,),en konvergiert genau dann, wenn

lim sup a,, = liminf a,,.
n—00 n—0o0

In diesem Fall gilt

lim a, = limsupa, = liminf a,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. (i) Sei zunéchst limsup,,_, . a, = liminf,_, a,. Setze
Yo :=sup{ax | k>n} und z,:=inf{ax |k >n}.
Fiir alle n € N gilt dann

liminf a, £== 2, < a, < Un 2% lim Sup a,,.

n—oo n—oo
Laut Satz 4.14 konvergiert (a,)nen; weiterhin gilt

lim a, = limsupa, = liminf a,.
n—oo n—oo n—oo

(ii) Seinun (ay,)pey konvergent mit a, —— a € R. Dann konvergiert auch jede Teilfolge

von (a,)nen gegen a. Mit Satz 8.12 folgt also limsup a,, = a und liminfa, =a. O
n—00 n—oo

Bemerkung 8.14. Sei a € R. Es gilt genau dann limsup,, . a, = a, wenn fiir alle ¢ > 0
die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) a, < a+ ¢ fiir alle bis auf endlich viele n € N.
(ii) am > a — ¢ fiir unendlich viele m € N.

Analog gilt liminf,,_,, a, = a, wenn fiir alle £ > 0 die folgenden beiden Bedingungen
erfillt sind:

(i) a, > a — ¢ fur alle bis auf endlich viele n € N.

(ii) a,, < a+ ¢ fir unendlich viele m € N.
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9. Funktionen und Stetigkeit

Definition 9.1. Sei D C R. Eine reelle (oder reellwertige) Funktion auf D ist eine Ab-
bildung f : D — R. Die Menge D heikt Definitionsbereich von f. Der Graph von f
ist

I'iyi={(z,y) e DxR|y= f(x)}.
Beispiel 9.2. Sei D C R. Wichtige Funktionen f: D — R sind:

(1) f(x) =c  fiir ein festes ¢ € R. (konstante Funktion)
(2) f(x) ==z, also f =idp. (Identitatsfunktion)
(3) f(x)=|z|. (Betragsfunktion)
(4) f(x) = {(1): z i g’\ 0. (charakteristische Funktion von Q)
(5) f(z)=+/x  fiir D C[0,00). ((Quadrat-) Wurzelfunktion)

(6) Fiir n € Ny und Koeffizienten ay, . .., a, € R: !

= Z apx® = apx™ + ap_12" N+ ..+ a1z + ap. (Polynomfunktion)
k=0

(7) Fiir zwei Polynomfunktionen p und ¢ mit D C {z € R | ¢(x) # 0}:
flz) = @ (rationale Funktion)

(8) f(x) = exp(z). (Exponentialfunktion)

Definition 9.3. Seien f und g Funktionen auf D C R sowie A € R. Dann sind auch f+g,
Af und f - g Funktionen auf D, definiert durch

(f +9)(x) = f(zx) + g(x),
(AN)(x) ==X f(2),
(f-9)(@) = f(z) - g(2).

Falls g(x) # 0 fiir alle € D, so ist auch % eine Funktion auf D, definiert durch

Definition 9.4. Seien f: D — Rund g : £ — R fiir D, F C R. Falls f(D) C E, so ist
g o f eine Funktion auf D, definiert durch

(go f)z):=g(f(x)).

21Hierbei nehmen wir an, dass a, # 0; n heift dann der Grad von f.
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Beispiel 9.5. Seien
V-i0,00) =R, vz und ¢:R—=R, x> 2°

Dann gilt
Veog=1|] und go+/=idp

wobei
J:R—=R, x+|x] un idigoee) : [0,00) = R, x> .
R—-R d idpe) 1 [0 R

Definition 9.6. Sei f: D — R mit D C R. Sei weiterhin a € R, so dass
Ve>0:(a—e,a+e)ND #0.
Wir schreiben lim,_,, f(z) = ¢ fiir ¢ € R, falls:
Ve>030>0VeeD: |x—a|l<d=|f(z)—c <e.

Hierbei kann a in D liegen, dies wird aber nicht verlangt.

: P
c+ e :

CA/‘:/O//
Cc— € !

1
1
1
1
T

T

) a

IS}
+A____.___ - ---
(=%}

a i

Abbildung 6: Graphische Interpretation des Grenzwerts von f in a: Es gilt genau dann
lim,_,, f(x) = ¢, wenn fiir jeden (griinen) e-Schlauch um ¢ ein (roter) J-
Schlauch um « existiert, so dass der (blaue) Graph von f innerhalb der
roten Grenzen die griinen Grenzen respektiert, also das Rechteck nicht iiber
eine griine Linie verlasst.

Satz 9.7. Seien f, D, a, ¢ wie in Definition 9.6. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) Es gilt lim,_,, f(z) = c.
n—oo

(2) Fiir jede Folge (x,)nen in D mit z, s a gilt f(z,) —— c.

Beweis. (1)=(2): Sei lim,_,, f(z) = ¢ und (2, )nen eine Folge in D mit z, > a, wir
miissen zeigen, dass f(x,) —— c.

Sei dazu € > 0. Dann existiert ein § > 0, so dass fiir alle z € D mit |z —a| < §
schon |f(z) — ¢| < € gilt. Wahle nun N € N so, dass

|z, —al| <d furalle n>N
(dies geht, da x,, — a). Da alle x,, in D liegen, folgt
|f(x,) —c| <e furalle n>N,
also f(z,) == c.
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(2)=(1): Fiir jede Folge (2, )nen in D mit x,, ——= a gelte nun f(z,) ——» ¢, wir miissen
zeigen, dass lim,_,, f(z) = c.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen, lim,_,, f(z) = c gilt nicht, also
>0V >03FreD: |z—al <IN|f(x)—c|>e.

Fiir dieses € gibt es also insbesondere fiir jedes § = % ein x,, € D mit
1
|z, —a| < —, aber |f(z,)—c|>e¢.
n

Aus
1 n—oo
—

0<|z,—a|l<— 0
n
folgt x,, e a, aber aus
|f(x,) —c| >¢e firalle neN

folgt, dass f(x,) fiir n — oo nicht gegen ¢ konvergieren kann, Widerspruch. m

Notation 9.8. Wir benutzen auch die folgenden Notationen:

zli_{](f)lof(x):c & Ve>03dKeRVe>K:|f(x)—c<e

xgrjloof(x):c & Ve>03IKeRVe< K:|f(x)—c<e
i%f(m):c & Ve>030>0Vre(a—d,a):|f(z)—c <e
glci{%f(a:):c = Ve>030>0Vr e (a,a+0):|f(x)—cl<e

Die hier formulierten Versionen sind fiir D = R, fiir beliebiges D muss man jeweils hinzu-
fiigen, dass die abschliefsende Bedingung nur fiir alle x € D gelten muss. In der Literatur
findet man auch die Schreibweisen

lim f(z) := lim f(z):= lim f(z) := lim f(z)

zta T—a~ P z/a
und analog
M@= i 00 = ) =l /o)

Beispiel 9.9. (1) Fiir f: R =R, f(z) := 7 gilt

lim f(z) =0 und xl_l)IEloof(SL’) = 0.

T—+400

(2) Fir
r, 0<zx<1,
g:10,2] = R, g(x):=4¢2, x=1,
3, 1l<xz<2,
gilt

};Ifrq g(x) =1 und };I\‘II% g(x) = 3.

Die Graphen der hier betrachteten Funktionen sind in Abbildung 7 dargestellt.
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Abbildung 7: Graphen der Funktionen aus Beispiel 9.9 mit f in blau und ¢ in rot. Ein
leerer Kreis deutet an, dass der Endpunkt der Linie nicht dazugehort, ein
Kreuz schlieft den Endpunkt ein.

Definition 9.10. Sei f: D — R fiir D C R.
(1) f heifst stetig in a € D, falls lim,_,, = f(a).
(2) f heifst stetig (auf D), falls f in jedem Punkt a € D stetig ist.
Bemerkung 9.11. Wegen Satz 9.7 sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig in a.
(2) Ve>036>0VeeD: |z—al<d=|f(z)— fla)] <e.
(3) Fiir jede Folge (2p)nen in D mit z, = a gilt f(z,) —= f(a).

Man nennt (2) das e-d-Kriterium fiir Stetigkeit und (3) das Folgenkriterium fir Stetigkeit.

Beispiel 9.12. (1) Die konstante Funktion f(z) = ¢ fiir festes ¢ € R ist stetig auf
jedem D C R.

(2) Die Identitit f(z) = x ist stetig auf jedem D C R, denn wenn ,, ——» a, dann gilt
auch

(3) Sei f(z) := |x] =max{m € Z : m < x} die Abrundungsfunktion, dann ist f stetig
in R\ Z.
(4) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig auf R:

(i) Fira = 0 gllt exp(a) = 1. Sei (z,,)nen eine Nullfolge, wir miissen zeigen, dass
exp(z,) — 1. Es existiert ein ny € N, so dass fiir alle n > ng schon |z,,| < 1.
Mit der Restgliedabschétzung 7.3 fiir N = 0 gilt

n—oo

lexp(z,) — 1] <2+ |z,| —= 0,

n—oQ n—o0

also |exp(x,) — 1| —— 0 mit dem Quetschlemma und somit exp(z,) — 1.
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(ii) Fiir beliebiges a € R\ {0} sei nun (z,),en eine Folge, die gegen a konvergiert.
Dann ist (y,)neny mit y, := x, — a eine Nullfolge. Mit der Funktionalgleichung
der Exponentialfunktion folgt nun exp(x,) ——— exp(a) aus

lexp(z,) — exp(a)| = |exp(a + y,) — exp(a)|

= |exp(a) - exp(yn) — exp(a)|

= |exp(a)| - [exp(yn) — 1|
(

n—oo

pe— lexp(a)| -0 = 0.

Yy
L3 *—0
2 *—0
1 »%—o0
x
2 1 2 3 4
*——0-1
*—0 —2

Abbildung 8: Graph der Abrundungsfunktion [-| in blau mit klar erkennbaren “Sprung-
stellen” bei allen z € Z.

Satz 9.13. Seien f,g: D — R fiir D C R und sei A € R. Sind f und g stetig in a € D,
dann auch f 4 g, Af und f - g. Falls g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch g stetig in a.

Beweis. Sei (x,)nen eine Folge in D mit x,, 272 4. Da f und g in a stetig sind, gilt
flan) === f(a) und  g(w,) == g(a).
Mit den Grenzwertséitzen folgt
(f +9)(wn) = f(xn) + g(za) == f(a) + g(a) = (f + g)(a).
Die restlichen Aussagen folgen analog aus den Grenzwertsétzen. m
Korollar 9.14. (1) Jede Polynomfunktion ist auf jedem D C R stetig.
(2) Jede rationale Funktion £ ist auf jedem D C {z € R | g(x) # 0} stetig.

Satz 9.15. Seien D, E C R. Seien weiterhin f : D — F und g : E — R stetig. Dann ist
auch go f : D — R stetig.

Beweis. Sei a € D und (z,),en eine Folge in D, die gegen a konvergiert. Weil f in a € D
stetig ist, gilt f(z,) —= f(a). Weil ¢ in f(a) € E stetig ist, gilt

(g0 f)@n) = g(f(za)) == g(f(a)) = (g0 f)(a). O
61



Bemerkung 9.16. Manche Autoren verwenden fiir Funktionsgrenzwerte eine sogenannte
punktierte Definition, bei der die Bedingung

Ve>030>0VexeD: |z—a|l<di=|f(x)—c<e

durch
Ve>030>0VeeD: O0<|z—a|l<d=|f(zx)—c|<e

ersetzt wird, also explizit fiir die Stelle x = a nichts gefordert wird. Zur besseren Un-
terscheidung schreibt man manchmal auch limz—a f(x) fiir die punktierte Version. Die
passende Charakterisierung durch Folgen besagt: lima:cczg f(z) gilt genau dann, wenn fiir

jede Folge (2)nen in D\ {a} mit 2, == a schon f(z,) — c gilt.
Fiir eine Funktion wie

1, fallsx =0,

g R—>R 2z~
0, sonst,

liegt der Unterschied darin, dass in der punktierten Welt

liy g(a) = 0 1 = 4(0)
x#0

gilt, wiahrend fiir uns lim,_,o g(x) gar nicht erst existiert.
In der punktierten Welt erhidlt man sofort, dass die Existenz von lima;;g f(z) dazu

dquivalent ist, dass lim,~\, f(z) und lim, », f(x) existieren und den gleichen Wert haben.
Insbesondere gilt dann limx;a f(x) = limgnq f(2) = limg # f(2). In unserer Welt muss

man im Fall a € D fordern, dass limg\, f(x) und lim, », f(2) nicht nur existieren und
gleich sind, sondern sogar lim,\, f(z) = f(a) = lim, ~, f(z) gilt.

In unserer Welt reicht es fiir Stetigkeit in @ € D schon aus, dass der Grenzwert
lim, ,, f(x) existiert (er muss dann automatisch gleich f(a) sein), wihrend beispiels-
weise in der punktierten Welt obige Funktion g natiirlich auch nicht in 0 stetig ist, obwohl
hmﬁ;& g(x) = 0 existiert.
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10. Satze iiber stetige Funktionen

Satz 10.1 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit @ < b und f : [a,b] — R stetig. Sei
Yo € R mit f(a) < yo < f(b). Dann gibt es ein zy € [a,b] mit f(zg) = yo.**

Beweis. Sei A := {x € [a,b] | f(z) > yo}. Laut Voraussetzung ist b € A, da f(b) > yo, also
ist A nichtleer. Wegen A C [a, b] ist A nach unten beschriankt. Laut Supremumseigenschaft
8.3 existiert das Infimum zy := inf A.

Dann existiert laut Bemerkung 8.6 auch eine Folge (z,,)nen in A mit x,, 27 x0. Da f
stetig ist, gilt auch f(z,) —— f(xo). Wegen z, € A fiir alle n € N gilt f(z,) > 3o, mit
Satz 4.14 also auch f(zg) > yo.

Betrachte nun eine Folge (2,)nen in [a,b] mit z, < ¢ fiir alle n € N und z, 2% 2o,
etwa z, = o — ™. Da f stetig ist, gilt auch f(z,) 27 f(xo). Wegen z, < zq gilt
zn ¢ A (da g = inf A) und daher f(z,) < yo fiir alle n € N, mit Satz 4.14 also auch

f(z0) < yo.
Zusammengenommen gilt somit f(xg) = yo. ]
Y
f(®)
Yo -
f(a) — i
Zn Tn Xz
a To b

Abbildung 9: Skizze der Idee des Beweises von Satz 10.1.

Korollar 10.2. Jede reelle Zahl yy > 0 besitzt eine n-te Wurzel fiir alle n € N mit n > 2.

Beweis. Die Funktion f : R — R mit f(z) := 2" ist stetig. Setze a := 0 und b so grof,
dass 0™ > yo (beachte Lemma 3.13), dann gilt

fla) =0 <yo <" = f(b).
Mit dem Zwischenwertsatz 10.1 gibt es ein zg € [0,b] mit zf = f(x¢) = yo. O

Bemerkung 10.3. Der Zwischenwertsatz liefert nur die Existenz, nicht aber die Eindeu-
tigkeit der Wurzel. Dafiir kann man so argumentieren: Seien z,y > 0 mit 2" = y". Mittels
Teleskopsumme gilt dann fiir alle n € N

n—1
0=y"— 2" = (y o I)(yn—l _l_yn—2l, 4.+ yxn—Z + l,n—l) _ (y o ZL') Zxkyn—k—l )
k=0

\__V_/
=:tn

22Der Zwischenwertsatz lisst sich auch auf die Situation f(a) > yo > f(b) ausweiten, in dem man die
ebenfalls stetige Funktion —f betrachtet: Hier gilt nun —f(a) < —yo < —f(b), also gibt es laut
Zwischenwertsatz ein xg € [a,b] mit —f(z0) = —yo, was zu f(xo) = yo dquivalent ist.
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Wegen x,y > 0 gilt auch ¢, > 0, also muss y — x = 0 und somit y = x folgen. Somit ist
xo in Korollar 10.2 eindeutig und die Notation /1y := x¢ wohldefiniert.

Korollar 10.4. Jede Polynomfunktion p : R — R ungeraden Grades hat mindestens eine
Nullstelle, d.h. es gibt mindestens ein zy mit p(xy) = 0.

Beweis. Folgt mit dem Zwischenwertsatz 10.1 aus der Tatsache, dass

{tim plo). fim )| = {0~} wnd Jim plo) = - fim pla). O
Definition 10.5. Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit beschrdnkt, falls ihr Bild
f(D) := {f(x) | x € D} beschrinkt ist, also ein M € R mit M > 0 existiert, so dass
—M < f(z) < M fiir alle = € D gilt.

Satz 10.6 (Satz vom Minimum und Maximum). Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] —
R stetig. Dann ist f beschrankt und nimmt Maximum und Minimum an: Es existieren
P, q € |a,b] mit

f(p) =sup(f([a,8])) und f(q) = inf(f([a,b])),

also f(q) < f(z) < f(p) fiir alle z € [a,b].

Bemerkung 10.7. Wesentlich ist, dass D = [a, b] abgeschlossen ist. Der Satz ist falsch
fiir offene oder auch halboffene Intervalle:

e Die Funktion f: (0,1) - R, 2 — z nimmt sup(f(((), 1))> = 1 nicht an.

e Die Funktion f: (0,1] = R, =~ % ist nicht (nach oben) beschréinkt.

Beweis von Salz 10.6. Setze s := sup(f([a,b])) € R U {co}. Dann existiert eine Folge
(Sn)nen in f([a, b]) mit s, —— s. Insbesondere gibt es fiir jedes n € N ein ,, € [a, b] mit
f(xn) = sn, also ist (z,)nen eine Folge in [a, b]. Laut Bolzano-Weierstraf 5.12 gibt es eine
konvergente Teilfolge (2, )ren von (z,)nen, sei etwa p := limy_,o z,, € R.

Wegen a < z,, <b fiir alle k£ € N folgt mit Satz 4.14 auch a < p < b. Da f stetig ist,

k—o0 k—o0

folgt aus z,, LmiN p auch f(x,, ) — f(p). Andererseits gilt f(x,, ) = s,, — s. Da
Grenzwerte eindeutig sind, folgt

f(p) = s =sup(f(la,b])),

insbesondere ist s endlich und f somit nach oben beschrankt.
Analog zeigt man, dass f auf [a,b] auch inf(f([a,b])) annimmt und somit nach unten
beschrankt ist. O]

Definition 10.8. Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit gleichmdfig stetig, falls
Ve>03>0Vz,ye D: |z—y|<d=|f(z)— fly)] <e?

Beispiel 10.9. Die Funktion f : (0,1) — R, x ~ 1 ist stetig, aber nicht gleichméfig
stetig.

23Hier gilt “one ¢ to rule them all”, denn im Gegensatz zur Definition der Stetigkeit
VeeDVe>030>0VyeD: |z—yl<d=|flx)— fly)|<e

darf 6 bei der gleichméfigen Stetigkeit nicht von x abhéngen.
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Satz 10.10. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann ist f gleichméfig
stetig.

Beweis. Sei D := [a,b]. Wir fiihren einen Beweis per Widerspruch: Angenommen, f ist
nicht gleichméfig stetig, also

>0V >03Fr,yeD: |-yl <IN|f(x)— fly)] >e.

Insbesondere (fiir § = 1)

1
>0V eN3Jz,,y, €D |z, —yn| < E/\|f(:z:n)—f(yn)| > e.

Laut Bolzano-Weierstraf 5.12 gibt es eine konvergente Teilfolge (x,, Jken von (2, )nen, sei
etwa p 1= limy_,00 T, € [a,b]. Wegen |z, — yn,| < é fiir alle k € N folgt

Ty, — <Yp, < Ty, +—  —— D,
N N

also mit dem Quetschlemma 4.14 auch y,, N p. Da f stetig ist, gilt

F@n) 2222 F(p) wnd f(yn,) =25 £(p),

also auch

() = ()] 22220

im Widerspruch zu |f(z,,) — f(yn,)| > € fir alle £ € N. Also muss g gleichméfig stetig
sein. [
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11. Logarithmus und allgemeine Potenz

Definition 11.1. Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifst. ..

o monoton wachsend, f(z1) < f(xo)
e streng monoton wachsend, : o f(z1) < f(xg)
. monoton, fallend, falls V1, 290 € D mit 21 < xa: Fla1) > f(xs)
. streng monoton fallend, f(z1) > f(xg)

Statt “wachsend” sagt man auch “steigend”. Eine Funktion heifst monoton, wenn sie mo-
noton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz 11.2. Seien a,b € R mit a < b. Weiterhin sei f : [a,b] — R stetig und streng
monoton wachsend. Dann ist f : [a,b] — [f(a), f(b)] bijektiv und die Umkehrfunktion
f~V:[f(a), £(b)] — [a,D] ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.**

Beweis. Da f streng monoton wachsend ist, gilt f([a,b]) € [f(a), f(b)], die Gleichheit
erhédlt man aus dem Zwischenwertsatz 10.1.

Seien x1,x9 € D mit x1 # x5. Dann muss entweder x; < o oder x; > x5 gelten. Da f
streng monoton wachsend ist, folgt f(x1) < f(xq) oder f(x1) > f(x2). In jedem Fall gilt
f(x1) # f(xe), also ist f injektiv.

Somit ist f : [a,b] — [f(a), f(b)] bijektiv und es existiert die Umkehrfunktion

@), f(0)] = [a,b]

mit f~!(f(z)) = fiir alle z € [a, b].
Seien yy, 2 € [f(a), f(b)] mit y; < yo, dann vergleichen wir f~!(y;) und f~!(y2). Wire
FYy1) > f~H(y2), so wiirde der Widerspruch

yi=f( ) = () =

folgen, da f streng monoton wachsend ist. Also muss f~'(y;1) < f~!(y2) gelten, somit ist
f~! auch streng monoton wachsend.

Es verbleibt die Stetigkeit von f~! zu zeigen: Sei dazu (y,)nen eine Folge in D :=
[f(a), f(b)] mit lim, ooy = y € D. Wir miissen zeigen, dass die Folge (x,)nen in [a, b]
mit z,, := f1(y,) gegen x := f~!(y) konvergiert.

Da (z,)nen beschrankt ist, existieren

z :=liminfzx, € R und 7:=limsupzx, € R.
n—0o0 n—00

Laut Satz 8.12 existieren Teilfolgen (x,, )ken und (2, Jken von (2,)nen mit

z = lim z, und 7= lim x,,.
k—o0 k—o0
Da f stetig ist, folgt
f(z) lim f(xnk) - hm ynk =Y

k—o00
und
f(@) = lim f(xn,,) = hm 0 Yy, = Y,

k—o0

24Eine analoge Aussage gilt fiir streng monoton fallende stetige Funktionen f. Zu beachten ist, dass dann

f(la, b)) = [f (D), f(a)] gilt.
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also f(z) =y = f(Z). Da f injektiv ist, folgt z = T, also

liminfz, = x =7 = limsup x,,.
n—00 n—o0o

Laut Satz 8.13 konvergiert (x,),en mit

lim xn:limsupxn:f:f_l(f(f)) = f(y) =z O

n—o0 n—00

Korollar 11.3. Sei k € N und
f:]0,00) = [0,00), x> "

Dann ist f stetig, streng monoton wachsend und besitzt die stetige sowie streng monoton
wachsende Umkehrfunktion

f1i[0,00) = [0,00), x> V.2

Beweis. Als Polynomfunktion ist f stetig. Sind z1,z9 € [0,00) mit z; < x5, so folgt
f(x1) = 2% < 2% = f(xs) aus Lemma 3.7, also ist f streng monoton wachsend.

Fiir n € N betrachten wir die Einschriinkung f,, : [0,n] — [0, n*]. Laut Satz 11.2 ist die
Umkehrfunktion f, ! : [0,n*] — [0, n] stetig und streng monoton wachsend. Sei x € [0, n*],

dann ist f,*(z) € [0,n], also gilt z = f,(f,,*(z)) = f(f,*(z)), da f und f, auf [0,n]
iibereinstimmen. Es folgt

@) = (P57 @) = £ @),

also stimmen f~! und f, 1 auf [0, n*] iiberein.

Insbesondere ist f~! auf allen Intervallen der Form [0, n*] stetig und streng monoton
wachsend (da f~! dort mit einer stetigen und streng monoton wachsenden Funktion iiber-
einstimmt), wegen

[0,00) = [ J[0,n]

neN
also auch auf [0, c0). O

Korollar 11.4. Die Exponentialfunktion exp : R — (0, 00) ist streng monoton wachsend
und besitzt die stetige sowie streng monotone Umkehrfunktion

In: (0,00) = R,
den (natiirlichen) Logarithmus. Es gilt
In(zy) = In(x) +In(y) fir alle z,y € (0,00).

Beweis. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion wurde schon in Beispiel 9.12 gezeigt.

Sei x > 0, dann gilt
o0 xn o In
exp(x) :Zmzl—l—zg > 1.
“— nl !

n=1

Seien z1,x2 € R mit 2y < x5, dann gilt 29 — 1 > 0 und daher exp(zy — 1) > 1. Aus
exp(rg) = eXP(% + (22 — 331)) = exp(z1) - exp(zy — x1) > exp(x1) - 1 = exp(zy)

folgt dann, dass die Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist.
Weiterhin gilt exp(R) = (0, 00):

25Wir wissen bereits aus Korollar 10.2, dass f~! existiert und die Umkehrfunktion von f ist; hier geht
es nur um die zusétzlichen Eigenschaften der Umkehrfunktion.
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Abbildung 10: Die Graphen der Funktionen exp (in blau) und In (in rot).

(i) Laut Korollar 7.7 gilt exp(x) > 0 fiir alle x € R, also exp(R) C (0, c0).

(i) Fir alle n € N gilt

= nk n? n?
exp(n Zk—_1+n+7+€+...21+n,
k=0
also auch
(=n) 1 < 1
exp(—n) =
P exp(n) — 1+n
und somit _
14| Cexp(l-n.n))
T n n| C exp([—n,n]).
Wegen ]
1
(0, 00) :nLEJN Tom 1—|—n_ QHLEJNeXp([—n,n]) = exp(R)

folgt dann exp(R) = (0, 00), also ist exp surjektiv.
Somit ist exp : R — (0, 00) bijektiv und es existiert die Umkehrfunktion
In:=exp ' :(0,00) = R.

Laut Satz 11.2 ist In stetig und streng monoton wachsend auf jedem Intervall exp([—n, n]),
also auch auf ganz (0, 00).
Seien schlieflich z,y € (0,00), dann gilt

In(z-y) =In <exp(ln(az)) : exp(ln(y))) =1In (exp(ln(a:) + ln(y))) =In(z) +In(y). O
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Bemerkung 11.5. Es gilt

lim In(z) =00, limln(z) = —oco0, In(e)=1 und In(l)=0.
T—00 z—0

Definition 11.6. Fiir alle x,a € R mit a > 0 definiere a” := exp(z - In(a)).
Bemerkung 11.7. Seien a,b € (0, 00).

(1) Die Funktion f: R — R mit f(z) := a” ist stetig auf R (als Komposition stetiger
Funktionen).

(2) Fir alle n € N gilt

n n

a" =exp(n-In(a)) = exp <Z 1n(a)> = H exp(In(a)) = H a.

k=1 k=1
(3) Fiir alle z,y € R gilt

a” =exp((z +y) - In(a)) = exp(zIn(a) + yIn(a))
= exp(zIn(a)) - exp(yIn(a)) = a

ToaY.

(4) Analog erhilt man die restlichen Potenzgesetze fiir reellwertige Exponenten:

1 x
(a®)¥ =a"™, a"b" = (ab)® und <5> =a "

n
Fiir alle n € N gilt insbesondere a = a' = an™ = (a%> , also Ya = an.

(5) Auferdem gilt e” = exp(zIn(e)) = exp(x).

Somit ist die Definition der allgemeinen Exponentialfunktionen x + a® vertraglich mit
den bisher verwendeten Notationen.

Satz 11.8. (i) Fiir alle k € N gilt lim z"e™* = 0.

T—00
(i) Fiir alle a > 0 gilt lim2* = 0.

(iii) Fir alle o > 0 gilt lim ™% In(z) = 0.

T—00

Beweis. Wir zeigen hier nur Teil (i): Sei k € N fest. Fiir alle > 0 gilt

o Ik xk—i—l mk—i—l
ex:E —=14... 4+ +...>
| | |’
k! (k+1)! (k+1)!

_ k+1)! .
also e < { ,Ll) und somit
x

(k+ 1! (k41! o,

k_ —x k
O< e ™ < 2”- s . 0,
mit dem Quetschlemma 4.14 folgt zFe™* =2 (. m
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12. Komplexe Zahlen

Bemerkung 12.1. Der Korper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen,
d.h. es gibt polynomielle Gleichungen mit reellen Koeffizienten, die keine Losung in R
haben, etwa 22 = —1. Um auch solche Gleichungen 16sen zu kénnen, erweitert man R um
eine neue “Zahl” i mit der Eigenschaft i* = —1 zu C = {z + iy | z,y € R}. Man rechnet
dann so, wie man es auch mit reellen Zahlen kennt und behandelt i wie eine Variable, von
der man nur weif}, dass i> = —1. Entsprechend hat man dann

(1 +iy1) + (22 +iy2) = (z1 + 22) +i(y1 + 42)
und

(1 4+ i) - (22 + 1y2) = 122 + (122 + i21Y2 + i2y1y2
= 11Ty +1y1T2 +1T1Y2 — Y12

= (2122 — Y1Y2) +i(T2y1 + T192).

Um dies rigoros zu definieren, ist es einfacher x + iy € C als Paar (z,y) € R x R zu
betrachten und dann dort obige Addition und Multiplikation zu definieren.

Definition 12.2. Die Menge C der komplezen Zahlen ist definiert als
C:=RxR={(z,y) | z,y € R}.
Zusatzlich definieren wir eine Addition

(z1,91) + (2, 42) := (21 + T2, 1 + Y2)

und eine Multiplikation
(1,11) - (22, y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2U1).
Wir identifizieren € R mit (z,0) € C und definieren die imagindre Einheit
i:=(0,1) e C.
Dann kénnen wir jedes z = (x,y) € C schreiben als
z=(z,y) = (,0)+(0,y) = (2,0) + (0,1) - (y,0) = = + iy,
und diese Schreibweise werden wir im Folgenden auch immer verwenden.

Bemerkung 12.3. (1) Die komplexen Zahlen kénnen als Zahlenebene veranschaulicht
werden. Dabei entspricht die Addition der gewohnlichen komponentenweisen Additi-
on von Vektoren in R?. Auch die Multiplikation hat eine geometrische Interpretation,
dazu spéater mehr.

(2) Die komplexen Zahlen sind ein Kérper, es gelten also die iiblichen Rechenregeln fiir
+ und -.

(3) Die komplexen Zahlen koénnen nicht angeordnet werden: Laut Lemma 3.7 miisste
sonst 22 > 0 fiir alle z € C gelten. Daraus folgt sofort der Widerspruch —1 = i? > 0.
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Im

Im(z) 4+ Im(w)

0 Re(z) + Re(w) Re

Abbildung 11: Graphische Darstellung der Addition zweier komplexer Zahlen z und w.
Ihre Summe z+w ist der vierte Eckpunkt des von 0, w und z aufgespannten
Parallelogramms.

(4) Die komplexen Zahlen erlauben eine sinnvolle Analysis, insbesondere ist C auch
abgeschlossen. Wesentlich dafiir ist der Begriff des Abstandes!

(5) Die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlossen, d.h. es gilt der Fundamental-
satz der Algebra: Jede polynomielle Gleichung 2" + a,_12" '+ ... + a1z + ag = 0
mit n € N und a; € C besitzt mindestens eine Losung in C.

Notation 12.4. Fiir z = x + iy mit z,y € R definieren wir die folgenden Grofien:

(i) Re(z) =2 €R (Realteil von z)
(ii) Im(z) =y eR (Imagindrteil von z)
(ili) Z:==2x—iyeC (komplex Konjugierte(s) von z)
(iv) 2] :==vV2Z =22 + 2 €R (Betrag von z)

Re(z) = und Im(z) =

(iv) [z[ = [z, [Re(z)] <|z[ und [Im(z)] <|z].

(2) Die Abbildung z — Z entspricht der Spiegelung von z an der reellen Achse, wiahrend
|z| der Lénge von z als Vektor entspricht.

Satz 12.6. Der komplexe Betrag erfiillt die folgenden Eigenschaften:
(a) Es gilt |z] > 0 fiir alle z € C, wobei |z| =0 < z = 0.
(b) Fir alle 21, 25 € C gilt |21 - 20| = |21] - |22].
(c) Fiir alle 21, 29 € C gelten die Dreiecksungleichungen
21+ 22| < 21|+ |22] und  |[z1] = |20|| < |21 — 2l
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Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften lassen sich einfach nachrechnen, die zweite Drei-
ecksungleichung folgt analog zum reellen Fall aus der ersten. Fiir die erste Dreiecksunglei-
chung seien 2y, 2o € C. Wegen

Z1Z2 + 1% 1% + 212
2 2

Re(z172) =

erhalt man

|21 + 22\2 = (21 + 22)(21 + 22)
= (21 + 22) (71 + 22)
= 2121 + 2222 + 2122 + 2221
= |21|2 + |,z2|2 + 2Re(21%2)
< |z + |z + 2|Re(213)]
< |zl + |22]* + 2|21 73]
< a1l + |22 + 22|z
= (J2a| + |22])*.

Wegen |21 + 22| > 0 und |21| + |22| > 0 folgt also auch |z; + 29| < |21] + |22 O

Definition 12.7. Eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen konvergiert gegen z € C, falls
gilt:
Ve>03dNeNVR>N: |z,—z|<e.

. . . n—0o0
Wir schreiben lim,,_, z, = z oder z, —— z

Satz 12.8. Sei (z,),en eine Folge komplexer Zahlen. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(1) lim 2z, =z in C.
n—oo

(2) lim |z, — 2| =0in R.

n—oo

(3) lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,) = Im(z) in R.

n—oo n—oo

Beweis. (1)<(2): Folgt direkt aus Definition 12.7.

(2)=-(3): Folgt aus
|IRe(z,) — Re(2)| = |[Re(zn, — 2)| < |20 — 2|

und der analogen Ungleichung fiir den Imaginéarteil.
(3)=(2): Folgt aus
|2 — zo|” = Re(z — 2,)? + Im(2 — 2,)?
= |Re(z — 2,)|* + [Im(z — 2,)|?
= |Re(2) — Re(z,)|* + [Tm(2) — Im(z,)*. O
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Satz 12.9. Seien (a,)neny und (by,)nen konvergente Folgen komplexer Zahlen mit a,, ozoe,
n—o0

a € Cund b, —— b € C. Dann gilt:

(i

n—o0

|an| — lal.

n—oo

(i) a, +b, — a+0.

n—oo
bn

—=a-b.

)
)
(iii) ay,
(iv) @, == a
(v)

Beweis. Im Wesentlichen funktionieren die Beweise wie im Reellen, daher sind hier nur
die zentralen Argumente aufgefiihrt:

LN é, falls a # 0.

(i) Aus der zweiten Dreiecksungleichung folgt

llal = |an|| < |a—a,| fiir alle n € N.
(ii) Wenn |a — a,| < § und [b — b,| < § fiir n grok genug gilt, dann auch
[(a+b) — (an +b,)| = |(a —an) + (b —=by)| < |a—an| +]b—by| <e.
(ii) Es gilt

|(a-b) = (an - by)| = |ab — a,b + anb — ayby,|
= |(a — ay)b+ a,(b—by)|
<la —an| - [b] + [an| - |b— by
<la—an|- [0 +C-[b—bal,

wobei C' € R eine obere Schranke der (konvergenten und damit beschrinkten) reellen
Folge (|an|)nen ist.

(iv) Folgt aus |a — a@,| = |a — a,| = |a — a,| fir alle n € N,

(v) Es gilt
1 1 n - - Un
LA _jm—al_ e a|§C-\a—anl
a ay, a-an lal - |an]

fiir eine obere Schranke C' € R von <—‘a|.|1an\>

neN

Definition 12.10. Eine Folge (z,),en komplexer Zahlen heift Cauchy-Folge, falls:
Ve>03dINeNVnm>N: |z,—zn| <e.

Satz 12.11. Sei (z,),en eine Folge komplexer Zahlen. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) (zn)nen ist eine Cauchy-Folge.

(2) (Re(zn))neN und (Im(zn))neN sind Cauchy-Folgen.
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Beweis. Einerseits gilt
IRe(z,) — Re(zm)| = |Re(zn — 2m)| < |20 — 2m

sowie eine analoge Abschitzung fiir den Imaginéarteil.
Andererseits gilt

|20 — zm| < |Re(zn — zm)| + 1] - [ Im(2, — 2m)| = |Re(zn — 2i)| + [Im(2, — 2,)|. O

Korollar 12.12. Die komplexen Zahlen sind vollstéindig: Jede komplexe Cauchy-Folge
konvergiert gegen einen Grenzwert in C.

Definition 12.13. Eine Reihe > 7 @, von komplexen Zahlen a, € C heit konver-

n=1
gent, wenn die Folge (s,)nen der Partialsummen s, := >,_, ax konvergiert, und absolut

konvergent, wenn die Reihe )"  |a,| konvergiert.
Satz 12.14. Jede absolut konvergente Reihe von komplexen Zahlen konvergiert.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge (s,,)nen der Partialsummen s,, := > "7'_, a, eine Cauchy-
Folge ist: Seien n,m € N mit n > m, dann

n

> o

k=m+1

< > a] = [ty — tal,

k=m+1

S0 = Sm| =

wobei ¢, := Y _,|ai| die Partialsummen von )y °  |a,| sind. Da )", |a,| konvergiert, ist
(1 )nen eine Cauchy-Folge. Sei e > 0, fiir n und m hinreichend grof gilt dann |t,, — ¢,,| < €,
also auch

| — Sm| < [t —tm| < e. O
Korollar 12.15. Fiir alle z € C ist

[e.o] n

A
>

n=0

absolut konvergent und definiert daher eine Abbildung

(o] zn
exp:C— C, z— exp(z) = Zom
Beweis. Fiir alle z € C konvergiert
SEAIRSYE
Z ol = Z o exp(|z]),
n=0 n=0
da |z] € R und exp : R — R wohldefiniert ist, also konvergiert Y > £ absolut. O

Bemerkung 12.16. (1) Genau wie im Reellen gilt: Jede Umordnung einer absolut kon-
vergenten Reihe komplexer Zahlen ist wiederum absolut konvergent und hat den
selben Grenzwert wie die urspriingliche Reihe.

(2) Ebenso kann man das Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen mit der gleichen
Vorschrift wie im Reellen bilden und erhélt eine absolut konvergente Reihe.
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Satz 12.17. Fiir alle z,w € C gilt
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Beweis. Wie im Reellen gilt

exp(z) - exp(w) = (Z %T) ' (Z 171)1_7>

n=0 n=0
o n Py wn—F
N nzzog Kk (n—k)!
e 1 n .
_ nZ:; ~ Z; (Z)ka k

da der binomische Lehrsatz aus den Korperaxiomen folgt und somit auch iiber C gilt. [J

Bemerkung 12.18. (1) Wie in R gilt exp(z) # 0 fiir alle z € C, da
exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1.

(2) Fir alle z € C gilt zwar exp(z) = (exp (%))2 wie im Reellen, aber da C nicht
angeordnet ist, kann man daraus nicht exp(z) > 0 folgern, da diese Aussage im
Allgemeinen keinen Sinn ergibt.

(3) Wir schreiben auch hier e* := exp(z) fir z € C.

Definition 12.19. Sei D C C und zy € D. Eine Funktion f : D — C heifit stetig in 2z,
falls eine (und damit beide) der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:*°

(i) Fiir jede Folge (2, )nen in D mit 2, —— 2 gilt f(zn) —— f(20).
(i) Ve>03>0Vze D: |zp—z|<d=|f(20)— f(2)| <e.
Die Funktion f heifst stetig, falls f in allen zg € D stetig ist.

Satz 12.20. (1) Seien f,g: D — C fir D C C und sei A € C. Sind f und g stetig in
20 € D, dann auch f+ g, Af und f - g. Falls g(z) # 0 fiir alle z € D, so ist auch g
stetig in zg.

(2) Seien D, E C C. Seien weiterhin f : D — F und g : E — C stetig. Dann ist auch
go f: D — C stetig.

Beweis. Analog zur reellen Version. O]
Beispiel 12.21. (1) Polynomfunktionen mit komplexen Koeffizienten sind stetig.

(2) Rationale Funktionen als Quotienten zweier Polynomfunktionen mit komplexen Ko-
effizienten sind stetig.

26Der Beweis der Aquivalenz erfolgt dabei analog zur reellen Version.
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(3) Die komplexe Konjugation C — C, z — Z ist stetig, da aus z, 2% 2 direkt
Zn 2 7 folgt.

(4) Wenn f : C — C stetig ist, sind auch folgende Funktionen stetig:
Re(f):C—=R, zw Re(f(2)), und Im(f):C—R, =z~ Im(f(2)).
Satz 12.22. Die komplexe Exponentialfunktion ist stetig.

Beweis. Analog zur Restgliedabschétzung 7.3 im reellen Fall gilt fiir alle z € C mit |z| < 3

o0 0 0o n
Z" z"
lexp(z) — 1| = |exp(z) — exp(0 § m E ﬁ _ E :
n= n=0 n=1

Sei nun 2, € C beliebig, dann gilt fiir alle z € C
lexp(20) — exp(2)] = |exp(z0) — exp (20 + (2 = 2))| = lexp(20)] - [1 = exp(z — 2)|.

Zu € > 0 wahlen wir

5 ) { € 1}
=mind ——— — 5.
2|exp(zo)|” 2

Fiir alle z € C mit |z — 2| < § gilt dann

lexp(20) — exp(2)] < |exp(zo)] - [1 — exp(z — z0)|
< lexp(z0)| 2 |z — 2|
£

< lexp(2o)| 2 ——— =¢€. O]
| p( 0)| 2’6Xp(2’0)‘
Bemerkung 12.23. Aus der Stetigkeit der komplexen Konjugation folgt exp(z) = exp(z),
da
IR L
e =3 T = 3= i S = i D=5 = 00
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13. Trigonometrische Funktionen
Bemerkung 13.1. Der Einheitskreis in C ist gegeben durch
{zeC:lz]=1}={2€C:z-Z2=1}.
Betrachte z = € mit # € R, dann gilt
C T — L e — L e — g 0 ]

also liegt z = e auf dem Einheitskreis. Der Winkel ¢ zwischen dem Vektor e und der
reellen Achse ist proportional zu = (und gleich x, wenn man ¢ im Bogenmafs misst); aller-
dings ist dies im Augenblick fiir uns noch nicht klar; wir betrachten deshalb im Folgenden
Sinus und Kosinus als Funktionen von x statt Funktionen von .

Definition 13.2. Fiir x € R definiere
cos: R — R, x> Re(e?), (Kosinus)

sowie ‘
sin: R — R, z~ Im(e”). (Sinus)

Bemerkung 13.3. Per Definition gilt
= Re(e™) + iIm(e'”) = cos(x) + isin(z)

sowie _ . .
cos?(z) + sin®(z) = Re(e™)? + Im(e)? = ‘e””‘ =1.

Satz 13.4. Die Funktionen cos und sin sind stetig.

Beweis. Die Funktionen exp: C - C,Re:C >R, Im:C —-Rund f:R—=C, z — iz
sind stetig, also auch cos = Reoexpof und sin = Imoexpof. [

Satz 13.5. Fiir alle z,y € R gilt:

(i) cos(—x) = cos(z).
(ii) sin(—z) = —sin(z).
) cos(
)

COS

(iii) cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y). (Additionstheorem des Kosinus)
(iv
Beweis. (i) Es gilt

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y). (Additionstheorem des Sinus)

cos(—z) = Re(e™) = Re(e") = Re(ei*) = Re(e'*) = cos(z).
(ii) Analog zu (i).
(iii) Es gilt
cos(z 4 y) = Re(e!@) = Re(e'® - €!¥) = Re(el) - Re(e) — Im(e'®) - Im(e'¥)
= cos(z) - cos(y) — sin(x) - sin(y).
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(iv) Analog zu (iii). O
Satz 13.6. Fiir alle x € R gilt

0 2n 2 4 6

nt T T T
cos(x) = Z(—l) @)l 1- TR i +...
n=0
d
. oo 2n+1 3 5 T

. n T . - r T
sin(z) = > (1) C R TR TR

n=0
Die Reihen konvergieren absolut fiir jedes x € R.

Beweis. Es gilt

; )n %2 SL’S 374 375 513'6 33’7

i(m 1+ +— i
= = v — o i g — i
2l ST TR I TR T

also entsprechen obige Reihen gerade Re(e'”) = cos(z) (fiir die geraden Exponenten von
r) und Im(e™®) = sin(z) (fiir die ungeraden Exponenten von z). O

Satz 13.7. Fiir alle z € R und alle N € N gilt

Y z2k N L2k
cos(z) = Z(—l)k@k), + ronto(z) und  sin(x) = Z 2k: 2+ + roni3(x),
k=0 ' k=0
wobei
‘$’2N+2
[ranya(z)] < N T2 falls |z| <2N 43
und
o

[ran+s(z)] < 2N 3 falls [z| < 2N +4.

Bewets. Sei

22k
ay = fir alle £k €N,
FT@N+3) - 2N +2(k+1))
dann gilt
N
roni2(x) = cos(x Z
k=0
o0 2%
= > (Vg
Nl (2k)!
Ny TV
=(—1 — (1 — — .
<1 falls |z|<2N+3
|‘1;‘2N+2 27 . . . .
also |ronya(z)| < GNTI Der Beweis fiir Sinus verlauft analog. O

2TFiir die Abschitzung der Klammer nutzt man aus, dass die Folge (ax)ren streng monoton fallend ist
mit 1 > a;. Wegen 1 —a; > 0 und ax — agy1 > 0 fiir alle £ € N ist der Wert in der Klammer im
Grenzwert positiv, wegen —ay + a1 < 0 fiir alle k£ € N ist der Wert in der Klammer im Grenzwert
nach oben durch 1 beschrankt.
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Abbildung 12: Verlauf der Graphen von cos (blau) und sin (rot) im Intervall [0, 27| ent-
sprechend der Anschauung aus der Schule.

Bemerkung 13.8. Der Graph der Kosinus-Funktion sollte wie in Abbildung 12 verlaufen.
Wir wollen 7 als kleinste positive Nullstelle von cos definieren.

Lemma 13.9. Es gilt:

(i) cos(2) < —41.

(ii) sin(z) > 0 fiir alle z € (0, 2].
(iii) cos ist auf [0, 2] streng monoton fallend.

Beweis. (i) Mit der Restgliedabschitzung gilt

92 2/* 2
cos(2) =1—r+7a(2) = —1+74(2) md |n(2)] <5 =3

also

2 1
cos(2) = —14ry(2) < -1+ 3= "3

(i) Fiur alle z € (0,2] gilt mit der Restgliedabschitzung

wobei

Somit gilt

(iii) Seien x1,x9 € [0,2] mit 21 < z5. Dann gilt mit dem Additionstheorem des Kosinus

Ty + X Ty — X To+ T Ty — T
cos(:rg)—cos(xl):cos( 2 Ly =2 1)—COS< 2 L 1)

2 2 2 2
= —2sin T2t T sin 2~ < 0. O
2 2
=0 =0
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Satz 13.10. Im Intervall [0, 2] hat cos genau eine Nullstelle, wir bezeichnen sie mit 7.

Beweis. Die Funktion cos : [0,2] — R ist stetig. Es gilt cos(0) = 1 und cos(2) < —3, also
existiert mit dem Zwischenwertsatz 10.1 eine Nullstelle in [0, 2]. Da cos auf [0, 2] streng
monoton fallend ist, muss die Nullstelle eindeutig sein. O]

Bemerkung 13.11. Man sieht nun relativ einfach folgende Figenschaften:
(i) Es gilt:

T 0 3 = 37” 2m
cos(z) |1 0 —1 0
sin(z) [0 1 0 =1 0
el? 1 1 -1 —i
(i) Fir alle z € R gilt:
(a) cos(x 4+ 27) = cos(z) und sin(x + 27) = sin(z).
(b) cos(x +m) = —cos(x) und sin(z + ) = —sin(z).

)
(c) cos(z+ %) =—sin(z) und sin(z+ %) = cos(z).
(iii) Die Menge der Nullstellen von Kosinus ist
{x€R|cos(x):0}:g+7TZ:{g+k7r|kEZ},
die Menge der Nullstellen des Sinus ist
{r eR |sin(x) =0} =aZ={kn | k € Z}.

(iv) Fiir € R gilt e® = 1 genau dann, wenn z ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist,
also wenn x € 277Z.

(v) Kosinus ist auf dem ganzen Intervall [0, 7] streng monoton fallend und stetig mit

cos([0, 7]) = [—1, 1], also existiert die stetige und streng monoton fallende Umkehr-
abbildung
arccos : [—1,1] — [0, 7]. (Arkuskosinus)
(vi) Sinus ist auf dem ganzen Intervall [—g, g] streng monoton wachsend und stetig
mit sin ([—%, g}) = [—1, 1], also existiert die stetige und streng monoton wachsende
Umkehrfunktion o
arcsin : [—1,1] — [—5, 5} . (Arkussinus)

(vii) Die Abbildung .
f:00,2r) = {z€C:|z|=1}, x+—e”

Y

ist bijektiv.?®

28Die Injektivitit folgt aus (iv). Hat man z := z + iy auf dem Einheitskreis mit 2,y € R gegeben, so
gilt 1 = 2% + 32 und insbesondere |z| < 1. Fiir z = 1 gilt z = 1 = f(0), fiir € [-1,1) gilt mit
a := arccos(x) € [0,7) nun 1 = sin®(a) + cos?(a) = sin?(a) + 22, also |sin(a)| = V1 —22 = |y|.

Definiert man nun
{ a, falls sin(a) =y,
p =

—a, falls sin(a) = —y,

so erhiilt man f(p) = e¥ = cos(p) + isin(p) = x + iy und somit die Surjektivitit von f.
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Abbildung 13: Graphen von arccos (blau) und arcsin (rot).

Satz 13.12 (Polarzerlegung). Jede komplexe Zahl z # 0 besitzt eine eindeutig bestimmte
Darstellung der Form

z=re’  wobei re€(0,00) und @€ ][0,2n).

Wir nennen arg(z) := 6 den Winkel oder das Argument von z.

Beweis. Wegen z # 0 gilt auch r := [z| # 0. Dann gilt z = rw mit w := 2, also

r

jw] =

Da z +— ¢ das Intervall [0, 27) bijektiv auf den Einheitskreis {w € C : |w| = 1} abbildet,

existiert ein eindeutig bestimmtes 6 € [0,27) mit w = e, also z = re'’. O

Bemerkung 13.13. Sind z; = re'" und 2z, = 75¢% zwei komplexe Zahlen mit 71,7y €
(0,00) und 64,6, € [0,27), so gilt
21 - 29 = (11 - 1)l O1702)

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen entspricht also der Multiplikation ihrer Be-
trage und der Addition ihrer Winkel. Damit arg(z; - zo) wieder in [0, 27) liegt, gilt

arg(z: - 72) = arg(z1) + arg(zz), falls arg(z;) + arg(z) < 2,
b arg(z) + arg(ze) — 2w, falls arg(z;) + arg(zy) > 2.

Korollar 13.14. Sei n € N. Es gibt genau n verschiedene komplexe Losungen der Glei-
chung w™ = 1. Diese heifsen n-te Finheitswurzeln und sind gegeben durch

wy, = 2™ fir k€ {0,1,...,n—1}.
Beweis. Fiir alle k € {0,1,...,n— 1} gilt
wl’rcz — <ei27r%> — e127rk — 17

81



Im

Abbildung 14: Graphische Darstellung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen z und
w. In diesem Beispiel liegen z und w auferhalb des (grauen) Einheitskrei-
ses, also gilt |z - w| > max {|z|, |wl|}.

Im
wy = wi
Wy = w?
2
5 \
[4
wy = wi

Abbildung 15: Darstellung der fiinften Einheitswurzeln am Einheitskreis.

da 27k € 2nZ, also sind die wy, schon n verschiedene komplexe Losungen der Gleichung
w" =14

Sei nun w € C mit w™ = 1 gegeben. Dann gilt

w]” = |w"| = [1] =1,

also |w| = 1. Dann gibt es ein € [0,27) mit w = . Wegen 1 = w" = e muss nf ein

ganzzahliges Vielfaches von 27 sein, also gibt es ein k € Z mit

nf = 27k und somit = 27—.
n

Wegen 6 € [0,27) folgt k € {0,1,...,n— 1}, also w = wy. O

29Da, C ein Kérper ist, kénnte man hier mit etwas mehr algebraischem Wissen direkt schliefen, dass dies
die einzigen Losungen sein miissen, da eine polynomielle Gleichung vom Grad n mit Koeffizienten in
einem Korper K hochstens n Losungen in K haben kann.
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14. Differentiation

Bemerkung 14.1. Die Ableitung f’(x¢) einer Funktion f : D — R im Punkt zy € D
sollte die Steigung der Tangente im Punkt (xg, f(z¢)) am Graphen von f sein. Fir x > x
hat die Sekante durch die beiden Punkte (z¢, f(zo)) und (x, f(z)) die Steigung %ﬁgx“)

Die Tangente ergibt sich durch den Grenzwert x — xy und ist dann gegeben durch die
Funktion

x = f(xo) + f'(20)(x — x0).

Dies ist die beste lineare Approximation der Funktion f in der Nahe vom Punkt xg.

Die Grundlage fiir die Differentialrechnung liegt in der Begriindung der Infinitesimal-
rechnung durch Leibniz (ausgehend vom Tangentenproblem) und Newton (ausgehend von
klassischer Mechanik: Momentangeschwindigkeit und -beschleunigung) um 1680. Die heu-
tige rigorose Strenge durch die Theorie der Grenzwerte entstand im 19. Jahrhundert und
geht zuriick auf Cauchy und Weierstraf.

Definition 14.2. Sei f : D — R eine Funktion mit D C R. Wir nennen f im Punkt
xg € D differenzierbar, falls der Grenzwert

f(x) — f(xo) f(xo +h) — f(xo)

fl(xo) == lim ——F———== lim
weD\aey T 0 o+he D\ {0} h

existiert.”’ Der Grenzwert f’(zo) heikt Differentialquotient oder Ableitung von f im Punkt
xo. Weiterhin heilst f differenzierbar, falls f in jedem Punkt von D differenzierbar ist. Wir
schreiben auch

df

a z=zo - f,<x0)'
Beispiel 14.3. (1) Fiir die konstante Funktion f : R — R, = — ¢ mit ¢ € R gilt fiir

alle zop € R und alle x € R\ {z¢}

f(l‘)—f(l‘o): c—c¢ -0 T—T0 07
T — Ig r — Tg

also ist f in allen Punkten xy € R differenzierbar mit f’(zy) = 0.

(2) Fir die Identitdt idg : R — R, x + x gilt fiir alle 2o € R und alle x € R\ {z¢}

ldR(ZL’) — ldR(ﬁo) T =Ty 1 T—T0
r — g r — T

L,

also ist idg in allen Punkten zy € R differenzierbar mit idy(z0) = 1.

(3) Fiir f: R — R, x+ 22 gilt fiir alle 7o € R und alle z € R\ {zo}

f@) = flzo) _ x? — g _ (@ —xo)(x + x0) N N
T — 2o r — X r — X

also ist f in allen Punkten zy € R differenzierbar mit f’(z) = 2xo.

30Wir setzen dabei dhnlich wie in Definition 9.6 voraus, dass es mindestens eine Folge (x,,)nen in D\ {xo}
mit z, —— 2 gibt; typischerweise gilt sogar (xg —&,20 +¢) C D fiir ein € > 0. Mittels h = z — x¢
kann man zwischen den beiden Darstellungen wechseln.
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(4) Die Betragsfunktion |-| : R — R, x + |z| ist in 0 stetig, aber nicht differenzierbar,
denn fiir alle x # 0 gilt

| = 0] |e| { 1, falls z >0,

x—0 x —1, falls x <0.
Somit existiert der Grenzwert 1imm;>0 % nicht.
x#£0

Satz 14.4. Sei f : D — R eine Funktion mit D C R und xy € D. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(1) Die Funktion f ist differenzierbar in z.
(2) Es gibt ein ¢ € R und eine Funktion o : {h € R | 2o+ h € D} — R mit

]llir% # =0, sodass f(zo+h)= f(zo)+ch+o(h) firalle x¢+h € D.
I0+h6_5\{500}

(3) Es gibt eine Funktion n: D — R, die in x, stetig ist, so dass
f(x) = f(xo) +n(x) - (x —x0) firalle ze€ D.
Wenn diese dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, gilt f'(z¢) = ¢ = n(xo).
Beweis. (1)=(2): Setze ¢ := f'(xo) und
a(h) == (f(xo +h) — f(z0)) — f'(wo)h,
dann gilt

7 J W Z T o) 22 () — f(ae) = 0.

(2)=-(3): Setze

c—l—%, falls = # xo,
n(x) = °
c, falls © = x.

Sei x € D. Fiir x = x( ist nichts zu zeigen, fiir x # z¢ gilt mit h := z —

f(zo) +n(x) - (v —20) = f20) + - (T — 20) + 0(T — T0)
= f(wo) +ch+a(h) = f(xo + h) = f(2).

Schliefslich ist ) in xy stetig, da

i )=t (e 2= g (0 ) -y,

T—T0 T—T0 T — 2o h—0

(3)=(1): Sei f(x) = f(xo) +n(zx) - (xr — xo) fiir alle x € D, dann gilt

xT) — X T—T0
f() f( 0): () - n(qjo)’
r — X9
also ist f in xg differenzierbar (mit Ableitung f'(zq) = n(xg)). O
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Satz 14.5. Seien f,g : D — R mit D C R in xy € D differenzierbar. Dann sind auch
f+g, \f (fir alle A € R) und f - g in z differenzierbar und es gilt:

(1) (f +9)(xo) = f'(wo) + ¢ (o).
(il) (Af)(w0) = A~ f'(x0).
(iii) (f-9)'(xo) = f'(wo) - g(z0) + f(20) - g'(0). (Produktregel)

Beweis. Teile (i) und (ii) folgen direkt aus der Definition der Differenzierbarkeit unter
Verwendung der Grenzwertséatze. Zum Beweis der Produktregel iberpriifen wir Bedingung
(3) von Satz 14.4: Da f und g in x, differenzierbar sind, existieren in xz( stetige Funktionen
n,p: D — R, so dass

f(z) = f(xg) +n(x) - (x — o) sowie g(x)=g(xo)+ p(z)- (xr —x¢) firalle xe€ D.

Aufserdem gilt f'(z¢) = n(xo) und ¢'(xo) = p(z0). Es folgt

(f-9)(x) = (f - 9)(xo) = f(x)g(x) — f(20)g(x0)
= f(x)g(x) — f(zo)g(x) + f(x0)g(x) — f(20)g(0)
= (f(z) = f(w0))g(x) + f(zo)(9(z) — g(z0))

Als Komposition in g stetiger Funktionen ist auch ((x) := n(z)g(x) + f(xo)p(x) in xg
stetig, also ist f - g in xg differenzierbar mit

(f - 9)'(x0) = ((w0) = n(w0)g(x0) + f(0)p(x0) = f'(w0)g(0) + f(20)g (w0)- O

Korollar 14.6. (a) Sein € Nund f: R - R, z + 2". Dann ist f in jedem z € R
differenzierbar und es gilt f'(x) = nz"'.

(b) Jede Polynomfunktion

n
f:R—=R, xHZakxk:anx”+an_1x”_1+...+a1:17—|—a0
k=0

mit n € N und a; € R ist differenzierbar. Fiir alle x € R gilt

3
—

f(z) = (k+ Dagpi2” = Z kapz"™' = na 2™ + (n — Dap_12" 2+ ..+ ay.
0 k=1

e
Il

Beweis. (a) Folgt per vollstandiger Induktion nach n:

(IA) Fiir n = 1 folgt die Aussage iiber die Differenzierbarkeit der Identitdt aus
Beispiel 14.3.

(IV) Fiir ein beliebiges, aber festes n € N gelte (z")" = na™L.
(IS) Mit der Produktregel gilt

(2" = (- 2™) = (z) - 2" + 2 - (2" VY e b p et = (n+1)x™.
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(b) Folgt aus (a) mit den iibrigen Regeln aus Satz 14.5. O

Bemerkung 14.7. Ist eine Funktion f : D — R in 2 € D differenzierbar, so ist sie in x
auch stetig. Dies folgt etwa direkt aus (3) in Satz 14.4.

Satz 14.8 (Kettenregel). Seien D, E C Rund f: E — Rsowie g : D — Rmit g(D) C E.
Sei weiterhin g in zy € D differenzierbar und f in g(xo) € E differenzierbar. Dann ist
auch fog: D — R in x( differenzierbar und es gilt

(fog)(x0) = f'(9(z0)) - ¢'(x0)-

Beweis. Da g in xq differenzierbar ist, existiert laut Satz 14.4 eine in z( stetige Funktion
n:D — R mit ¢'(xg) = n(zp) und

g(x) — g(zo) = (x — xo)n(x) firalle x € D.

Weiterhin ist f in yo := g(x) differenzierbar, also existiert erneut laut Satz 14.4 eine in
Yo stetige Funktion p : E — R mit f'(yo) = p(yo) und

f(y) = f(yo) = (y —wo)p(y) fiiralle y € E.
Es gilt
(fog)(x) = (fog)(zo) = f(g(x)) — f(g(z0))
= (9(z) — g(x0)) p(g(2))
= (z — mo)n(z)p(g(z)) fir alle z € D.

Da ((z) := n(z)p(g(x)) als Produkt und Komposition in z stetiger Funktionen wiederum
in z( stetig ist, ist f o g in z differenzierbar nach Satz 14.4 und es gilt

(fo 9)/(370) = ((z0) = 77(%)/)(9(%)) = QI(JJO)f/ (Q(IO))- L

Korollar 14.9 (Quotientenregel). Sei D C R und f,¢g : D — R mit g(x) # 0 fiir alle
x € D. Wenn f und g in xy € D differenzierbar sind, dann ist auch § in x( differenzierbar

und es gilt /
(2) o =200,

Beweis. Wir fihren den Beweis in drei Schritten:

eige zundchst, dass h : — R, y+— = in jedem y, € ifferenzierbar
1) Zei hst, dass h: R\ {0 R i"d R\ {0} diffi ierb

ist: Es gilt
L1 yw—y -1 .
hy) — h(yy) = - — — = =(y—1yo) r— firalle yeR\{0}.
) (%0) ¥y Yo YYo ( )yyo 0}
Da n(y) := —ﬁ in g, stetig ist, ist h in yy differenzierbar und es gilt
, 1
R (yo) = n(yo) = -
Yo

(2) Mit der Kettenregel gilt fiir é =hog

G) (w0) = (ho g)'(wo) = ' (g(x0)) - 9/ (20) = —
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(3) Mit der Produktregel gilt fiir 5 =f-

(2) = (r2) = () )+ sta0) (2 o

Beispiel 14.10. Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar.

Satz 14.11. Die Funktionen exp, sin, cos : R — R sind differenzierbar und fiir alle x € R
gilt:

(i) exp/(x) = exp(x).
(ii) sin’(z) = cos(z).
(iii) cos'(z) = —sin(z).

Beweis. i) Wir zeigen zunéchst, dass exp/(0) = 1 = exp(0): Laut Satz 7.3 gilt (fiir

N=1)
|$’2 2 L. 3
lexp(z) — (1 + )| < 27 = |z|® firalle |z < 2’
also . | 5
expl) =1 1| = exp(e) = (1 + )] < |z| furalle |z| < -.
x || 2
Insbesondere gilt wegen |z| 2% 0 mit dem Quetschlemma
lim exp(z) — exp(0) ~ im exp(z) — 1 _1
w0 oL B
also exp’(0) = 1.
Fiir beliebiges x € R gilt nun
h) — h)—1
exp(r + })L exp(z) = exp(z) - % fir alle h e R\ {0},
—_———
h—0 1
also ( n) ()
. exp(x +h) —exp(xr)
i 3 = exp(z)
h#0

und damit exp’(z) = exp(z).

(ii) Man iiberzeugt sich leicht, dass obige Abschétzung auch fiir komplexe Zahlen gilt,
man also fiir beliebiges z, k € C hat

o exp(z + k) — exp(z)

k—0
k#0

= exp(2).
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Insbesondere bekommen wir dann fiir z = iz und k£ = ih mit z, h € R die Aussage

o &P (i(z + h)) — exp(iz)

h—0 ih = oxpiz)
h#0

oder
_exp(i(z +h)) —exp(iz) . ,
lim = iexp(ix)
h—0 h

h+£0
Da das Bilden des Imaginérteiles eine stetige Funktion ist, liefert dies dann

sin(x 4+ h) — sin(x)

sin’(z) = lim

h—0 h
h£0
i Im(ei(x+h)) _ Im(eix)
h—0
h£0
ei(:):Jrh) — elT ) )
=Im | im ——— | =Im(ie") = Re(e'*) = cos(x),

h—0 h
h+£0
und analog fiir den Kosinus durch Bilden des Realteiles.

(iii) Alternativ kann man die Ableitungen von Sinus und Kosinus auch folgendermafen
erhalten: Mit den Additionstheoremen gilt

sin(x + h) — sin(z) _ sin(z) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)
h h
cos(h) — 1 sin(h)
h h

fir alle x € R und alle h # 0. Fiir |h| < 3 gilt mit den Restgliedabschitzungen

+ cos(z) -

= sin(z) -

cos(h) — 1 [ro(h)| ]h|2 1. hso
| = T < gy = g S
sowie 5
sin(h) sin(h) —h| |rs(h)| _ |h| 1, 9 hs0
1| = - < 220 g
h ‘ h |h|  — 6]A] 6’ | ’
also
: o 1 :
sin(x + h})L sin(z) _ sin(z) - COS(};B + cos(z) - sm}ih)

LimaN sin(z) - 0 + cos(x) - 1 = cos(z).

Analog folgt
cos(z + h) —cos(z)  cos(x)cos(h) — sin(zx) sin(h) — cos(z)

h h .
= cos(z) - % — sin(z) - Sln}ih)
=0, cos(x) - 0 — sin(z) - 1 = —sin(x). -
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Bemerkung 14.12. Formal sieht man exp’ = exp auch durch die Reihendarstellung;:

X n ! 0 n\/ o0 n—1 o n—1 X .n
()= (357 ) £ 3O 33 S ot

Allerdings ist zum jetzigen Zeitpunkt noch unklar, ob man die unendliche Summation
mit der Differentiation vertauschen darf. Darauf kommen wir spéter in Beispiel 17.16 im
Rahmen von Taylor-Reihen zuriick.

Satz 14.13. Seien D, C R und f : D — E eine bijektive stetige Funktion mit Um-
kehrfunktion g := f~!. Wenn f in zy € D differenzierbar ist und f’(zg) # 0 gilt, so ist g
in f(zo) differenzierbar und es gilt
gl(f(iﬂo)) = S 3
(o)
Beweis. Setze yy := f(xp), dann gilt g(yo) = x¢. Da f in z( differenzierbar ist, existiert
eine in zg stetige Funktion n : D — R mit f'(z) = n(zo) und

f(z) = f(xg) = (x — zo)n(z) fiir alle z € D.
Fiir alle x € D\ {zo} gilt dann n(z) # 0, da sonst
f(@) = f(zo) = (x = wo)n(2) =0,

also f(z) = f(zo) und aufgrund der Injektivitdt von f der Widerspruch x = z, folgen
wiirde. Mit y := f(z) € E'\ {yo} gilt dann

B o 9() — 9(wo)
9(y) — 9(yo) = (¥ — wo) Fla)) — f9(w0))
o 9(y) — 9(¥o)
= =) (9(») = 9(v0))n(9(v))
1

=) n(g(y))

Als Umkehrfunktion einer stetigen Funktion ist g selbst stetig. Nach Voraussetzung ist n
in zo stetig, also ist auch y — 1(g(y)) und damit y — ——— in yo = f(zo) stetig. Somit

. . . . . n(9(y))
ist g in yo differenzierbar und es gilt

1 1 1
gl(yo) =

n(gwe))  n(xo)  ['(wo)

Beispiel 14.14. Die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) ist bijektiv und iiberall
differenzierbar. Also ist auch der natiirliche Logarithmus In : (0,00) — R iiberall diffe-
renzierbar und es gilt

]

1 1

exp’(zo) B exp(xo)

In’ (exp(azo)) = fir alle z € R,

31Die Formel fiir die Ableitung folgt aus der Kettenregel: Wegen g o f = idp gilt
1 =idp(zo) = (g0 f)(z0) = gl(f(xo)) - f' (o).

Dazu brauchen wir aber, dass g in f(z¢) differenzierbar ist. Dies konnen wir aber nicht benutzen, da
dies nicht Teil der Voraussetzung, sondern Teil der Behauptung ist.
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also (mittels der Transformation zy := In(z)) auch

1
In'(z) == fiiralle z € (0,00).
T

Notation 14.15. (i) Wenn f: D — R auf ganz D C R differenzierbar ist, so ist
D—R, z— f'(z)

eine wohldefinierte Funktion, die wir auch mit f’ bezeichnen und (erste) Ableitung
von f nennen.

(ii) Wenn f” wieder differenzierbar ist, so erhélt man die zweite Ableitung
ff=0):D=R, a— f'(z)=(f)(z)
und nennt [ zweimal differenzierbar.

(iii) Induktiv erhilt man fiir k& € Ny die k-te Ableitung f*) : D — R mittels f© = f
und f®) = (fE=DY fiir k € N, falls f(*=1) differenzierbar ist. Entsprechend nennt
man f dann k-mal differenzierbar.

(iv) Schlieklich heifst f k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar ist und
%) stetig ist.

Beispiel 14.16. (i) Es gilt exp™ = exp fiir alle n € N.
(ii) Sei f:R — R, x — 22 + 5z + 1. Fiir alle z € R gilt
fH(x) = f(x) =62 +5, fH)=12¢ und fO(z)=12.

Alle noch hoheren Ableitungen von f sind die Nullfunktion.
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15. Lokale Extrema und Mittelwertsatz

Konvention. In diesem Kapitel seien stets a,b € R mit a < b.
Definition 15.1. Sei f : D — R eine Funktion mit D C R.

(1) Die Funktion f hat in z¢ € D ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), falls

Je>0VzeDN(xo—e,x0+¢): [flzo) > flz) (bzw. f(zo) < f(2)).

(2) Die Funktion f hat in zg € D ein globales Mazimum (bzw. globales Minimum), falls
VeeD: f(xo) > f(x) (baw. f(zo) < f(x)).

(3) Ein Ezxtremum ist ein Minimum oder ein Maximum.

(4) Der Punkt xy € D, an dem ein Extremum angenommen wird, heift auch Extrem-
stelle.

Satz 15.2. Sei f : (a,b) — R. Wenn f in zy € (a,b) ein lokales Extremum besitzt und in
zo differenzierbar ist, so folgt f'(x¢) = 0.

Beweis. Wenn f in z( ein lokales Maximum hat, gibt es ein Intervall (¢,d) C (a,b) mit
zo € (¢,d) und f(zo) > f(x) fiir alle x € (¢,d). Da f in zy differenzierbar ist, gilt

o) = tim L LG oy S@ = o) g S = S (0)

T—T0 — T—T0 J— T—T0 .
TH#T0 x Lo z€(c,z0) x Lo z€(z0,d) X Lo

e Fiir alle z € (¢,z0) gilt * — x9 < 0 und f(z) — f(zo) < 0, also %ﬁsm > 0 und
damit auch

Flog) = Gim LW =F@0) o
ve(omy T 0

e Firalle x € (z¢,d) gilt —x > 0 und weiterhin f(z)— f(zo) < 0, also %ﬁo@w <0
und damit auch
f(z) — f(zo)

f'(xo) = lim <0.
R
Also muss f'(xg) = 0 gelten. Die Aussage fiir Minima folgt analog. O

Bemerkung 15.3. (1) Die Bedingung f’(z) = 0 ist zwar notwendig fiir die Existenz
eines lokalen Extremums in x, aber nicht hinreichend: So hat etwa die Funktion
f:(-=1,1) 5 R, x =~ 2® in z = 0 kein lokales Extremum, obwohl f'(0) = 0 gilt.

(2) Ebenso gilt obiger Satz nicht fiir Randpunkte des Definitionsbereiches: So hat et-
wa die (streng monoton wachsende) Funktion id : [0,1] — R, = — =z ein lokales
Maximum in z = 1, obwohl id'(1) = 1 # 0 gilt.

(3) Offensichtlich kann obiger Satz keine Aussage iiber Punkte machen, an denen f
nicht differenzierbar ist: So hat etwa die Funktion f: R — R, z+ |z| in 2 = 0 ein
(globales) Minimum, obwohl f/(0) nicht existiert.
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Satz 15.4 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Falls
f(a) = f(b), so existiert ein £ € (a,b) mit f/'(§) = 0.

Beweis. Falls f konstant ist, so gilt f/(£) = 0 fiir alle £ € (a,b).

Sei also f nicht konstant, dann gibt es ein y € (a,b) mit f(y) # f(a). Wir betrachten
hier nur den Fall f(y) > f(a) (andernfalls ersetzt man f durch —f). Laut dem Satz von
Minimum und Maximum 10.6 nimmt die Funktion f auf [a, b] ihr Maximum an, also gibt
es ein £ € [a,b] mit f(&) > f(z) fir alle x € [a, b]. Wegen

f(&) = fly) > fla) = f(b)

muss £ € (a,b) gelten. Da f : (a,b) — R ein lokales Maximum in £ hat, folgt mit Satz 15.2
schon f'(¢) = 0. O

Satz 15.5 (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann
existiert ein £ € (a,b) mit
f() = f(a)

e ===

Beweis. Fiir f(a) = f(b) ist dies der Satz von Rolle; wir werden den Mittelwertsatz darauf
zuriickfiihren. Dazu sei

g:la,b] = R, z— f(x) —m(x—a), wobei m:= W.
Dann ist g stetig und auf (a,b) differenzierbar. Weiterhin gilt
o) = 106) ~ =IO oy = ) = gy - OO 4y ga)

Mit dem Satz von Rolle 15.4 existiert ein & € (a,b) mit ¢'(¢) = 0, also
0=4¢'(§) =f(§)—m
: 0y — JO)—f(a
und somit f'(§) =m = % O

Bemerkung 15.6. Sei f : [a,b] — R stetig. Extremstellen von f kénnen nur an den
folgenden Punkten auftreten:

(i) Punkte z € (a,b), an denen f differenzierbar ist mit f'(z) = 0.
(ii) Randpunkte x = a und = = b.
(iii) Punkte = € (a,b), an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 15.7 (Monotoniekriterium). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar.
Falls. ..

e fl(z)>0 streng monoton wachsend.
!

: ;,Eg i 8 fir alle x € (a,b), so ist f auf [a, D] streI;glOrrrll;r:) Orf?afz?iiﬁj

o f(x) ; 0 monoton fallend.
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Beweis. Sei f'(x) > 0 fir alle z € (a,b). Fiir alle 2,y € [a,b] mit x < y existiert laut dem
Mittelwertsatz 15.5 ein £ € (x,y) mit

fy) — f(x)

et SR

also (wegen y — x > 0) auch f(y) — f(z) > 0 und somit f(y) > f(z), also ist f auf [a, b]
streng monoton wachsend.
Die anderen Féllen werden analog bewiesen. O]

Bemerkung 15.8. Falls f in der Situation von Satz 15.7 auf (a,b) monoton wachsend
(bzw. fallend) ist, gilt auch f’(z) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fiir alle z € (a,b).

Aus strenger Monotonie folgt allerdings im Allgemeinen nicht die strikte Ungleichheit
fiir die Ableitung: Die Funktion f : R — R, x + 2? ist streng monoton wachsend, aber
es gilt trotzdem f’(0) = 0.

Beispiel 15.9. Wir untersuchen das Verhalten der Funktion

f:(0,00) 5 R, x> 27 =exp (iln(m)) .

Es gilt

= exp iln(x) % (1 —1In(x))
—_— =~

Wegen (1 — ln(:r))/ = —1 <0 fiir alle z € (0,00) gilt

>0, fallsx € (0,e),
1 —In(zx){ =0, fallsz=e,
<0, fallsz € (e,00),

und damit auch
>0, fallsz € (0,e),

f'(x){ =0, fallsz=e,
<0, fallsz € (e, 00).
Insbesondere ist f fiir z > e nach dem Monotoniekriterium 15.7 streng monoton fallend.??
Somit ist die Folge (a,)neny mit a, := f(n) = nn = {/n ab n > 3 > e streng monoton
fallend. Wegen lim,, o, /n = 1 muss dann auch lim, ., rr =1 gelten.

32Gtreng genommen betrachtet man wieder die Einschrinkung von f auf Intervalle der Form [e, n] mit
n € Nund n > 3, wendet dort das Monotoniekriterium an und nutzt [e, 00) = U, en (1,23 [6: 7

93



Satz 15.10. Sei f : (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar. Weiterhin sei zy € (a,b)

(a) Falls f”(zo) <0, so hat f in zo ein lokales Maximum.
(b) Falls f”(x) > 0, so hat f in x, ein lokales Minimum.

(Fir f"(x¢) = 0 ist keine Aussage moglich, dafiir muss man (falls moglich) hohere Ablei-
tungen betrachten.)

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die zweite folgt analog: Nach Voraussetzung
ist f” stetig und f”(zg) < 0, also existiert ein € > 0, so dass [zg — &, 29 + €] C (a,b) und
f"(x) < 0 fiir alle z € (xg — &,x¢ + €). Laut Monotoniekriterium 15.7 (angewendet auf
[xg — €, 29 + €]) ist [’ streng monoton fallend auf (zg — €, 29 + ). Wegen f'(z) = 0 folgt

() >0, fallsx € (xg—e,x0),
<0, falls x € (xg, 20+ €).

Wiederum nach Satz 15.7 ist f auf (zg—e, xo) streng monoton wachsend und auf (z, xo+¢)
streng monoton fallend, also muss f in z( ein lokales Maximum haben. O]

Satz 15.11. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Falls f'(z) = 0 fiir alle € (a,b), so ist f
konstant.

Beweis. Seien x,y € (a,b) mit z < y, dann ist f auf [z, y] stetig. Laut Mittelwertsatz 15.5
existiert ein £ € (x,y) mit

also gilt f(x) = f(y). O

Satz 15.12. Sei a € R und f : R — R differenzierbar mit f'(x) = af(z) fiur alle z € R.
Dann existiert ein C' € R mit f(z) = Ce fiir alle z € R.

Beweis. Betrachte
g:R=>R, z+ f(x) e .

Fiir alle x € R gilt mit der Produktregel
g(@) = @) + f(2) - (—ae™) =0,
also ist g laut Satz 15.11 konstant. Somit gibt es ein C' € R mit
C=yg(x)=f(z)-e* firalle zeR,

also f(x) = Ce™ fiir alle x € R. O
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Satz 15.13 (Regel von I'Hospital®®). Seien f, g : (a,b) — R differenzierbar mit ¢'(z) # 0
fir alle € (a,b). In jeder der beiden Situationen

(a) lim,\ 4 f(z) = 0 und lim,~, g(z) = 0 sowie
(b) lim,\, f(x) = oo und lim,\, g(x) = 00
f'(@)

gilt: Falls lim existiert, so gilt

wNa g'(z)
i 7@ (@)

11m ——- = l1In .
z\a g(.I) \@a g/(x)

Entsprechendes gilt fiir die Grenzwerte x b, © — —o0 und z — o0.

Beweis. (a) Setze f und g zu stetigen Funktionen auf [a, b) fort durch f(a) := g(a) := 0.
Wegen ¢'(z) # 0 fiir alle = € (a,b) gilt auch g(x) # 0 fiir alle z € (a, b).** Fiir festes
z € (a,b) setze

F:la,b) = R, tHf(t)—g(t)%.
Dann ist F stetig auf [a, z] und differenzierbar auf (a,x). Weiterhin gilt
—a—a~@: un m:x—x@:
o) = 0 = g0 55 =0 P = 0) —olor

mit dem Satz von Rolle 15.4 existiert also ein &, € (a, z) mit

0= F/(gm) = fl(gz) - gl(§x>%7

also

flz) _ ['(&)

g(z)  ¢(&)
Sei nun (x,),en eine Folge mit x, N\, a. Wegen a < &, < z, folgt &, \, a. Somit

gilt
flan) o () f'(x)

lim = lim = lim .
n—oo g(w,)  nooo ¢'(&,)  @Na g'()

(b) Ahnlich.
Zum Abschluss fiihren wir noch den Beweis fiir den Fall x — oo auf den Fall x \, 0
zuriick: Es gilt

Do) e
i) . <_y%) w00 g'(x)

33 Auch Regel von I’Hopital geschrieben, in jedem Fall aber wie “Lopital” ausgesprochen. Urspriinglich
bewiesen von Johann I Bernoulli.

34Wenn es ein = € (a,b) mit g(z) = 0 giibe, so kénnte man den Satz von Rolle 15.4 auf dem Intervall
[a, z] anwenden und wiirde ein £ € (a,x) C (a,b) erhalten mit f/(£) = 0.
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Beispiel 15.14. (1) Was ist lim 181n(x) ? Es gilt

z—0 ] — e2%
sin(0) =0 =1—¢e*?,

sin’ = cos und (1 — e*)" = —2e?* £ 0 fiir alle z € R. Mit der Regel von I'Hospital
(angewendet auf (0, 1) fir  \, 0 und (—1,0) fiir x " 0) folgt

' 1 1
lim M = lim cos(2) = = __
-0 1 — e2% 0 —p2T —-2.1 2
da x — 'i°§§§3 in z = 0 stetig ist.*

1
(2) Was ist lim n(x) fir beliebiges a > 0 (vgl. Satz 11.8)?7 Es gilt

r—oo0 ¢

T—r00

In(z) == 00 und z® 5 o
sowie (z%) = az®! # 0 fiir alle z € (0, 00). Weiterhin gilt

(ln(x))/ _ % ol e
(l’a)/ - Oll'a_l - ar®

also mit der Regel von I'Hospital auch

In(x) _

35Streng genommen miissten wir hier entweder den punktierten Grenzwert x — 0 mit = # 0 betrachten
oder die Funktion _
sin(z)

zunédchst durch f(0) := f% stetig fortsetzen, damit der unpunktierte Grenzwert existiert (wobei wir
im Vorhinein natiirlich nicht wissen, welcher Wert an der Stelle 0 gebraucht wird). Um Schreibarbeit
zu sparen unterdriicken wir dieses Detail.

96



16. Integration

Konvention. In diesem Kapitel seien stets a,b € R mit a < b.

Bemerkung 16.1. Die urspriingliche Motivation der Integration ist die Berechnung von
Flacheninhalten von allgemeinen Flachen. Dabei ist die grundlegende Idee, komplizierte
Flachen durch (mehrere) “einfache” Flachen zu approximieren und dann den Grenzwert
zu bilden. Spezialfille sind bereits aus der Antike tiberliefert (Archimedes ca. 250 v.Chr.),
eine systematische Theorie entwickelte sich erst mit Leibniz und Newton (ca. 1680).

Fiir eine Funktion f betrachten wir die Flédche, die zwischen zwei Werten a und b
vom Graphen der Funktion und der z-Achse eingeschlossen wird, ihren Inhalt bezeichnen
wir mit dem Integral I = fab f(x)dz. Dabei approximieren wir I durch Rechtecke. Dies
entspricht der Approximation von f durch “Treppenfunktionen”.

Definition 16.2. Eine Unterteilung des Intervalls [a,b] (in n Abschnitte) ist ein Tupel
T = (zg,...,x,) mit zg,...,z, € R, so dass

a=xg <z <...<x, =0

Hierbei heifsen die xy, ..., x, auch Stitzstellen von T
Ist S = (yo,...,Ym) eine weitere Unterteilung von [a,b] mit m Abschnitten, so schrei-
ben wir S U T fiir die eindeutige Unterteilung von [a,b], die xo,...,Zn, Yo, .., Ym als

Stiitzstellen hat (nach Aussortieren von Duplikaten).
Wir schreiben S C T', wenn jede Stiitzstelle von S auch eine Stiitzstelle von T ist.

Beispiel 16.3. Fiir das Intervall [1,4] hat man die Unterteilungen T' = (1,v/2,¢, 3, 7, 4)
und S = (1,2, 3,4) mit

SUT=TUS =(1,v2,2,¢e,3,7,4).
Esgilt SCSUT und T CSUT.

Definition 16.4. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifst Treppenfunktion, wenn es eine
Unterteilung T = (zg,x1,...,2,) von [a,b] und ¢q,...,c, € R gibt, so dass fiir alle

ie{l,...,n}
o(xr) =¢ firalle x € (z;_1,2;).%°

Wir setzen
n

I(T) = ZCZ(CCZ — [L’Z’_1>.

=1

Satz 16.5. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion beziiglich zweier Unterteilungen
T = (zg,...,x,) und S = (Yo, . - ., Ym) mit

p(x) =¢ firalle z e (v;_1,2;) sowie ¢(x)=d; firalle z€ (y;_1,y;).

Dann gilt I(T) = 1(S), also

Zcz Ti— Tj— 1 Zd y] 1
i=1

36Die Werte von ¢ an den Stellen x; kénnen dabei beheblg in R sein.
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Abbildung 16: Graph einer Treppenfunktion mit n = 5 Abschnitten. Der Wert an den
Stiitzstellen wird dabei durch ein Kreuz dargestellt, ein leerer Kreis sym-
bolisiert, dass der Endpunkt der Linie nicht zum Graphen gehort.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass I(T) = I(T) fiir T C T, denn dann folgt automatisch
I(T) = I(SUT) = I(S). Weiterhin reicht es induktiv den Fall T' = T U (a,t,b) fiir ein
t € (a,b) zu betrachten, wobei t keine Stiitzstelle von T ist.

Sei also T' = (to,...,t,), dann gibt es ein k € {1,...,n} mit t;,_; <t < t, also

T = (to, .. to1,t,ty, ... tn).

Es folgt
I(T) = Zci(ti —ti1) + \Ck(t —tyo1) oty —t) = I(T). O
iizlg :Ck(t;:tk—l)

Definition 16.6. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Wir setzen

n

/ o(x)de == I(T) = Z ci(x; —xiq)

=1

fiir eine beliebige Unterteilung 7' = (z, ..., x,) von [a, b], beziiglich welcher ¢ eine Trep-
penfunktion ist.>” Wenn a und b aus dem Kontext klar sind, schreiben wir auch

/sozfabgo(x)dx.

Satz 16.7. Seien ¢, : [a,b] — R Treppenfunktionen und «, 8 € R. Dann sind auch
ap + f1 und |p| Treppenfunktionen und es gilt:

(a) [(ap+BY)=a e+ [

() [ o < [lol-
(¢) Falls ¢ < (im Sinne von p(z) < ¢(z) fiir alle = € [a,b]), so gilt [¢ < [

Insbesondere ist {¢ | ¢ Treppenfunktion auf [a,b]} ein Vektorraum iiber R und

/ : {¢ | ¢ Treppenfunktion auf [a,b]} — R

3TLaut Satz 16.5 hingt der Wert I(T) nicht von der konkreten Wahl von T ab.
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ist eine lineare Abbildung.*®

Beweis. Wenn ¢ eine Treppenfunktion beziiglich einer Unterteilung S und v eine Trep-
penfunktion beziiglich einer Unterteilung 7' ist, so ist ap + i eine Treppenfunktion
beztiglich S U T und |p| eine Treppenfunktion beziiglich S. Die weiteren Aussagen sind
Aussagen iiber endliche Summen; fiir aq,...,a,,b1,...,b, € R gilt

(a) @ iy ai+ B0 b =2 0 (aai + Bby).
(b) 1220y @il < 32 fail-
(c) Falls a; < b; fir alle ¢, so gilt Y7 a; < >0 b O

Definition 16.8. Sei X eine Menge und f : X — R eine beschrankte Funktion. Wir
definieren die Supremumsnorm ||f|| von f mittels

IFI}:= sup {[f ()] : = € X} € [0, 00).
Ist f auf X unbeschrinkt, so schreiben wir auch || f|| = oo.
Bemerkung 16.9. Sei V := {f : X — R | f beschrénkt}.

(1) Es ist leicht nachzurechnen, dass die Supremumsnorm wirklich eine Norm auf V' ist,
das heifst, dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir alle f € V gilt || f|| > 0 mit || f|| = 0 genau dann, wenn f = 0.
(i) Es gilt ||af]] = |a| - ||f|| fiir alle f € V und alle a € R.
(iii) Es gilt die Dreiecksungleichung || f + g|| < [|f[| + [lg| fiir alle f,g € V.

Wir nennen dann V' versehen mit [|-|| einen normierten Vektorraum. Insbesondere
gibt || f — g|| einen sinnvollen “Abstand” zwischen den Funktionen f und g.

(2) Weiterhin gilt [|f - g|| < [[f]| - [lg]| fir alle f,g € V.
(3) Sei e > 0. Explizit bedeutet ||f — g|| < ¢, dass
sup {[f(z) — g(2)| : v € X} <e,
also | f(z) — g(x)| < ¢ fiir alle z € X. Intuitiv liegt ¢ in einem e-“Schlauch” um f.

Satz 16.10. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion, dann gilt

/a b o(z) dz

Beweis. Sei T = (xg,...,x,) eine Unterteilung von [a,b] mit p(z) = ¢; € R fiir alle
x € (z;-1,2;). Dann ist ¢ beschrénkt. Mit ¢; < ||¢|| gilt

/ab o(x)dx

<llell- (= a)

n

Z Ci(xi - CUz‘—l)

=1

n

< el (@ — i)
=1

= [lell - D (i = i)

— gl - (2 — 20)
— el - (b a). =

38Natiirlich ist auch das Produkt von zwei Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion, allerdings
kénnen wir das Integral vom Produkt nicht direkt durch das Produkt der Integrale kontrollieren.
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Satz 16.11. Sei f : [a,b] — R stetig und ¢ > 0. Dann existieren Treppenfunktionen
¢ [a,0] — Rmit o < f <¢pund [[¢ — o < e

Beweis. Da f auf [a, ] stetig ist, folgt aus Satz 10.10 auch die gleichmékige Stetigkeit:
30 >0Ve,y €[a,b]: |r—y|l<d=|f(x)— fly)| <e.

Sei nun durch a = zy < x; < ... < x, = b eine Unterteilung von [a,b] gegeben mit
|z; — x;_1| < ¢ fiir alle 7. Laut Satz 10.6 existieren nun

m; :=min{f(z) | x € [x;_1,2;]} und M, :=max{f(z) |z € [r;_1, x|}
fiir alle 7. Definiere nun

ool SR, 7o m;, falls x € (x;_1, 4],
Y ’ my, falls z=a,

sowie
falls x € (x;_1, x4,

1, fallsz=a.

Dann gilt
o(x) =m; < f(z) < M; =¢(x) furalle x € (x;_1, 2]
und ebenso fiir x = a, also p < f <.
Sei x € (x;_1, x;]. Per Definition der m; und M; gibt es &, n; € [z;_1, ;] mit M; = f(&)
und m; = f(n;). Nach Wahl der Unterteilung gilt |z; — x;_1| < d, also auch [§ — n;| < 0.
Mit der gleichméfigen Stetigkeit folgt

[¥(x) = p(o)| = [M; —mi = [f(&) = f(m)] <e.
Da dies fiir alle ¢ (und analog auch an der Stelle x = a) gilt, folgt ||[v — ¢ < e. O

Definition 16.12. Eine Funktion f : [a,b] — R heifst Regelfunktion, falls es zu jedem
e > 0 eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R gibt mit ||f — ¢|| < e.

Lemma 16.13. Seien f, g : [a,b] — R Regelfunktionen und o € R. Dann sind auch af,
f+gund f-g Regelfunktionen.

Beweis. Sei € > 0.

(i) Fir a =0 ist af die konstante Nullfunktion und damit eine Regelfunktion, sei also
a # 0. Da f eine Regelfunktion ist, gibt es eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R mit
If = ¢l < ;- Dann ist ayp eine Treppenfunktion und es gilt

3

loof — apl| = [l(f = o)l = el - [[f =l < laf- 2

|

(ii) Da f und g Regelfunktionen sind, gibt es Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R mit
|f— ¢l <5 und |[[g —¥|| < 5. Dann ist auch ¢ + ¢ eine Treppenfunktion und es
gilt

[(f+9) =@+l =lf—@)+ @@= ZNf =l + g =2l <e.

39nsbesondere ist dann auch ||f — ¢|| < e und ||f — ¥|| < e.
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(iii) Falls f oder g die Nullfunktion ist, so ist auch f - g die Nullfunktion und somit eine
Regelfunktion, seien also f und g beide nicht die Nullfunktion, dann gilt insbesonde-
re ||g|| > 0. Da f eine Regelfunktion ist, gibt es eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R
mit ||f — ¢| < apg7- Fiir jedes beschrénkte ¢) : [a,b] — R gilt dann

If-9—¢-¥|=If-9—¢-9g+¢-g—¢-]
< |\f = el -llgll + llell - 1lg = .

Falls ||¢]| = 0, so wéhlen wir ¢ z.B. als konstante Funktion und erhalten

If-9=¢- @l <If =l -llgll < gl =5 <e.

2H I

Falls ||¢|| > 0, so gibt es eine Treppenfunktion v : [a,b] — R mit ||g — || <
Dann ist auch ¢ - 9 eine Treppenfunktion und es gilt

1f =g =9l < If =l - gl +llell - Hg — ¢

gl +llell - =e 0
2|| I

2Hsoll

9
= 2]

Bemerkung 16.14. (1) Laut Satz 16.11 ist jede stetige Funktion auf [a,b] auch eine
Regelfunktion.

(2) Eine Funktion f : [a,b] — R heilt stickweise stetig, falls es eine Unterteilung
T = (xg,...,x,) von [a,b] gibt, so dass f auf jedem Intervall (zy,zy. 1) stetig ist
und in jeder Stiitzstelle die einseitigen Grenzwerte in R existieren. Eine solche Funk-
tion lésst sich auf jedem Intervall [xy, xj1] beliebig gut durch eine Treppenfunktion
approximieren. Da man diese Treppenfunktionen an den Stiitzstellen “zusammenkle-
ben” kann, ist auch jede stiickweise stetige Funktion eine Regelfunktion.

(3) Jede monotone Funktion ist eine Regelfunktion.

(4) Jede Regelfunktion f : [a,b] — R ist beschrinkt, also ||f|| < oco: Fiir ¢ = 1 exis-
tiert eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R mit ||f — ¢|| < 1. Da Treppenfunktionen
beschrankt sind, ist [|¢|| < co und somit

Il =1f=e+ell < [[f —ell + llol < oo
—r =
< 0o

Satz 16.15. Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion und (¢, ),en eine Folge von Treppen-
funktionen ¢, : [a,b] — R mit || f — .| 2> 0."° Dann ist die Folge ([ ¢, )nen eine
Cauchy-Folge reeller Zahlen und damit konvergent. Der Grenzwert dieser Folge hingt
nicht von der Wahl der ¢,, ab.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein N € N, so dass

lon = fll < _c fir alle n > N.

2(b—a)

Fiir alle n,m > N gilt dann

€
lon = @mll = llon = F+f = omll < lon — I+ [1f = mll < o,

20—a) <30=a)

40Eine solche Folge existiert nach Definition der Regelfunktionen.
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also

[on= [ on=|[er=0m

Somit ist ( | ¢n)nen eine Cauchy-Folge.

Um die Unabhéngigkeit von der Wahl der ¢,, zu zeigen sei nun (@, ),en eine weitere
n—oo

Folge von Treppenfunktionen mit ||f — ¢, || —— 0. Dann gilt

1 €

(b—a)

6.10
< HSOn - (PmH : (b_a) <

n— o0

16 = @nll < M&n = FIl +11f = nll =0

und somit
~ R 16.10 oo
/Spn_/QOn = /(Qpn_@n) < HSOn_SOTLH'(b_CO — 0,
also
lim | ¢, = lim [ ¢,. [
n—oo n—oo

Definition 16.16. Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Wir definieren

b b
/ f(z)dz := lim [ @,(z)de

n—o0 a

n—oo

fiir eine Folge (¢n)neny von Treppenfunktionen mit || f — ¢, || —— 0.
Satz 16.17. Seien f, g : [a,b] — R Regelfunktionen. Dann gilt:

(a) Fiir alle , 8 € R ist af + B¢ eine Regelfunktion mit

[atss=a 45 [

(b) Aus f < gfolgt [ f< [g.

[ﬂ@m

(d) Fiir alle ¢ € (a,b) ist f eingeschrankt auf [a,c] und f eingeschrankt auf [c,b] eine
Regelfunktion. Es gilt

Kﬂ@mz[ﬂ@m+[ﬂ@m

Beweis. Seien (¢n)neny und (1, )nen Folgen von Treppenfunktionen mit

b
(©) s/Wﬂ@thnﬂww—a»

n—oo

(a) Fiir alle n € Nist ayp,, + S, eine Treppenfunktion mit
[(af + Bg) — (apn + BYu)ll = l[alf —en) + B(g — )l
<lal-|If = enll + 18] - llg — ¢ull —= 0,
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also ist af 4+ B¢ eine Regelfunktion. Weiterhin gilt mit der Linearitéit des Integrals
fiir Treppenfunktionen

/mf+mn=g$/kauwm

o foen )
= a lim /gon+ﬁ lim /@/)n
=@/¢+B/w

(b) Da f < g zu g — f > 0 &quivalent ist reicht es zu zeigen, dass aus g > 0 schon
[ g > 0 folgt. Fiir alle n € N setze =, + |lg — ¥nl|, dann gilt 0 < g < Pt
Weil ¢ eine Treppenfunktion ist, folgt f Pt >0 aus Satz 16.7. Wegen

lg = |l =1lg = vn = llg = eall] < llg = vall + |[llg — ¢nll]] =0
—_—
=llg—vnll
folgt dann

n—oo

/g:lim Uy 2 0.

Die iibrigen Aussagen folgen analog. O

Bemerkung 16.18. Insbesondere ist {f : [a,b] — R | f Regelfunktion} ein normierter
Vektorraum und

/ A{f :[a,b] = R| f Regelfunktion} — R, f+— /bf(:v) dx

ist eine lineare Abbildung. Aus

) dx‘ < ||f]]-(b—a) erhdlt man auch die “Stetigkeit”
dieser Abbildung in dem Sinne, dass

= £ 250 = [ g [

Aufserdem ist die Menge der Regelfunktionen unter dieser Konvergenz “abgeschlossen™
Falls f : [a,b] — R eine Funktion ist und (f,)nen eine Folge von Regelfunktionen mit

n—oo

|f = fnll — 0, dann ist auch f eine Regelfunktion.

Notation 16.19. In Notation 5.5 haben wir nur beschrdnkte Intervalle definiert, deren
Randpunkte reelle Zahlen sind. Im Folgenden fassen wir “Intervall” auf als Sammelbegriff
fiir die beschrankten und die unbeschrinkten Intervalle:

(—00,a), (—o0,a], (a,00), [a,00) und (—o0,00), wobei a € R.
Satz 16.20. Sei [ ein Intervall, f : I — R stetig und a € I. Fiir x € [ sei

F:I—-R, :16!—>/f(zf)dt.41

Dann ist F' differenzierbar mit F’ = f.

HFiir x < a setzen wir [ f(t)dt = — [ f(¢)dt
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Beweis. Fiir alle h € R mit z + h € I gilt

z+h T x+h
F(w—}—h)—F(m):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ ft)de.
Sei e > 0. Da f in x stetig ist, existiert ein § > 0, so dass
Viel: |t—zx|<d=|f(t)— flx)] <e.

Fiir |h| < § gilt dann

" . X z+h
F( +h})L il )—f(x) 2’%/ f(t)dt—% ((x+h)—=) - f(z)
:‘%/j f(t)dt—%~/: f(x)dt’
[ o rena
g%- ((z+h) — ) -sup{|f(t) = f(x)| : t € [, + ]}
T <e
<e,
also
‘F(Hh)—F( )_f(x) ho0 o
h
und somit F'(z) = f(x) fir alle z € I. o

Definition 16.21. Sei I ein Intervall. Eine differenzierbare Funktion F' : I — R heifit
Stammfunktion zu f : I — R, falls F'(z) = f(x) fir alle z € I.

Satz 16.22. Sei [ ein Intervall und F' : I — R eine Stammfunktion von f : I — R. Ist
G : I — R eine weitere Funktion, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) G ist eine Stammfunktion von f.
(2) G — F ist konstant auf I: Es existiert ein ¢ € R mit (G — F)(x) = ¢ fiir alle z € 1.
Beweis. (1)=(2): Seien a,b € I mit a < b. Dann ist G — F' auf (a,b) differenzierbar und
(G-F) =G —F =f—f=0.

Laut Satz 15.11 ist G — F konstant auf [a, b], also (G — F')(a) = (G — F)(b).** Somit
ist G — F auf ganz I konstant.

(2)=(1): Da F und die konstante Funktion x + ¢ auf I differenzierbar sind, ist auch
G = F + c auf [ differenzierbar und es gilt

G=(F+c¢)=F+d=F=f

also ist G eine Stammfunktion von f. m

42Genauer gesagt laut der folgenden minimalen Variation von 15.11, deren Beweis nahezu identisch
verlauft: Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Falls f'(z) = 0 fiir alle z € (a,b), so
ist f auf [a, b] konstant.
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Satz 16.23 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I ein Intervall, f :
I — R stetig und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir alle a,b € 1

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Aufserdem ist fiir jedes a € I eine Stammfunktion von f gegeben durch
F, IR, :LH/ (1) dt.

Beweis. Laut Satz 16.20 ist F, fiir jedes a € I eine Stammfunktion von f.
Sei nun F' eine beliebige Stammfunktion von f. Laut Satz 16.22 gilt F' = F, + C fiir
eine Konstante C' € R. Wegen F,(a) = 0 gilt F'(a) = F,(a) + C = C und damit

b
/ f()dz = Fy(b) = F(b) — C = F(b) — Fl(a). O

Notation 16.24. (i) Wir schreiben F = [ f(z)dx fiir die (nur bis auf eine Konstante
bestimmte) Stammfunktion von f und nennen dies das unbestimmte Integral von f.

(ii) Wir schreiben kurz
F)|! = [F(2)]’ == F(b) - F(a),

a a

damit ist dann fab f(x)dx = F(x)|% das bestimmte Integral iiber f von a bis b.

Beispiel 16.25. Wir kennen bereits etwa die folgenden Ableitungen:

f f
", n e’ na" 1
In(z), x >0 1
cos(x) — sin(x)
sin(x) cos(x)
e’ e’
arcsin(x), |z| < 1 11—x2

Somit haben wir die folgenden bestimmten Integrale:

(1) Fir alle n € Ny gilt

’ 1
/ " dy = ——a"t!
a n+1

(2) Fir 0 <a < b gilt

b 1

— bn—i—l_ n—i—l.
a n+1( “4 )

/ L In(z)|" = In(b) — In(a).

T

(3) Was ist mit f; L dz fiir @ < b < 07 Fiir alle z < 0 gilt

also



(4) Es gilt*

dz = arcsin(x)‘l_ = arcsin(1) — arcsin(—1) = g — <—z) =T.

1 2

|
/1 V1 —a?
Satz 16.26 (Substitutionsregel). Sei I ein Intervall, f : I — R stetig und ¢ : [a,b] — [
stetig differenzierbar. Dann gilt

©(b)

b
/ Flo®) -dWydi= [ fz)de

e(a)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt F” = f und nach Kettenregel
(Fop)=(Fop) ¢ =(foyp) ¢

also ist F'op eine Stammfunktion von (fop)-¢ (letztere Funktion ist nach Voraussetzung
stetig als Komposition stetiger Funktionen). Somit gilt

/ fe®) @t dt = (Fog)|’
= (Fop)() = (F = )0

Fp(®) = F(p(a))
©(b)
= f(z)dz. O

w(a)
Beispiel 16.27. (1) Fiir ¢ € R und ¢(t) =t + ¢ mit ¢'(t) = 1 gilt

b+c

/bf(t vodi= [ f)at

a+tc

(2) Fir ¢(t) = sin(t) gilt
b b (b) ®) . ‘
/ COS(t) . esin( dt / §0/<t> . e@(t) dt = / e’ du = et z(a) — esm(b) . esm(a).
a a v(a)
Satz 16.28 (Partielle Integration). Seien f, g : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

[ @ =@l - [ e

Beweis. Laut der Produktregel ist fg eine Stammfunktion von f’g + f¢’. Dann folgt die
Aussage aus der Linearitdt des Integrals. O]

Beispiel 16.29. Es gilt
1
/ln(x)dx:/ln(x) -1 de=In(z) -z —/ —
—_— —_— x
f g f g pa
=zln(z) — / ldzr =zln(z) — x.

43Wenn man bei dieser Rechnung etwas Bauchweh bekommt, da die zu integrierende Funktion 1/1/1 — 22
bei den Grenzen —1 und 1 ja gar nicht definiert ist, so ist dieses flaue Gefiihl in der Tat gerechtfertigt.
Um die Rechnung rigoros zu machen, insbesondere auch zu sagen, was wir mit diesem “uneigentlichen”
Integral {iberhaupt meinen, sei auf Definition 16.33 verwiesen.
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Satz 16.30 (Riemannsche Summen). Sei f : [a,b] — R stetig und € > 0. Dann existiert
ein 0 > 0, so dass fiir jede Unterteilung T' = (¢, . ..,t,) von [a,b] mit Feinheit

p(T) :=max{|t; —t;_1| :i=1,...,n} <9
und fiir alle &; € [t;_1,t;] (j =1,...,n) gilt:

b n
/ f(z) dx—Zf(gj)(tj —t )| <e.

Hierbei heifit 7| f(&;)(t; —tj-1) Riemannsche Summe fiir f beziiglich der Zerlegung T
und der Auswertungsstellen &1, ..., &,.

Beweis. Wir fithren den Beweis in Analogie zu Satz 16.11: Da f auf [a, b] stetig ist, folgt
aus Satz 10.10 auch die gleichméfige Stetigkeit:

€
b—a
Sei nun eine Unterteilung 7" = (to, ..., t,) von [a,b] mit u(T) < 0 sowie &; € [t;_1,t;] fiir
alle j gegeben. Setze

30 > 0Ve,y € [a,b]: |Jr—y|<d=|f(x)— fly)] <

f(&), falls z € (t;_1, 1],

¢:la,b] >R,z {f(€1)> falls = = a.

Dann ist ¢ eine Treppenfunktion und

Zf(éj)(tj —tj1) = / o(t) dt.

Sei t € (tj_1,t;]. Dann gilt
& =t < Ity —tj—a] < (1) <6

und daher
€

(g = N1 = le(t) = FO = 1F(&) = FO] < 57—

Da dies fiir alle j (und analog auch an der Stelle ¢ = a) gilt, folgt || — f|| < 7%-. Da f—¢
als Differenz einer stetigen Funktion und einer Treppenfunktion selbst eine Regelfunktion

ist, folgt mit Satz 16.17
b b
[ s [ewa

[u-awa
<If=¢ll-b-a) < ;=

Korollar 16.31. Sei f : [a,b] — R stetig und (7},),en eine Folge von Zerlegungen von
[a, b] mit

b n
JRCEED SR

a~(b—a):6. O

w(T) =25 0.

Ist S, eine Riemannsche Summe fiir f beziiglich 7, und beliebiger Auswertungsstellen,
so gilt

n—oo

b
lim S, :/ f(z)dx.
07
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Beispiel 16.32. Bestimmung von Stammfunktionen von rationalen Funktionen, also
Quotienten von zwei Polynomfunktionen: Seien A, B : [a,b] — R zwei reelle Polynom-
funktionen mit B(z) # 0 fiir alle « € [a, b]. Dann ist die rationale Funktion 4 : [a,b] — R

stetig. Um eine Stammfunktion von % zu finden, kann man wie folgt vorgehen:

(1) Mit dem Euklidischen Algorithmus (oder mittels Polynomdivision) gilt
A=C-B+R
fir gewisse Polynomfunktionen C, R : [a,b] — R mit grad(R) < grad(B). Dann ist

A R
==C+5%.

Eine Stammfunktion von C' ist bekannt, es reicht also, eine Stammfunktion von %
zu bestimmen.

(2) Seien also P,Q : [a,b] — R reelle Polynomfunktionen mit grad(P) < grad(Q). Es
gelten die folgenden (algebraischen) Fakten:
(i) Jede reelle Polynomfunktion () faktorisiert als

n
k; k kn
Q=JJoy =@ ...-Qk
Jj=1

mit k; € N und irreduzible** reelle Polynomfunktionen @; mit grad(Q;) < 2.

(ii) Wenn Q = Q% .. ... Q" eine solche Faktorisierung ist, dann ist g eine Summe
von Ausdriicken der Form
axr +b b

—Q"f'(x) (falls grad(Q;) =2) und Qk—(x) (falls grad(Q;) = 1),

wobei 1 < k < k; und a,b € R. (Dies ist der Hauptsatz der Partialbruchzerle-
gung.)
b

Es reicht also, eine Stammfunktion von =3 und % zu bestimmen fiir
a,b,p,g € Rund k € N.

(3) Fiir b,g € R und k € N gilt
b b-In(|Jz —q|), fallsk =1,
/ = b falls & > 1
(x—q) ~Enemger fallsk>1

Wegen

hat man also beispielsweise

2 1 1
/ 1$_+$2 dz = —gln(|1 —zx|) — §ln(|1 + zl).

4Trreduzibel bedeutet, dass Q; nicht als Produkt zweier Polynomfunktionen mit Grad mindestens 1
geschrieben werden kann.
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Ausdriicke der Form ﬁ kann man durch quadratische Ergénzung mittels
q

+p
/ ! = t ()
— arctan(x
2+ 1

integrieren und die resultierende Formel dann Schritt fiir Schritt auf
allgemeinern.

azr+b g
@+prrq)F VT

Definition 16.33. Sei I = («a, ) ein offenes Intervall mit o < f fiir « € RU {—o00} und
f € RU{+oo}. Weiterhin sei f : I — R eine Funktion, so dass jede Einschrénkung von
f auf ein abgeschlossenes und beschrénktes Teilintervall [a,b] C I eine Regelfunktion ist.
Das Integral [ f ﬂ x) dz heifit konvergent gegen A € R, wenn fiir alle Folgen (a,,),eny und
(bp)nen in I mit a, 2% ound b, == 3 gilt

bTL
f(z)de == A

an

Wir nennen dann | f f(z) dz ein uneigentliches Integral und schreiben

/jf(x)dx:

Beispiel 16.34. Fiir s € (0,00) betrachten wir floo xi dz. Sei dazu (b,),en eine Folge in
(0, 00) mit b, 2= 00,4

(1) Fir s > 1 gilt

also

(2) Fir s =1 gilt

also existiert floo %dx nicht.
(3) Analog kann man zeigen, dass [~ = dz auch fiir s € (0,1) nicht existiert.

Satz 16.35 (Integralkriterium fiir Konvergenz von Reihen). Sei f : [1,00) — [0,00)
eine monoton fallende Funktion. Die Reihe Y 7, f(n) konvergiert genau dann, wenn
[° f(z) dz konvergiert.

YDa f:[0,00) = R, wi stetig ist, konnen wir uns sparen, eine Folge (a,)nen gegen 1 anzusetzen,
da jede Stammfunktion F' von f in 1 stetig ist und daher

by
/ fl@ydo = lim [ p@)de = lim P} = lm (Pb,) = Fa) = (Jim F(b) = F()

gilt, falls der letzte Grenzwert existiert.
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Beweis. Folgt aus der Abschétzung

N-1 N N—-1
> fln+1)< / fl@)dz <Y f(n) firalle NeN.
n=1 1

Dabei sind die Summen gerade die Integrale iiber zwei Treppenfunktionen beziiglich der
Unterteilung (1,..., N), die auf jedem Abschnitt [n,n + 1] den kleinsten (also f(n + 1))
beziehungsweise groften (also f(n)) Funktionswert von f annehmen. O

Beispiel 16.36. Sei s € (0,00). Laut Beispiel 16.34 und Satz 16.35 konvergiert die Reihe

> mei -5 genau dann, wenn s > 1.

Zum Abschluss noch eine Bemerkung zum Verhéltnis zwischen Differenzieren und Inte-
grieren: Letzteres ist im Prinzip zwar die Umkehrung von ersterem, was aber nicht heifst,
dass beide den gleichen Schwierigkeitsgrad haben. So ist die partielle Integration zwar die
umgekehrte Version der Produktregel; allerdings erlaubt uns die Produktregel die Ablei-
tung von fg zu berechnen, wenn wir die Ableitung von f und die Ableitung von g kennen,
wahrend die partielle Integration uns nicht sagt, was das Integral von fg ist, wenn wir das
Integral von f und das Integral von g kennen. Man sagt deshalb auch oft: “Differenzieren
ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.”

DIFFERENTIATION INTEGRATION
TRY APPLYING TRY APPLYING

GHAN FOLER '“gEGP,ﬁ“RTT'g” SUBSTITUTION

QUOTIENT  PRODUCT
RULE RULE
ETC

CAUCHY'S
FORMULA

ALGORITHI"I

\JHAT THE HECK IS A
BESSEL FUNCTION??

Abbildung 17: xked: “Differentiation and Integration”, https://xkcd.com/2117
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17. Gleichmafige Konvergenz von Funktionenfolgen
und der Satz von Taylor
Definition 17.1. Sei K eine Menge und ( f,)nen eine Folge von Funktionen f,, : K — C.

(a) Die Folge (f,)nen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : K — C, falls fiir
jedes feste x € K gilt:

fulz) =25 f(x).
(b) Die Folge (f,)nen konvergiert gleichmaf$ig gegen eine Funktion f : K — C, falls
1f = fall == 0.

Dabei ist die Supremumsnorm || f|| fiir jede Funktion f : K — C definiert als

LI := 11/l = sup{[f(2)] - & € K} € RU{+o00} .

Bemerkung 17.2. (1) Die Aussage ||f — fo|| 2= 0 ist dquivalent zu
Ve>03aANeNVR>N: |f—full<e
und damit zu

Ve>03dINeNVn>NVere K: |f(z)— fulz)] <e.

(2) Es gilt genau dann ||g|| < oo, wenn g beschrankt ist.

n—o0

(3) Die Supremumsnorm erfiillt die Dreiecksungleichung. Aus ||f — f.|| —— 0 folgt
somit

Lfall = 1 = )+ 1< Lo = FUHIFN = 1L
—_——

—0

unktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz; typischerweise

4) Punktweise K ist eine sehr schwache Fi der K typischerwei
gehen Eigenschaften der f,, im Grenzwert verloren. So ist der punktweise Grenzwert
stetiger Funktion im Allgemeinen nicht stetig: Fiir

fo:[0,1] =2 R,z 2"
konvergiert (f,)nen punktweise gegen die unstetige Funktion

0, fallsx € [0,1),

10,1 = R, —
f 0 v {1, falls z = 1.

Siehe auch Abbildung 18.

Satz 17.3. Sei K C C und (f,)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : K — C, die
gleichméfig gegen eine Funktion f : K — C konvergiert. Dann ist f stetig.
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|

N

N

1 1 3 1T
1 2 1

Abbildung 18: Graph von f, : [0,1] = R, z +— 2™ fiir n € {1,2,3,4,5,10,50} (von links

oben nach rechts unten).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f in x € K stetig ist. Sei dazu ¢ > 0. Da (f,)nen
gleichmihig gegen f konvergiert, existiert ein N € N mit [|f — fx|| < §. Da fy stetig in
x ist, existiert ein § > 0, so dass

Ve K: |o—yl <6 = |fx(e) = fuly)l < .

Fiir alle y € K mit |z — y| < § gilt also

F@) = F@)] = 1f(@) = f(@) + fu () - MM+M@—ﬂw
< |f(@) = (@) + [ (@) = )|+ [In ) = Fy)] <.

1 —fnll<s <= <llf—fnl<s

Also ist f in z stetig. m

Satz 17.4 (Konvergenzkriterium von Weierstrak). Sei K eine Menge und (f,)nen eine
Folge von Funktionen f, : K — C mit >~ [[f4]| < oo. Dann konvergiert > 2 f,
gleichméfig und in jedem Punkt absolut gegen eine Funktion F': K — C mit

IF <> Nl fall-
n=1

Beweis. Fiir jedes x € K gilt |f.(x)| < || f.||, also konvergiert > >° | f,(z) absolut nach
dem Majorantenkriterium. Somit ist

F:K —C, xHifn(:r)

n—oo

eine wohldefinierte Funktion. Fir n € N sei F, := Y ,_, fi. Dann gilt ||F — F,|| — 0,
denn fiir alle z € K gilt

S @< D A

k=n+1 k=n+1

> fl@)| <

k=n+1

|F () —

und damit

IF = Fll < ) Al =0,

k=n-+1
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da > || fnll konvergiert. Aus

IFl == lFl=

<SSl == Zmn
k=1

folgt dann ||F|| < >=727, || fxll- -

b
Il

1

Definition 17.5. Sei K eine Menge und (f,),en eine Folge von Funktionen f,, : K — C.
Wir sagen, dass >~ f, normal konvergiert, wenn Y > || | < oo.

Beispiel 17.6. (1) Sei K = R und f,(z) := 2 "sin(nx) fir alle n € Ny. Dann gilt

[fall =27" und
D lfall=> 2" =2 <00,
n=0 n=0

also konvergiert >~ /27" sin(nz) normal auf R (dies ist ein Beispiel fiir eine soge-
nannte Fourier-Reihe).

(2) Die (Riemannsche) Zeta-Funktion ((s) = Zn 1 o5 ist fiir s > 0 eine Reihe iiber die
monoton fallenden Funktionen f,(s) := =, fiir Jedes p > 0 gilt also || full, o) = =1
Mit Beispiel 16.36 gilt

mew_zi<m

n=1

fiir p > 1, also konvergiert ¢(s) = >_~" | & normal auf [p, co) fiir jedes p > 1.

Definition 17.7. Eine Potenzrethe ist ein formaler Ausdruck der Form

Z cn(z —a)"

mit k € Ny, Koeffizienten ¢,, € C, einem Entwicklungspunkt a € C und einer (komplexen)
Unbestimmten z. Wir sagen, dass die Potenzreihe fiir 2 = 2; € C konvergiert, wenn die

Reihe .
Z Cn(z1 —a)”
n=k
konvergiert.

Beispiel 17.8. Die Reihen 7 (2", 3> | 2= und exp(z) = > - % sind Potenzreihen.

nln

Satz 17.9. Sei Y, ¢,(z — a)" eine Potenzreihe, die fiir ein z; € C\ {a} konvergiert.
Weiterhin sei p € (0, |21 — a|) und

K(a,p) ={w e C:|w—a| <p}.
Dann gilt:

i) Die Potenzreihe > °° ¢, (2 —a)" konvergiert normal (also insbesondere gleichmafRig
n=k
auf K(a, p).

(ii) Die Potenzreihe Y 2, ne,(z — )"~ konvergiert ebenfalls normal auf K (a, p).
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Beweis. Sei K := K(a, p).

(i) Fur
fo: K —=C, zwcy(z—a)",

miissen wir zeigen, dass Y~ || fn|| < co. Es gilt

Ifn(2)] = lcnl - |2 —al” <|ey| - p" firalle z € K.

Mit ¢ := £~ < 1 gilt

|z1—al

n
) leal -z —al" = ¢" -] - [z — al".

[fnll < lenl - 0" = (

|21 — al
Nach Voraussetzung ist >~ , ¢,(z1 —a)™ konvergent, also ist nach dem Nullfolgen-
kriterium (cn(zl — a)”) eine Nullfolge und damit insbesondere beschrankt: Es
existiert ein C' € R mit

neN

lea| - |21 —a|" < C fiir alle n > k.

Somit gilt
Ifnll < g% len| |21 —a]” < q¢"-C fiiralle n>k.

Wegen ¢ < 1 konvergiert > > ¢", also folgt

SIEI<Y (@ C)=CY ¢" < .
n==k n=~k n=~k

(ii) Fur

g K = C, zwncy(z—a)" ' = fn(2)

erhélt man analog zum vorherigen Teil

-1

lgn(2) =n-leal - |z —a|" " <n-lep|-p"t fiiralle ze K,

also

_ 1
||gn||§n|cn|p” 1:qn'_'n'|Cn|'|zl_a|n§n'qn'_-

Wegen ¢ < 1 konvergiert Y > ng" laut Quotientenkriterium, also folgt

Sl <X (neaS) = C N ur <o .
n=k n=k P P n=k

Definition 17.10. Sei Y 7, ¢,(z — a)" eine Potenzreihe. Dann heifit

r = sup {|21 —al: ch(z —a)" konvergiert}

n=~k

der Konvergenzradius der Potenzreihe. Dabei ist r = oo moglich, dann konvergiert die
Potenzreihe fiir alle z.
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Bemerkung 17.11. (1) Fir jedes p € (0,7) konvergiert > >°, ¢,(z — )" in K(a,p)
normal.
(2) Sei z € C.
e Im Fall |z — a| < r konvergiert > 7, c,(z —a)".
e Im Fall |z — a| > r divergiert Y °, ¢,(z —a)™.

e Im Fall |z — a] = r ist im Allgemeinen keine Aussage moglich.

Beispiel 17.12. (1) Die Reihen

exp(z) = nZ:O %, cos(z) = ;(_1)n(;n)! und  sin(z) = RZ:O(_l)n(QZ 1)

haben jeweils Konvergenzradius r = oo.

(2) Die geometrische Reihe )~ 2™ konvergiert fiir |z| < 1 und konvergiert nicht fiir
|z| > 1, hat also Konvergenzradius r = 1.

(3) Fiir |1 — 2] < 1 gilt

>V =D = e =

also ist % darstellbar als Potenzreihe um 1 mit Konvergenzradius 1.

Satz 17.13. Seien a,b € R mit a < b und (f,)nen eine Folge von Regelfunktionen
fn i la,b] = R, die gleichméfig gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist
f eine Regelfunktion und

/ab fu(t) dt 222 /abf(t) dt.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da (f,)nen gleichmékig gegen f konvergiert, gibt es ein n € N mit
|f = fall < 5. Da f, eine Regelfunktion ist, gibt es eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R
mit || f, — ¢|| < §. Dann gilt

c
2

1F =l =1 = Fut fu =l S = Sl + 1=l < 545 =,

also ist f eine Regelfunktion. Weiterhin gilt

/abf(t) dt—/abfn(t) dt’ -

also gilt [7 f,(t)dt =25 [* f(t) dt. O

b
/(f—fn)(t)dt‘ < fll (b —a) 220,
a ——

—0

Satz 17.14. Seien a,b € R mit a < b und (f,,)nen eine Folge von stetig differenzierbaren
Funktionen f, : [a,b] — R, die punktweise gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert.
Wenn zusétzlich die Folge (f))nen der Ableitungen gleichméfig gegen eine Funktion ¢ :
[a,b] — R konvergiert, so ist f differenzierbar mit f’ = g.

Beweis. Sei x € [a, b], wir wollen zeigen, dass f'(z) = g(z).
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e Da (f,)nen punktweise gegen f konvergiert, gilt
fala) === fa) und  fu(x) = f(2).
e Da die f/ nach Voraussetzung stetig sind, ist laut Satz 17.3 auch g stetig und laut
Satz 17.13 gilt
/w f(t) dt == xg(t) dt.

a

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

f) ¢ L) =i+ [ Lod =S f@r [ o,
also N
f@) = 1@+ [ glt)dr
Laut Satz 16.20 ist f differenzierbar mit f’'(z) = g(x). O
Korollar 17.15. Sei

o0
fila=ra+r) =R, xHch(x—a)" mit a,c, € R
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0.%° Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist differenzierbar und ihre Ableitung ist gegeben durch die Potenz-
reihe

ffila=ra+r) =R, x+— chn(x—a)”_l;
n=1

letztere hat ebenfalls Konvergenzradius r.
(ii) Die Funktion

1

e

F:(a—rya+r)—R, x»—>z
n=0

ist eine Stammfunktion von f und hat ebenfalls Konvergenzradius r.

Beweis. (i) Fiir jedes p € (0,r) und jedes z € (a — p,a + p) konvergiert die Folge
der Partialsummen 3" ¢ — a)® punktweise gegen f(z) und 30 ne,(z —a)"!
gleichmiRig gegen g(z) = Y o° ne,(x — a)* !, da g laut Satz 17.9 den gleichen
Konvergenzradius hat wie f. Laut Satz 17.14 ist f differenzierbar und f'(z) = g(z).

(ii) Die Funktion F' hat auch den gleichen Konvergenzradius wie f, F' = f folgt aus
dem ersten Teil. O

Beispiel 17.16. Die Exponentialreihe exp(z) = Y~ £. hat Konvergenzradius r = oc.
Somit gilt

o0 n— oo n

/
= g = panl a1 T .
exp'(x) = <Z F) = Z ol = Zl m = ZO m = exp(m) fir alle = € R.

Dies rechtfertigt die formale Rechnung aus Bemerkung 14.12.

46Per Konvention gilt weiterhin 0° = 1, also f(a) = c.
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Bemerkung 17.17. Korollar 17.15 kann beliebig oft iteriert werden: Eine Potenzreihe
ist auf (@ — r,a + r) beliebig oft differenzierbar und es gilt

fla)=co, fla)=c1, [f'(a)=2cs, f"(a)=3les, ... f"(a)=nle,

also

_ ()
ol
Definition 17.18. Sei I C R ein Intervall und a € I. Fiir eine beliebig oft differenzierbare
Funktion f : I — R heifst

Cn

>, fn)

> e
n=0 )

die Taylorreihe von f um a.

Bemerkung 17.19. (1) A priori ist die Taylorreihe nur ein formaler Ausdruck.

(2) Falls f durch eine in [ konvergente( P)’otenzreihe Yoo o Cn(x — a)™ dargestellt werden
_ f™(a)

kann, gilt notwendigerweise ¢, = ~—5, also ist diese Potenzreihe bereits eine Tay-
lorreihe. Insbesondere gibt es hochstens eine Darstellung von f als Potenzreihe um

Qa.

(3) Vorsicht: Die Taylorreihe kann konvergieren, ohne f darzustellen: Fiir

FIRoR, oo exp(—x%), falls = #£ 0,
' ’ 0, falls x = 0,

gilt £((0) = 0 fiir alle n € Ny. Somit ist die Taylorreihe von f um 0 gegeben durch
> 50 2™ Diese Taylorreihe hat Konvergenzradius r = oo und konvergiert auf R
gegen die konstante Nullfunktion. Somit stimmt die Taylorreihe nur im Punkt 0 mit
der urspriinglichen Funktion f iiberein.

Satz 17.20 (Satz von Taylor/Taylor-Formel). Sei I C R ein Intervall und f : I — R
(n + 1)-mal stetig differenzierbar. Fiir alle a,x € I gilt

) (g
@) =3 LY 0 a4 R,

k!
k=0

wobei

1 xT
Run(a) == [ (=m0 de
n! J,
Beweis. Beweis mittels vollstandiger Induktion iiber n € Ny:

o Firn =0 ist .
fla) = $(a)+ [ reyat

gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 16.23.
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e Sei die Aussage fiir n wahr und f (n+2)-mal stetig differenzierbar. Fiir das Restglied
gilt dann mit partieller Integration

Ron(a) = [ (=07 00 (e) a

1 -1 |

— (:L‘ . t)n-H f(n+1)(t) . _/ (1, _ t)n-&-l f(n+2) (t) dt
n!n+1 S~——a n!'J, n+1 SN~——
f(nH)(G) +1 1 /w +1 p(n+2)

_ —a)” — )" E(t) dt
f ) (a) "

= m(x — )" 4 Ryya(),

also gilt die Aussage auch fiir n + 1. O

Bemerkung 17.21. (1) Eine Funktion f ist also in 2 genau dann durch die Taylorreihe
n—o0

darstellbar, wenn R, 1(x) —— 0.

(2) Niitzlich ist oft die sogenannte Lagrange-Form fir R, 1:

f(nJrl) (5) >n+1

Ry(z) = m(ﬂﬁ —a

fiir ein ¢ zwischen x und a. Die Form des Restglieds in Satz 17.20 heifst auch Integ-
raldarstellung.

(3) Das Polynom > }_, f(k,j!(a) (z — a)* heift auch n-tes Taylorpolynom von f um a.

Beispiel 17.22. (1) Fiir f(z) = e® gilt f™(2) = e fiir alle n € Ny, an der Stelle a = 0
also f™(a) = e” = 1. Fiir alle v € R gilt

1 ’ n 1 x n *
Rn+1(x):ﬁ/0 (.Z'-t) etdtgﬁe n+1($—t) +10

n+1
1 .

—€
nl n+1
xn—i—l

<
~ (n+1)!
——

—0

xr M—00

— 0,

i fl—? durch seine Taylorreihe gegeben.

also Rypq(z) 2= 0. Somit ist e* = 3
Analog zeigt man dies fiir

> r2n . > . p2ntl
cos(x) = ;(—1)”(2n>! und sin(z) = ;(—1) 2

(2) Fir f(z) =1In(1 + ) gilt

/ o 1 " _ 1 - 1
fi(x) = - J@) = a5
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Induktiv erhilt man
fP )= (-1)""(n - 1)l ——

die Taylorreihe um a = 0 ist gegeben durch

2 oo

Durch Abschétzung erhélt man

T . 1 |x|n+1
Rl =| =0 ] <<

also Ryi1(x) === 0 fiir z € (—1,1). Dort hat man also

n(1+ ) Z " fiir z e (=1,1).
n=1
Wie sieht es am Rand des Intervalls aus? Am Randpunkt x = —1 sind beide Seiten

—oo. Fiir x = 1 nehmen beide Seiten allerdings einen endlichen Wert an. Dass diese
beiden Werte dann auch iibereinstimmen miissen, folgt aus folgendem Satz.

Satz 17.23 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei ) - ¢, eine konvergente Reihe reeller Zah-
len. Dann konvergiert die Potenzreihe ) ¢,2™ in allen z € [0, 1] und es gilt

o (0]
lim E " = g Cn
x /1
7 n=0 n=0

Somit erhalten wir also

2 (—1)! 1 1 1
ln(2):hmln(1—|—aj)zz( ) :1_54_5_14_‘_'

als den Wert der alternierenden harmonischen Reihe.
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A. Das griechische Alphabet

Bemerkung A.1. In der Mathematik kommen héufig griechische Buchstaben zum Ein-
satz, die der Vollstandigkeit halber in der folgenden Tabelle aufgelistet sind:

Buchstabe Name
Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Tota
Kappa
Lambda
My (“Mi)
Ny (“Nit")
Xi
Omikron
Pi
Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
¢ Phi
Psi
Omega

™
S o2 ™ O
(@)}

AN

<>
T3
<

S 9 9T 30O MIT T >

¥

D R_NMYEQNZEZ >R~ TN Tw

IS

Da beispielsweise ein grofses Alpha nicht von einem groften “a” zu unterscheiden ist, ver-
wendet man natiirlich nur diejenigen Buchstaben, die sich von den lateinischen Buchsta-
ben unterscheiden lassen.
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B. Summen- und Produktzeichen

In Notation 1.11 wurde das Summenzeichen ) und das Produktzeichen [[ definiert als

n n
Zak::al—l—ag—l—...—l—an und Hak::a1~a2'...-an,
k=1 k=1
solange ag, ..., a, Zahlen sind. Man kann diese Definition problemlos auf a,...,a, € K

fiir einen beliebigen Korper K erweitern, siche auch Kapitel 3. Statt von 1 bis n kann
man auch beliebige andere ganzzahlige Grenzen nehmen:

Definition B.1. Seien m,n € Z mit m < n. Weiterhin sei K ein Kérper und a; € K fiir
alle m < k < n. Dann definieren wir

n n
E ap = Ay + Q1 + ... +a, und Hak::am-am+1-...-an.

k=m k=m

Fir m > n setzen wir weiterhin

zn:ak =0 und ﬁak = 1.
k=m k=m

Aus den Koérperaxiomen (Definition 3.1) erhélt man die folgenden Rechenregeln:

Lemma B.2. Seien m,n,p € Z mit m < p < n. Weiterhin sei K ein Korper und
a,a, by € K fir alle m < k <n. Dann gilt:

(a) (é%) + ( Xn: ak> :ki;ak.

k=p+1

(b) ( ak>(H CLk)IHCLk.
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Dramatis personae

ABEL, Niels Henrik (1802-1829), 119
ARCHIMEDES (ca. 287 v.Chr.-212 v.Chr.), 22, 97

BERNOULLI, Jakob I (1655-1705), 22
BERNOULLI, Johann I (1667-1748), 95
BoLzANO, Bernard (1781-1848), 36

CANTOR, Georg (1845-1918), 10, 16
CAUCHY, Augustin-Louis (1789-1857), 33, 41, 50, 73, 83

DE MORGAN, Augustus (1806-1871), 13
EULER, Leonhard (1707-1783), 48
FOURIER, Joseph (1768-1830), 113
GAuss, Carl Friedrich (1777-1855), 6, 50

LAGRANGE, Joseph-Louis (1736-1813), 118
LEIBNIZ, Gottfried Wilhelm (1646-1716), 45, 83, 97
L’HOSPITAL, Guillaume Frangois Antoine, Marquis de (1661-1704), 95

NEWTON, Isaac (1643-1727), 83, 97
PAscAL, Blaise (1623-1662), 8

RIEMANN, Bernhard (1826-1866), 107, 113
ROLLE, Michel (1652-1719), 92

TAYLOR, Brook (1685-1731), 117, 118
VENN, John (1834-1923), 11

WEIERSTRASS, Karl (1815-1897), 36, 83, 112
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Index

Abbildung, 14 Dreiecksungleichung

Ableitung (einer Funktion), 83, 90 in den komplexen Zahlen, 71
Abzéhlbarkeit (von Mengen), 16 in einem angeordneten Korper, 22
Aquivalenz (Logik), 3

Allquantor, 12 Element (einer Menge), 10

Eulersche Zahl, 48
Existenzquantor, 12
Exponentialfunktion, 48

alternierende harmonische Reihe, 32, 46
angeordnet (Korper), 20

archimedisch (angeordneter Korper), 22
Arkuskosinus, 80

Arkussinus, 80

Aussagenlogik, 3

Axiom, 3

Fakultat, 7

Folge, 24

Fundamentalsatz der Algebra, 71
Funktion, 14

bedingt konvergent, bedingte Ganze Zahl. 11
Konvergenz (einer Reihe), 46 ’

Bernoullische Ungleichung, 22

beschriankt, Beschrianktheit

Gaufssche Summenformel, 6
geometrische Reihe, 31
gleichméfig stetig, gleichméafige

einer Folge, 27 Stetigkeit (einer Funktion), 64

einer Funktion, G4 gleichméfige Konvergenz (einer

einer Menge, 53 Funktionenfolge), 111
bestimmt divergent, 30 Graph (einer Funktion), 57
bestimmtes Integral, 105 Grenzwert

Betrag
einer komplexen Zahl, 71
in einem angeordneten Korper, 22

einer komplexen Folge, 72
einer reellen Folge, 24
Grenzwertsétze

Beweis fiir komplexe Folgen, 73
direkter, 4 fiir reelle Folgen, 27
per Kontraposition, 4
per Widerspruch, 4 harmonische Reihe, 32
bijektiv, Bijektion, 14 Hauptsatz der Differential- und
Bild (unter einer Funktion), 14 Integralrechnung, 105
Binomialkoeffizient, 7 Héufungspunkt, 36, 55

Binomischer Lehrsatz, 7
Identitatsabbildung, 14

Cauchy-Folge imagindre Einheit, 70
komplexer Zahlen, 73 Imaginérteil (einer komplexen Zahl), 71
reeller Zahlen, 33 Implikation (Logik), 3
Cauchy-Kriterium, 41 Induktion, siehe Vollstandige Induktion
Cauchy-Produkt (von Reihen), 50 Infimum (einer Teilmenge von R), 53
injektiv, Injektion, 14
Definitionsbereich (einer Funktion), 14 Integral
differenzierbar, Differenzierbarkeit (einer iiber Regelfunktionen, 102
Funktion), 83 iber stetige Funktionen, 105
Disjunktion (Logik), 3 iiber Treppenfunktionen, 98
divergent, Divergenz (einer Folge), 24 Integralkriterium, 109
Divergenzkriterium, siehe Intervall, 34, 103
Nullfolgenkriterium Intervallschachtelungsprinzip, 34
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Kettenregel, 86
Komplement (von Mengen), 11
komplex Konjugierte (einer komplexen
Zahl), 71
Komplexe Zahl, 11, 70
Komposition (von Funktionen), 14
Konjunktion (Logik), 3
konvergent, Konvergenz
einer komplexen Folge, 72
einer reellen Folge, 24
einer Reihe, 31
Konvergenzkriterium von Weierstrafs
(fiir Funktionenfolgen), 112
Konvergenzradius (einer Potenzreihe),
114
Kosinus, 77

Korper, 18

Laufindex, 5

Leere Menge, 11

Leibniz-Kriterium fiir alternierende
Reihen, 45

Limes inferior, 55

Limes superior, 55

Limitenregeln, siehe Grenzwertséatze

Logarithmus, 67

Majorantenkriterium, 42
Maximum (einer Teilmenge von R), 54
Menge, 10
Minimum (einer Teilmenge von R), 54
Mittelwertsatz, 92
monoton, Monotonie

von Folgen, 37

von Funktionen, 66
Monotoniekriterium (fiir Funktionen), 92
Méchtigkeit (von Mengen), 16

Natiirliche Zahl, 11

Negation (Logik), 3, 12

normale Konvergenz (einer Reihe {iber
eine Funktionenfolge), 113

Nullfolgenkriterium, 41

Partialsumme, 31

Partielle Integration, 106
Pascalsches Dreieck, 8
Potenzreihe, 113
Produktregel, 85
Produktschreibweise, 5, 121
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punktweise Konvergenz (einer
Funktionenfolge), 111

Quotientenkriterium, 43
Quotientenregel, 86

Rationale Zahl, 11

Realteil (einer komplexen Zahl), 71
Reelle Zahl, 11

reelle /reellwertige Funktion, 57
Regel von de Morgan, 13

Regel von I’'Hospital, 95
Regelfunktion, 100

Reihe, 31, 41

Riemannsche Summen, 107

Satz vom Minimum und Maximum, 64

Satz von Rolle, 92

Satz von Taylor, 117

Schnitt (von Mengen), 10

Sinus, 77

Stammfunktion, 104

stetig differenzierbar, stetige
Differenzierbarkeit (einer
Funktion), 90

stetig, Stetigkeit (einer Funktion), 60

Substitutionsregel, 106

Summenschreibweise, 5, 121

Supremum (einer Teilmenge von R), 53

Supremumseigenschaft, 53

Supremumsnorm (einer Funktion), 99,
111

surjektiv, Surjektion, 14

Taylor-Formel, 117

Taylorreihe, 117

Teilfolge, 36

Teilmenge, 10

Treppenfunktion, 97

Trivialkriterium, siehe
Nullfolgenkriterium

Uberabzihlbarkeit (von Mengen), 16

Umkehrabbildung, 15

Umordnung (einer Reihe), 47

Umordnungssatz, 47

unbestimmt divergent, 30

unbestimmtes Integral, 105

uneigentlich konvergent, siehe bestimmt
divergent



Unterteilung (eines Intervalls), 97 Vollsténdigkeitsaxiom, 33

Urbild (unter einer Funktion), 14
Wabhrheitstafel, 3

Wertebereich (einer Funktion), 14

Venn-Diagramm, 11 Wurzelkriterium, 44

Vereinigung (von Mengen), 10
Vollstandige Induktion, 5 Zwischenwertsatz, 63
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Symbolverzeichnis

Logische Operatoren

= Existenzquantor, 12

v Allquantor, 12

& logische Aquivalenz, 3

- logische Negation, 3

=, & logische Implikation, 3

vV logisches oder, 3

A logisches und, 3

Mengentheorie

€, ¢ Elementbeziehung, 10

c, G C Teilmengenbeziehung, 10

U mengentheoretische Vereinigung, 10

N mengentheoretischer (Durch)Schnitt, 10
\ mengentheoretisches Komplement, 11

0 leere Menge, 11

N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}, 11

Ny Menge der natiirlichen Zahlen mit Null {0,1,2,3,...}, 11

Z Menge der ganzen Zahlen {—2,—-1,0,1,2,...}, 11
Q Menge der rationalen Zahlen, 11

R Menge der reellen Zahlen, 11

C Menge der komplexen Zahlen, 70

sup Supremum einer Menge, 54

inf Infimum einer Menge, 54

max Maximum einer Menge, 54

min Minimum einer Menge, 54

Grenzwerte

(@n)nen Folge von Zahlen, 24

lim a, Grenzwert einer Folge (a,)qen, auch a, 2% 4, 24
n—oo

> ag (unendliche) Reihe tiber die Folge (an)nen, 31

k=1

limsupa, Limes superior der Folge (a,)nen, auch lim a,,, 55
n—oo n—o0

liminfa,  Limes inferior der Folge (a,)nen, auch lim a,, 55
n—oo n—o0

lim f(z)  Grenzwert einer Funktion f an der Stelle a, 58
r—a
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Komplexe Zahlen

i imaginire Einheit, i = —1, 70

Re Realteil, 71

Im Imaginarteil, 71

z komplex Konjugierte(s) einer komplexen Zahl z, 71
|| Betrag einer komplexen Zahl z, 71

arg Argument oder Winkel einer komplexen Zahl, 81
Exponentialfunktion und Trigonometrie

exp (natiirliche) Exponentialfunktion, 48

e Eulersche Zahl, e = 2.71828. . ., 48

In (natiirlicher) Logarithmus, 67

cos Kosinus, 77

sin Sinus, 77

T Kreiszahl, m = 3.14159. . ., 80

arccos Arkuskosinus, 80

arcsin Arkussinus, 80

Differential- und Integralrechnung

f'(zo) Ableitung einer Funktion f an der Stelle ¢, 83
1! erste Ableitung einer Funktion f, 90

) n-te Ableitung einer Funktion f, 90

7l Supremumsnorm einer Funktion f, 99

fab f(z)dz bestimmtes Integral iiber eine Regelfunktion f von a bis b, 102
J f(z)dx unbestimmtes Integral oder Stammfunktion von f, 105
Weitere Symbole

> ay endliche Summe a; + as + ... + a,, 121
k=1

[T ax endliches Produkt a; - as - ... - a,, 121
k=1
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