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Aufgabe 1 (5 + 2 Punkte): Esseip(x) = a,2"+a,_ 12" '+ - -+a,2+ag ein Polynom
n-ten Grades mit reellen Koeffizienten ag, a4, ..., a,. Fiir ein festes o € R definieren wir
b_1,bo,b1,...,b,_1 rekursiv durch die Vorschrift

bp_1 = an, und br_1 =ap +xoby, firk=n-—1,...2,1,0.

(a) Zeigen Sie, dass b_1 = p(zo) gilt.

(b) Aufgabenteil (a) besagt, dass wir mithilfe der eingangs beschriebenen Rekursion den
Wert des Polynoms p an einer beliebigen Stelle xq bestimmen koénnen. Diese Rekur-
sion lédsst sich mittels des sogenannten Horner-Schemas sehr einfach durchfiihren:

an Ap—1 . aq Qo
-+ l'()bn—l Ce ZEobl l’obo
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Erliduterung: Hier werden die Koeflizienten von p in die erste Zeile sowie der fithrende Koeffizient
ap, zusétzlich in die dritte Zeile der erste Spalte von links geschrieben (gemé8 b,—1 = a,,). Begin-
nend in der ersten Spalte von links wird nacheinander in jeder Spalte der jeweilige Eintrag in der
dritten Zeile (nédmlich by) mit 2o multipliziert und das Ergebnis (ndmlich xqbg) in der zweiten Zeile
der jeweils néchsten Spalte notiert; anschlieffend werden in dieser Spalte die {ibereinanderstehenden
Eintriage addiert und das Ergebnis (némlich by_1 = ax + 2obg) in der dritten Zeile eingetragen.
Der Eintrag in der dritten Zeile der letzten Spalte ist dann gerade p(zo).

Berechnen Sie mithilfe des Horner-Schemas p(2) fiir p(z) = 22° — 322 + . — 1.

Aufgabe 2 (5 + 4 + 2 Punkte): In der Situation von Aufgabe 1 nehmen wir nun an,
dass zo eine Nullstelle von p ist (d.h. es gelte p(xy) = 0).

(a) Zeigen Sie, dass p(x) = q(z)(z — x¢) gilt, wobei q(z) := b,_12" 1 + -+ - + by + by.

bitte wenden



(b) Aufgabenteil (a) besagt, dass wir aus dem in Aufgabe 1 beschriebenen Horner-
Schema zur Berechnung von p(zg) im Fall einer Nullstelle zy von p das Ergebnis
q(z) der Polynomdivision p(x) : (x — ) ablesen koénnen.

Uberpriifen Sie diese Feststellung am Beispiel p(z) = 2° — 322 — 132+ 15 und zo = 1,
indem Sie hier sowohl das Horner-Schema anwenden, als auch die Polynomdivision
p(z) : (x — 1) durchfiihren.

(c) Faktorisieren Sie das Polynom p(z) = x® — 32% — 13z + 15 vollstéindig in Linearfak-
toren und geben Sie alle Nullstellen von p an.

Aufgabe 3 (3 4+ (3 4+ 3) Punkte): Mithilfe der natiirlichen Exponentialfunktion exp :
R — R,z — exp(x) = € definiert man die sogenannten Hyperbelfunktionen als

sinh: R — R, x>—>%(ex—e_x) und cosh: R — R, $r—>%(ex+e_x).

Man nennt sinh den Sinus hyperbolicus und cosh den Cosinus hyperbolicus. Diese Funk-
tionen besitzen Eigenschaften, die denen der trigonometrischen Funktionen sin und cos
sehr dhnlich sind:

(a) Zeigen Sie, dass cosh®(y) — sinh?(y) = 1 fiir alle y € R gilt.

(b) Beweisen Sie fiir y;,y2 € R die beiden Additionstheoreme

sinh(y; + y2) = sinh(y;) cosh(yz) + cosh(y;) sinh(ys),
cosh(yy + y2) = cosh(y;) cosh(yz) + sinh(y; ) sinh(ys).

Aufgabe 4 (4 + 5 + 4 Punkte):
(a) Zeigen Sie, dass eine gerade und monoton wachsende Funktion f : R — R konstant
sein muss.

(b) Finden Sie eine Funktion f : R — R, die streng monoton wachsend und beschrankt
ist. Bestimmen Sie das Supremum und das Infimum.

(c) Kann eine streng monoton wachsende Funktion f : R — R ihr Maximum bzw.
Minimum annehmen?



