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Aufgabe 1 ((3 X 2) 4+ (3 X 3) + (2 X 1) Punkte): Von einer Funktion f : [0,00) —
R,z — y = f(z) sind die folgenden Wertepaare (z;,y;), j = 0,1, 2, bekannt:

(a) Es bezeichne p, das eindeutige Interpolationspolynom vom Grad < 2 mit den
Stiitzstellen z; und den Werten y; fir 7 = 0,1, 2.
(i) Bestimmen Sie py mittels der Lagrangeschen Darstellung.
(ii) Bestimmen Sie p, mittels der Newtonschen Darstellung.
(iii) Berechnen Sie die Werte ps(2) und po(3) mithilfe des Algorithmus von Neville.
(b) Wir fiigen der Wertetabelle den Punkt (z3,y3) = (9,3) hinzu. Es bezeichne p3 das
eindeutige Interpolationspolynom vom Grad < 3 mit den Stiitzstellen z; und den
Werten y; fiir j =0,1,2,3.
(i) Bestimmen Sie ps mittels der Lagrangeschen Darstellung.
(ii) Bestimmen Sie p3 mittels der Newtonschen Darstellung.
(iii) Berechnen Sie die Werte p3(2) und ps(3) mithilfe des Algorithmus von Neville.
(c) Tatséchlich ist die Funktion f gegeben durch f(z) = /x fiir alle z € [0, 00). Ver-
gleichen Sie
(i) die Werte p(2) und p3(2) mit dem exakten Wert f(2) = v/2 und
(ii) die Werte py(3) und p3(3) mit dem exakten Wert f(3) = /3.

Aufgabe 2 (2 + 4 + 3 Punkte): In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass

lim /n = 1. (1)

n—oo

Hierzu betrachten wir die durch a,, := {/n — 1 fiir alle n € N definierte Folge (a,)nen-

bitte wenden



(a) Zeigen Sie, dass a, > 0 fiir alle n € N.

(b) Verifizieren Sie mithilfe des binomischen Lehrsatzes, dass

n

n:(1+an)"21+<g)a2 fir alle n € N mit n > 2

gilt, und folgern Sie, dass a,, < \/% fir alle n € N mit n > 2.

(c) Beweisen Sie unter Verwendung der Ergebnisse aus den Aufgabenteilen (a) und (b),
dass (an)nen gegen 0 konvergiert, und folgern Sie daraus (1).

Aufgabe 3 (5 4+ 2 Punkte): Es sei (2,,)nen eine Folge reeller Zahlen, die gegen z € R
konvergiert.

(a) Zeigen Sie: Erfiillt die Folge (x,)nen die Bedingung, dass z, > 0 fir alle n € N,
dann gilt x > 0.

(b) Gilt (a) auch fiir strikte Ungleichungen, d.h. folgt aus x,, > 0 fiir alle n € N, dass
x > 0 sein muss? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 4 (2 + 2 + 3 Punkte): Wir betrachten die Folgen (a,)nen, (bn)nen und
(Cn)nen, die gegeben sind durch

6’ +4n+1

14+ (=1)"n(n+1) )
pim— = = L o=n(4/1 ——1).
¢ 3n(2n + 1)2 b 2n? und e n( Ta

Welche dieser Folgen sind konvergent? Bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

Hinweis: Zur Untersuchung der Folge (¢, )nen ist die Identitit (v — \/y)(v/= + /y) = « — y niitzlich,
die fiir alle z,y € R mit z,y > 0 gilt.

Wir wiinschen Ihnen frohe Wethnachten
und einen guten Rutsch ins Jahr 2021!



