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Aufgabe 1 (5 4+ 5 Punkte):
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle k € Ny und alle z € R mit |z] < 1k + 1 die Abschétzung
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gilt. Imitieren Sie dazu die Rechnung aus der Vorlesung.

(b) Bestimmen Sie mithilfe des Resultats aus Aufgabenteil (a) eine Dezimalzahl, die e?
bis auf einen Fehler von weniger als 0,02 annéhert.

Aufgabe 2: Wir betrachten die Folge (ay)nen, die gegeben ist durch a,, := (1 + %)n fiir
alle n € N. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass die Folge (a,)nen konvergent ist
mit dem Grenzwert e, der Eulerschen Zahl, die gegeben ist durch e = exp(1) = Y ., %
Hierzu gehen wir wie folgt vor:

(a) Beweisen Sie fiir alle n € N und alle £ € Ny die Abschétzung

1 /n 1
il < —
nk (k) - k!

und zeigen Sie damit unter Verwendung des binomischen Lehrsatzes, dass
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angzy fiir alle n € N.
k=0
(b) Es sei N € N fest gewéahlt. Zeigen Sie, dass
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(c) Folgern Sie aus (a) und (b), dass die Folge (a,)nen gegen e konvergiert, d. h.
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bitte wenden



Aufgabe 3 (3 + 5 + 2 Punkte): Gegeben seien die folgenden drei Vektoren in R3:

1 0 1
vih=10], v@=(1], uwd v®=[1
1 1 0

(a) Sind v(V und v® linear unabhingig? Kann der Vektor e® der kanonischen Basis
des R? als Linearkombination von v(! und v(? geschrieben werden?

(b) Sind vV, v und v linear unabhiingig? Kann der Vektor e® der kanonischen
Basis des R? als Linearkombination von v(", v(?) und v(®) geschrieben werden? Falls
ja, berechnen Sie die eindeutig bestimmten Koeffizienten A;, Ag, A3 € R mit

e® = A\ v 4 Aov® 4+ v

(c) Bildet (v, v® e®) eine Basis des Vektorraums R3?

Aufgabe 4 (3 + 4 + 3 Punkte):
(a) Zeigen Sie, dass durch

n

lIx||1 ::Z|J:j] und I%||oo 1= max{|z1|,..., |z.|} fiir x € R"
j=1
Normen || - ||; und || - ||oo auf dem Vektorraum R™ definiert werden.
(b) In der Vorlesung haben wir bereits die Norm || - |2 kennengelernt, die durch

n 1/2
x|z = <Z |:ch|2) fir x € R"
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definiert ist. Finden Sie Konstanten ¢;, ¢s € R, sodass

c1||xlle < [|x]]1 < eof|x]]2  fiir alle x € R™.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass | Y7y z;y;| < (X7, \x]-|2)1/2(2?:1 ly; %) 1/2
fiir alle x,y € R™ gilt. Dies ist die sogenannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf R™.

(c) Skizzieren Sie fiir die Normen || - [|1, || - [|la und || - [l auf R? jeweils die Menge aller
Punkte mit der Norm 1.

Zusatzaufgabe (5 + 5 Punkte):
(a) Bestimmen Sie die Menge aller x € R mit der Eigenschaft
|2+ 2|+ |z —2| >2® + 1.
(b) Gegeben sei die Wertetabelle

jl 01 2

und es sei po(x) das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen z; mit den Werten
yj, 0 < j < 2. Berechnen Sie py(z) mittels der Lagrangeschen Darstellung.



