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Notation:

(a) Es sei V ein Vektorraum iiber dem Grundkérper K. Sind n beliebige Vektoren vV ... v(®) ¢V
gegeben, so definieren wir ihre lineare Hiille durch

Spann(v(l), vy = { Z )\jv(j)
j=1

Al,...,)\nEK}.

Man kann zeigen (siehe Aufgabe 2 (a) auf Prisenzblatt 9 B), dass Spann(v(), ... v(™) einen
Unterraum von V darstellt. Man nennt Spann(v("), ..., v(") deshalb auch den von vV ... v()
aufgespannten Unterraum von V.

(b) Es sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) : V' x V — R. Ist M eine beliebige Teilmenge
von V, so definieren wir M+ :={v €V |Vw € M : (v,w) = 0}. Wir nennen M~ das orthogonale
Komplement von M. Man kann zeigen, dass M~ immer einen Unterraum von V darstellt.

Aufgabe 1 (6 + 6 Punkte): Im R* betrachten wir die Vektoren
1 0 1

v = v(® = und v =

—_— O = O

0 0
0"’ 1
1 0
(a) Wir setzen
U := Spann (V(l), V(2)) und V := Spann (V(3), V(4)).

Bestimmen Sie eine Basis des Unterraums U NV

Hinweis: Fiir jedes x € UNV gibt es A1, A2, Az, Ads € Rmit x = A\ v 4 Aov®) = Aav®) 4 x,v®),
(b) Wir betrachten nun den Unterraum
W := Spann (V(l),V(Q), V(3),V(4)).

Bestimmen Sie dim W und geben Sie eine Orthonormalbasis von W an.

bitte wenden



Aufgabe 2 (5 + 3 + 2 Punkte):

(a) Betrachten Sie den Unterraum V := {x € R* | z; — 2y + 23 — 74 = 0} des R™.
Bestimmen Sie dim V' und geben Sie eine Orthonormalbasis von V' an.

(b) Ergénzen Sie die in (a) bestimmte Orthonormalbasis von V' zu einer Orthonormal-
basis des R*.

(c) Stellen Sie den kanonischen Einheitsvektor e!) als Linearkombination der in (b)
bestimmten Basisvektoren dar.

Aufgabe 3 (5 4+ 3 Punkte): Es sei

M:{XER?’

x=A|1 ,—1§)\§1}.
1

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von M>.

(b) Bestimmen Sie (M=)+ und ((ML)L)l.

Aufgabe 4 (10 Punkte): Fiir zwei Vektoren x,y € R? definieren wir das Vektorprodukt

T hn TaY3 — T3Y2
xxXy= |z | x|y | = (2301 — 1193 | € R
T3 Y3 T1Y2 — T2

Zeigen Sie (durch direktes Nachrechnen mittels der Definitionen von Vektor- und Skalar-
produkt) fiir alle x,y,z € R? den Entwicklungssatz

x X (y x z) = (x,2)y — (X,y)z.

Zusatzaufgabe (4 X 5 Punkte):
(a) Esseien A, B, C' Mengen. Verdeutlichen Sie die folgende Beziehung zunéchst anhand
eines Venn-Diagrammes und geben Sie anschliefend einen formalen Beweis:
(AUB)N(C\ B)C (AUQ).
Belegen Sie mit einem Beispiel, dass im Allgemeinen keine Gleichheit gelten kann.

(b) Zusammen mit zwei Bekannten nehmen Sie an einem Wettbewerb mit insgesamt
sieben Personen teil. Wie viele Moglichkeiten gibt es,
(i) dass Sie Dritter werden und besser als IThre beiden Bekannten abschneiden;
(ii) dass Sie als Vierter abschneiden, einer Ihrer Bekannten besser ist als Sie und
der andere den letzten Platz belegt?

(c) Esseien A, B, C' Aussagen. Fiir welche Kombinationen von w(A), w(B), w(C) sind
die Aussagen A = =B, =B = A und B < (' alle richtig?

(d) Es sei (G, o) eine endliche Gruppe mit neutralem Element e € G. Zeigen Sie, dass
es fiir alle g € GG ein n € N gibt, sodass ¢" = e, wobei ¢" :==go---0g.
—_—

n Faktoren



