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|.  Einleitung

Blten, Kristalle, Schneckenhduser oder auch der menschliche Kérper — Uberall in unserem Alltag
begegnen uns Symmetrien, die wir haufig nur unbewusst erkennen. Was wir allerdings immer
wahrnehmen, ist die scheinbare Schonheit, die symmetrische Gegenstande und Korper gemeinsam
haben. Diese Empfindung ist evolutiondr bedingt und spielt sowohl bei Mensch und Tier in der
Partnerwahl, als auch im alltdglichen Leben sowie in der Architektur eine grofRe Rolle. Die Schonheit
der Symmetrie kann jedoch nicht nur bewundert und als gegeben hingenommen, sondern auch
mathematisch hinterfragt werden, um die natiirliche Ordnung und Vollkommenheit der Natur
greifbarer zu machen.

Vor diesem Hintergrund beschaftigt sich diese wissenschaftliche Arbeit zum einen mit den Grundlagen
der geometrischen Gruppentheorie und zum anderen mit der Anwendung dieser bei der Klassifikation
chemischer Molekiile. Hierfiir werden im zweiten Kapitel zunachst Isometrien als Zusammenfassungen
von Operationen thematisiert, die eine zweidimensionale Figur wieder in sich selbst liberflihren.
Daraufhin findet eine Ubertragung und Erweiterung auf den dreidimensionalen Raum statt, wodurch
ein Grundgeriist an Symmetrieoperationen entsteht, mit welchem sich Kérper im Alltag hinsichtlich
ihrer Symmetrie klassifizieren lassen. Im Anschluss zeigt die wissenschaftliche Arbeit Isometrien und
deren Verknipfung als mathematische Gruppen sowie deren Nutzen in der Mathematik allgemein auf.
Sie thematisiert dariber hinaus den Zusammenhang einzelner Gruppen, der durch die Untersuchung
von Untergruppen und die Anwendung des Satzes von Lagrange sichtbar wird. Das daran
anschlieRende Unterkapitel definiert den Begriff der Homomorphismen als Abbildungen zwischen
verschiedenen Gruppen. Konkret steht hier der Homomorphismus zwischen den Elementen einer
Gruppe und Matrizen im Vordergrund. Eine solche Matrix wird zur Vereinfachung durch ihre Spur
ersetzt, welche auch als Charakter bezeichnet wird und vor allem in der Chemie eine wichtige Rolle
spielt. Bevor die Anwendung der Mathematik in der Chemie zum Untersuchungsgegenstand werden
kann, muss zuvor noch die Relevanz von Gruppen als Mdoglichkeit, Symmetriephdanomene algebraisch
zu beschreiben, angesprochen werden. Eine dementsprechende Beschreibung erfolgt mit Hilfe von
Punktgruppen, die, je nach Korper, verschiedene Symmetrieelemente enthalten und fir jede neue
Kombination derer eine andere Bezeichnung erhalten. Dadurch kénnen Koérper hinsichtlich ihrer
Symmetrien verglichen und genau klassifiziert werden. Die Inhalte des zweiten Kapitels liefern somit
insgesamt das notwendige Vorwissen, um sich im zweiten Teil der Arbeit mit Molekilen als Grundlage
jedes organischen oder anorganischen Korpers zu beschéaftigen und diese mathematisch zu
untersuchen.

Unabhangig von ihrem Aggregatzustand setzen sich alle Stoffe aus einer Vielzahl von Molekiilen

zusammen, die in ihrer Reinform haufig Kristallstrukturen aufweisen. Dieser Aufbau Ubertragt sich im



festen Zustand sehr oft auch auf den gesamten Kérper, weshalb Feststoffe meist kristallin sind. Durch
eine Veranderung der Temperatur dndert sich jedoch die Anordnung der einzelnen Molekiile, sodass
flissige und gasférmige Stoffe keine Kristallstruktur mehr besitzen, wahrend die einzelnen Molekiile
hingegen ihre urspriingliche, symmetrische Gestalt beibehalten. Demzufolge bilden Kristalle als
besonders regelmaRige, ebene und damit symmetrische Korper die Bausteine des Lebens und
entsprechen gerade in den Naturwissenschaften einem wichtigen Untersuchungsgegenstand.
Allerdings werden in der Literatur meist nur die Eigenschaften der Kristalle bezliglich ihrer Symmetrien
aufgezahlt, ohne tiefergreifende Erklarungen anzugeben oder das Verstandnis fir das Vorliegen genau
dieser Eigenschaften zu férdern. Aullerdem werden auch die Verschiedenheiten im Aufbau der
einzelnen Kristalle selten angesprochen, sodass die teilweise groflen Unterschiede zwischen den
Kristallstrukturen dhnlicher Molekile unentdeckt bleiben. Um diesem Problem entgegenzuwirken,
befasst sich das dritte Kapitel der wissenschaftlichen Arbeit mit einer Verkniipfung von Mathematik
und Chemie, bei der vor allem die Punktgruppen als mathematische Klassifizierungsmoglichkeit von
Molekiilen und das Aussehen der Molekille im Vordergrund stehen. Nachdem zuerst der
Gruppenbegriff in die Kristallographie Gbertragen und vor diesem Hintergrund Punktgruppen erneut
thematisiert werden, folgt eine Anleitung zur Bestimmung der Kristallklasse eines gegebenen
Molekiils. Hierbei spielen gerade die Symmetrien eine entscheidende Rolle. Dariiber hinaus spricht ein
weiteres Unterkapitel die Erweiterung der Gruppen im Raum an, bevor sogenannte Charaktertafeln
erldutert werden, welche die Zusammenhéange zwischen der Klassifikation eines Molekiils bezlglich
seiner Symmetrien und der zugrundeliegenden Mathematik verdeutlichen. Hierfiir werden die
Punktgruppen abermals aufgegriffen und in einem neuen Kontext betrachtet. Gegen Ende des dritten
Kapitels erfolgt die konkrete Anwendung der zuvor zusammengefassten Grundlagen, um ein Molekil
mit Hilfe dieser Angaben exemplarisch schrittweise zu klassifizieren und die auftretenden Symmetrien
in die entsprechende Tabelle zu {ibertragen.

Im Fazit der Arbeit wird noch einmal die Relevanz der Gruppentheorie fiir die Mathematik
angesprochen. Zudem verdeutlicht das letzte Kapitel erneut, dass gerade Symmetrien Ulberall in
unserer Umgebung zu finden sind und diese nicht nur in der Mathematik eine groBe Bedeutung haben,
sondern auch eine wichtige Rolle in chemischen Reaktionen spielen. Zum Abschluss stellt das Fazit
heraus, dass die Erforschung des Inhalts dieser Arbeit nicht mit Abgabe derer abgeschlossen ist,

sondern viele weitere Ansatzpunkte offen sind, die in Zukunft untersucht werden kénnen.



[I.  Mathematik

1. Grundlagen

1.1. Isometrien in der Ebene

Um Symmetrien in der Umwelt erforschen und charakterisieren zu konnen, ist eine Reihe an
Voriiberlegungen notwendig. Zunachst muss bestimmt werden, welche Symmetrieoperationen
existieren und wie sich diese voneinander unterscheiden. Zur Vereinfachung werden zuerst Figuren in
der Ebene und wie diese auf sich selbst abgebildet werden untersucht. Dazu sind einige grundlegende

Definitionen nétig.

1.1.1. Definition Figur/ Kérper:
Unter einer Figur versteht man eine beschrinkte Teilmenge der Ebene im R? mit stiickweise

linearem Rand. Im R3 wird eine beschrinkte Teilmenge spéter als Kérper bezeichnet.

Dass eine Figur beispielsweise auf sich selbst abgebildet werden kann, wird durch das Vorliegen einer

Funktion oder Abbildung erméglicht.

1.1.2. Definition Funktion/ Abbildung:
Eine mathematische Funktion oder Abbildung ist eine Beziehung zwischen zwei Mengen D
und W, die jedem Element der Definitionsmenge D genau ein Element der Wertemenge

W zuordnet.

Eine derartige Zuordnung erfolgt iber eine Metrik, die den Abstand zwischen zwei Punkten angibt.
Dabei wird haufig die sogenannte Standardmetrik verwendet, die durch das Standardskalarprodukt

definiert ist.

1.1.3. Definition Standardskalarprodukt (Modler & Kreh, 2015):
Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren x,y € R® mit x = (xq,X5,...,Xx,)7 und

y = (31, Y2, ., ¥)T ist definiert durch:

n
<X,Yy>=x1y1 + xy,+ ... + x,V, = zxiyi.
i=1
Die Definition der Abbildung kann mit Hilfe des Standardskalarprodukts zusatzlich durch den Aspekt
der Langentreue erweitert werden, wobei der Abstand zweier beliebiger Punkte aus der

Definitionsmenge nach Abbildung auf die Wertemenge unverandert ist.



1.1.4. Definition (ebene/lineare) Isometrie (Rosebrock, 2019):
Unter einer (ebenen/linearen) Isometrie f: R? > R? versteht man eine ldngenerhaltende

Abbildung der Ebene auf sich selbst, das heift fiir alle x, y € R? gilt:
) —f I=lx—=yl.

Hierbei steht || z || = /< z,z > fiir die Linge eines Vektors beziiglich des Standardskalarprodukts.
Innerhalb der Isometrien existieren Beispiele, die den Nullpunkt festhalten und solche, die den
Nullpunkt nicht festlassen, sondern eine Verschiebung hervorrufen. Eine derartige Verschiebung
ty: R™ - R™, x » x + g wird als Translation bezeichnet und stellt selbst eine Isometrie nach 1.1.4

dar.

1.1.5. Satz:
Jede Isometrie f:R™ — R" ist die Komposition einer linearen Isometrie mit einer

Translation t_, und somit eine affin lineare Abbildung.

Beweis:

Sei g = f(0). Die Komposition der Isometrien f und t_, ist offensichtlich wieder eine
Isometrie t_, © f:R™ —» R", die 0 unverdndert ldsst. Damit ist h =t_; O f eine lineare
Abbildung und es gilt f = t; © h mit einer linearen Isometrie h. Damit entspricht f einer affin

linearen Abbildung. O
Zusatzlich zur Langentreue erfillt eine Isometrie auch die Winkeltreue.

1.1.6. Definition winkeltreu:

Eine Abbildung f: D — W heil3t winkeltreu, wenn fir zwei Vektoren x,y € D gilt:
2(f).fF) = < (x ).

Zur Berechnung eines Winkels zwischen zwei Vektoren x und y wird die folgende Formel verwendet.

1.1.7. Definition Winkel zwischen zwei Vektoren (Modler & Kreh, 2015):
Seien x,y € D zwei Vektoren mit x,y # 0. Der Winkel @ zwischen den beiden Vektoren ist

gegeben durch:

<a,b>
llal-Ibll’

cos(a) =

Die Winkeltreue kann anhand der Wahl dreier beliebiger Punkte aus einer Ebene verdeutlicht werden,
solange diese nicht auf derselben Geraden liegen. Durch die jeweilige Verbindung zweier Punkte mit
dem dritten Punkt entstehen zwei Strecken, die durch Vektoren beschrieben werden kénnen. Der

eingeschlossene Winkel wird anschlieRend mit der oben genannten Formel berechnet.



Mathematisch ldsst sich dies am nachsten Beispiel demonstrieren:

1.1.8. Beispiel (Winkeltreue):

1

Betrachte die Vektoren a = ((1)) und b = (1

). Der Winkel zwischen den beiden Vektoren

wird mit der Formel aus 1.1.7 berechnet:

= =— & @ = arccos|—
lal-lbl  V12+02vV12+12 2 V2.

Eine Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn lasst sich durch die Abbildungsmatrix

<ab> _ (3)(1) _1 (1) = 45°,

cos(a) =

D, = ((1) _01) darstellen. Damit ergeben sich folgende Vektoren:
@ =pa=(] ) (o)=(1)

veno=(0 (0= (F)

Fur den Winkel zwischen a’ und b’ gilt dementsprechend:

<a'b'> (O)'(_l) 1 1
) _ 1 1 = — & a’ = arccos (\/_E) = 450

cos(a’) = la'l-ib'l ~ VoZ+1z-/(m1)2+12 V2

= cos ().
Die Drehung um 90° ist somit winkeltreu. Dies kann auch fiir die Ubrigen Isometrie-Arten
nachgerechnet werden, die in 1.1.9 aufgelistet sind. Eine Veranschaulichung des Beispiels ist

in Abbildung 1 dargestellt:

a' = 45°

Abbildung 1: Darstellung der Drehung um 90°.

Innerhalb einer Ebene gibt es insgesamt lediglich vier verschiedene Moglichkeiten, eine Figur durch

Isometrien auf sich selbst abzubilden. Diese werden in der nachfolgenden Liste zusammengefasst:

1.1.9. Isometrie-Arten (Briickler, 2019):

- Spiegelung an einer Spiegelgeraden.

- Drehung um einen bestimmten Punkt mit einem bestimmten Winkel gegen den Uhrzeigersinn.

- Translation als Verschiebung um einen festen Betrag in eine festgelegte Richtung, die sich
durch einen Vektor eindeutig beschreiben lasst.

- Gleitspiegelung als Kombination einer Spiegelung, gefolgt von einer Translation.



Die Kombination von Drehung und Spiegelung entspricht der Spiegelung an einer neuen
Spiegelgeraden, wahrend eine Drehung, gefolgt von einer Translation eine Translation um einen neuen
Vektor darstellt. Flr ein besseres Verstandnis werden in der anschlieRenden Abbildung die Spiegelung,

die Drehung sowie die Translation anhand des Buchstabens F verdeutlicht:

9]

Abbildung 2: Spiegelung, Drehung und Translation des Buchstabens F.

Die Art der Isometrie kann hinsichtlich der Orientierungstreue einer Figur in der Ebene untersucht

werden.

1.1.10. Definition orientierungserhaltend, orientierungsumkehrend:
Eine Isometrie ist orientierungserhaltend, solange der Umlaufsinn der Figur erhalten bleibt.
Dies ist damit gleichzusetzen, dass die Reihenfolge zuvor nummerierter Eckpunkte der Figur
nach Anwendung der Isometrie dieselbe ist. Wird die zyklische Reihenfolge der Eckpunkte
durch Anwendung der Isometrie hingegen vertauscht, so wird diese als

orientierungsumkehrend bezeichnet.

Als Beispiel flr eine orientierungserhaltende Isometrie kann erneut eine Drehung wie in Beispiel 1.1.8

herangezogen werden. In Abgrenzung hierzu ist eine Spiegelung hingegen orientierungsumkehrend.
1.1.11. Beispiel (orientierungsumkehrende Isometrie):
. 1 1 - . .
Betrachte erneut die Vektoren a = (0) und b = (1) sowie die Abbildungsmatrix
-1 0 e . , . ,
D, = ( 0 1). Nach Multiplikation der beiden Vektoren mit der Abbildungsmatrix folgt:
"o o__ . _ _1 0 . 1 _ _1
@’ =Dy a_(o 1) (o)_(o)'

"o_ o — -1 0 . 1 _ -1
b™ =Dy b_(o 1) (1)_(1)'
Durch den Vergleich der Vektoren a mit a”’ und b mit b"’ werden die Vertauschung des

Umlaufsinnes und damit auch die Orientierungsumkehrung deutlich. Eine graphische

Darstellung ist in Abbildung 3 zu sehen.



Abbildung 3: Darstellung der Spiegelung an der y-Achse.

Eine zusatzliche Moglichkeit zur Unterscheidung von Isometrien bietet die Existenz eines Fixpunktes

innerhalb der Ebene.

1.1.12. Definition Fixpunkt, fixpunktfrei:
Ist f eine Isometrie in der Ebene, dann heilt jeder Punkt P Fixpunkt, fir den gilt: f(P) = P.

Ist f(P) # P fur alle Punkte P in der Ebene, dann ist die Isometrie fixpunktfrei.

Bildet die Isometrie eine komplette Figur F auf sich ab, so heiRt F invariant unter f. Bei einer
invarianten Figur muss jedoch nicht zwingend ein Fixpunkt vorliegen. Dieser Umstand wird an

nachfolgendem Beispiel deutlich.

1.1.13. Beispiel (invariante Figur ohne Fixpunkt):
Betrachte eine Kreislinie. Dann fiihrt die Drehung derer um 90° wieder zur selben Figur, ohne
dass sich ein Punkt R der Kreislinie an derselben Stelle befindet wie zuvor. Die Figur ist folglich

invariant unter ihrer Drehung, besitzt aber gleichzeitig keinen Fixpunkt.
Zur Unterscheidung der vier Isometrie-Arten kann der nachste Satz festgehalten werden:

1.1.14. Satz (Rosebrock, 2019):
Eine Isometrie mit Fixpunkt ist eine Drehung, wenn sie die Orientierung erhalt und eine
Spiegelung, wenn sie orientierungsumkehrend ist. Eine Isometrie ohne Fixpunkt ist eine
Translation, wenn sie orientierungserhaltend ist und eine Gleitspiegelung, wenn sie die

Orientierung nicht erhalt.

Beweis:
Der Beweis dieser Aussage lasst sich den Seiten 175 und 176 aus dem Anhang des Buches
»Anschauliche Gruppentheorie. Eine computerorientierte geometrische Einfihrung.” von

Rosebrock (2019) entnehmen. O



Der erste Teil des Satzes wurde in den beiden Beispielen 1.1.8 und 1.1.11 exemplarisch dargestellt.

Insgesamt ergibt sich demnach folgende Zusammenfassung:

Tabelle 1: Unterscheidung der Isometrie-Arten anhand ihrer Merkmale.

Eigenschaft orientierungserhaltend orientierungsumkehrend
Fixpunkt Drehung Spiegelung
kein Fixpunkt Translation Gleitspiegelung

Die verschiedenen Isometrien kdnnen an einem ,Vorfahrt gewahren“-Schild als Alltags-Beispiel ndaher

demonstriert werden.

1.1.15. Beispiel (Demonstration der Isometrie-Arten):
Das ,Vorfahrt gewahren“-Schild stellt ein gleichseitiges Dreieck dar, dessen Ecken gegen den

Uhrzeigersinn mit den Buchstaben A, B und C bezeichnet werden (Abbildung 4).

A e C

B

Abbildung 4: ,Vorfahrt gewdhren“-Schild als Beispiel fiir ein gleichseitiges Dreieck.

Der Mittelpunkt des Dreiecks entspricht dem Fixpunkt der Figur unter Rotation um diesen
Punkt, um welchen sich das Dreieck beispielsweise um 120° gegen den Uhrzeigersinn drehen
lasst. Dabei bleibt die Orientierung der Ecken erhalten. Dartiber hinaus ist die Leserichtung
der Buchstaben ebenfalls dieselbe, wenn das Verkehrsschild um einen bestimmten Betrag in
eine Richtung verschoben wird, was mit einer Translation (ibereinstimmt.

Gleichzeitig kann das ,Vorfahrt gewahren“-Schild auch an einer Hohe des Dreiecks gespiegelt
werden, ohne dass das Aussehen der Figur verdandert wird. Dadurch dndert sich jedoch
der Umlaufsinn der Buchstaben und die Orientierung wird umgekehrt. Analog erfolgt eine
Orientierungsumkehrung durch eine Spiegelung und anschliefende Verschiebung.

Die Umkehrung der Leserichtung durch eine Spiegelung entlang der Héhe durch die Ecke B ist

exemplarisch in Abbildung 5 zu sehen.

Abbildung 5: Orientierungsumkehrung der Leserichtung.



Liegen mehrere Fixpunkte innerhalb einer Figur vor, muss die Lagebeziehung dieser naher untersucht
werden, um festzustellen, ob eine Spiegelung oder die Identitat selbst vorliegt. Weil bei einer Drehung
per Definition nur ein Fixpunkt existiert, kann diese Isometrie-Art bei Vorlage mehrerer Fixpunkte nicht

auftreten.

1.1.16. Definition kollinear:
Drei Punkte aus der Ebene heiflen kollinear, wenn sie auf einer gemeinsamen Geraden
liegen. Liegen die drei Punkte nicht auf einer Geraden, werden sie als nicht kollinear

beschrieben. Ein Beispiel hierfir ist in Abbildung 6 zu sehen.

Abbildung 6: Beispiel fiir drei nicht-kollineare Punkte.

Mit Hilfe dieser Definition kann eine Unterscheidung zwischen der Identitat und der Spiegelung an

einer Geraden getroffen werden.

1.1.17. Satz (Rosebrock, 2019):

Jede Isometrie in der Ebene, die drei nicht-kollineare Fixpunkte besitzt, ist die Identitat.

Beweis:

Seien P, Q und R drei nicht-kollineare Fixpunkte einer Isometrie f.Jede Isometrie ist nach Satz
1.1.5 affin linear, was bedeutet, dass Parallelitat, Kollinearitat und Teilverhéltnisse bewahrt
bleiben. Dadurch gibt es einen Translationsanteil z € R? von f, sodass f(x) — z linear ist.
Somit gilt fur eine Gerade (AP + uQ):

(f =2)@AP +pQ) = A(f — 2)(P) + u(f — 2)(Q).

Die Anwendung von (f — z) auf eine Gerade durch zwei Punkte P und Q fiihrt demnach zu
einer neuen Geraden, die ebenfalls durch die beiden Punkte verlduft. Diese entspricht der
urspriinglichen Geraden, da eine Gerade durch zwei Punkte bereits eindeutig beschrieben ist,
sodass die Isometrie die gesamte Gerade fixiert. Die Isometrie f kann demzufolge nur die
Spiegelung an der Geraden oder die Identitat selbst darstellen. Da jedoch nach 1.1.16 fiir den
dritten Fixpunkt R & (AP + uQ) gilt, handelt es sich bei f nicht um eine Geradenspiegelung,

sondern um die ldentitat. O

Weil in der Praxis eher die Symmetrien dreidimensionaler Kérper statt zweidimensionaler Figuren
Untersuchungsgegenstand sind, werden fiir weiterfiihrende Untersuchungen die Isometrien der

Ebene im folgenden Unterkapitel auf h6here Dimensionen lbertragen.
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1.2. Isometrien in hoheren Dimensionen

Kérper aus dem Alltag besitzen eine dreidimensionale Struktur und dadurch auch komplexere
Symmetrien als zweidimensionale Figuren. Dariliber hinaus spielt in einer hdheren Dimension auch die
Lage im Raum eine wichtige Rolle, sodass die Liste an Symmetrie-Arten erweitert und die Satze fiir den
zweidimensionalen Fall abgeandert werden missen. Viele Definitionen des Kapitels 1.1 kdénnen
allerdings unmittelbar auf hohere Dimensionen lbertragen werden, ohne dass eine grolle Anpassung

notwendig ist.

1.2.1. Definition Isometrie (Rosebrock, 2019):
Unter einer Isometrie versteht man eine langenerhaltende, bijektive Abbildung des R™ auf

sich selbst, also f: R" - R™.

Analog kénnen auch die Isometrie-Arten der Ebene durch eine entsprechende Anpassung fiir eine
hohere Dimension Ubernommen und erweitert werden. Wegen der spateren Betrachtung

dreidimensionaler Kérper findet die Ubertragung hier konkret auf den Raum R? statt.

1.2.2. Isometrie-Arten im R3:

- Spiegelung an einer Spiegelebene.

- Punktspiegelung an einem Inversionszentrum.

- Drehung mit einem bestimmten Winkel gegen den Uhrzeigersinn um eine Gerade, welche als
Drehachse bezeichnet wird.

- Translation als Verschiebung um einen festen Betrag in eine festgelegte Richtung, die sich
durch einen Vektor eindeutig beschreiben lasst.

- Gleitspiegelung als Kombination einer Spiegelung, gefolgt von einer Translation.

- Rotationsspiegelung als Kombination einer Spiegelung, begleitet von einer Rotation um eine
Drehachse, die senkrecht auf der Spiegelebene steht.

- Schraubung als Kombination einer Drehung um eine Achse und der anschlieBenden

Verschiebung entlang dieser Achse.

Die Kombination aus Spiegelung, Drehung und Translation stellt erneut eine Gleitspiegelung mit
Verschiebung um einen neu angepassten Vektor dar.

Nach der Erweiterung der Isometrie-Arten muss folglich auch Tabelle 1 erweitert werden:



Tabelle 2: Unterscheidung der Isometrie-Arten im R3 anhand ihrer Merkmale.

Eigenschaft

orientierungserhaltend

orientierungsumkehrend

Fixpunkte

Punktspiegelung,

Spiegelung,

Drehung Rotationsspiegelung
- Translation, .
kein Fixpunkt Schraubung Gleitspiegelung

Nachdem im R? drei nicht-kollineare Fixpunkte einer Isometrie implizieren, dass es sich um die
Identitdt handelt, kann diese Aussage ebenfalls auf den dreidimensionalen Raum Ubertragen werden,
in welchem vier linear unabhdngige Fixpunkte die Existenz der Identitdt anzeigen. Dieser

Zusammenhang wird induktiv fir den Hyperraum R™ erweitert.

1.2.3. Definition Hyperraum:

Unter einem Hyperraum R" versteht man einen Raum mit mehr als drei Dimensionen.
Damit ergibt sich eine Anpassung von Satz 1.1.17 auf den n-dimensionalen Raum.

1.2.4. Satz (Rosebrock, 2019):

Eine Isometrie f in R", die n + 1 linear unabhangige Punkte festhilt, ist die Identitat.

Beweis:
Die Aussage kann induktiv bewiesen werden:

- Induktionsanfang:n =1

Im eindimensionalen Raum, der einem Zahlenstrahl entspricht, liegt die Identitat offensichtlich
vor, sobald die Isometrie f zwei linear unabhangige Punkte P; und P, festhalt. Dadurch bleibt
auch die Gerade [ zwischen diesen Punkten unverdndert, die bereits den Zahlenstrahl
darstellt.

Fir n = 2 stimmt die Aussage mit Satz 1.1.17. (iberein.

- Induktionsvoraussetzung:

Fir festen > 1 gilt: Jede Isometrie f im R™™1, die n linear unabhingige Punkte festhilt, ist
die Identitat.

- Induktionsschluss:n =>n + 1

Seien n + 1 linear unabhangige Punkte Py, ..., P, in R™ sowie eine Isometrie f gegeben.
Dann bildet f nach der Induktionsvoraussetzung den n — 1-dimensionalen Hyperraum H, der
ohne Einschrankung die Punkte Py, ..., B, enthdlt, identisch auf sich selbst ab. Somit liegen alle
n Punkte auf einer gemeinsamen Hyperebene, die den Hyperraum H definiert. Die Isometrie
f entspricht demnach entweder einer Spiegelung an dieser Ebene oder der Identitdt. Da P, ;¢

nach Definition jedoch nicht in H liegt, muss f die Identitat darstellen. O
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Insgesamt wird deutlich, dass die Identitat als Isometrie in jeder Dimension vorkommt und nach Satz
1.2.4 eng mit der minimalen Anzahl der Fixpunkte zusammenhangt. Sie gehort damit zu den
Symmetrieelementen jedes Korpers, sodass sie einem wichtigen Bestandteil bei der Bestimmung der
Gruppenordnung entspricht. Auf die Ordnung einer Gruppe und die genaue Rolle der Identitat fir die

Untersuchung von Korpern wird im nachsten Kapitel ndher eingegangen.
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2. Gruppen und Untergruppen
2.1, Gruppen

Die Menge aller Symmetrien eines Kérpers kann in einer Gruppe zusammengefasst werden und behalt
unabhangig von Anzahl oder Art der Elemente immer einige Eigenschaften bei. Vor diesem
Hintergrund stellt eine Gruppe ein wichtiges mathematisches Konstrukt dar, welches aullerdem noch
um verschiedene Aspekte wie ,abelsch” oder ,zyklisch” erweitert werden kann, wodurch die Gruppe
genauer klassifiziert wird. Aufgrund der Betrachtung chemischer Molekiile stehen neben zyklischen
Gruppen und deren Eigenschaften sogenannte Diedergruppen (2.1.15) im Fokus des zweiten Kapitels.
Da innerhalb der Arbeit eine starke Verknipfung der Algebra mit der Geometrie der jeweiligen
Gruppen stattfindet, wird bei den Diedergruppen das Vorliegen zweier senkrecht stehender

Hauptachsen besonders hervorgehoben.

2.1.1. Definition (kommutative/abelsche) Gruppe (Glosauer, 2016):
Sei G eine Menge und © eine Verknlpfung, die je zwei Elementen a, b € G wieder ein Element
aus G zuordnet:

0:GXG—-G,(a,b)»aoh.

Das Paar (G,9) heil’t Gruppe, wenn die folgenden Gruppenaxiome erfiillt sind:
(G1) Assoziativitat:
Furallea,b,c € Ggilt: (aocb)oc=ao (boc).

(G2) Existenz neutrales Element:

Es gibt ein neutrales Element e € G, welches bei der Verkniipfung das urspriingliche Element
erhdlt:eocg=g=goefiralleg €G.

(G3) Existenz inverser Elemente:

Jedes Element g € G besitzt ein inverses Element g~ € G, welches bei der Verkniipfung
das neutrale Element liefert: go g™l =e =gl og.

g~ ! heiRt auch das Inverse zu g.

Wenn © zusatzlich noch die Eigenschaft der Kommutativitat erfillt, so heillit G kommutative
oder abelsche Gruppe:

(G4) Kommutativitat:

Furallea,b € Ggilt:aob =boOa.

Eine Gruppe erfiillt bereits aufgrund ihrer Definition die Eigenschaft der Abgeschlossenheit.
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2.1.2. Definition Abgeschlossenheit:
Unter der Abgeschlossenheit einer Menge beziglich einer Verknlpfung versteht man, dass

die Verknipfung beliebiger Elemente dieser Menge wieder ein Element der Menge ergibt.

Allein in der Mathematik finden sich zahlreiche Beispiele fiir Gruppen. Bekannte Vertreter hierflr

werden im folgenden Beispiel angesprochen.

2.1.3. Beispiel (mathematische Gruppen):

- Die Menge der natirlichen Zahlen N bildet mit der Addition als Verknlipfung eine abelsche
Gruppe.

- Die Menge der reellen Zahlen ohne Null R \ {0} bildet mit der Multiplikation als Verkniipfung
eine abelsche Gruppe.

- Die Menge der Symmetrieoperationen eines Quadrats bildet mit der Hintereinander-
ausfiihrung dieser Elemente eine Gruppe, die aber nicht abelsch ist:
Die Drehung des Quadrats um 90° mit anschlieBender Spiegelung an einer der beiden
Diagonalen fihrt zum Beispiel nicht zur selben Abbildung wie die Spiegelung an der gleichen

Diagonale, gefolgt von einer Drehung um 90°.

Unter Betrachtung der Beispiele wird deutlich, dass die unendliche Menge der natliirlichen Zahlen
weitaus mehr Elemente beinhaltet als die endliche Menge der Symmetrieoperationen eines Quadrats.

Um die Anzahl der Elemente innerhalb einer Gruppe anzugeben, wird der Begriff Ordnung eingefiihrt.

2.1.4. Definition Ordnung, Endlichkeit:
Die Machtigkeit oder Anzahl der Elemente von G heilft Ordnung der Gruppe und wird mit

|G| notiert. Eine Gruppe heilt endlich, wenn gilt: |G| < oo.

Durch die, in 1.2.2 aufgelistete, endliche Anzahl an Symmetrie-Arten, die auf einen Kérper angewendet
werden kénnen, ist auch die Menge an Symmetrien selbst begrenzt und lasst sich somit in endlichen
Gruppen zusammenfassen. Aus diesem Grund wird der Fokus der Arbeit Gberwiegend auf solche
endlichen Gruppen gelegt.

Insgesamt gilt fir den Zusammenhang zwischen Ordnung und Symmetrie: Je hoher die Symmetrie
eines Korpers, desto groBer ist seine Ordnung und umgekehrt.

Des Weiteren wird eine Gruppe durch ihre Elemente inklusive der Verknlipfung kategorisiert. Da auch
eine Beschreibung von Gruppen unendlicher Ordnung méglich sein soll, werden Gruppen folglich nur
durch Angabe der notwendigen Elemente definiert. Diese erzeugen durch Verknipfung untereinander
und mit ihren Inversen alle verbleibenden Elemente einer Gruppe und werden als Erzeugendensystem

bezeichnet.
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2.1.5. Definition (endliches) Erzeugendensystem, Generatoren (Brickler, 2019):
Sei (G,0) eine Gruppe und besitze E C G die Eigenschaft, dass jedes g € G als endliche
Komposition von Elementen aus E und deren Inversen dargestellt werden kann. Dann wird
E ein Erzeugendensystem genannt und die Elemente von E heiRen Generatoren. Fiir ein
endliches E = {g4, ..., gn} heit G endlich erzeugt. Schreibe:

G =<E >=<gq, .., gn >

Vor der genaueren Betrachtung von Gruppen sollen vorab noch einige wichtige Eigenschaften
zusammengefasst werden, die fir weitere Untersuchungen von Bedeutung sind. Hierzu werden

zundchst einige Konventionen festgelegt.

2.1.6. Konventionen zum Potenzieren von Gruppenelementen:
- Esist:a® =e.
- Induktiv folgt: a®*! = a" - a, firn € N.

- Fir negative Potenzen gilt: a™™ = (a~1)" firn € N.

Mit Hilfe dieser Festlegungen kénnen allgemeine Rechenvorschriften naher erldutert werden. Dariiber

hinaus existieren folgende Eigenschaften:

2.1.7. Satz:
Sei (G,0) eine Gruppe mit neutralem Element e € G und beliebigen a, b, ¢ € G. Dann gilt:
(1) aocbobtoc=aoc.

(2) (@) =a

Beweis:
Mit den Gruppenaxiomen folgt:
(1) aobobtoc=qago(bobH)oc=aoeoc=aoc.
(2) @) t=(@Ntoe=(@Hto(@toa)=(aH " oaHoa
=eOa=a. O
Zusatzlich konnen auch weitere Aussagen zu den Inversen und dem neutralen Element sowie zur

Moglichkeit des Kiirzens getroffen werden.

2.1.8. Satz (Rosebrock, 2019):
Sei (G,0) eine Gruppe mit a, b, c € G. Dann gilt:
(1) In G gibt es ein eindeutiges neutrales Element e.
(2) Zu jedem Element der Gruppe gibt es genau ein Inverses.
(3) Ausaob=aocsowieaushoa=coafolgth=rc.

(4) Sind g1, 92, ..., gn € G, dannist: (g; ©g,©..0g,) L =g,to..0og;1ogrt
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Beweis:

(1) Seien e, e’ neutrale Elemente von G. Dann iste O e = e, da e’ ein neutrales Element
ist und gleichzeitig e © e = €', da e ebenfalls ein neutrales Element ist. Somit folgt
e=eo0e =e.

(2) Seien a, b € G beide Inverse von ¢ € G. Dann folgt mit e als neutralem Element von G:

a=eoa=(boc)yoa=bo(coca)=boe=h.

(3) Aus aocb=aoc folgt amtocaob=aloaoc, da die Verkniipfung mit

demselben Element auf beiden Seiten keine Veranderung der Gleichheit hervorruft.

Somit ist b = c. Analog folgt aus b © a = c © a durch Verkniipfung von a~! von
rechts:b0aoa™! = ¢ 0aoa ! unddamit ebenfalls b = c.
(4) Esgilt:
(910920 ..0gn) 0 (gn" ©..0 g7 0 g7 ")
=010020..90,09n'©..0g7" 0 g1".
Durch g, 0 gt =e=--=g, 095! = g, © gi! bleibt nur das neutrale Element e

Ubrig, sodass g5 0 ...0 g5 0 g7 das Inverse von g, © g, © ...0 g, darstellt. O

Die Menge der Isometrien aus dem ersten Kapitel stellt eine Gruppe dar, in der jedes Element laut
Definition ein eindeutiges Inverses besitzt. Diese konnen konkret wie folgt aufgelistet werden:

Das Inverse der Spiegelung an einer Spiegelebene ist die erneute Spiegelung an derselben Ebene,
wodurch der Korper sich wieder in seiner Ausgangslage befindet. Analog liegt auch bei einer
Punktspiegelung nach der zweifachen Anwendung der Operation wieder der Ausgangskorper vor.

Spiegelungen sind demnach selbstinvers.

2.1.9. Definition selbstinvers:
Sei (G,0) eine Gruppe mite,g 1 € G. Dann gilt gog =e bzw. g~1 = g fiir g € G. Eine
Symmetrieoperation ist demnach selbstinvers, wenn die doppelte Hintereinanderausfiihrung

einer Operation wieder das neutrale Element ergibt.

Die Translation eines Korpers ist hingegen nicht selbstinvers, weil der Verschiebungsvektor umgekehrt
werden muss, um wieder die Identitdt zu erhalten. Die inversen Elemente konnen jedoch einfach
bestimmt werden, indem der entsprechende Verschiebungsvektor mit —1 multipliziert wird:

Ist f(x) =x+u eine Translation mit Verschiebungsvektor u, so stellt f~1(x) =x —u das
zugehorige inverse Element dar.

Drehungen sind ebenfalls nicht selbstinvers, da eine Drehung um einen positiven Winkel immer in die
gleiche Richtung erfolgt und sich die Inversen somit zu 360° oder Vielfachen hiervon erganzen mussen.

Ausnahmen stellen hierbei Drehungen um Vielfache von 180° dar. Diese entsprechen entweder der
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Spiegelung an einer Geraden oder als Vielfache von 360° direkt der Identitdt und sind somit in beiden
Fallen selbstinvers. Ein Beispiel fir die Existenz nicht selbstinverser Drehoperationen findet sich auch

in einem gleichseitigen Dreieck.

2.1.10. Beispiel (nicht selbstinverse Drehoperationen im gleichseitigen Dreieck):
In einem gleichseitigen Dreieck liegen als einfachste Symmetrieelemente Drehungen um 120°,
240° und 360° vor, die ab jetzt durch d;,qe, d249° Und d349- ausgedriickt werden. Das Inverse
der Drehung um 120° ist dabei die Drehung um 240° und umgekehrt, wahrend die Drehung

um 360° die Identitat darstellt und folglich selbstinvers ist.

Gleitspiegelungen, Schraubungen und Rotationsspiegelungen sind als Verkniipfung einer
selbstinversen mit einer nicht selbstinversen Operation ebenfalls nicht selbstinvers:

Das Inverse einer Gleitspiegelung ist ebenfalls wieder eine Gleitspiegelung, bei der der
Verschiebungsvektor jedoch analog zur gewdéhnlichen Translation mit —1 multipliziert werden muss.
Auch bei der Schraubung kann als inverses Element erneut eine Schraubung verwendet werden, die
die Translation umkehrt und den ersten Drehwinkel zu einem Winkel von 360° oder einem Vielfachen
hiervon erganzt. Bei einer Rotationsspiegelung wird das Element der Spiegelung als selbstinverse
Operation beibehalten, allerdings muss auch hier die Drehoperation zu dem néachstgrofReren
Vollwinkel erweitert werden.

Um das Beispiel der Drehungen im Dreieck erneut aufzugreifen und die Elemente inklusive ihrer

Inverser vollstandig aufzuschreiben, kann eine sogenannte Verknipfungstafel eingesetzt werden.

2.1.11. Definition Verkniipfungstafel:
Eine Verkniipfungstafel ist eine Tabelle, die zweistellige Verknlpfungen ausdriickt und sowohl
in der ersten Zeile als auch in der ersten Spalte die zu untersuchenden Symmetrieelemente
enthalt. Die einzelnen Felder im Inneren geben dabei an, welches Symmetrieelement durch
die Anwendung des Elements in der ersten Spalte, gefolgt von der Anwendung des Elements

in der ersten Zeile, entsteht.

Zum Ausfillen der Tabelle werden die einzelnen Kombinationsmoglichkeiten betrachtet und das
jeweilige Ergebnis ergdnzt. Da die Drehung d,¢- eines gleichseitigen Dreiecks verknlpft mit dy4q- der
Drehung d¢q- entspricht und damit wieder zur Identitat fihrt, wird an dieser Stelle der Tabelle ein e
flir Identitdt ergdnzt. Insgesamt ergibt sich die nachgestellte Verknipfungstafel fir die

Drehoperationen eines gleichseitigen Dreiecks:



Tabelle 3: Verkntipfungstafel fiir die Drehoperationen eines gleichseitigen Dreiecks.
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o di20° d340° dzeo- = €
dy2¢° d240° e d120°
dz40° e di20° d240°

dzeo = € di20° d240° e

Unter Betrachtung der Tabelle wird deutlich, dass sich die Verknipfung zweier Drehungen immer
wieder durch ein Element aus der urspriinglichen Menge der Drehoperationen darstellen lasst. Dies
liegt daran, dass jeder Winkel groRer als der Vollwinkel einem Winkel zwischen 0° und 360°
zugeordnet werden kann. Die Drehung um einen Winkel von 480° dreht die Figur beispielsweise
insgesamt nur um 120°. Die untersuchte Menge ist demnach abgeschlossen nach Definition 2.1.2 .
Darliber hinaus besagt Satz 2.1.8, dass die Menge der Drehoperationen genau ein neutrales Element
e sowie eindeutige Inverse enthélt. Dies wird in Tabelle 3 daran deutlich, dass jede Zeile und jede
Spalte genau einmal die ldentitat enthalten. Zusétzlich ist die Verknipfung assoziativ, da zum Beispiel
gilt:

(d120° © di120°) © dpag0 = dpa00 © dpgge = dizge = di0° © € = dyz00 © (dy20° © da400)-

Somit kann bereits durch die Betrachtung der Verknlipfungstafel festgestellt werden, dass die Menge
der Drehoperationen inklusive ihrer Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine eigene Gruppe
bildet, die zudem auch kommutativ ist.

Eine weitere wichtige Eigenschaft, die mit Hilfe der Tabelle deutlich wird, ist die Mdoglichkeit der

Darstellung jedes Elements durch die Hintereinanderausfiihrung der kleinsten Drehung:

d1200 = dy200,
dz40° = dy20° © dy200,

d3e0° = dy20° © dyz0° © dyz0e.

Betrachte als weiteres Beispiel ein ebenes Quadrat. Dieses besitzt als Symmetrieoperationen unter
anderem die Drehungen dgge, d1gge, d270° Und d3400, Welche wieder zur selben Gestalt fiihren und

anhand von Abbildung 7 sichtbar werden.



19

Abbildung 7: Quadrat mit eingezeichneten Spiegelachsen und Drehméglichkeiten.

Durch die Bezeichnung der kleinstmdglichen Drehung um 90° als ,,d“ statt dggo kann die Gruppe der
Drehungen D° wie folgt dargestellt werden:

D° ={d,d? d3 d* = e} mitdgpo =d?* =dod,dy;o- =d> =d od od und

dsgpe =d*=dododod=e.

Eine derartige Gruppe wird als zyklisch bezeichnet.

2.1.12. Definition zyklische Gruppe (Glosauer, 2016):
Eine Gruppe (G,9) heiBt zyklisch, wenn sie durch ein einziges Element erzeugt wird. Weil jedes
der regelmaligen n -Ecke ebenfalls einer zyklischen Gruppe entspricht, werden diese

allgemein durch C,, gekennzeichnet, wobei n die Zahl der Ecken angibt.

Da das neutrale Element e Bestandteil jeder Gruppe sein muss, gilt fir jedes Element, welches eine
zyklische Gruppe erzeugt: Es gibt einn € N, sodass gilt: g" = e. Dieser Wert wird in Abgrenzung zur

Ordnung einer Gruppe auch als Ordnung des Elements bezeichnet.

2.1.13. Definition Ordnung/ Periode eines Elements (Rosebrock, 2019):
Die Ordnung oder Periode eines Elements g € G ist die kleinste Zahl n € N, sodass gilt:

g™ = e. Man schreibt |g| = n, falls |g| < .

In unserem Beispiel ist d* = e, sodass d als Erzeuger der Gruppe der Drehungen die Ordnung vier
besitzt. Aber auch fiir alle anderen Elemente g einer Gruppe gibt es einen kleinsten Exponenten n,
sodass gilt g™ = e:

d? als Drehung um 270° muss zum Erhalten der Identitdt viermal verkniipft werden und hat
dementsprechend die Ordnung vier, wahrend die Drehung um 180° nur eine Periodenlange von zwei
aufweist. Die Drehung um 360° als Identitat selbst besitzt die Ordnung eins, da gilt: d3g0- = e.

Der Zusammenhang zwischen der Ordnung einer Gruppe, der Ordnung der enthaltenen Elemente
sowie der Eigenschaft, dass es sich um eine zyklische Gruppe handelt, wird im folgenden Satz

verdeutlicht:
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2.1.14. Satz (Rosebrock, 2019):

Ist |g| < oo und gilt |g| = |G|, soist G =< g >. Man sagt auch: g ist der Erzeuger von G.

Beweis:

Es genligt zu zeigen, dass G von g erzeugt wird, da nach Definition G dann bereits zyklisch ist.
Sei |gl=|Gl=n . Dann ist g"=e und g'#e fur alle 1<i<n . Damit ist
{e, g%, g%, ...,g™" 1} eine Menge mit n verschiedenen Elementen. Angenommen, es gelte
g' = g’ furi,j < n. Dann ist nach der Eigenschaft (2) in Satz 2.1.8: g' = g/ = g'/ = e. Sei
ohne Einschrankung i > j also: 0 < i —j < n. Somit ist nach der Annahme i = j. Dadurch
sind alle Elemente g%, g/ miti # j aus {e, g%, g%, ..., g™ '} wie behauptet unterschiedlich mit
1<i,j<n . Weil auch |G| =n gilt, folgt: G = {e, g, g%, ...,g" 1}. Jedes Element der
Gruppe lasst sich dementsprechend als Potenz von g schreiben, sodass g die gesamte Gruppe

erzeugt. O

Unter erneuter Betrachtung von Abbildung 7 wird deutlich, dass ein Quadrat nicht nur durch
Drehungen auf sich selbst abgebildet werden kann, sondern auch durch Spiegelungen entlang
verschiedener Achsen, die in der Darstellung durch gestrichelte Linien gekennzeichnet sind. Hierbei
fallt auf, dass die Ordnung von Spiegelungen immer zwei betragt. Dies kann damit begriindet werden,
dass Spiegelungen selbstinvers sind und eine gerade Anzahl an Ausfiihrungen der entsprechenden
Operation wieder zur Ausgangslage der Figur fuhrt.

Die Gruppe der Symmetrieoperationen fiir das Quadrat setzt sich insgesamt aus vier Drehungen
inklusive der Identitat als Drehung um 360° sowie vier Spiegelungen zusammen. Weil die Anzahl an
Symmetrieoperationen ebener, regelmaRiger n-Ecke stets einer gewissen GesetzmaRigkeit entspringt,
werden die entstehenden Gruppen als Diedergruppen bezeichnet und mit D,, abgekiirzt. Der Index n
gibt dabei die Zahl der Ecken an, weshalb die Gruppe der Symmetrieoperationen fiir das Quadrat auch
als D, gekennzeichnet wird. Der Begriff der Diedergruppe kann jedoch auch fiir dreidimensionale

Korper verallgemeinert werden:

2.1.15. Definition Diedergruppe (Bruckler, 2019):
Sein = 2 € N. Eine Diedergruppe D,, ist eine endliche Gruppe der Ordnung 2n mit zwei
Generatoren. Der erste Generator ist eine Drehung n-facher Ordnung um die Hauptachse, als
zweiter Generator kann eine Rotationsachse senkrecht zur ersten gewahlt werden, sodass eine

Drehung zweiter Ordnung vorliegt.

Zusatzlich zu der hier genannten, geometrischen Definition der Diedergruppe ist es moglich, diese auch
auf algebraische Weise zu beschreiben. Aufgrund der gréReren Gewichtung der Geometrie in den

nachfolgenden Kapiteln wird diese jedoch aufler Acht gelassen. Dass es sich bei der Menge aller
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Symmetrieoperationen des Quadrats tatsdchlich um eine Gruppe handelt, kann ebenfalls auf

allgemeine n-Ecke libertragen und wie folgt bewiesen werden (Rosebrock, 2019):

2.1.16. Lemma:
Fiurn > 2 bildet (D,,,0) eine Gruppe.

Beweis:
Weil es sich bei Symmetrieoperationen per Definition um langenerhaltende Abbildungen
handelt, fuhrt auch die Verknipfung zweier langenerhaltender Abbildungen zu einer
langenerhaltenden Abbildung, sodass die Menge D,, abgeschlossen ist. AuBerdem gilt fur alle
Operationen s, t,v € D,, und einen festen Punkt x in der Ebene:

(sot)ov(x) = s(t(v(x))) =so(t ov)(x),
was bereits exemplarisch fir D; gezeigt wurde. Demnach ist die zugehdrige Verkniipfung zu
D,, assoziativ. Das neutrale Element stellt die Identitdt dar, die keine Veranderung an der
Ausgangsfigur vornimmt und flr jedes n -Eck existiert. AuBerdem findet sich fir jede
Symmetrieoperation d aus der untersuchten Menge eine eindeutige Abbildung d', die diese
aufhebt und die Figur wieder auf sich selbst abbildet. Da dieses d‘ wieder einer eigenen
Symmetrieoperation entspricht, ist es ebenfalls Teil der Menge D,,.
Insgesamt erfillt die Menge der Symmetrieelemente der regelmaRigen n-Ecke D,, mit der

allgemeinen Verknipfung © die Eigenschaften einer Gruppe firn > 2. O

Bei dem Quadrat aus Abbildung 7 stellt der erste Generator die senkrechte Achse durch den
Mittelpunkt des Quadrats als Schnittpunkt der beiden Diagonalen dar, um welchen das Quadrat
viermal gedreht werden kann. Der zweite Generator fasst die Spiegelungen des Quadrats an den
Diagonalen und den Mittelsenkrechten zusammen, die alle in einer Ebene liegen und damit senkrecht
auf der ersten Rotationsachse stehen. Insgesamt lasst sich jedes regelméaRige Vieleck mit n Ecken n-
mal drehen und an n Achsen spiegeln, was zu einer Anzahl von 2n Symmetrie-Elementen fihrt. Eine

Zusammenfassung fiir die Diedergruppen D3 bis Dg mit den Abkiirzungen d fur eine Drehungen um

%00 und s fiir die Spiegelungen entlang der Hauptachsen ist in Tabelle 4 dargestellt.

Tabelle 4: Zusammenfassung der Diedergruppen D3 bis D inklusive ihrer Eigenschaften.

D3 D, D5 D¢
e | N S O
Ordnung 6 8 10 12
2 g3 g4 2 g3 g4
Symmetrie- d, dZ’ d3 =e, d, dZ, d3, d4— =e, ds, d ) d ) d ) ds; d6, d ) d )
d> =e, 51,59, d>,d® =e,sq,
elemente $1,52,53 S1,52,53,54
53,54, S5 52,53,54, 55,56
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Bei genauerer Untersuchung von Diedergruppen wird deutlich, dass diese fiir n > 3 nicht abelsch
sind. Dies kann mit Hilfe der vollstandigen Verknipfungstafel fiir die Gruppe D5 gezeigt werden, in
welcher zuerst die Elemente der ersten Spalte g und danach die Elemente der ersten Zeile h auf das

Dreieck angewendet werden. Fir die Darstellung der Verkniipfung gilt: (h © g)(*) = h(g(*)).

Tabelle 5: Verkniipfungstafel fiir die Symmetrieoperationen eines gleichseitigen Dreiecks.

© diz0 dy40° dzep- =€ S S2 S3
di20° d2a0° e d120° S3 S1 Sz
d40° e d120° d240° Sz S3 S1
dsgpe =€ d120° d240° e S1 Sy S3
S1 S2 S3 S1 e d120° dz40°
S2 S3 S1 RY) dz40° e d120°
S3 S1 S2 S3 d120° d240° e

Nach Tabelle 5 gilt unter anderem: s; © dy400 = S3 # Sy = dy400 © Sq-

Das Beispiel zeigt, dass die Kommutativitat fir Diedergruppen mit n = 3 nicht erfillt ist. Dies ldsst sich
analog fur alle n > 3 zeigen, weshalb Diedergruppen fir n = 3 nicht kommutativ sind. Da alle
Elemente der Gruppe in jeder Zeile und Spalte allerdings genau einmal vorkommen, handelt es sich
insgesamt um eine nicht abelsche Gruppe.

Betrachte in Abgrenzung hierzu erneut nur die Menge der Drehungen des gleichseitigen Dreiecks aus
Tabelle 3. Diese bilden eine Gruppe, die im Gegensatz zu D3 auch abelsch ist. Die Gruppe der
Drehungen stellt somit eine Gruppe innerhalb einer Gruppe dar, was als Untergruppe bezeichnet wird.
Solche Untergruppen kénnen, wie zuvor beschrieben, andere Eigenschaften aufweisen als die
Ubergeordnete Gruppe. Diese Eigenschaften und Zusammenhinge werden in Kapitel 2.2 naher

erldutert.
2.2. Untergruppen

Nachdem in Kapitel 2.1 gezeigt wurde, dass Gruppen gemeinsame Eigenschaften besitzen, liegt es
nahe, dass Gruppen mit denselben Elementarten durch Ergdnzen oder Entfernen bestimmter
Elemente geradewegs ineinander lberfiihrt werden kdnnen. Das entstehende Konstrukt zwischen den
Gruppen fiihrt zum Begriff der Untergruppen, der diesem eine gewisse Struktur verleiht. Besonders
hervorzuheben ist hierbei das Untergruppenkriterium (2.2.11), welches eine notwendige
Voraussetzung liefert, ob es sich bei einer Gruppe um die Untergruppe einer anderen handelt oder

nicht.
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2.2.1. Definition Untergruppe (Rosebrock, 2019):
Eine Teilmenge U einer Gruppe G heilSt Untergruppe von G, wenn U mit der Verknipfung von

G wieder eine Gruppe bildet. Eine Untergruppe U von G wird durch U < G notiert.

Jede Gruppe besitzt mindestens eine Untergruppe, da sie das neutrale Element enthalt. Dieses erfullt
zusammen mit jeder Verknlipfung die Gruppenaxiome (G1) bis (G3) aus Definition 2.1.1 und stellt

damit eine eigene Gruppe dar, die auch triviale Gruppe genannt wird.

2.2.2. Definition triviale Gruppe:
Die triviale Gruppe ({e},0) ist eine einelementige Gruppe, die nur das neutrale Element e

enthélt. Die einzige mogliche Gruppenoperation lautet: e 0 e = e.

Durch die Selbstinversitit und das Vorhandensein eines einzigen Elements koénnen alle
Gruppeneigenschaften der trivialen Gruppe einfach nachgewiesen werden. Uber die triviale Gruppe
hinaus beinhalten die meisten Gruppen weitere Untergruppen, deren Anzahl an Elementen kleiner ist
als die Anzahl der Elemente der urspriinglichen Gruppe. Diese werden als echte Untergruppen

bezeichnet.

2.2.3. Definition echte Untergruppe:
Unter einer echten Untergruppe versteht man eine Untergruppe von G, die weder der

trivialen Gruppe noch der Gruppe G selbst entspricht. Schreibe: U < G.

Um konkrete Beispiele von echten Untergruppen zu betrachten, wird zunachst die symmetrische

Gruppe definiert, deren Elemente sogenannte Permutationen darstellen.

2.2.4. Definition Permutation, symmetrische Gruppe (Glosauer, 2016):
Sei M,, eine n-elementige Menge {x4, X3, ..., X, }. Eine bijektive Selbstabbildung 7: M,, - M,
heilt (n-stellige) Permutation von M,,. Die Menge aller n-stelligen Permutationen wird als

symmetrische Gruppe S,, bezeichnet, also S, := {m|m ist Permutation von M,, }.

Die Anzahl der Elemente der symmetrischen Gruppe ist abhangig von der Anzahl der Elemente von

M,

2.2.5. Lemma (Beutelspacher, 2003):
Sei M,, eine n-elementige Menge {x;, x5, ..., X, }. Dann gibt es genau n! Permutationen von

M,. Schreibe: |S,| = n!.
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Beweis:

Sei M, = {x1,%5,...,X,} . Lege zunichst die Bilder m(1),m(xy),...,m(x,) fest, um die
Permutation 1 zu bestimmen. Flr m(x,) existieren n Moglichkeiten, weil alle Elemente von
M, verfugbar sind. Sobald m(x;) festgelegt ist, gibt es fur m(x,) nur noch n—1
Méglichkeiten, und zwar alle bis auf m(x;). Diese Uberlegung kann fiir alle Elemente
weitergefiihrt werden, sodass das vorletzte Element x,,_; nur noch zwei Modglichkeiten
besitzt, da m(x,), m(xy), ..., m(x,,_,) bereits festgelegt sind. Flr das letzte Element x,, bleibt
nur noch eine Méglichkeit UGbrig. Demnach liegen insgesamt n-(n—1)-..-2-1=n!
Moglichkeiten vor, eine Permutation von M,, festzulegen, weshalb es auch n! verschiedene

Permutationen gibt. |

Die symmetrische Gruppe einer vierelementigen Menge beinhaltet nach dem vorangegangenen

Lemma4! =4-3-2-1= 24 Elemente. Bevor diese notiert werden kdnnen, muss allerdings zunachst

geklart werden, wie eine Permutation beschrieben werden kann. Zu diesem Zweck werden vorab

einige notwendige Begriffe definiert, um im Anschluss die beiden geldufigsten Schreibweisen

vorzustellen und zu erlautern.

2.2.6. Definition Fixpunkt einer Permutation, zyklische Permutation, Lénge eines Zyklus:

Sei ™ eine Permutation der Menge M,,. Diese hilt das Element x; € M,, fest, wenn gilt
m(x;) = x;. In diesem Fall wird x; Fixpunkt der Permutation genannt. Dariiber hinaus heiRt
eine Permutation zyklische Permutation, falls die, von = bewegten, Elemente in einem Zyklus
vertauscht werden kénnen: Es existieren also paarweise verschiedene x, ..., Xy € {X1, ..., X},
sodass einerseits m(x;) = x;41 fur alle i € {xq,..,xp_1} sowie m(x,) = x; gilt und
andererseits m(x) = x fur alle x € {xy, ..., x,,} . Die Anzahl der Elemente einer solchen

zyklischen Permutation wird als Ldnge eines Zyklus bezeichnet.

Ist eine Wahl der Nummerierung der Elemente fest getroffen, wird haufig (i) = j statt w(x;) = j fur

i,j € Ngeschrieben. Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die zwei Ublichen Notationen genauer

beschrieben werden:

2.2.7. Notationen einer Permutation (Beutelspacher, 2003):

Zweizeilenform: Die erste Moglichkeit zum Notieren einer Permutation ist die Darstellung
Uber eine Matrix mit zwei Zeilen und n Spalten. In der ersten Zeile stehen die n Elemente der
Menge, die fir gewohnlich in ihrer natiirlichen Reihenfolge angegeben werden. In der zweiten
Zeile stehen unter jedem Element die zugehorigen Bilder. Eine sechselementige Menge wird

beispielsweise demzufolge dargestellt:
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( 1 2 3 4 5 6 )
n(l) n(2) n3)rw(4) n(5) w(6)

- Zyklenschreibweise: Die zweite Moglichkeit liefert eine einzeilige Schreibweise, die dadurch
deutlich kirzer ist und haufiger verwendet wird. Hierbei wird bei einem beliebigen Element
begonnen und notiert, auf welches dieses abbildet. Im Anschluss wird, von dieser Zahl
ausgehend, so lange weiter untersucht, auf welches Element diese abgebildet wird, bis das
urspriingliche Element wieder erreicht ist. Damit entsteht ein erster Zyklus. Dieses Schema
wird so oft angewendet, bis alle Elemente in einem der entstandenen Zyklen enthalten sind.
Zyklische Permutationen der Lange eins stellen nach Definition Fixpunkte dar und werden
beim Aufschreiben der Permutation vernachlassigt, wahrend die tibrigen Zyklen in beliebiger

Reihenfolge aneinandergereiht werden.
Zur Verdeutlichung der beiden Notationen werden diese anhand desselben Beispiels gezeigt:

2.2.8. Beispiel (Schreibweise von Permutationen):

1. Moglichkeit:

2. Moglichkeit:
m=(1,2)(3,5,6)

Die Permutation 7 bildet das Element 1 auf die 2 ab und umgekehrt. Dariiber hinaus bildet sie
die 3 auf die 5, die 5 auf die 6 und die 6 wieder auf die 3 ab, sodass ein Zyklus der Lange
zwei und ein Zyklus der Lange drei vorgefunden wird. Das Element 4 wird durch die

Permutation auf sich selbst abgebildet, weshalb es sich hierbei um einen Fixpunkt handelt.

Wegen der effizienteren Zyklenschreibweise wird diese im Verlauf der restlichen Arbeit eingesetzt, um
Permutationen anzugeben. Die 24 Elemente der symmetrischen Gruppe S, lauten nach Anwendung

dieser Darstellung:
Sy = {(1),(1,2),(1,3),(1,4), (2,3), (24), (3:4), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3), (1,2,3),
(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4), (1,4,2), (1,4,3), (2,3,4), (2.4,3), (1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4),
(1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2)}.

Anhand der oben aufgefiihrten Elemente wird schnell deutlich, dass es sich bei der symmetrischen
Gruppe S, tatsachlich um eine mathematische Gruppe handelt. Die Aussage kann jedoch auch fiir

allgemeine S, mit n € N gezeigt werden.
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2.2.9. Lemma:
Die symmetrische Gruppe S,, erfiillt zusammen mit der Komposition von Abbildungen als

Verkettungen die Eigenschaften einer Gruppe fiir alle n € N.

Beweis:

Die Gesamtmenge an Permutationen ist abgeschlossen bezlglich ihrer Verknipfungen, da jede
Permutation nur die Reihenfolge der Elemente vertauscht, die in der Menge enthalten sind.
Durch die Hintereinanderausfiihrung mehrerer Permutationen kann demnach kein Element
auRerhalb der Menge getroffen werden, sondern es erfolgt lediglich eine erneute Veranderung
der Reihenfolge. Zudem ist die Reihenfolge dreier Verknlipfungen der Elemente fiir das
Endergebnis irrelevant, sodass die symmetrische Gruppe auch assoziativ ist. Das neutrale
Element der Gruppe wird durch diejenige Permutation dargestellt, welche jede Zahl auf sich
selbst abbildet. Diese wird per Definition mit (1) ausgedriickt. Des Weiteren l&sst sich jede
Anderung durch eine eindeutige Permutation wieder umkehren, so ist beispielsweise das
Inverse zu (1,3,2) die Permutation (1,2,3). Die symmetrische Gruppe erflllt demzufolge die

Gruppenaxiome (G1) bis (G3) und ist somit eine Gruppe. O

Auch die Elemente der Diedergruppe aus Abschnitt 2.1 kénnen mit Hilfe von Permutationen
ausgedriickt werden:

Zundachst werden die vier Eckpunkte des Quadrats in der Gruppe D, mit den Zahlen eins bis vier
beschriftet. Im Anschluss wird die Veranderung der Lage der Eckpunkte mit Hilfe von Permutationen
ausgedriickt. Die Drehung des Quadrates um 270° kann beispielsweise als (1,4,3,2) beschrieben

werden, was in Abbildung 8 sichtbar wird.

Drehuneg um 270°

Abbildung 8: Exemplarische Darstellung der Drehung eines Quadrats um 270°.
Die eins steht nach der Drehung an der urspriinglichen Stelle der vier, wahrend diese sich an der dritten
Ecke befindet und so weiter. Dadurch entsteht insgesamt eine neue Anordnung der Eckpunkte, die
durch (1,4,3,2) ausgedriickt wird. Die Menge aller Elemente der Diedergruppe fiir ein Quadrat lauten

in Permutationsschreibweise:

D, ={(1),(1,3),(2,4),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3),(1,2,3,4),(1,4,3,2) }.
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Aufgrund des Ausdriickens der Symmetrieoperationen durch Permutationen ist es leicht moglich, die
Diedergruppe beispielsweise mit der symmetrischen Gruppe zu vergleichen und Aussagen Uber ihre

Beziehung zu treffen.

2.2.10. Beispiel (echte Untergruppen):
- Die Diedergruppe ist eine echte Untergruppe der symmetrischen Gruppe: D,, < §,, fiir
n = 3.

- Die zyklische Gruppe ist eine echte Untergruppe der Diedergruppe: C,, < D,, firn > 2.

Es ist bereits bekannt, dass es sich sowohl bei der Dieder- als auch bei der symmetrischen und der
zyklischen Gruppe um Gruppen handelt. Die symmetrische Gruppe hat mit n! Elementen firn = 3
mindestens genauso viele Elemente wie die Diedergruppe, deren Ordnung 2n betragt. Die zyklische
Gruppe enthdlt n Elemente und damit noch einmal halb so viele wie die Diedergruppe. Wahrend S,
alle moglichen Permutationen des n-Ecks und somit alle Spiegelungen und Rotationen zusammenfasst,
gibt D,, in Abgrenzung hierzu nur die Elemente an, die durch Rotation um zwei, senkrecht aufeinander
stehende Achsen entstehen. Dabei werden jedoch nicht alle méglichen Spiegelungen eines Kérpers
berilcksichtigt, sodass D,, einer echten Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,, entspricht. Die
zyklische Gruppe fasst wiederum nur die Elemente zusammen, welche durch Rotation um die
Hauptdrehachse entstehen, sodass C, fliir n > 2 eine echte Untergruppe von D, darstellt. Die
zyklische Gruppe C,, ist damit auRerdem eine echte Untergruppe von S, fir alle n > 3. Mathematisch

wird dieser Sachverhalt durch das Untergruppenkriterium untermauert.

2.2.11. Satz Untergruppenkriterium (Rosebrock, 2019, S. 38):
Eine nichtleere Teilmenge U von G ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn gilt:

ab le Ufirallea, b € U.

Beweis:

"

= Sei ab™! € U fiir alle a,b € U und U Teilmenge von G. Uberpriife die Gruppen-

eigenschaften fir U als Untergruppe von G:

- Assoziativitat:
U ist nicht leer. Dadurch existieren Elemente in U, fir die zusatzlich gilt, dass sie in G
liegen, weil U Teilmenge von G ist. Da die Assoziativitat in G als Gruppe bereits fiir alle
enthaltenen Elemente gegeben ist, gilt diese auch fiir die Menge U als Teilmenge.

- Existenz neutrales Element:

1

Mit a = b folgt mit der Bedingung von oben: ab™! = aa™! = e € U, sodass das

neutrale Element von G ebenfalls in U liegt.
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- Existenz inverser Elemente:

Mit e,a €U ist auch ea ™ =a ' €U und somit liegt fir jedes a € U das
entsprechende Inverse auch in U.

- Abgeschlossenheit:

Zu a,b € U ist durch die Existenz der inversen Elemente auch b~ € U gegeben.
Dadurch gilt: a(b~)"! = ab € U. Somit liefert die Verkniipfung zweier beliebiger
Elemente aus U immer wieder ein Element in U, sodass die Gruppe auch
abgeschlossen bezlglich ihrer Verknipfung ist.

Damit ist U eine Untergruppe von G.

,="“ Wenn U eine Untergruppe von G ist und die Eigenschaften der Gruppe erbt, dann wird

durch die Eigenschaft der Abgeschlossenheit unmittelbar deutlich, dass auch die
Verknlipfung des Elements mit dem Inversen eines weiteren Elements wieder

innerhalb der Untergruppe liegen muss. |

Wie bereits in dem Beweis des Satzes 2.2.11 deutlich wird, werden einige Eigenschaften einer Gruppe

an ihre Untergruppe vererbt. Unter diesem Aspekt kann auch der folgende Satz festgehalten werden.

2.2.12. Satz (Rosebrock, 2019):

Die Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist wieder zyklisch.

Beweis:

Sei G =< g > eine zyklische Gruppe und U < G eine nichttriviale Untergruppe. Wahle
g™ € U so, dass n dem minimal méglichen Betrag aller Potenzen von g ungleich dem
neutralen Element entspricht. Sei g* € U ein beliebiges Element der Untergruppe. Fiihre eine
Division mit Rest von k durch n durch. Damit ergibtsichk = ni + r fir0 < r <nfiri,r € N.
Angewendet auf die Elemente der Gruppe folgt g¥ = g™ 0 g" & g7 = g¥ o (g™ L. Da die
rechte Seite der Gleichung als Verknlipfung von Elementen aus U wieder Element von U ist,
muss auch g7 € U sein. Wegen des minimalen |n| ist jedoch r = 0, sodass gilt: g*¥ = (g™)".
Hieraus folgt, dass sich jedes Element von U durch eine Potenz von g™ ausdricken ldsst.

U =< g" > ist also ebenfalls zyklisch. O

Umgekehrt ist allerdings nicht jede Gruppe automatisch zyklisch, nur weil ihre Untergruppe zyklisch
ist. Dies wird zum Beispiel an C, als zyklische Untergruppe der nicht-zyklischen symmetrischen Gruppe
S, sichtbar.

Bei genauerer Betrachtung von S, wird zusatzlich deutlich, dass diese neben D, und C, eine Vielzahl

weiterer Untergruppen besitzt, die teilweise wie die beiden genannten Gruppen auch untereinander
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Untergruppen bilden. Diese Beziehungen werden in Abbildung 9 dargestellt, in welcher die
verschiedenen Arten von Gruppen mit Hilfe derselben Farbe gekennzeichnet sind. Zur besseren
Ubersichtlichkeit werden nur die direkten Untergruppen einer Gruppe durch die Verbindungslinien
gekennzeichnet, die Untergruppen einer Gruppe stellen jedoch immer auch weitere Untergruppen der

Ubergeordneten Gruppe dar, weshalb D, beispielsweise ebenfalls eine Untergruppe von S, ist.

Abbildung 9: Untergruppen der S,.

Die Gruppen C, < (13) > und C, < (13)(24) > unterscheiden sich dadurch voneinander, dass bei
der ersten zyklischen Gruppe zwei der vier Ecken beibehalten werden, was einer Drehung an der
Diagonalen durch diese Punkte entspricht. Die zweite zyklische Gruppe vertauscht hingegen jeweils
zwei gegeniiberliegende Ecken miteinander, was die Drehung an einer, senkrecht zum Quadrat
stehenden, Achse darstellt. Aufgrund der verschiedenen Elemente, die innerhalb der Gruppen
enthalten sind, stellt die zyklische Gruppe C, < (13) > keine Untergruppe von C, dar, wohingegen
C, < (13)(24) > zum Beispiel eine Untergruppe von C, ist.

Bei der Betrachtung von Abbildung 9 wird des Weiteren auch die Aussage des vorangehenden Satzes
erneut ersichtlich: Es ist bereits bekannt, dass C; und C, zyklische Gruppen sind, weshalb die
Untergruppen C, < (13)(24) > und < e > nach Satz 2.2.12 ebenfalls zyklisch sein missen. Diese
Eigenschaft ist bereits per Definition erfllt.

Insgesamt besitzt die symmetrische Gruppe S, nicht nur Untergruppen von Kérpern mit derselben
Anzahl an Ecken, sondern auch Untergruppen, die die Symmetrieelemente kleinerer n-Ecke darstellen.
Die symmetrische Gruppe der Dreiecke S5 beinhaltet beispielsweise einen Teil der Elemente von S,
und stellt gleichzeitig wieder eine, in sich abgeschlossene Gruppe dar.

Nachdem sich dieses Unterkapitel mit Untergruppen, deren Eigenschaften sowie dem Zusammenhang
zwischen Gruppen und Untergruppen beschaftigt hat, kann die Beziehung darliber hinaus auch
hinsichtlich der einzelnen Gruppenordnungen untersucht werden. Zu diesem Zweck wird im Anschluss

der Satz von Lagrange thematisiert.
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2.3. Satz von Lagrange

Joseph-Louis Lagrange war ein italienisch-franzosischer Mathematiker, der 1771 einen wichtigen
Beitrag zur Gruppentheorie lieferte, indem er einen mathematischen Ansatz zur Bestimmung von
Untergruppen entwickelte. Der daraus resultierende Satz spielt bis heute eine grofle Rolle bei der
Untersuchung von Gruppen und verdeutlicht einen wichtigen Zusammenhang zwischen Gruppen und
Untergruppen. Bevor jedoch der besagte Satz von Lagrange in 2.3.6 angesprochen werden kann, muss

zunachst etwas Vorarbeit geleistet werden.

2.3.1. Definition Linksnebenklasse:
Sei H eine Untergruppe der Gruppe G mit g € G. Dann heifSt gH Linksnebenklasse und es gilt

gH = {gh|h € H}. Die Elemente von gH bilden eine Teilmenge von G.

Analog existieren sogenannte Rechtsnebenklassen mit Hg = {hg|h € H}.

Besitzen eine Links- und eine Rechtsnebenklasse keine gemeinsamen Elemente, so sind sie disjunkt:

2.3.2. Definition disjunkt:

Zwei Mengen A und B heilRen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element besitzen.

Da die Elemente der Links- bzw. Rechtsnebenklasse von G eine Teilmenge von G bilden, ist es moglich,

die gesamte Gruppe als Verknipfung dieser Teilmengen zu schreiben.

2.3.3. Satz (Rosebrock, 2019, S. 41):
Sei G eine Gruppe und H < G eine echte Untergruppe. Dann kann G als disjunkte Vereinigung

der Linksnebenklassen gH geschrieben werden.

Beweis:

Mit e € H folgt

G=UgH.

Dadurch ist in der Nebenklasse gH mindestens das Element g enthalten.

Zeige weiter: Wenn zwei Linksnebenklassen aH und bH ein beliebiges gemeinsames Element
¢ haben, dann sind diese gleich:

Seien ¢ = ah; und ¢ = bh, mit hy,h, € H. Dann folgt a = chy! = bh,h7!. Dadurch hat
jedes Element ah € aH die Form ah = bh,h7h = b(h,h71h) und st durch die Verkniipfung
von Elementen aus H ebenfalls Element der Linksnebenklasse bH. Also gilt aH < bH. Analog

kann die Beziehung bH c aH gezeigt werden, sodass gilt aH = bH.
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Da mehrfach auftretende Nebenklassen identisch sind, kann G aus disjunkten

Linksnebenklassen zusammengesetzt werden. O

Dieser Satz gilt ebenfalls fiir die Rechtsnebenklassen und wird auf die gleiche Weise bewiesen. Als
unmittelbare Konsequenz folgt aus dem Satz, dass alle Nebenklassen dieselbe Ordnung besitzen

mussen.

2.3.4. Lemma:
Ist H < G echte Untergruppe einer Gruppe G, dann besitzen alle H -Linksnebenklassen

dieselbe Ordnung.

Beweis:

Die Linkstranslation l;: H — gH, h = gh ist bijektiv mit der Umkehrabbildung l,-1. Damit ist

lgH| = |l;(H)| = |H| firalle g € G. -

Das Lemma kann analog fir die Ordnung der Rechtsnebenklassen bewiesen werden.
Die Gesamtmenge aller Nebenklassen wird mit G/H bezeichnet. Demnach ist jedes Element der
Menge G /H eine Nebenklasse. Die Gesamtzahl der Nebenklassen wird durch den sogenannten Index

beschrieben.

2.3.5. Definition Index:
Der Index von H in G wird durch ind(G: H) = |G: H| = ord(G/H) definiert.

Mit Hilfe dieses Vorwissens ist es moglich, den Satz von Lagrange zu beweisen.

2.3.6. Satzvon Lagrange (Glosauer, 2016, S. 85):

Sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann ist die Ordnung von H Teiler der

Ordnung von G und der Quotient von % ist der Indexvon Hin G.
Schreibe: H < 6 = |G: H| = % € N.

Beweis:

Es seien |G: H| = n € N der Index von H in G und

n
G:UgiH

i=1
die disjunkte Zerlegung der Linksnebenklassen von G aus Satz 2.3.3. Aufgrund des letzten

Lemmas folgen |g;H| = |H| furalle i = {1,2, ..., n} und somit fur die Ordnung von G:

|Gl =n-|H| =|G:H| - |H]|.
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Aus der Division der Gleichung durch |H| folgt die Behauptung. O

Der Satz von Lagrange wird eingesetzt, um anhand der Ordnung einer Gruppe zu erkennen, ob eine
zweite Gruppe eine Untergruppe darstellen kann oder nicht. Dies wird an nachfolgendem Beispiel noch

einmal verdeutlicht.

2.3.7. Beispiel (Anwendung Satz von Lagrange):
Die Symmetriegruppe Sg besitzt nach Lemma 2.2.5 genau 5! = 120 Elemente. Nach dem Satz
von Lagrange aus 2.3.6 sind als ganzzahlige Teiler von 120 echte Untergruppen der
nachstehenden Ordnungen moglich:
2;3;4;5;6;8;10; 12; 15; 20; 24; 30; 40 und 60.
Die Diedergruppe D, beinhaltet 2 - 7 = 14 Elemente und somit die Ordnung 14, die keinem
natirlichen Teiler von 120 entspricht. Nach dem Satz von Lagrange kann die Diedergruppe D,

demnach keine Untergruppe der Symmetriegruppe S5 sein.

Dass es sich bei einer Menge mit einer Verknilpfung um eine Untergruppe handelt, wird durch die
Verknilpfung beliebiger Elemente und Inverser aus der entsprechenden Menge verdeutlicht. Werden
hingegen ein Element aus der ibergeordneten Gruppe, ein Element aus der Untergruppe sowie das
zugehorige Inverse des ersten Elements miteinander verkniipft und befindet sich das entstehende

Element wieder innerhalb der Untergruppe, dann wird die Gruppe als Normalteiler bezeichnet.

2.3.8. Definition Normalteiler (Briickler, 2019):
Sei N eine Untergruppe einer Gruppe G. Wenn gilt: gng™' € N fiir alle g € G undn € N,
dann heilRt N Normalteiler von G.
Eine andere Formulierung der Definition lautet: N heiSt Normalteiler von G, wenn gilt:
Firalleg € GistgN = Ng.
Schreibe auch: N 2 G.

Betrachtet man erneut die Isometrie-Arten in der Ebene, so wird deutlich, dass die Menge der
Translationen mit der Hintereinanderausfiihrung derer beispielsweise eine Untergruppe der

Isometriegruppe bildet. Sie lasst sich auch genauer als Normalteiler der Isometriegruppe klassifizieren.

2.3.9. Beispiel:

Die Translationen bilden einen Normalteiler in der Isometriegruppe der Ebene.



33

Beweis:
Der Beweis dieser Aussage lasst sich den Seiten 56 und 57 aus dem Kapitel tber Translationen
des Buches ,Anschauliche Gruppentheorie. Eine computerorientierte geometrische

Einfihrung.” von Rosebrock (2019) entnehmen. O

Um allgemein zu erkennen, ob es sich bei einer Untergruppe um einen Normalteiler handelt oder nicht,

sollte die Menge der Nebenklassen genauer untersucht werden.

2.3.10. Satz (Rosebrock, 2019, S. 54):
Sei N < G. N ist ein Normalteiler von G (N = G ) genau dann, wenn die Nebenklassen gN fr

alle g € G eine Gruppe G/N mit der Operation g;N * g, N = (g;g;)N bilden.

Beweis:
,=": Beachte zunéachst: Fiir beliebige Untergruppen N < G ist: gN = g'N & g' € gN, was
aus N 2 G folgt.
Zeige nun die Wohldefiniertheit der Verkniipfung: Seien dazu h; € g;N und h;, € g, N.
Dann gilt:
h;hyN = h;giN, da h, € gpN
= h;Ng;, weilgiyN =Ng;
=9giNgx, dah; € g;N
= 9gi9kN,  weil ggN = Ng.
Somit ist g;N - grN = (g;9x)N wohldefiniert. Um die Hinrichtung des Beweises
vollsténdig zu zeigen, muissten zusatzlich die Gruppenaxiome aus Definition 2.1.1
nachgerechnet werden, dies wird aber an dieser Stelle vernachldssigt und als
gegeben angenommen.
,&“  SeiG/N eine Gruppe mit g;N - g N = (gigx)N.
Mit h; = g; - n; und hy, = g, - ny fur g;, gx € G,n;,n, € N folgt:
Aw EN:h;-hy =g; gx " W.
& (gi ) (Gr M) = Gi* G W
SNt g g =G W
SN g =gk W ngimitw-ngl €N.
Furn; € Nistn; * g, € giN, sodass gilt: Ng;, € giN.
Fur gj ! statt g, ergibt sich:
gt = gict - wengtoder g cm = wenit - g
Damit ist gy N © Ng; und insgesamt gyN = Ng;. N ist demnach ein Normalteiler

von G und die Aussage somit gezeigt. O
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Die oben angesprochene Gruppe inklusive der entsprechenden Operation wird als Faktorgruppe oder

Quotient bezeichnet.

2.3.11. Definition Faktorgruppe/Quotient:
Sei N 2 G. Die Gruppe G/N, bei der die Nebenklassen gN die Elemente darstellen und die
Operation durch g;N - g, N = (g; * gx)N bestimmt ist, hei’t Faktorgruppe von G nach N. Die

Gruppe G /N wird auch als Quotient der Gruppe G bezeichnet.

Das zweite Kapitel hat bisher Gruppen als Objekte der Gruppentheorie thematisiert. Um diese

aufeinander abbilden zu kénnen, werden ferner noch sogenannte Morphismen benétigt.
2.4, Homo- und Isomorphismen

Wahrend eine Isometrie allgemein fir eine langen- und abstandserhaltende Abbildung steht, die eine
Menge auf eine weitere abbildet, kann diese Definition unter Einbezug von Gruppen konkretisiert
werden. Um solche Abbildungen zwischen Gruppen von allgemeinen Abbildungen abzugrenzen,
werden diese als Morphismen bezeichnet. Wegen ihrer Relevanz im Verlauf der Arbeit werden in
diesem Kapitel Abbildungen von Gruppen auf Matrizen thematisiert. Da diese Darstellungen allerdings
sehr schnell untbersichtlich sind, werden sogenannte Charaktere in Form von Skalaren eingefiihrt, die

die betrachtete Darstellung ausdriicken und das Rechnen vereinfachen.

2.4.1. Definition (Gruppen-)Homomorphismus, Isomorphismus (Glosauer, 2016):
Eine Abbildung ¢:G — H zwischen zwei Gruppen (G,©) und (H,*) heilt (Gruppen-)
Homomorphismus, wenn fiir alle a, b € G gilt:
@(aob) = ¢(a)* p(b).

Ist die Abbildung ¢ zudem bijektiv, dann wird sie als Isomorphismus bezeichnet.

Uber Homo- und Isomorphismen hinaus gibt es auch Morphismen, die nur injektiv oder nur surjektiv
sind. Da diese jedoch fir die Inhalte dieser Arbeit keine Rolle spielen, werden sie in der Definition
vernachlassigt. Wichtig sind hingegen die Eigenschaften der zuvor definierten Abbildung, die im

folgenden Lemma angesprochen werden.

2.4.2. Lemma:
Es gilt:
¢p(e) = e’ und
p(aY) =¢(a) *fira,al,e € Gunde' € H.
Jeder Homomorphismus @: G — H bildet das neutrale Element von G auf das neutrale

Element von H und das Inverse eines Elements auf das Inverse seines Bildes ab.
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Beweis:
Die Aussage des Lemmas lasst sich durch Anwendung der Definition nachweisen:
Sei ¢: G — H ein beliebiger Homomorphismus mit e als neutralem Element von G und e’ als
neutralem Element von H. Dann ist:
(@) =¢ace) = ¢(a) * p(e).
Durch Multiplikation von links mit ¢ (a)~? folgt:
e=9@ ! +p(@) = p@ "t +pace)=p@" *g(a)*ple) =e' *g(e).
Damite’ = e’ * @(e) erfillt ist, muss @ (e) das neutrale Element e’ von H sein. Somit wird e
durch den Homomorphismus auf e’ abgebildet.
AuRerdem gilt nach Multiplikation von rechts mit ¢(a)
e’ =p(e) =¢paca™)=g(a)*p(a™).
Esist also @(a)™! = @(a™1), sodass das Inverse eines Elements auf das Inverse seines Bildes

abgebildet wird. m|

Wahrend ein Homomorphismus die Abbildung einer Gruppe auf eine andere Gruppe beschreibt, kann
eine Gruppe auch auf quadratische Matrizen abgebildet werden. Eine derartige Abbildung wird

genauer als Darstellung bezeichnet.

2.4.3. Definition Darstellung (Aradi, 2022):
Die Darstellung I': G > R™™ einer Gruppe ist ein Homomorphismus der Gruppe G auf
quadratische, nicht singulire Matrizen aus R™™ mit Matrixmultiplikation als

Gruppenoperation, wobei n der Dimension der Darstellung entspricht.

Darstellungen kdnnen demnach ein- oder mehrdimensional sein. Dies ist abhdngig von der Dimension

der quadratischen Matrix.

2.4.4. Definition Dimension einer Darstellung:
Die Dimension einer Darstellung hingt von der Dimension der quadratischen Matrix dieser

Darstellung ab.

Die Dimension einer Matrix setzt sich aus der Dimension des Kerns der Matrix und dem Rang der Matrix
zusammen. Um den Kern einer Matrix zu berechnen, werden Vektoren gesucht, die multipliziert mit
der vorgegebenen Matrix zum Nullvektor fiihren. Die maximale Anzahl der linear unabhingigen
Vektoren, die eine solche Gleichung erfillen, gibt die Dimension des Kerns an. Der Rang der Matrix
lasst sich bestimmen, indem die Matrix durch Zeilenumformungen in eine Zeilenstufenform Gberfiihrt
wird. Der Rang stimmt dann mit der Anzahl der Nicht-Nullzeilen der Matrix {iberein. Insgesamt lasst

sich zusammenfassen:
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2.4.5. Dimensionssatz (Beutelspacher, 2003):
Sei A € R™™ eine Matrix. Dann gilt fiir die Dimension n der Matrix:
n = dim(ker(4)) + rg(A),

mit dim = Dimension, ker = Kern und rg = Rang.

Wie bereits erwdhnt, kdnnen Matrizen mit Hilfe von Zeilenumformungen verandert werden. Dabei ist
die Entstehung sogenannter Blockdiagonalmatrizen moglich, deren Hauptdiagonaleneintrage Teil von
Blockmatrizen sind, wahrend die Ubrigen Blocke Nullmatrizen beinhalten (Beutelspacher, 2003).

Blockdiagonalmatrizen haben die Form:

B, 0
B = < P ), wobei B, quadratische Matrizen darstellen fur k € {1, ..., n}.
0 - B,
Darstellungen, die sich in eine solche blockdiagonale Form umwandeln lassen, werden als reduzibel
bezeichnet. Ist eine derartige Transformation hingegen nicht moglich, wird die Darstellung als

irreduzibel beschrieben.

2.4.6. Definition reduzibel, irreduzibel:
Eine Darstellung ist reduzibel, wenn sie sich auf blockdiagonale Form transformieren lasst und

irreduzibel, wenn sie sich nicht auf blockdiagonale Gestalt transformieren lasst.

Fir die Anwendung in der Chemie spielen gerade die Matrizen mit irreduziblen Darstellungen eine
wichtige Rolle. Um jedoch nicht mit groBen und unibersichtlichen Tabellen arbeiten zu mussen,
werden Charaktere eingefiihrt, die jedem Element einer Gruppe statt einer Matrix einen Zahlenwert

zuordnen.

2.4.7. Definition Charakter, Spur (Aradi, 2022):
Der Charakter y;(A) des Gruppenelements A einer Gruppe G in der Darstellung I; wird durch

die Spur der zugehdrigen Matrix angegeben, das heilt:

li
XA = SpA) = ) Ty(Amm
m=1

[; entspricht dabei der Dimension der Darstellung. Die Spur einer Matrix stellt die Summe der

Hauptdiagonaleneintrage einer Matrix dar.

Da Matrizen aus dem R™" stammen, kénnen mit Hilfe dieser auch komplexe Zahlen dargestellt
werden, deren Gesamtheit dem Vektorraum R? entspricht. Aus diesem Grund liegt auch die Spur der
zugehorigen Matrix im Bereich der komplexen Zahlen, also y;(A) € C. Fur die Dimension eines

Charakters gilt damit: dim() = y, falls der Charakter reell ist und dim() = 2y, wenn der Charakter
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imagindr ist (Mathiak & Stingl, 1968). Folglich gibt es ein- und mehrdimensionale Charaktere. Wie
viele Dimensionen ein Charakter genau besitzt, hangt zusatzlich zu dem Wert auch von der Dimension
der Darstellung I" ab.

Bevor die Anwendung der Charaktere in Zusammenhang mit den Punktgruppen in Kapitel lll erlautert

werden kann, missen zum Abschluss Punktgruppen mathematisch untersucht werden.
2.5.  Punktgruppen

Punktgruppen stellen Untergruppen der Symmetriegruppen dar, die sich unmittelbar auf
geometrische Korper beziehen und deren Symmetrien beschreiben. Sie stehen zudem in engem
Zusammenhang mit zyklischen Gruppen und Diedergruppen, was in dem Satz von Leonardo in 2.5.2

angesprochen wird. Konkret zusammenfassen lassen sich diese Erkenntnisse wie folgt.

2.5.1. Definition Punktgruppe:
Eine Punktgruppe ist ein spezieller Typ einer endlichen Symmetriegruppe. Sie beschreibt die

Symmetrie eines Koérpers beziehungsweise seiner Punktmenge.

Da es sich bei Punktgruppen um besonders anschauliche Gruppen handelt, wurden seit Entwicklung
des Gruppenbegriffs viele Untersuchungen zuerst an Punktgruppen durchgefiihrt. Dabei bemerkte
beispielsweise Leonardo da Vinci, dass in einer Ebene lediglich zyklische Gruppen oder Diedergruppen
als Punktgruppen in Frage kommen. Diese Feststellung ist allgemein unter dem Namen Satz von
Leonardo bekannt. Da keine gute Quelle fiir den Beweis gefunden wurde, wurde dieser von mir selbst

entwickelt und formuliert.

2.5.2. Satzvon Leonardo (Bruckler, 2019, S. 117):
Wenn G eine endliche Punktgruppe darstellt, die die Symmetriegruppe eines Korpers in der

Ebene ist, dann ist G entweder eine zyklische Gruppe C,, oder eine Diedergruppe D,,.

Beweis:

Sei G eine endliche Punktgruppe.

(1) Uberpriife zunichst, dass es sich bei G nicht um eine Translation oder eine Gleitspiegelung

handelt:

Dass G keine nichtidentische Translation T enthalt, ist klar, weil sonst T,T?,T3, ...
unendlich viele, paarweise verschiedene Elemente von G wéren. Dies widersprache
der Endlichkeit der Gruppe. G kann auRerdem keine Gleitspiegelung S enthalten, da
sonst S? als doppelte Gleitspiegelung wieder einer Translation entsprechen wiirde.
Dies steht allerdings im Widerspruch dazu, dass die Punktgruppe keine Translation

enthalt.
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(2) Beweise weiter, dass alle Drehungen der Gruppe das gleiche Drehzentrum besitzen sowie
alle Spiegelachsen durch einen einzigen Punkt gehen:

Seien a und b zwei Drehungen von G, die nicht der Identitat entsprechen. Dann hat a
das Drehzentrum A und b das Drehzentrum B, welche zwei Fixpunkte der
Punktgruppe darstellen mit a(A) = A und b(B) = B . Drehungen sind zudem
kommutativ, sodass gilt a © b = b © a. Damit folgt:
(a0 b)(4) = (boa)(A) =b(4),

sodass b(A) per Definition ebenfalls Fixpunkt von a ist, also b(A) = A. Da A somit
auch Fixpunkt von b ist und dieser als B definiert wurde, gilt A = B, weshalb zwei
beliebige Drehungen einer Punktgruppe das gleiche Drehzentrum besitzen.

Seien ¢ und d zwei verschiedene Spiegelungen von G. Diese konnen keine parallelen
Spiegelachsen haben, da ihre Verkniipfung sonst eine nichtidentische Translation ware
(Widerspruch zu (1)). Folglich schneiden sich die Spiegelachsen der beiden
Spiegelungen in einem festen Punkt S, sodass die Verknilipfung c © d einer Drehung
um das Zentrum S entspricht. Weil es sich bei ¢ und d um verschiedene Spiegelungen
handelt, kann es sich bei der Verknlipfung ebenfalls nicht um die Identitat handeln.
Betrachte eine weitere Spiegelung f mit weiterem Schnittpunkt S’ der Spiegelachsen
der Drehungen d und f. Die Verknlpfung d © f stellt demnach eine neue Drehung um
ein Zentrum S’ dar. Es wurde bereits bewiesen, dass alle Drehungen einer Gruppe um
ein Drehzentrum erfolgen, sodass gilt: S = S'. Damit gehen alle Spiegelachsen einer
Gruppe analog zu den Drehachsen durch einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Durch (1) und (2) wurde gezeigt, dass eine endliche Punktgruppe in der Ebene als Elemente

lediglich Drehungen und Spiegelungen enthalt.

(3) Zeige zum Abschluss noch, dass G entweder nur Drehungen enthalt und damit mit einer
zyklischen Gruppe C,, Ubereinstimmt oder ferner mindestens eine Spiegelung existiert,
sodass eine Diedergruppe D,, vorliegt:

Annahme: Sei G eine Gruppe, die als Elemente nur Spiegelungen und keine Drehungen
besitzt. Ein solcher Fall existiert nicht, da jede Gruppe die triviale Gruppe <e >
enthalt und diese bereits einer Drehung um 360° entspricht. Aus diesem Grund
enthalten Gruppen mit Spiegelungen automatisch auch immer Drehungen. In die
andere Richtung gilt diese Aussage jedoch nicht, was zum Beispiel an Drehgruppen
regelmaRiger Vielecke oder den sogenannten Restklassen deutlich wird.

Insgesamt wurde bewiesen, dass eine endliche Punktgruppe G in der Ebene nur Drehungen

oder Spiegelungen beinhalten kann. AuRerdem wurde gezeigt, dass die Punktgruppe entweder

nur Drehungen oder Drehungen sowie Spiegelungen enthalt, das ausschlieBliche Vorliegen
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von Spiegelungen ist hingegen nicht modglich. Wahrend die Gruppe aller Drehungen der
zyklischen Gruppe C, gleichkommt, fihrt eine Erweiterung durch Spiegelungen zur

Diedergruppe D,,. O

Wegen der abzahlbaren Existenz bestimmter Formen in der Natur gibt es lediglich zehn Moglichkeiten
fir Punktgruppen planarer Molekile: Cy, C,, C3,Cy, Cs, D1, D5, D3, Dy und Dy,

Molekile mit einer flinf- oder sieben-zahligen Drehachse kommen auf natiirlicher Weise hingegen
nicht vor. Allerdings weisen die wenigsten Molekiile in der Chemie tatsachlich eine planare Struktur
auf, weshalb fir die konkrete Anwendung im dritten Teil der Arbeit die Isometrien im
dreidimensionalen Raum untersucht werden. Dadurch erhoht sich die Anzahl der moglichen
Punktgruppen um mehr als das Dreifache. Die genaue Anzahl der Punktgruppen sowie die

Unterschiede zwischen den einzelnen Gruppen werden im anschlieBenden Kapitel ndher dargelegt.
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[Ill.  Chemie

1. Klassifikation chemischer MolekUle

1.1. Kristallklassen

Die geometrische Gruppentheorie findet (iber den mathematischen Bereich hinaus grofe Anwendung
in der Chemie, um die Symmetrie von Molekilen genauer zu beschreiben und diese zu klassifizieren.
Dies geschieht durch die, in Kapitel 2.5 beschriebenen Punktgruppen, welche als sogenannte
Kristallklassen die GesetzmaRigkeiten verschiedener Kristallzustande inklusive der Anordnung ihrer
Atome zusammenfassen. Die unterschiedlichen Kristallklassen dhneln in ihren Bezeichnungen
teilweise stark den bereits bekannten Gruppen aus der Mathematik und stehen vereinzelt ebenfalls in

sehr enger Verbindung zueinander, was vor allem anhand Abbildung 11 sichtbar wird.

1.1.1. Definition kristallografische Punktgruppe/Kristallklasse (Borchardt-Ott & Sowa, 2018):
Unter einer kristallografischen Punktgruppe bzw. Kristallklasse versteht man die Gruppe von
Punktsymmetrieoperationen, bei denen ein Punkt des Kristalls dauerhaft an seinem Ort bleibt.

Dadurch werden Gittertranslation-enthaltende Operationen ausgeschlossen.

Dass es sich bei Punktgruppen tatsachlich um mathematische Gruppen handelt, wurde bereits in
Kapitel Il bewiesen und kann unmittelbar auf kristallografische Punktgruppen tGbertragen werden.

Vor dem Hintergrund der Definition einer Kristallklasse kommt als mogliche Symmetrieoperation eines
Molekiils neben der Spiegelung an Ebenen oder Punkten und der Drehung beziiglich bestimmter
Achsen nur die Drehspiegelung als Hintereinanderausfiihrung einer Drehung und einer Spiegelung in
Frage. Translationen und Gleitspiegelungen als weitere Isometrien spielen bei der kristallografischen

Klassifikation eines Molekiils hingegen zunachst keine Rolle (Mathiak & Stingl, 1968).

1.1.2. Definition Symmetriezentrum:
Die Stelle, deren Lage sich wahrend aller Ausfiihrungen der Punktsymmetrieoperation nicht
verandert, entspricht dem mathematischen Fixpunkt unter allen Symmetrien und wird als

Symmetriezentrum des Molekiils bezeichnet.

Haufig handelt es sich hierbei um ein Atom, das Symmetriezentrum kann aber auch zwischen
mehreren Atomen liegen. Gehort zu den Symmetrien eines Molekiils eine Punktspiegelung, so wird
der entsprechende Spiegelpunkt auch Inversionszentrum genannt. Ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung

10 dargestellt.
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Abbildung 10: 1,3-Butadien als Molekiil mit einem Inversionszentrum zwischen dem zweiten und dritten C-Atom.

1.1.3. Schoenflies-Symbolik:
Zur einfacheren Darstellung der Symmetrieoperationen aus Kapitel || werden die, von Arthur

Schoenflies entwickelten Schoenflies-Symbole eingesetzt, die im Folgenden aufgelistet sind:

- E: Identitat,
- o Spiegelung,
- Cye Drehung um einen Winkel von %Oo (vgl. zyklische Gruppen),

- “n/v/a: horizontale/vertikale/diagonale Spiegelebene zur Hauptdrehachse,
- Inversionszentrum,
- Sy Verknipfung von Spiegelung und Drehung,
- Dy Verknlpfung mehrerer, zueinander senkrecht stehender Drehachsen (vgl.
Diedergruppen).
Besonders charakteristische Formen, wie beispielsweise Tetraeder, Oktaeder oder lkosaeder, erhalten
eigene Symbole, die mit T, O und I abgekirzt werden. Zudem kommen fiir einzelne Gruppen spezielle

Bezeichnungen zum Einsatz (Borchardt-Ott & Sowa, 2018).

1.1.4.  Hermann-Mauguin-Symbolik:
In Abgrenzung zur Darstellung von Symmetrieoperationen durch die Schoenflies-Symbole liegt haufig
auch die Beschreibung durch die Hermann-Mauguin-Symbolik vor, die von Carl Hermann und Charles-
Victor Mauguin entwickelt wurde. Anders als bei der Schoenflies-Symbolik werden hierbei so viele der
entsprechenden Zeichen aufgelistet, bis die Gruppe eindeutig identifiziert werden kann. Neben der Art

der Notation unterscheiden sich auch die Symbole innerhalb der beiden Schreibweisen:
Eine Drehung um %Oo wird durch die Zahl n statt des Symbols C,, angegeben. Die 1 entspricht als

Drehung um 360° der Identitat, wahrend das Symbol co die Drehung um einen beliebig kleinen Winkel
ermoglicht. Sind mehrere Drehachsen innerhalb eines Molekiils vorhanden, werden die Zahlen
aneinandergereiht, sodass ein Molekiil der Klasse D3 nach Schoenflies in der Hermann-Mauguin
Symbolik mit 32 bezeichnet wird. Ein Inversionszentrum wird durch einen Strich iber der Zahl der
zugehorigen Achse angegeben, weshalb eine dreizihlige Inversionsachse zum Beispiel mit 3

gekennzeichnet wird. Das Vorhandensein von Spiegelebenen wird mit Hilfe von m ausgedriickt. Wenn
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die Drehachse n senkrecht zur Spiegelachse m steht, wird dies durch n/m verdeutlicht (Mathiak &

Stingl, 1968).

1.1.5. Ubersicht (iber die Kristallklassen (Kleber et al., 2010):
Insgesamt finden sich in der Natur 32 kristallografische Punktgruppen, denen jedes Molekdl
eindeutig zugeordnet werden kann und deren Beschreibung durch die Schoenflies- oder
Hermann-Mauguin-Symbole erfolgt. Die Punktgruppen werden dariiber hinaus aufgrund ihrer

Symmetrien in sieben Kristallsystemen zusammengefasst.

Trikline Molekiile aus den Kristallklassen C; bzw. 1 und C; bzw. 1 besitzen die geringste Symmetrie,
weil sie keine Drehachse aufweisen. Das kubische Kristallsystem enthélt hingegen die Molekiile mit
der hochsten Symmetrie, wie beispielsweise O bzw. 432, deren Erscheinungsbilder auch zu den
platonischen Kérpern gehoren.

Eine Zusammenfassung aller Kristallklassen nach Schoenflies und Hermann-Mauguin sowie ihre

Zuordnung zu den Kristallsystemen und die jeweiligen Bezeichnungen sind in Tabelle 6 dargestellt.
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Tabelle 6: Die 32 Kristallklassen inklusive der Einordnung in die Kristallsysteme und der Bezeichnungen.

Kristallsystem

Kristallklasse nach

Kristallklasse nach

Bezeichnung

Schoenflies Hermann-Mauguin
triklin Cy } triklin-pedial
C; 1 triklin-pinakoidal
C, 2 monoklin-sphenoidisch
monoklin Con 2/m monoklin-prismatisch
Cs m monoklin-domatisch
Cs 3 trigonal-pyramidal
C3y 3m ditrigonal-pyramidal
trigonal Dy 32 trigonal-trapezoedrisch
D3q4 3m ditrigonal-skalenoedrisch
Se 3 rhomboedrisch
Csn 6 trigonal-dipyramidal
Ce 6 hexagonal-pyramidal
Cov 6mm dihexagonal-pyramidal
hexagonal Con 6/m hexagonal-dipyramidal
D3, 62m ditrigonal-dipyramidal
D¢ 622 hexagonal-trapezoedrisch
D¢ 6/mmm dihexagonal-dipyramidal
Cyyp mm2 orthorhombisch-pyramidal
orthorhombisch D, 222 orthorhombisch-disphenoidisch
Doy mmm orthorhombisch-dipyramidal
Cy 4 tetragonal-pyramidal
Cyy 4mm ditetragonal-pyramidal
Cun 4/m tetragonal-dipyramidal
tetragonal Dyg4 4m2 tetragonal-skalenoedrisch
D, 422 tetragonal-trapezoedrisch
Dyn 4/mmm ditetragonal-dipyramidal
Sy 4 tetragonal-disphenoidisch
0 432 pentagon-ikositetraedrisch
0y, m3m hexaisoktaedrisch
kubisch T 23 tetraedrisch-pentagondodekaedrisch
Ty, m3 disdodekaedrisch
T, 43m hexakistetraedrisch

Kristallsysteme klassifizieren die zu beschreibenden Molekiile dreidimensional mit Hilfe von

Basisvektoren, wobei die Bedingungen und Abhangigkeiten dieser Vektoren innerhalb der Tabelle von

oben nach unten zunehmen. Konkret bedeutet dies beispielsweise flir das trikline Kristallsystem, dass

drei kleinstmogliche und primitive Basisvektoren verwendet werden, deren Winkel und Lange an keine

Bedingungen gebunden sind. Das Wort , triklin“ lasst sich hierbei aus dem altgriechischen mit ,, dreifach
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geneigt” Ubersetzen, was die freie Wahl der Winkel verdeutlicht, da keiner der drei Vektoren auf den
Koordinatenachsen liegt. Beim monoklinen oder auch ,einfach geneigten” System wird hingegen ein
Basisvektor in die vorliegende, zweizdhlige Drehachse gelegt, sodass zwei rechte Winkel entstehen.
Die Achsenlange ist jedoch noch nicht festgelegt. In Abgrenzung zu den weniger symmetrischen
Systemen liegen im tetragonalen oder ,vier Ecken besitzenden” Kristallsystem bereits drei rechte
Winkel zwischen den Basisvektoren und zwei gleichlange Achsen vor, wahrend das kubische bzw.
,wirfelféormige” System drei rechte Winkel sowie drei gleichlange Achsen enthalt und damit die grofSte
Symmetrie innehat (Kleber et al., 2010). Die genauen Bedingungen fiir jedes Kristallsystem sind in

Tabelle 7 aufgelistet.

Tabelle 7: Bedingungen der sieben Kristallsysteme.

Kristallsystem Bedingungen
freie Wahl der Winkel mit a, § > 90°,
keine festgelegte Achsenlange
zwei rechte Winkel @ =y = 90°, § > 90°,
keine festgelegte Achsenlange
drei gleiche Winkela = 8 =,
trigonal drei gleiche Achsenldangen
oder: hexagonale Bedingungen
zwei rechte Winkel @ = y = 90°, § = 120°,
zwei gleiche Achsenldngen
drei rechte Winkela = f =y = 90°,
keine festgelegte Achsenlange
drei rechte Winkela = f =y = 90°,
zwei gleiche Achsenldngen
drei rechte Winkela = f =y = 90°,
drei gleiche Achsenldangen

triklin

monoklin

hexagonal

orthorhombisch

tetragonal

kubisch

Da die Molekiile unterschiedlicher Kristallklassen auf derselben Abhangigkeit der Basisvektoren
aufbauen, werden diese Kristallklassen im selben Kristallsystem zusammengeschlossen und stehen in

enger Verbindung zueinander.

1.1.6. Zusammenhang zwischen den Kristallklassen:
Anhand der Kristallklassen wird insgesamt deutlich, dass chemische Molekiile ein charakteristisches
Erscheinungsbild besitzen. Wahrend Molekiile einer Kristallklasse die gleiche Kristallstruktur
aufweisen, existieren nach dem Konzept der Kristallsysteme zwischen den Molekiilen verschiedener
Kristallklassen ebenfalls dhnliche Formen und Symmetrien. Um das AusmaR dieser Ahnlichkeiten zu
ermitteln und sie zu gruppieren, kénnen die Kristallklassen als weitere Moglichkeit anhand der
Flachenzahl des Polyeders der allgemeinen Form geordnet werden, die gleichzeitig der Ordnung der
zugehorigen Gruppe entspricht. Wahrend die Kristallklasse C; bzw. 1 nur eine Flache aufweist, besitzt
die Punktgruppe 0, bzw. m3m als Gruppe der héchsten Ordnung 48 Flichen. Die iibrigen

Kristallklassen werden dazwischen eingeordnet. Uber den Vergleich der Flichenzahl hinaus lassen sich
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die Kristallstrukturen mancher Kristallklassen auch durch das Strecken entlang einer Achse oder die
Substitution eines Molekils in eine andere Klasse Uberfilhren, wodurch sich innerhalb der
kristallografischen Punktgruppen ein komplexes Geflecht an Untergruppen ausbildet, welches sowohl
die Ordnungen als auch die Beziehungen innerhalb der Kristallklassen aufgreift.

Carl Hermann entwickelte neben der Bezeichnung der verschiedenen Gruppen auch eine Abbildung
zur Zusammenfassung der Beziehungen zwischen den 32 Kristallklassen (Abbildung 11). Die dick
umrandeten Punktgruppen, wie zum Beispiel D3, stellen die héchstsymmetrischen Punktgruppen des
jeweiligen Kristallsystems dar, zudem sind die Verbindungen zwischen Punktgruppen eines
Kristallsystems durchgdngig und stark gezeichnet. Die Verbindungslinien kennzeichnen ferner die
untenstehenden Punktgruppen als Untergruppen der oberen, sodass die Kristallklasse D, zum Beispiel
eine Untergruppe der Punktgruppe O ist. Doppelte und dreifache Linien zeigen dariber hinaus
Aufteilungen in ungleichwertige Untergruppen an (Borchardt-Ott & Sowa, 2018). Bei genauerer
Betrachtung der Abbildung wird deutlich, dass D, beispielsweise in die zwei ungleichwertigen
Untergruppen D,,; und D, aufgeteilt wird. Zudem stellen auch Dy, C4p, und Cyy, Untergruppen der

Gruppe Dy, dar, was Abbildung 11 ebenfalls entnommen werden kann.
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Abbildung 11: Beziehungen zwischen den 32 Kristallklassen nach Hermann.

Zur weiteren Veranschaulichung der Abbildung wird zundchst das Molekiil Ethen betrachtet, welches
aufgrund seiner drei zweizahligen, senkrecht aufeinander stehenden Drehachsen und der drei
Spiegelebenen einen Vertreter der Punktgruppe D, darstellt und in Abbildung 12 zu sehen ist. Durch
die Identitdit und ein Inversionszentrum als zusatzliches Symmetrieelement besitzt es acht
Symmetrieoperationen, was auch der Gruppenordnung entspricht und aus Abbildung 11
herausgelesen werden kann. Insgesamt sind alle Molekiile der Kristallklasse D,; planar, sie liegen

somit in einer Ebene.
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Abbildung 12: Ethen als Molekiil der Kristallklasse Dp.

Eine Untergruppe der Gruppe D, ist nach Abbildung 11 unter anderem die Kristallklasse C,,,, die
neben C,j eine ungleichwertige Untergruppe darstellt. In dieser Gruppe befindet sich zum Beispiel die
cis-Form des Molekiils 1,2-Dichlorethen, welche in Abbildung 13 dargestellt ist.

1,2-Dichlorethen beinhaltet wegen der Substitution zweier Atome nur noch eine C,-Achse und zwei
vertikale Spiegelebenen. AuRerdem liegt im Vergleich zu Ethen kein Inversionszentrum mehr vor,
sodass vier der acht zuvor vorhandenen Symmetrieelemente durch die Substitutionen verloren gehen
und die Kristallklasse nur noch eine Ordnung der GroRe vier besitzt. Durch den Verlust der horizontalen
Spiegelebene missen Molekiile der Kristallklasse C,,, auBerdem nicht mehr zwingend in einer Ebene
liegen, sodass sich diese teilweise sehr stark von Molekilen der Klasse D,; unterscheiden kdnnen.
Dieses Beispiel wurde jedoch so gewadhlt, dass die beiden Molekiile durch zwei Substitutionen
ineinander Uberfiihrbar sind und somit eine sehr dhnliche, raumliche Struktur aufweisen. Das Ethen-
Molekil stellt als sehr regelmaRiges Molekul mit gleichen Substituenten an allen vier Ecken allerdings
eine allgemeinere Form dar als das 1,2-Dichlorethen, weshalb dieses auch deutlich weniger

symmetrisch ist.

Abbildung 13: 1,2-Dichlorethen als Molekiil der Kristallklasse Cs,.

Die Abbildung von Hermann ermoglicht demnach nicht nur den anschaulichen Vergleich von
Molekiilen derselben Stoffklasse, sondern zeigt auch an, welche Kristallklassen durch wenige
Veradnderungen ineinander Gberfiihrt werden kénnen. Zudem bietet Abbildung 11 die Méglichkeit, die
Symmetrie eines Molekiils sehr schnell zu erkennen und Riickschliisse auf das Reaktionsverhalten
ahnlicher Molekiile zu ziehen, da sich verwandte Molekiile in ihrer Reaktivitdt oftmals gleichen.
Nachdem in diesem Unterkapitel die Kristallklassen der Molekile zum Erklaren der Grundlagen

vorgegeben wurden, ist es fiir das bessere Verstandnis der weiteren Inhalte notwendig, selbst zu einer
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Einordnung der Molekiile zu den entsprechenden Kristallklassen fahig zu sein. Eine Anleitung hierzu

wird im nachsten Unterkapitel ndaher angesprochen und erlautert.

1.2. Ermittlung der Kristallklasse

Nach der Beschreibung des Zusammenhangs zwischen mathematischen Gruppen und chemischen
Kristallklassen im vorangehenden Teil steht im Anschluss in erster Linie die Begriindung fiir deren
praktischen Einsatz im Mittelpunkt. Molekile werden haufig hinsichtlich ihrer spektroskopischen
Daten untersucht, die Riickschlisse auf ihre Symmetrien liefern. Mittels dieser Daten kdnnen dann
physikalische und chemische Eigenschaften vorhergesagt werden. Aus diesem Grund ist es in der
Chemie meist von groRem Nutzen, vor weiteren Untersuchungen anhand der Molekiilgestalt zunachst
die Punktgruppe zu ermitteln, um den experimentellen Aufwand auf ein Minimum zu beschranken.
Damit hierbei nicht alle 32 Gruppen einzeln betrachtet und mit dem Molekil verglichen werden
missen, wurde ein Algorithmus zur Bestimmung der Punktgruppe entwickelt, der sich je nach
Lehrbuch teilweise in einzelnen Schritten unterscheidet. Ein oft verwendetes Flussdiagramm ist in

Abbildung 14 dargestellt.

Start
Linear Ja ‘:—{T‘ Ja:Dmh
J Ja Mehrere Cp,
Ty Th, T <22 [Tetraedrisch|s————— mitn > 2 qi@a Coov

Ja -
Oy, O «—==— Oktaedrisch Ja
Ja nCoLzuCn o |—> Cc
Onh <875y 1ed8 1" &7 it ®

Ja |Podekaedrisch aréitem n) Ja
I, 1<=— oder i |—>C-
lkosaedrisch | Dnd ﬁﬁﬂ Ja '
“h Chh
C1
Dn

Cn
Abbildung 14: Flussdiagramm zur Bestimmung der Kristallklasse.
Bei der Untersuchung eines Molekiils werden die Fragen vom Startpunkt aus so weit abgearbeitet, bis
das Ende eines Pfades erreicht und die Kristallklasse ermittelt sind. Die genauere Unterscheidung der
Kristallklassen des kubischen Kristallsystems muss bei der Verwendung dieses Flussdiagramms bei

Vorliegen eines tetraedrischen bzw. oktaedrischen Molekiils jedoch selbststéandig geschehen. Hierzu
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sollte aus 1.1.3 bekannt sein, dass sich die Klassen Tz, Ty, und T sowie Oy, und O hinsichtlich des
Vorhandenseins von Spiegelebenen innerhalb des Molekiils unterscheiden.

Zur Bestimmung der kristallographischen Punktgruppe wird die Strukturformel des Molekiils
herangezogen, da die genaue Anordnung der Molekile inklusive der Bindungswinkel eine wichtige
Rolle bei der Klassifizierung spielt. Vor diesem Hintergrund reicht zur Untersuchung der Punktgruppe
auch eine Summen- oder Halbstrukturformel nicht aus, sondern es wird die tatsachliche
Strukturformel benétigt. Diese kann aber unter Beachtung einiger Regeln aus der Summenformel
selbststandig entwickelt werden, was in dieser Arbeit allerdings zu weit vom eigentlichen Thema
wegflihren wiirde und aus diesem Grund vernachldssigt wird.

Eine exemplarische Bestimmung der kristallographischen Punktgruppe wird im Folgenden an dem

Molekil Methan dargestellt, dessen Strukturformel in Abbildung 15 zu sehen ist.

Abbildung 15: Methan als Molekiil der Kristallklasse T.

Bei Methan handelt es sich um eine Verbindung aus einem Kohlenstoffatom und vier
Wasserstoffatomen, die sich gegenseitig abstoRen und deswegen in einem groflitmoglichen Abstand
um das Kohlenstoffatom verteilt sind, sodass der Bindungswinkel zwischen den einzelnen Achsen
109,5° betragt. Dadurch liegt kein lineares Molekil vor, weshalb die erste Frage nach der Linearitat im
FlieRdiagramm mit ,Nein“ beantwortet werden muss. Im nachsten Schritt wird Uberprift, ob das
Molekiil Drehachsen enthalt. Da vier dreizahlige Achsen vorliegen, wird diese Frage mit ,Ja“
beantwortet. Aulerdem wird direkt deutlich, dass laut Flussdiagramm mehrere C,, mit n > 2
existieren, sodass in diesem Schritt ebenfalls der Pfeil ,Ja“ weiterverfolgt wird. Auch die nachste
Antwort lautet ,,Ja“, weil leicht erkennbar ist, dass Methan eine tetraedrische Form besitzt. Im letzten
Schritt muss eine Einordnung in die Klasse T,;, T, oder T getroffen werden. Diese unterscheiden sich
nur darin, dass diagonale, horizontale oder keine Spiegelebenen im Molekil aufzufinden sind. Weil in
diesem Beispiel zu jeder der vier Drehachsen diagonale Spiegelebenen auftreten, ist das Molekil
Methan der Kristallklasse T; zuzuordnen.

Alles in allem weist das Molekdl durch die gleichartigen Wasserstoffatome eine hohe Symmetrie auf
und hat nach Abbildung 11 mit einer Anzahl von 24 Symmetrieelementen die zweitgréRte Ordnung
innerhalb der Kristallklassen inne. Zur besseren Veranschaulichung sind in Abbildung 16 eine

Drehachse sowie die zugehorige diagonale Spiegelebene in das Methan-Molekiil eingezeichnet.
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Abbildung 16: Darstellung einer Drehachse inklusive diagonaler Spiegelebene am Beispiel Methan.

1.3. Exkurs Raumgruppen

Bei der Untersuchung von Molekiilen in Verbanden wird im ersten Schritt immer die Kristallklasse eines
einzelnen Molekils ermittelt. Allerdings spielen aufgrund des Vorliegens grofRer Kristallverbande statt
einzelner Kristalle in der Realitdt Verschiebungen innerhalb des Verbandes dennoch eine Rolle, auch
wenn dadurch kein Fixpunkt mehr vorliegt und die urspriingliche Definition einer Kristallklasse somit
nicht mehr zutrifft. Diese Verschiebungen im Raum werden als Gittertranslationen bezeichnet und
enthalten als zusatzliche Operationen Schraubungen und Gleitspiegelungen, die bereits bei der
Isometrie-Betrachtung in hoheren Dimensionen in Kapitel Il untersucht wurden. Um diese in den
Untersuchungen zu bericksichtigen, werden sie mit den Symmetrieoperationen der Kristallklassen
kombiniert, wodurch 230 Raumgruppen entstehen (Kleber et al., 2010). Dass diese Raumgruppen

ebenfalls die mathematischen Eigenschaften einer Gruppe erfillen, wird im Satz 1.3.2 deutlich.

1.3.1. Definition Raumgruppe, Schraubung, Gleitspiegelung:
Unter einer Raumgruppe versteht man eine Erweiterung der Kristallklassen um Schraubungen
und Gleitspiegelungen. Schraubungen treten auf, wenn eine Drehung und eine Verschiebung
parallel zur Drehachse kombiniert werden. Gleitspiegelungen entstehen durch die

Hintereinanderausfiihrung einer Spiegelung und einer Verschiebung parallel zur Spiegelebene.

Die Symmetrietransformationen inklusive Verschiebung im Raum koénnen als g'=V-g+t
beschrieben werden. Dabei stellt V eine Matrix dar, die die orthogonale Transformation angibt,

wahrend t fiir eine beliebige Translation steht. Das Gleichungssystem wird im weiteren Verlauf zur

Vereinfachung als g* = (V| t) - g geschrieben.

1.3.2. Satz (Burckhardt, 1947):
Die Erweiterung der Kristallklassen auf die Raumgruppen bildet trotz Integration der

Gittertranslationen immer noch eine mathematische Gruppe.
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Beweis:

- Abgeschlossenheit:

Das Produkt zweier Raumtransformationen ist unabhangig von ihrem konkreten Aufbau
wieder eine Raumtransformation:
vio-wleyg=w-vi|v-r+n-g=0[r)-g
mitVe ="V -V'undt°= V-t +t.
- Assoziativitat:
Sowohl Punktsymmetrieoperationen als auch Translationen sind assoziativ, sodass die
Verkniipfung ebenfalls assoziativ ist. Genauer gilt:
(VIO - 1] - Ve g = (v -V Ve +0 - (|6 g
=WV-V-VI V-Vt V4D g
WO - [V1e) - el - g = V- @ -ve v+ o) g
=W-V-V V-Vt 4Vt g

- Existenz neutrales Element:

Das Matrizenpaar (E|O) mit E als quadratischer Einheitsmatrix und 0 als Nullvektor

entspricht dem neutralen Element:
El)- |- g=EVIE-t+0)-g=W])-g
vl El0-g=-Elv-0+0)-g=lt-g

- Existenz inverser Elemente:

Das inverse Element zu (V | t) ist V|©)™1 = (V™1 | —v~1-1):
V- (V-1-V—-1-)-g=W-V-1|-V-V=1-t+t)-g=(E|0)-g
V-1-V=-1-)-(VI)-g=WV—-1-V|V-1-t-V—-1-t)-g=(E|0)- g

Somit handelt es sich bei den Raumgruppen um mathematische Gruppen. O

Da die Aussagekraft der Schoenflies-Symbole wegen der Vernachldssigung von Gittertranslationen bei
den Raumgruppen sehr gering ist, werden die Hermann-Mauguin-Symbole zur Beschreibung von
Raumgruppen verwendet. Dies ist moglich, weil Hermann und Mauguin in der Entwicklung der
Notation die Verschiebung im Raum durch ergdnzende Bezeichnungen bereits beriicksichtigt haben
und folglich jedes Molekil einer eindeutigen Raumgruppe zugeordnet werden kann (Kleber et al.,
2010).

Nachdem sich dieses Kapitel mit den Kristallklassen und Raumgruppen beschaftigt hat und bekannt ist,
wie diese ermittelt werden kénnen, widmet sich das anschlieBende Kapitel der Darstellung dieses
Wissens in Tabellenform, sodass alle Informationen zu Molekiilen einer bestimmten kristallografischen

Punktgruppe (bersichtlich verfligbar sind. Eine solche Tabelle, die alle notwendigen Eigenschaften
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eines Molekiils aufzeigt, wird als Charaktertafel bezeichnet und im nachfolgenden Kapitel ausfiihrlich

thematisiert.
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2. Charaktertafeln
2.1. Aufbau

Jede Kristallklasse beinhaltet verschiedene Symmetrieelemente, deren Ausfiihrung das untersuchte
Molekiil wieder in sich selbst Uberfiihren. Die Zusammensetzung dieser Operationen ist hierbei
spezifisch, sodass mit etwas Ubung bereits anhand der Symmetrieelemente die zugehérige
Punktgruppe erkannt werden kann. Damit jedoch auch ungelibte Personen Zugriff auf das Wissen
erhalten, das mit dem Bestimmen einer Kristallklasse einhergeht, werden die zugehorigen
Operationen sowie alle verbundenen Eigenschaften in der zugehorigen Charaktertafel aufgelistet. Fir
diese Charaktertafel findet sich, ahnlich wie bei den Kristallklassen selbst, eine spezifische

Schreibweise, die in Tabelle 9 zusammengefasst wird.

2.1.1. Definition Charaktertafel:
Eine Charaktertafel fasst die irreduziblen Darstellungen I' einer Kristallklasse als endlicher
Gruppe zusammen und liefert Informationen Uber die chemischen und physikalischen

Eigenschaften von Molekiilen der entsprechenden Punktgruppe.

Die Charaktertafel hat die Form einer quadratischen Tabelle, in deren linker oberer Ecke die
Bezeichnung der Punktgruppe angegeben ist. Um die Tabelle auszufiillen, werden die Elemente der
Kristallklasse zuerst in Klassen konjugierter Elemente aufgeteilt, indem sie nach der Isometrie-
Operation geordnet werden, durch welche sie entstehen. Im Anschluss wird jede dieser Klassen durch
ein beliebiges enthaltenes Element in der obersten Zeile vertreten. Die Anzahl der konjugierten
Elemente wird zusatzlich durch die entsprechende Zahl davor ergdnzt. Insgesamt bilden die n
Symmetrieelemente der ersten Zeile eine Klasse der Ordnung n, was zudem mit der Anzahl der Flachen
Ubereinstimmt. In der ersten Spalte der Tabelle sind die irreduziblen Darstellungen zu finden, welche
mit Hilfe der Mulliken-Symbole aus 2.1.2 angegeben werden. Im Inneren der Tabelle stehen die Werte
der zugehorigen Charaktere y, welche die Funktionen der Gruppenelemente darstellen. Da die
Funktionswerte der Symmetrieelemente einer Klasse libereinstimmen, geniigt es, den Wert fiir ein

Element der Klasse anzugeben (Mathiak & Stingl, 1968).

Tabelle 8: Allgemeine Darstellung einer Charaktertafel.

Punktgruppe Symmetrieelemente

Irreduzible Darstellungen I Werte der Charaktere y

Fiir die Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen entwickelte Robert S. Mulliken eigene Symbole,
die einem gelbten Betrachter sofort den Wert des Charakters einiger Symmetrieoperationen

verdeutlichen. Die Bedeutung der einzelnen Bezeichnungen wird nachfolgend nidher beschrieben.
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2.1.2. Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen (Mathiak & Stingl, 1968):

1.

1-dimensionale Charaktere werden mit A und B, 2-dimensionale mit E und 3-, 4- und 5-
dimensionale Charaktere mit F, G und H bezeichnet.

1-dimensionale Charaktere mit der Hauptdrehachse C,, erhalten den Buchstaben A, wenn
x(C,,) = 1 und den Buchstaben B, wenn y(C,) = —1 gilt.

Die Charaktersymbole werden mit g fiir gerade indiziert, falls y(i) = 1 ist. Falls

x (i) = —1 gilt, werden sie mit u indiziert, was der Abkiirzung fiir ungerade entspricht.
Dadurch wird deutlich, wie sich das Vorzeichen des Charakters bei der Anwendung des
Inversionsoperators andert.

Wenn sich ein Charakter bei einer horizontalen Spiegelung symmetrisch verhalt und das
Vorzeichen durch die Operation gy, gleich bleibt, so wird dies durch einen Strich am
Hauptsymbol verdeutlicht: A bezeichnet einen Charakter mit y(oy,) = 1.

Verhalt sich der Charakter hingegen antisymmetrisch und dndert sich das Vorzeichen, wird
dies durch zwei Striche gekennzeichnet: A“ bezeichnet einen Charakter mit y(o,) = —1.
Falls eine weitere C,-Drehung um eine Nebenachse vorliegt, erhdlt der Charakter mit

x(C;) = 1den Index 1. Der Charakter mit y(C;) = —1 bekommt hingegen den Index 2.

Eine Zusammenfassung der irreduziblen Darstellungen nach Mulliken ist in Tabelle 9 aufgelistet.

Tabelle 9: Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen nach Mulliken.

Dimension 1 2 3 4 5
A (symmetrisch gegeniiber C,,)
Hauptsymbole E F G H
B (antisymmetrisch gegeniiber C,,)
Indizierung Verhalten zur Symmetrieoperation
Symmetrieoperation symmetrisch antisymmetrisch

p g "

o ‘ “

o,oderC, L C, 1 2

Zusatzlich werden Charaktertafeln haufig noch durch zwei weitere Spalten ergdnzt. Die erste

hinzugefiigte Spalte gibt die Basen der irreduziblen Darstellungen bzw. die Vektoren an, die den p-

Orbitalen des Molekiils entsprechen, wahrend die zweite Spalte analog die Basen zu den d-Orbitalen

bzw. Tensoren beinhaltet. In der ersten Spalte treten die Symbole Ry, R, und R, auf, die die Rotation

des Molekiils um die entsprechende Achse bezeichnen, wahrend x, y und z die Eigenschwingungen in

die verschiedenen Richtungen und somit die Translationen des Molekiils angeben. Dariber hinaus

besitzen Molekile ab einer gewissen GroRe d-Orbitale, die einen groRen Einfluss auf die chemischen

Eigenschaften haben. Hier erfolgt ebenfalls ein Vergleich mit den irreduziblen Darstellungen, indem

untersucht wird, welches Basis-Orbital analog zu welcher Darstellung transformiert. Zu den Orbitalen,
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die in Charaktertafeln angesprochen werden, gehéren zum Beispiel x?2, yz, z2, xy, xz,yz (Huheey,
Keiter, & Keiter, 2014).
Um die Transformation der Orbitale besser zu verstehen, werden zunachst in einem separaten

Unterkapitel der Begriff des Orbitals erldutert sowie die verschiedenen Formen dargestellt.
2.2. Exkurs Orbitale

Ein Atom setzt sich aus einem positiv geladenen Atomkern und einer negativ geladenen
Elektronenhille zusammen. Wahrend der Atomkern positiv geladene Protonen und neutral geladene
Neutronen enthalt, befinden sich in der Elektronenhiille die Elektronen, die vom Kern angezogen
werden. Da diese negativ geladen sind, stoflen sie sich untereinander so weit wie moglich ab, sodass
eine spezifische Anordnung innerhalb der Hiille auftritt, die sich nach der Anzahl der Elektronen richtet.
Bei der Untersuchung des Atomaufbaus wird deutlich, dass sich gewisse Elektronen aufgrund der
gegenseitigen AbstoBung in bestimmten Bereichen bewegen und diese nur durch einen sehr hohen
Energieeinsatz verlassen. Um diese Bereiche naher zu beschreiben, wurde der Begriff des Orbitals
entwickelt. Anders als urspriinglich vermutet, besitzen verschiedene Orbitale jedoch nicht die gleiche
Gestalt. Welche Formen innerhalb der Orbitale beispielsweise auftreten, kann Abbildung 17

entnommen werden.

2.2.1. Definition Orbital:
Unter einem Orbital versteht man die rdumliche Darstellung eines Ortes in der Ndhe des

Atomkerns, an dem sich ein Elektron mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 90 % befindet.

Da Elektronen durch dufRere und gegenseitige Einfliisse standig in Bewegung sind und ihr genauer Weg
nicht sichtbar ist, kann nie exakt festgestellt werden, wo sich ein Elektron genau befindet. Zudem kann
ein einzelnes Orbital wegen der gegenseitigen AbstoBung maximal zwei Elektronen beinhalten, welche
eindeutig unterschieden werden konnen. Dies liegt daran, dass jedes Elektron eine bestimmte Energie
beziehungsweise einen charakteristischen Zustand besitzt, der durch Quantenzahlen angegeben wird

und unabhangig vom Aufenthaltsort innerhalb eines Orbitals gleichbleibt.

2.2.2. Definition Quantenzahl:
Unter einer Quantenzahl versteht man allgemein einen Wert, der bestimmte messbare
GrolRen eines Teilchens, eines Systems oder eines Zustands angibt. In der Chemie wird durch
sie ein Teil des charakteristischen Zustands eines Teilchens ausgedriickt. Insgesamt gibt es vier

Quantenzahlen, die zusammen den Zustand des Teilchens vollstdandig charakterisieren.

Die ersten drei Quantenzahlen bestimmen die Form und Orientierung der Orbitale. Wahrend die

Hauptquantenzahl n die GrofSe und gleichzeitig die Anzahl der Knotenpunkte eines Orbitals angibt,
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beschreibt die Nebenquantenzahl I die Form der Orbitale, da sie der Anzahl an Knotenflachen
entspricht, die durch den Atommittelpunkt gehen. Die Orientierungsquantenzahl m verdeutlicht des
Weiteren die Orientierung des Orbitals im Raum. Wahrend n die Zahlenwerte 0, 1, 2, ... annehmen
kann, wird die Nebenquantenzahl [ entweder durch die Zahlenwerte 0 bis n — 1 oder durch kleine
Buchstaben gekennzeichnet, die sich aus den Eigenschaften der zugehoérigen Spektrallinien ableiten: s
steht fiir ,,sharp” und beschreibt den kugelférmigen Aufbau eines Orbitals, p ist die Abklirzung von
Lprincipal” und bezeichnet drei hantelférmige Orbitale, die senkrecht aufeinander stehen. Darliber
hinaus existieren noch die beiden Nebenquantenzahlen d von , diffuse”, sowie f als Abkiirzung von
,fundamental”. Insgesamt gibt es fiinf d-Orbitale, von denen vier wie eine gekreuzte Doppelhantel
aussehen, wahrend das letzte dhnlich wie die p-Orbitale eine Hantelform aufweist, die zusatzlich noch
durch einen Ring erganzt wird (Abbildung 17). Da mit jeder neuen Nebenquantenzahl vier weitere
Elektronen untergebracht werden, existieren sieben f-Orbitale, die jedoch fiir die Auswertung von
Charaktertafeln keine Rolle spielen und aus diesem Grund in dieser Arbeit vernachlassigt werden.

Die Orientierungsquantenzahl m wird erneut in Zahlen angegeben und nimmt alle ganzzahligen Werte
von — [ bis [ an, sodass beispielsweise fiir die Nebenquantenzahl 1, die gleichzeitig der Orbitalform p
entspricht, die Orientierungsquantenzahlen —1,0 und 1 in Frage kommen. Die vierte Quantenzahl
zeigt als Spinquantenzahl s den Drehimpuls jedes Teilchens an und liefert somit eine Unterscheidung
der Elektronen innerhalb eines Orbitals, da sich die Drehimpulse jeweils um ihr Vorzeichen
unterscheiden (Jander & Blasius, 2006). Durch die Unterscheidung der Elektronen desselben Orbitals
in der letzten Quantenzahl existiert fir jedes Elektron ein charakteristischer Zustand, der von keinem
weiteren Elektron des Molekiils angenommen werden kann, was auch als Pauli-Prinzip beschrieben
wird.

Insgesamt ergeben sich folgende Orbitale fiir die ersten drei Hauptquantenzahlen:
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Tabelle 10: Zusammenhang zwischen den vier Quantenzahlen und den Orbitalen.

Hauptquantenzahl | Nebenquantenzahl Orientierungs- Spinquantenzahl Orbitale
quantenzahl
m=—lL—l+1,.. _. 2
— — _ )] ’ /] s = i — _

n=2012,.. l=01,..,n—-1 0,1—1,1 2
1

1 0 0 s==% > 1 s-Orbital
1

0 0 s==% > 1 s-Orbital
2 7

1 -1,0,1 s== > 3 p-Orbitale
1

0 0 s=x5 1 s-Orbital
1

3 1 -1,0,1 s== > 3 p-Orbitale
1

2 -2,-1,0,1,2 s=%5 5 d-Orbitale

Zur Benennung der einzelnen Orbitale werden die Werte der Quantenzahlen aneinandergereiht und
durch Indizes erganzt, sodass sie eindeutig zugeordnet werden kénnen. Das 3p,.- Orbital entspricht
zum Beispiel einem relativ groRen, hantelformigen Orbital, welches entlang der x-Achse ausgerichtet
ist. Die genaue Anordnung der s-, p- und d-Orbitale im Raum sowie ihr charakteristisches Aussehen
und die Benennung der verschiedenen Orbitale sind in Abbildung 17 an den 1s-, 2p- und 3d-Orbitalen
exemplarisch dargestellt. Die Gbrigen Orbitale weisen die gleiche Form auf, unterscheiden sich jedoch
in ihrer GroRe. Das 3s-Orbital besitzt zum Beispiel ebenfalls eine Kugelgestalt, gleichzeitig ist es mit
einem deutlich gréReren Radius um den Atomkern angesiedelt als das 2s-Orbital. Durch die Zunahme
der Elektronenzahl innerhalb des Periodensystems und der damit verbundenen Erhéhung der Anzahl
an Orbitalen kann es teilweise zu Uberschneidungen dieser kommen. Da Orbitale aber sehr groRRe
Aufenthaltsraume beschreiben, in denen sich zwei deutlich kleinere Elektronen mit hoher
Wahrscheinlichkeit befinden, verteilen sich die Elektronen als negativ geladene Teilchen automatisch

so im Raum, dass sie zueinander jeweils den groRten Abstand einnehmen.
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Abbildung 17: Darstellung der 1s-, 2p- und 3d-Orbitale.

Durch den Zusammenschluss mehrerer Atome zu einem Molekiil entsteht ein Molekiilorbital, welches
ein neues Energieniveau besitzt sowie andere Eigenschaften aufweist als die urspriinglichen
Atomorbitale. Da mit Hilfe einer Charaktertafel immer die Verbindung mehrerer Atome beschrieben
wird, finden sich hier teilweise auch neue Orbitalbezeichnungen, wie zum Beispiel y2 oder z2.

Die Bedeutung der verschiedenen Orbitale spielt beim Aufstellen von Charaktertafeln eine wichtige
Rolle. Aus diesem Grund wird nach der Entwicklung einer Charaktertafel im nachsten Abschnitt
exemplarisch eine Zuordnung der Orbitale zu den entsprechenden irreduziblen Eigenschaften

durchgefihrt.
2.3. Beispielhafte Entwicklung einer Charaktertafel fir das Wassermolekdl

Nachdem sowohl die Theorie zu den Kristallklassen und deren Bedeutung fiir die einzelnen Molekiile
als auch die Orbitale und deren Rolle beim Aufbau eines Molekiils angesprochen wurden, wird dieses
Wissen zum Aufstellen einer Charaktertafel im Folgenden verknipft und durch einige zusatzliche
Aspekte erweitert. Zur besseren Verdeutlichung der Bestimmung der einzelnen Charaktere und der
schrittweisen Entwicklung einer vollstandig ausgefiillten Charaktertafel wird beispielhaft die

Charaktertafel fiir ein Wassermolekil ausgearbeitet. Hierzu werden die folgenden Schritte
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durchlaufen, deren Beschreibung bereits teilweise ausfiihrlich in den vorangegangenen Unterkapiteln

stattfand:

2.3.1. Anleitung zur Entwicklung einer Charaktertafel:

Bestimmung der Kristallklasse

.3.
1.
2. Bestimmung der Symmetrieoperationen
3. Aufstellen der Charaktertafel

4. Bestimmung der Mulliken-Symbole

5

Erweiterung der Charaktertafel
Die Schritte 1-5 werden der Reihe nach ausgefiihrt.

1. Bestimmung der Kristallklasse:

Ein Wassermolekiil besteht aus einem Sauerstoffatom, welches mit zwei Wasserstoffatomen
verbunden ist und ferner zwei freie Elektronenpaare besitzt, was zu einer gewinkelten Struktur flhrt
(Abbildung 18).

Nach dem Flussdiagramm in Abbildung 14 handelt es sich offensichtlich nicht um ein lineares Molekdl.
Stattdessen liegt eine C,-Achse vor und das Molekiil enthélt keine Drehachse C,,mit n > 2. AuRerdem
findet sich auch keine weitere C,-Achse senkrecht zur Hauptdrehachse. Darliber hinaus existieren zwar
keine horizontale, aber zwei vertikale Spiegelebenen zur C,-Achse, weshalb das Wassermolekiil der

Kristallklasse C,,, zugeordnet wird.

U

Abbildung 18: Wasser als Molekiil der Kristallklasse C,.

2. Bestimmung der Symmetrieoperationen:
Die zugehorigen Symmetrieelemente sind die Identitdt, die C,-Achse sowie die beiden vertikalen
Spiegelebenen o, und o,'. Mathematisch kann die Hauptdrehachse mit der z -Achse eines
dreidimensionalen Koordinatensystems gleichgesetzt werden, wahrend die beiden Spiegelebenen der

xz- und der yz-Ebene entsprechen.
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3. Aufstellen der Charaktertafel:
Weil eine Charaktertafel immer quadratisch ist, missen neben den vier Symmetrieelementen auch
vier irreduzible Darstellungen vorliegen. Zusatzlich gelten allgemeine Orthogonalitdtseigenschaften,

welche wichtige Voraussetzungen sind, um die Charaktere einer Kristallklasse zu bestimmen.

2.3.2. Orthogonalititseigenschaften:

- Die erste irreduzible Darstellung und damit die erste Zeile der Tabelle besteht immer aus
Einsen.

- Die Summe der Quadrate in beliebiger irreduzibler Darstellung ist gleich der Ordnung der
Punktgruppe.

- Das Punktprodukt zweier irreduzibler Darstellungen muss immer gleich Null sein.

Nach der ersten Eigenschaft sind in der ersten Zeile lediglich Einsen zu finden, auRerdem besteht nach
der zweiten Eigenschaft die erste Spalte ebenfalls nur aus Einsen, da die Punktgruppe die Ordnung vier
besitzt und somit gilt:

1+1+1+1 = 4.
Mit Hilfe des dritten Punkts kénnen die Gbrigen drei Zeilen ausgefillt werden. Am Ende des Verfahrens
entsteht die folgende Charaktertafel, die lediglich in der Anordnung der letzten drei Zeilen variieren

kann:

Tabelle 11: Charaktertafel mit vollstidndig angegebenen Charakteren.

sz E Cz o, O'v'

rp |11 /1 |1

4. Bestimmung der Mulliken-Symbole:

Zur Bestimmung der Mulliken-Symbole kdnnen verschiedene Eintrdage der Tabelle untersucht werden:
Aus dem Wert 1 des Charakters der irreduziblen Darstellung I3 in Bezug auf das Symmetrieelement C,
wird deutlich, dass die Darstellung symmetrisch beziiglich der zweifachen Drehung um die z-Achse ist,
weshalb die Darstellung nach Tabelle 9 ein A erhalt. Dies folgt ebenfalls aus der Darstellung von
I in Bezug auf C,. Im Gegensatz dazu geben die entsprechenden Werte fiir I, und I3 an, dass es sich
um antisymmetrische Darstellungen handelt, die dem Symbol B zugeschrieben werden.

Zur Unterscheidung von I5 und I, kann die dritte Spalte betrachtet werden. Hier bedeutet eine 1 in

der ersten Zeile, dass sich die Darstellung symmetrisch bezlglich der vertikalen Spiegelung verhilt,
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was laut Tabelle 9 dem Index 1 entspricht. Der negative Wert in der letzten Zeile erhélt hingegen den
Index 2. Analog kdnnen die Indizes fur I, und I3 bestimmt werden (Huheey, Keiter, & Keiter, 2014).
Somit ergibt sich eine, in Tabelle 12 dargestellte, finale Charaktertafel, deren Zeilen meist noch anders

angeordnet werden.

Tabelle 12: Charaktertafel der Kristallklasse C,.

sz E Cz o, O'v‘

a4, [1]1 |1 |1

5. Erweiterung der Charaktertafel:
Nach der Entwicklung der Charaktertafel wird diese, wie bereits in Kapitel 2.1 beschrieben, noch durch
zwei Spalten erweitert. In diesen Spalten werden die Basisfunktionen ergdnzt, die den irreduziblen
Darstellungen entsprechen: Das Orbital p, transformiert zum Beispiel wie A;, was bedeutet, dass das
Orbital sich symmetrisch zur Spiegelebene und zur Hauptdrehachse verhalt. Das Orbital p,, verhdlt sich
hingegen antisymmetrisch zur Hauptdrehachse, aber symmetrisch zu den Spiegelebenen, weshalb es
wie B transformiert. Analog transformiert auch die Rotation um die y-Achse wie B;. Bei Betrachtung
der d-Basis-Orbitale wird deutlich, dass die Orbitale xz,y2 und z2 ebenfalls wie A, transformieren,
wahrend beispielsweise das d-Orbital in der xy-Ebene wie A, transformiert. Nach Betrachtung aller
Orbitale, Symmetrieelemente und irreduziblen Darstellungen kann die erweiterte Charaktertafel der

Kristallklasse C,,, wie in Tabelle 13 dargestellt werden.

Tabelle 13: Erweiterte Charaktertafel Kristallklasse C,,,.

C,,| E | C, | o, | g, | p-Orbitale | d-Orbitale
Ay |11 |1 |1 z x?,y?, z*
By |1 |—-1|1 |-1 X Ry Xz
B, 1 (/-1]-1|1 v, Ry yz
A, | 1|1 |—-1|-1 R, xy

2.3.3. Feststellung:
Charaktertafeln beziehen sich immer auf eine ganze Kristallklasse und nicht auf ein konkretes
Molekiil, sodass 32 unveranderliche Charaktertafeln existieren, die viele Eigenschaften und

das Reaktionsverhalten der zugehorigen Molekiile vorhersagen.
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Es ist beispielsweise nicht moglich, dass Orbitale verschiedener Symmetrien miteinander
wechselwirken. Dies wird im Labor anhand des Vergleichs der Charaktertafeln der vorliegenden
Reaktionspartner bereits vor Beginn einer chemischen Reaktion beriicksichtigt und erleichtert die
Forschung somit deutlich.

Vor diesem Hintergrund spielen die Kristallklassen und ihre zugehorigen Charaktertafeln in der
anorganischen und analytischen Chemie eine groRe Rolle. Flir angehende Chemiker*innen in diesem
Fachgebiet ist es demnach besonders wichtig, auch anhand von Summenformeln eigenstdndig
Strukturformeln entwickeln und sich diese raumlich vorstellen zu kénnen. Durch dieses Grundwissen
ist es im Anschluss einfacher moglich, die Punktgruppe richtig zu bestimmen und infolgedessen keine
falsche Vorhersage Uber den Ausgang eines Experimentes zu treffen. Aus diesem Grund werden
Charaktertafeln bereits wahrend des Chemie-Studiums thematisiert und immer wieder aufgegriffen,

auch wenn die zugrundeliegende Mathematik eher selten angesprochen wird.
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V. Fazit

Diese wissenschaftliche Arbeit fasst die wichtigsten Grundlagen der Gruppentheorie zusammen und
veranschaulicht durch die Verbindung mit der Klassifikation chemischer Molekiile deren Relevanz fiir
die Erforschung nicht unmittelbar mathematischer Gebiete. Dabei zeigt gerade der letzte Teil des
dritten Kapitels die praktische Anwendung der zuvor aufgearbeiteten, theoretischen Inhalte und stellt
eine Bedeutsamkeit flir den Einsatz von Mathematik heraus, wie sie selten deutlich wird. Wahrend die
Gruppentheorie bereits seit zwei Jahrhunderten weiterentwickelt und meist durch Geometrie als
einfach verstdndliches Anschauungsmaterial ergdnzt wird, werden die Verbindungen mit der
naturwissenschaftlichen Gruppentheorie hingegen erst seit einigen Jahrzehnten untersucht. Aus
diesem Grund gibt es im direkten Vergleich deutlich weniger Nachschlagewerke, die den
Zusammenhang zwischen der Gruppentheorie und der Gestalt von Molekiilen aus mathematischer
Sicht beschreiben, woraus die Idee fir das Verfassen dieser Arbeit entstand.

Das zweite Kapitel beginnt zundchst mit einigen allgemeinen Definitionen als den einfachsten
Grundlagen der Algebra. Diese werden jedoch schnell um abstraktere Begriffe und Inhalte der
Gruppentheorie als Teilgebiet der Algebra erweitert und mit Hilfe von Alltagsbeispielen zur besseren
Anschaulichkeit erklart. Gegen Ende des mathematischen Teils der Arbeit stehen wichtige Erkenntnisse
der Mathematik wie das Untergruppenkriterium oder der Satz von Lagrange im Vordergrund, die die
Relevanz der Gruppentheorie zum einen in der hoheren Mathematik, zum anderen aber auch in
praktischen Anwendungen darstellen.

Ein spezieller Bereich dieser Beispiele wird in Kapitel 1l thematisiert. Nach der Beschreibung der
kristallinen Erscheinungsform wvon Molekilen wird weiterfihrend die Existenz verschiedener
Kristallarten angesprochen. Die Unterschiede zwischen den einzelnen Arten variiert dabei teilweise
von fast gleichen bis hin zu véllig verschiedenen Formen. Um chemische Molekiile bei einer solchen
Vielfalt entsprechend eindeutig klassifizieren zu kénnen, werden die Formen in Kristallklassen
zusammengefasst. Diese entsprechen mathematischen Gruppen, sodass im weiteren Verlauf des
dritten Kapitels einige Inhalte aus dem vorangegangenen Teil der Arbeit explizit auf diese libertragen
werden. Das daraus resultierende Wissen wird in sogenannten Charaktertafeln zusammengefasst, mit
Hilfe derer chemische Molekiile unmissverstandlich eingeordnet werden kénnen.

Das Ziel der wissenschaftlichen Arbeit ist am Ende des dritten Kapitels soweit erreicht, dass ein
exemplarisch ausgewahltes Molekiil mit Hilfe der Mathematik beschrieben und die mathematischen
mit den chemischen Eigenschaften verknipft werden kénnen.

Durch die Wahl der Alltagsbeziige innerhalb der Arbeit zeigt sich, dass Symmetrien und damit
verbunden auch Gruppen zwar ohne groRe Anstrengungen wahrgenommen, meistens jedoch nicht
unter Berlicksichtigung der zugrundeliegenden Mathematik betrachtet werden. Gerade mathematisch

interessierten Personen bietet diese Arbeit allerdings die Mdoglichkeit, verstarkt auf die Mathematik
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hinter natirlichen Erscheinungen einzugehen und ihre Sensibilitdt hierflr auszubauen. Darliber hinaus
betont die wissenschaftliche Arbeit erneut die Rolle, welche Symmetrien in unserem Leben spielen
und zeigt, dass der Gruppenbegriff sowohl im GroRen als auch im Kleinen den Zugang zur Natur
ermoglicht. Wahrend die Raumformen beispielsweise unmittelbar auf das Universum und die
Anordnung der Sonnensysteme (ibertragen werden koénnen, untersuchen kristallografische
Punktgruppen Molekiile als Bausteine allen Lebens. Jeder uns bekannte Bereich weist demzufolge
Symmetrien auf, die nicht nur eine Bedeutung fiir die Mathematik und die Naturwissenschaften,
sondern auch fiir die Kunst, die Musik und alle weiteren wichtigen Gebiete unseres Lebens haben.
Anhand der zahlreichen Moglichkeiten zur Untersuchung von Symmetrien und Gruppen wird deutlich,
dass in dieser Arbeit nur ein kleiner Teil der Mathematik hinter der Gruppentheorie angesprochen
wurde, da Gruppen und alle Themen, die damit einhergehen, ein immenses Forschungspotential
besitzen. So konnen Gruppen wie in Kapitel Il zum Beispiel durch Geometrien und deren
Symmetrieoperationen erklart werden, gleichzeitig bieten aber auch Matrizen die Moglichkeit, die
Gruppentheorie anschaulich zu erlautern. Weil sich diese Arbeit jedoch besonders auf die chemische
Anwendung von Gruppen konzentriert und hier Matrizen Giberwiegend fir die Darstellung der Inhalte
eingesetzt werden, wird das Hauptaugenmerk auf die Geometrie gelegt. Dadurch wird verstarkt der
Inhalt der Matrizen erklart. In einer weiteren Bearbeitung des Themas kdnnten aus diesem Grund vor
allem die mathematischen Inhalte zur Gruppentheorie noch weiter vertieft werden. Gerade eine
Beschreibung von Matrizen und den zugehdrigen Operationen innerhalb eines weiteren Kapitels ware
denkbar, um den Aufbau chemischer Charaktertafeln noch weiter und umfassender erklaren zu
kénnen und so eine starkere Verkniipfung zwischen den Gebieten zu erzielen.

Die wissenschaftliche Arbeit Einfiihrung in die geometrische Gruppentheorie mit Anwendung auf die
Klassifikation chemischer Molekiile stellt demnach alles in allem einen Versuch zur Kombination von

Algebra und analytischer Chemie dar, der noch deutlich ausgebaut werden kann.
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