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Einleitung

Die Bekanntgabe des Titels der vorliegenden Arbeit rief Reaktionen hervor wie
,Unschérfe kenne ich doch aus der Physik! Da heifit es, dass man Ort und Im-
puls eines Teilchens nicht gleichzeitig genau bestimmen kann.” Das ist zwar
korrekt, aber da es sich bei der vorliegenden Arbeit um keine physikalische
Arbeit handelt, stellt sich die Frage, welche Rolle das Konzept der Unschéarfe
im mathematischen Kontext — insbesondere innerhalb der Fourier-Analysis —
spielt.

Im naturwissenschaftlichen Bereich gilt die von W. Heisenberg im Jahre 1927
formulierte Heisenbergsche Unschérferelation [Hei27]| als allgemein bekannt
und spéatestens seit der Fernsehserie Breaking Bad ist zumindest der Name
Heisenberg wahrscheinlich jedem ein Begriff. Weniger bekannt diirfte sein, dass
es sich bei dieser Relation um kein rein physikalisches, auf Ort und Impuls
beschranktes Phénomen handelt, sondern dass sie vielmehr einen Spezialfall
eines allgemeineren mathematischen Zusammenhangs darstellt. Im Kontext der
Fourier-Analysis ist dieser Zusammenhang durch den Tradeoff zwischen Eigen-
schaften einer Funktion f und Eigenschaften ihrer Fourier-Transformierten f
gegeben, der erstmals 1932 von N. Wiener beobachtet und 1933 von seinem
Lehrer und Mentor G. Hardy schriftlich festgehalten wurde [Har33]. Darauf
aufbauend wurden im Laufe des letzten Jahrhunderts zahlreiche, teils sehr
unterschiedliche Unschérfeprinzipien formuliert und kontinuierlich weiterentwi-
ckelt.

Zwei dieser Prinzipien wollen wir uns in dieser Arbeit im Detail anschauen:

» Ein qualitatives Prinzip, das besagt, dass eine glatte Funktion f: R — C
und ihre Fourier-Transformierte nur dann beide kompakten Trager besitzen
konnen, wenn die Funktion die konstante Null-Funktion ist (Satz 3.1.1).

e Ein quantitatives Prinzip, dAas besagt, dass es auf dem Schwartz-Raum
fur das Produkt ||z f(x)||2||f(€)||2 eine untere Schranke gibt, sodass nicht
beide Faktoren gleichzeitig beliebig klein werden kénnen (Satz 3.2.1).

Bis heute ist das Konzept der Unschérfe mathematisch von grofler Bedeutung
und Gegenstand aktueller Forschung.



Ziel dieser Arbeit ist es, besagte mathematische Bedeutsamkeit herauszustellen
und anschliefend physikalisch zu interpretieren. Dazu fithren wir zunéchst in
Kapitel 1 mit dem Schwartz-Raum einen Raum ein, auf dem wir in Kapitel 2
die Fourier-Transformation definieren und invertieren wollen. Mit ihrer Hilfe
werden wir in Kapitel 3 zwei rein analytische Unschérfeprinzipien formulieren
und beweisen. Der physikalischen Interpretation eines dieser Prinzipien widmen
wir Kapitel 4, wobei wir einmal wahrscheinlichkeitstheoretisch vorgehen und
einmal die Nichtkommutativitat der Quantenmechanik ausnutzen werden, die
wir dafiir durch selbstadjungierte unbeschriankte Operatoren auf Hilbertraumen
beschreiben wollen, so wie es J. von Neumann 1932 erstmals getan hat [Vonl18].
Beide Ansétze werden uns zur Heisenbergschen Unschérferelation fiithren. Ab-
schliefend geben wir in Kapitel 5 einen Ausblick iiber weitere mathematische
Unscharfeprinzipien und verweisen auf aktuelle Forschungsergebnisse.



Kapitel 1

Vorbereitungen

Fir die vorliegende Arbeit setzen wir die Grundvorlesungen der reellen und
komplexen Analysis, sowie Grundlagen der Funktionalanalysis als bekannt
voraus. In diesem ersten Kapitel wollen wir mit dem Schwartz-Raum S(R)
einen Funktionenraum einfithren, der im Allgemeinen nicht im Grundstudium
behandelt, der aber in den folgenden Kapiteln eine zentrale Rolle spielen wird.
Dazu frischen wir zunéchst in einer etwas verkiirzten Form mit Hilfe von [Els18]
und [Wer(09] unser Wissen iiber die LP-Raume, sowie iiber einige in diesem
Zusammenhang fiir uns wichtigen Sétze und Ungleichungen auf, werden jedoch
auf deren Beweise verzichten. Alle in dieser Arbeit vorkommenden Integrale
sind im Sinne von Lebesgue zu verstehen.

1.1 Die L?(R)-Raume

Die Funktionenrdume der p-fach integrierbaren messbaren Funktionen wurden
,zu Ehren von H. Lebesgue!“ von F. Riesz? als £P-Raume bezeichnet [Els18],
wobei p hier fiir das franzosische Wort puissance (dt. Potenz) steht [Wer(9].

Definition 1.1.1 (Lebesgue-Raum L?(R)).
Sei 0 < p < oo. Eine Funktion f: R — C heiflt p-fach integrierbar, wenn

1/p
£, = (/le(x)lpdx> s

gilt. Der Raum der p-fach integrierbaren messbaren Funktionen auf R wird
LP-Raum genannt und mit LP(R) bezeichnet, d. h.
LP(R) :={f: R— C| f ist messbar und || f||, < oco}.

! Henri Léon Lebesgue (1875-1941), franzdsischer Mathematiker.
2 Frigyes Riesz (1880-1956), ungarischer Mathematiker.




Uber den Begriff der Messbarkeit wollen wir uns an dieser Stelle keine wei-
teren Gedanken machen, sondern nur bemerken, dass Stetigkeit Messbarkeit
impliziert, dass also jede stetige Funktion messbar ist.

Die Abbildung || - ||, aus der letzten Definition ist lediglich eine Halbnorm auf
LP(R), induziert aber eine Norm auf dem Quotiententenraum LP(R), der durch

LP(R) := LP(R) /N

definiert wird, wobei N := {f € LP(R) | || f|, = 0} der Kern der p-Norm ist.
Wie in der Literatur iiblich, werden auch wir Elemente dieses Quotientenraums
nicht wie Aquivalenzklassen, sondern wie Funktionen behandeln und sie als
LP-Funktionen bezeichnen. Alle LP-Riume mit p > 1 sind Banachriume?, also
vollstdndige normierte Vektorraume, aber nur der Raum der quadratintegrier-
baren Funktionen L?*(R) ist ein Hilbertraum®, also ein Banachraum, dessen
Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird. Dieses Skalarprodukt ist fiir

f,g € L*(R) gegeben durch

(f.9) = / f(@)g@)dz, (1.1)

wobei die Existenz dieses Integrals aus der Holder®-Ungleichung folgt.

Lemma 1.1.2 (Holder-Ungleichung).
Seip > 1 und sei q der konjugierte Exponent zu p, also 1/p+ 1/q = 1. Seien
f € LP(R) und g € LY(R). Dann ist fg € L'(R) und es gilt

gl < W fllpllglly-

Mit dem nichsten Lemma erinnern wir an die Cauchy%-Schwarz”-Ungleichung.

Lemma 1.1.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
Sei Vein C-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und sei || - || die durch das
Skalarprodukt induzierte Norm. Dann gilt

[z, 9)| < \lzl[llyll fir alle z,y € V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

3 Stefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker.

4 David Hilbert (1862-1943), deutscher Mathematiker.

> Otto Ludwig Holder (1859-1937), deutscher Mathematiker.

6 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), franzdsischer Mathematiker.

7 Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), deutscher Mathematiker.



Das Skalarprodukt aus (1.1) und die durch dieses Skalarprodukt induzierte
Norm || - || erméglichen es, die Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Lemma 1.1.3
auf dem Hilbertraum L*(R) zu formulieren. In der Literatur wird auch diese
L*-Version der Ungleichung als Cauchy-Schwarz-Ungleichung (seltener auch als
Schwarz-Ungleichung) bezeichnet, obwohl sie nach [Haz95] auf V. Bunyakovskii ®
zurlickgeht, der sie bereits im Jahre 1859 verdffentlichte. K. Schwarz hingegen
veroffentlichte sie erst 1884 und zwar ,,ohne Bezugnahme auf die Arbeit von
Bunyakovskii“ [Haz95]. Um dies zu wiirdigen, werden wir im Folgenden auf
L?*(R) von der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung sprechen.

Korollar 1.1.4 (Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung).
Fiir f,g € L*(R) gilt

= (£ ) < |Ifll=llgll2 -

/R f(2)g(@)de

Gleichheit gilt genau dann, wenn f und g linear abhdngig sind.

Abschlielen wollen wir diesen Abschnitt mit einem wichtigen Satz aus der
Maf3- und Integrationstheorie, der es unter gewissen Bedingungen erlaubt,
Grenzwertbildung und Integration zu vertauschen.

Proposition 1.1.5 (Satz von der majorisierten Konvergenz ).

Sei f,: R — C eine Folge messbarer Funktionen. Konvergiert (f,)nen auf R
punktweise gegen eine Funktion [ und existiert fiir die Folge eine integrierbare
Magjorante, also eine L'-Funktion g: R — R mit | f,(z)] < g(x) fiir alle x € R
und alle n € N, so diirfen Grenzwertbildung und Integration vertauscht werden,

d. h. dann gilt
s [ gude= [t g dr

1.2 Der Schwartz-Raum S(R)

In Kapitel 2 werden wir uns mit einer fiir diese Arbeit zentralen Abbildung, der
sogenannten Fourier-Transformation beschiftigen, die viele Autoren auf L'(R),
also auf dem Raum der (einfach) integrierbaren Funktionen definieren. Es wird
sich herausstellen, dass das Bild einer L!-Funktion unter dieser Abbildung
nicht zwangslidufig wieder eine L!-Funktion ist, wodurch das Studium der

8 Viktor Yakovlevich Bunyakovskii (1804-1889), russischer Mathematiker.
9 Auch Satz von der dominierten Konvergenz oder Lebesquescher Konvergenzsatz. [Wer09)



inversen Fourier-Transformation an Einschrankungen geknupft sein wiirde.
Deshalb interessieren wir uns fiir einen Unterraum des L'(R), der durch die
Fourier-Transformation bijektiv auf sich selbst abgebildet wird.

In diesem Abschnitt wollen wir den Schwartz-Raum S(R) definieren und uns
davon {iberzeugen, dass es sich bei diesem um einen Unterraum des L'(R)
handelt, um anschlieend in Kapitel 2 sinnvoll auf ihm arbeiten zu kénnen.
Dazu fithren wir zunéchst eine Eigenschaft ein, die alle Funktionen dieses
Raums aufweisen und orientieren uns dabei an [Werl8]. Anders als dort be-
schrieben, beschranken wir uns jedoch auf den eindimensionalen reellen Fall,
statt Funktionen zu betrachten, die auf dem R"™ operieren.

Definition 1.2.1 (Schnell fallende Funktionen).
Eine Funktion f: R — C heifit schnell fallend, wenn

lim z%f(z) =0
|z|—o00

fir alle a € Ny gilt.

Eine niitzliche Charakterisierung schnell fallender Funktionen liefert das fol-
gende Lemma, dessen Aussage in [Werl8] fiir den mehrdimensionalen Fall
unbewiesen zu finden ist. Es besagt, dass schnell fallende Funktionen genau
die Funktionen sind, die ,im Unendlichen schneller als das Reziproke jeden
Polynoms* verschwinden.

Lemma 1.2.2 (Charakterisierung schnell fallender Funktionen).
Fir f: R — C sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Die Funktion f ist schnell fallend;
ii) Fir alle Polynome P: R — C gilt

lim P(x)f(z) =0.

|z|—o00

Beweis.
i) = ii): Sei f: R — C schnell fallend und sei P(x) = >}_, \rz* ein Polynom
von R nach C. Da f schnell fallend ist, gilt lim,)—o 2% f(z) = 0 fiir alle k € N,
woraus

lim P(z)f(z) = lim zn: Mea® f(z) = zn: e lim 2 f(x) =0
k=0 k=0

folgt.

ii) = i): Fir jedes a € Ny ist 2 ein Polynom auf R, sodass die Behauptung
direkt aus Teil ii) folgt. O



Nun kénnen wir den nach L. Schwartz!® benannten Schwartz-Raum definie-
ren, wobei wir mit C*°(R) := {f: R — C | f ist glatt} den aus der Analysis
bekannten Raum der auf R glatten, also unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen bezeichnen. Dabei sei angemerkt, dass L. Schwartz in keiner Verbindung
mit K. Schwarz, dem Namensgeber der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, steht.
Wieder beschréinkt sich die folgende Definition auf den eindimensionalen Fall
aus [Werl§].

Definition 1.2.3 (Schwartz-Raum S(R)).

Eine Funktion f: R — C heifit Schwartz-Funktion, wenn f eine auf R glat-
te Funktion mit schnell fallenden Ableitungen ist. Der Raum der Schwartz-
Funktionen wird Schwartz-Raum genannt und mit S(R) bezeichnet, d. h.

S(R) :={f € C®(R) | f™ ist schnell fallend fiir alle n € Ny}.

Mit der Charakterisierung aus Lemma 1.2.2 folgt, dass der Schwartz-Raum
S(R) der Raum aller auf R glatten, komplexwertigen Funktionen ist, die
zusammen mit ihren Ableitungen im Unendlichen schneller als das Reziproke
jeden Polynoms verschwinden.

Diese Interpretation des Schwartz-Raums fiihrt uns zu zwei Klassen von Funk-
tionen, die von vielen Autoren (vgl. z. B. [SS03b]) als Beispiele fiir Schwartz-
Funktionen angefiithrt werden. Auch werden sie in dem fiir diese Arbeit zentralen
Kapitel 3 eine wichtige Rolle spielen. Fiir eines der Beispiele benotigen wir den
Begriff des Trdgers supp(f) einer Funktion f: R — C, der definiert ist als

supp(f) == {z € R| f(x) # 0}.

Beispiel 1.2.4.
i) Glatte Funktionen mit kompaktem Tréger sind Schwartz-Funktionen. Fiir

CP(R) :={f € C*(R) | supp(f) ist kompakt}

gilt also C*(R) C S(R).

Der kompakte Tréger einer Funktion f € C°(R) garantiert, dass es ein
R € R gibt, sodass f(z) = 0 fiir alle z € R mit |z| > R gilt, woraus direkt
f)(z) = 0 fiir alle # € R mit || > R und alle n € Ny folgt. Die Funktion
und alle ihre Ableitungen sind also im Unendlichen identisch Null und
somit schnell fallend. Auflerdem ist f per Definition von C°(R) glatt.

ii) GauB'!-Funktionen, also Funktionen der Form exp(—ax?) mit a > 0, sind
Schwartz-Funktionen. Um dies einzusehen, kann man sich tiberlegen, dass

10" Laurent Schwartz (1915-2002), franzosischer Mathematiker.
11 Johann Carl Friedrich Gauf (1777-1855), deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker.



alle Ableitungen einer Funktion exp(—axz?) von der Form P(x)exp(—ax?)
sind, wobei P ein Polynom ist. Daraus folgt fiir a > 0 direkt das fiir eine
Schwartz-Funktion geforderte Verhalten im Unendlichen. Auflerdem sind
Gauf-Funktionen als Verkettung glatter Funktionen glatt.

Da wir nun ein Gefiihl fiir das Verhalten von Schwartz-Funktionen entwickelt
haben, wollen wir die Struktur des Schwartz-Raums besser verstehen und
beginnen mit folgendem Lemma.

Lemma 1.2.5.
Der Schwartz-Raum S(R) ist ein C-Vektorraum.

Beweis.
Per Definition des Schwartz-Raums gilt S(R) C C*(R). Wir zeigen, dass S(R)
ein Unterraum des C-Vektorraums C*(R) ist. Fir f,g € S(R) und A € C gilt

lim 2*(f +¢)" () = lim 2*(f"(2) + ¢"(2))

= lim 2*f™(2) + lim 2°¢™ () =0

fir alle a,n € Ny, also f 4+ g € S(R) und

lim 2\ f)™(z) =X lim z*f™(2) =0

fiur alle a,n € Ny, also A\f € S(R). Somit ist der Schwartz-Raum S(R) als
Unterraum des C-Vektorraums C*°(R) selbst ein C-Vektorraum. O

Das nachste Lemma, sowie die Beweisidee zu Teil ii) stammen aus [Str94]. Das
Lemma zeigt, dass der Schwartz-Raum abgeschlossen unter Differentiation,
Multiplikation mit Schwartz-Funktionen und Multiplikation mit Polynomen
ist.

Lemma 1.2.6.
Seien f,g € S(R) Schwartz-Funktionen, P: R — C ein Polynom und n € Ny.
Dann gelten

i) f e S(R),
ii) fg € S(R),
iii) Pf € S(R).



Beweis.

Da f und g als Schwartz-Funktionen und P als Polynom glatte Funktionen
sind, sind f™ fiir alle n € Ny als Ableitung, sowie fg und Pf als Produkte
glatter Funktionen ebenfalls glatt. Also gilt f™, fg, Pf € C*®(R) fiir alle
n € Ny. Es bleibt zu zeigen, dass die jeweiligen Funktionen zusammen mit
ihren Ableitungen schnell fallend sind.

i) Da f eine Schwartz-Funktion ist, sind alle Ableitungen von f schnell fallend.
Somit sind auch alle Ableitungen jeder Ableitung von f schnell fallend, sodass
zusammen mit der Vorbemerkung f™ € S(R) fiir alle n € Ny folgt.

ii) Nach der Leibniz!2-Regel gilt

(fg) =3 (Z)f(“g(”‘k)

k=0

fiir alle n € Ny. Seien aq, as € Ny und o = oy + an. Dann folgt

3 (1) dim 5 10 g0 )

=0 || =00
n

<n> ( lim xalf(k)(m)> ( lim x”g(”_k)(x))
-0 k |z|—o00 || =00

=0,

lim 2*(fg)"(z) = lim z (Z)f%)g("%)

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass nach Teil i) fiir Schwartz-
Funktionen f und g die Ableitungen f® und ¢ % fir alle n,k € Ny mit
n > k ebenfalls Schwartz-Funktionen, also insbesondere schnell fallend sind.
Somit ist (fg)™ fiir alle n € Ny schnell fallend, sodass zusammen mit der
Vorbemerkung fg € S(R) folgt.

iii) Da S(R) ein C-Vektorraum ist, geniigt es zu zeigen, dass ™ f € S(R) fur alle
m € Ny gilt. Der Ubergang zu Pf € S(R) folgt dann, via P(z) = S7_, Agz”
mit Ay € C, aus der Abgeschlossenheit von S(R) bzgl. Addition und skalarer
Multiplikation. Nach der Leibniz-Regel gilt

(a™ ) = i (Z) (zm)®) f(nk)

k=0

12" Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), deutscher Mathematiker, Philosoph und Jurist.



fiir alle n € Ny. Auflerdem gilt

(m —k)!

fiir alle m, k € Ny mit m > k und (z™)®* = 0 fiir m < k. Daraus folgt

lim (")) () = lim x“2< ) o

= lim x“Z( )m !k) gk fn=k)

|z|—>oo
m!
— li a+m—k p(n—k)
Z( ) (m —k)! [ el o0 /
=0,

wobei im letzten Schritt analog zum Beweis von Teil ii) verwendet wurde, dass
nach Teil i) die Ableitungen f"~*) der Schwartz-Funktion f fiir n,k € Ny mit
n > k ebenfalls Schwartz-Funktionen, also insbesondere schnell fallend sind
und dass o +m — k € Ny fiir alle a € Ny aus m > k folgt. Somit ist (z™ f)™
schnell fallend fiir alle m,n € Ny, sodass zusammen mit der Vorbemerkung
Pf € S(R) fur jedes Polynom P : R — C folgt. O

Da wir im Laufe der Arbeit drei konkreten Fallen des letzten Lemmas begegnen
werden, wollen wir diese in einem Korollar festhalten.

Korollar 1.2.7.
Sei f € S(R). Dann gelten
i) [ S5(R),
i) f2 e S(R),
iii) zf € S(R).

Beweis.
Folgt direkt aus Lemma 1.2.6, durch Wahl von n = 1 fiir Teil i), g = f fir Teil
ii) und P(x) = x fir Teil iii). O

Dartiber hinaus wird in [Str94] ohne Beweis angefiihrt, dass der Schwartz-Raum
abgeschlossen unter Multiplikation mit komplexen Exponentialfunktionen ist.

Lemma 1.2.8.
Fiir f € S(R) und g: R — C, g(z) = e gilt fg € S(R) fiir alle t € R.

10



Beweis.

Seien f € S(R) und g: R — C, g(x) = €' mit ¢t € R. Dann ist fg als Produkt
glatter Funktionen selbst eine glatte Funktion. Es bleibt zu zeigen, dass (fg)™
fiir alle n € Ny schnell fallend ist. Nach der Leibniz-Regel gilt

(emf(:c))(n) — zn: (Z) <6itx)(k)f(n*k)<x> (1.2)

k=0
fir alle n € Ny. Auflerdem gilt

0< ‘Iaeitxf(n—k)(x)‘ _ eitr |z|—00 0

2 f B ()] = [ f 0 ()

fiir alle a,n, k € Ny mit n > k£ und t € R, also

lim 2% ("= (1) =0, (1.3)

|z|—o00

wobei || = 1 fiir alle z,t € R und im Grenziibergang f € S(R) ausgenutzt
wurde. Einsetzen von (e®)*) = (jt)ke® fiir alle k € Ny in (1.2) liefert unter
Verwendung von (1.3) schlieBlich

hmﬂwvww—mnff@%www“m
k=0

— |$1|1£>noo % l;) (Z) (Zt)kezt:rf(nfk) ($)
— Z <Z> (Zt)k ‘xl|i£)noo xaeitzf(n—k) (:E)
k=0
=0,
woraus zusammen mit der Voriiberlegung die Behauptung folgt. U

Das néchste Lemma wird sich in spateren Beweisen fiir bestimmte partielle
Integrationen als niitzlich erweisen.

Lemma 1.2.9.
Fir f € S(R) und t € R gelten

i) [ f(2)] 2 =0,
if) [z]f(z)P")Z = 0.

11



Beweis.
Seien f € S(R) und t € R.

i) Aus Lemma 1.2.8 folgt

[emf(x)} = lim " f(z) — lim ™ f(z)=0-0=0

o
— 00 T—00 T—r—00

und somit die Behauptung.

ii) Da f € S(R), ist nach Korollar 1.2.7 auch f? € S(R), sodass per Definition
limy, 00 zf?(x) = 0 und damit auch lim,_, |z f?(z)| = 0 gilt. Daraus folgt

0= lim |of*(z)| = lim [z]|f*(z)| = lim |2||f(z)]

und somit die Existenz der Limiten

lim x|f(2)]* = lim —z|f(x)|* = 0.

T—00 T——00

Mit diesen ergibt sich schlieflich

2 f @] = lim 2l f(2)] — lim_a|f(2)]?
:xh_{gox\f(:lr)ﬁ—i—xl_i)r_noo—x\f(x)\Q: 0+0=0. O

Wir erinnern uns an die Motivation dieses Abschnitts — einen Unterraum des
L'(R) zu finden, der durch die Fourier-Transformation aus Kapitel 2 bijektiv auf
sich selbst abgebildet werden wird. Wir sind nun so weit den ersten Teil dieser
Forderung an S(R) zu verifizieren und beginnen mit einem Lemma. Die Idee
der zentralen Abschéitzung (1.4) des Beweises des folgenden Lemmas stammt
aus [Werl8], wobei dort direkt die Teilmengenbeziehung S(R™) C LP(R™) fur
p > 1 gezeigt wird. Wir hingegen werden in zwei Schritten vorgehen und (wie
gewohnt auf eine Dimension beschréinkt) zuerst zeigen, dass S(R) C L?(R) gilt.

Lemma 1.2.10.
Es gilt S(R) C L*(R).

Beweis.

Sei f € S(R). Dann ist nach Korollar 1.2.7 auch f? € S(R), also im Unendlichen
schneller fallend als das Reziproke jeden Polynoms. Sei durch P(x) =1 + 22
ein Polynom gegeben. Nach Lemma 1.2.2 gilt dann

lim P(z)f*(x) = lim (1 +2?)f*(z) =0

12



und somit auch
lim (14 2%)|f*(z)| = 0.

|x]—o00
Dies impliziert die Existenz eines C' > 0, fiir das (1 + 2%)|f*(z)| < C gilt,
wodurch sich fur f € S(R) die Abschatzung

C
1+ a2

()] < (1.4)

ergibt. Daraus folgt

C 1
2d z/ 2(2)|d </ d :C/ dz = Crm < oc.
Ju@rar= [1F@ars [ foa-c [ Hod-crax
Also ist f € L*(R) und somit S(R) C L*(R). O

In einem zweiten Schritt ziehen wir aus dem Lemma ein allgemeineres Korollar.

Korollar 1.2.11.
Es gilt S(R) C LP(R) fir alle p > 1.

Beweis.

Seien f € S(R) und p > 1. Da nach Lemma 1.2.6 jede Potenz einer Schwartz-
Funktion wieder eine Schwartz-Funktion ist, fiir die jeweils Abschatzung (1.4)
gilt, folgt die Behauptung direkt aus dem Beweis von Lemma 1.2.10, indem
dort jedes f? durch fP ersetzt wird. O

Aus Lemma 1.2.5 und Korollar 1.2.11 folgt nun, dass der Schwartz-Raum S(R)
ein Unterraum jedes LP-Raums ist. Insbesondere ist S(R) ein Unterraum des
L'(R) und des bzgl. der L2>-Norm normierten Raums der quadratintegrierbaren
Funktion L?(R), sodass durch (S(R),|| - ||2) ein normierter Raum gegeben ist.
Nach [Werl8] liegt S(R) sogar dicht in L*(R).

Bemerkung 1.2.12.

Die Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung aus Korollar 1.1.4 gilt auch fiir
Schwartz-Funktionen, da jede Schwartz-Funktion insbesondere eine L?-Funktion
ist.
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Kapitel 2

Fourier- Analysis

Die Fourier-Analysis geht auf J. Fourier'® und dessen Untersuchungen zur
Wirmeleitungsgleichung!'® zuriick [Fou78]. Durch seinen Beitrag wurde Fourier
,50 etwas wie ein Katalysator® [Wei22]|, von dem die Wissenschaft nachhaltig
profitierte. Anwendung findet die Fourier-Analysis heute in vielen naturwissen-
schaftlichen und technischen Bereichen, beispielsweise in der Bildverarbeitung,
der Signalverarbeitung, den Ingenieurswissenschaften, in der Physik und in der
medizinischen Diagnostik [Mar09].

In diesem Kapitel wollen wir die Fourier-Transformation auf dem Schwartz-
Raum definieren und zeigen, dass sie diesen bijektiv auf sich selbst abbildet.

2.1 Die Fourier-Transformation auf S(R)

Die Tatsache, dass nach Korollar 1.2.11 der Schwartz-Raum S(R) in jedem
LP-Raum liegt, rechtfertigt die nédchste Definition.

Definition 2.1.1 (Fourier-Transformation).
Fir f € S(R) und ¢ € R heiit die Funktion

fl&) = () = [ fla)e s 21)
R
die Fourier-Transformierte von f. Die Abbildung F heif3t Fourier-Transformation.

Das Integral in (2.1) existiert, da

x)e 2T dy = 2)|le % A = z)|dr = 1 < 00 )
/R|f() | /R|f( ) le~2ee] /R|f( Jde = |fl <00 (22)

13" Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), franzdsischer Mathematiker und Physiker.
14 Eine partielle Differentialgleichung, die die Wirmeausbreitung in einem Kérper beschreibt.
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fiir alle £ € R gilt, da f als Schwartz-Funktion eine L!-Funktion ist.
Insbesondere ist die Fourier-Transformation auf S(R) beschrénkt, denn aus
(2.2) folgt

1£(©)] =

do=|fli<oo  (23)

/ f(x)e—%riﬁx dzx
R

< /R fla)e s

fur alle f € S(R) und € € R.

Bemerkung 2.1.2.

Die Fourier-Transformation wird in der Literatur nicht einheitlich definiert.
Unsere Definition stimmt mit der aus [SS03b] iiberein. In [Werl8] dagegen wird
sie als

n 1 —i€x
fi6) === / f(@)e i da (2.4)

und in [Str94] als

f() = / f(2)e da (2.5)

definiert. Eine mogliche Rechtfertigung fiir diese uneinheitliche Definition wird
in [Mar09, S. 14, Fuinote 6] angefiihrt. Zudem scheint ein Zusammenhang
zwischen der Definition der Fourier-Transformation und dem jeweiligen wis-
senschaftlichem Fachbereich zu bestehen, wie ein Blick in Biicher zur Quan-
tenmechanik (z.B. [Gril2], [Lew24], [Morl3]) vermuten lédsst, in denen die
Fourier-Transformation durchweg wie in (2.4) definiert wird. Wir entschieden
uns in Definition 2.1.1 fiir die Version aus [SS03b], da sie die einzige ist, fur
die weder die Fourier-Transformierte noch ihre Inverse (vgl. Bemerkung 2.3.2)
einen Vorfaktor enthalten und da wir uns fiir einige Beweise dieser Arbeit an
[SS03b] orientieren werden.

Um einen Zusammenhang zwischen der ,eindimensionalen Theorie der Fourier-

Transformation und der Funktionentheorie“ [SS03a] herzustellen, setzen wir
fur z € C die Fourier-Transformierte f einer Funktion f € S(R) durch

fiC=C, z+ / f(w)e ™= dw (2.6)
R

auf die komplexe Ebene fort und untersuchen diese in den beiden néachsten
Lemmata aus [SS03a] hinsichtlich Holomorphie und Beschrénktheit.

16



Lemma 2.1.3.
Die Fourier-Transformierte f einer Funktion f € C°(R) kann zu einer ganzen,
d. h. zu einer auf ganz C holomorphen Funktion, fortgesetzt werden.

Beweis.
Sei f € C*(R). Dann ist f nach Beispiel 1.2.4 i) insbesondere eine Schwartz-

Funktion. Sei f die Fortsetzung von f auf C aus (2.6). Fir z € C gilt

[l

dw :/ ‘f(w)e—Qﬂ'i(Re(z)-l-iIm(z))w‘ dw
R
_/ ‘f(w)e—Qch(z)we27rIm(z)w‘ dw
/ | ()] |27 Rel z)w’ ’€2ﬂm ‘dw

/‘f 27rImzw dw .

Da f kompakten Trager hat, gibt es ein R € R, sodass f(w) = 0 fir alle w € R
mit |w| > R. Somit geniigt es, das Integral iiber [—R, R| statt iiber ganz R
zu betrachten. Zusammen mit der Monotonie der Exponentialfunktion folgt
daraus

[tz

R
dw :/ |f(w)| e27rlm(z)w dw = / |f(w)| e?wlm(z)w dw
R -R
R R
S/ |f(w)| e27rIm(z)R dw = 627rIm(z)R/ |f(w)| dw
- -R

R
= e = SOR L)

Fir f € S(R) gilt || f]|1 < oo, sodass aus (2.7) die absolute Konvergenz des

Integrals
/ f(w)ef%rizw dw
R

fir alle z € C folgt. Die absolute Konvergenz erlaubt es, Differentiation und
Integration zu vertauschen, wodurch sich

i) = ( [ ftw —W“’d> / (;Zf(w)e‘mw> du

= —27Ti/ wf(w)e 2™ dw
R
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ergibt. Somit folgt die Holomorphie von f direkt aus der Holomorphie des
Integranden. Da dieser auf ganz C holomorph ist, gilt dies auch fir f, woraus
die Behauptung folgt. O

Bemerkung 2.1.4.
Nach [Yos95] heiit die Fortsetzung der Fourier-Transformation auf die komplexe
Ebene Fourier-Laplace!®-Transformation.

Nach Lemma 2.1.3 ist also die Fourier-Laplace-Transformierte einer glatten
Funktion mit kompaktem Trager eine ganze Funktion. Eine weitere Eigenschaft
der Fourier-Laplace-Transformation, die es uns in Kapitel 3 ermoglichen wird
mit Hilfe eines uns bekannten Satzes aus der Funktionentheorie die erste zentrale
Aussage dieser Arbeit (Satz 3.1.1) zu beweisen, ist ihre Beschrénktheit.

Lemma 2.1.5.
Die Fortsetzung der Fourier-Transformation auf C ist beschrankt.

Beweis. ) X

Sei f € S(R) und sei f die Fortsetzung von f auf C aus (2.6). Sei z = n + iy
mit 7, € R. Aus der Linearitit des Integrals folgt die Linearitit von f, es gilt
also

f(2) = Fn+in) = fn) +if().
Daraus ergibt sich mit der Dreiecksungleichung

[F) = 1Fm) +if I < F+ LT = [Fm)+ 1F)] (2:8)
Wegen flg = fund n,v € R gilt

)+ 1F ()] = 1Fm)| +1f ()],

woraus mit (2.8) und der Beschréanktheit der Fourier-Transformation schlie8lich

F@ < 1 F )+ 1F ] < 20lflh < oo

fiir alle z € C folgt. O

15" Pierre-Simon Laplace (1749-1827), franzdsischer Mathematiker, Physiker und Astronom.
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2.2 Eigenschaften der Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt wollen wir uns Eigenschaften der Fourier-Transformation
anschauen. Ausgehend von grundlegenden Eigenschaften wie ihrer Linearitét
werden wir unter anderem Zusammenhéange zwischen ihr und der Differen-
tialrechnung herstellen, die in der Anwendung von grofler Bedeutung sind
und die mafigeblich dazu beitragen werden, unsere Einschrinkung der Fourier-
Transformation auf den Schwartz-Raum zu rechtfertigen.

Wir beginnen mit einer Proposition, deren Teile ii) und iii) unter Berticksichti-
gung von Bemerkung 2.1.2 nach [Str94] bewiesen werden.

Proposition 2.2.1.
Fir f,g € S(R), a € R und o, B € C gelten

) [Flaf(x) + Bg(x)] (€) = a[F (f(2))] (€) + B[F (9(x))] (£),
) [F (fl@—a)] (&) = e ™ [F (f(x))] (&),

iii) [F (e*m f(2))] (§) = [F (f(2))] (€ — a),
) [F(
) [F(

i

i

Flax)](€) = o 1F ()] (5). fira %0,

F(=2)] () = [F (f(@)] (=€)

Hierbei wurde die Notation f(£) = [Ff](€) aus Definition 2.1.1 verwendet.

iv) |

v) [F

Beweis.
Seien f, g € S(R) mit Fourier-Transformierten f,§ und sei a € R.

i) Da S(R) nach Lemma 1.2.5 ein C-Vektorraum ist, folgt aus f, g € S(R), dass
h(z) == af(x) + Bg(z) fir alle a, f € C eine Schwartz-Funktion ist und somit
die Existenz von [Fh|(§) fiir alle { € R.
Die Behauptung folgt dann direkt aus der Linearitat des Integrals.
ii) Es gilt
[.F(fx—a /fl‘—(l 27r7'£xd$_/f —27rz§a:+a
:e%M/fuw2mﬂm=eQM%fU@M@»
R

iii) Aus f € S(R) folgt mit der Abgeschlossenheit des Schwartz-Raums unter
Multiplikation mit komplexen Exponentialfunktionen (Lemma 1.2.8) die Exis-

tenz von [F (e2™4% f(x))] (£) fiir alle £ € R.
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Es gilt

[,F (GQWiaxf(:L‘))} (g) _ /R 62m‘aacf(l,)€—2m'§a: dr — /Rf(m)e—Qm‘(f—a)x dax
= [F(f@)] (€ —a).
iv) Fir a > 0 gilt

[F (f(azx / flaz)e ™ dg = / ! =~ f(x)e ¥ da

a

[ s ar = LiE >>J(5).
Fir a < 0 gilt

F €)= [ ane e an= [ e

- et ,a‘[f(f(x))]G)-

v) Folgt aus iv) mit a = —1. O

Wir bemerken, dass im Beweis von Proposition 2.2.1 an keiner Stelle der
schnelle Abfall von Schwartz-Funktionen verwendet wurde, sodass alle bisher
eingefiihrten Eigenschaften der Fourier-Transformation nicht nur auf S(R),
sondern auf ganz L'(R) gelten, wenn F auf L'(R) definiert wird. Dass wir uns
in unserer Definition auf den Schwartz-Raum beschranken liegt darin begriindet,
dass die Fourier-Transformation sich fiir Schwartz-Funktionen schéon verhalt.
Auch wenn A. Cayley'® einst sagte, dass ,Schénheit [...] wahrgenommen, aber
nicht erklart werden“ koénne, wollen wir versuchen, uns durch die folgenden
Lemmata von dem schonen Verhalten der Fourier-Transformation auf S(R) zu
iiberzeugen.

Als Erstes schauen wir uns an, wie sich Ableitungen von Schwartz-Funktionen
unter F verhalten. Mit der Aussage des folgenden Lemmas werden wir einen
der zentralen Beweise dieser Arbeit (Satz 3.2.1) fithren. Der Beweis des Lemmas
orientiert sich, wieder unter Berticksichtigung von Bemerkung 2.1.2, an [Str94].

Lemma 2.2.2.
Fir f € S(R) gilt

(f)(€) = 2mie f (¢).

16 Arthur Cayley (1821-1895), englischer Mathematiker.
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Beweis.
Sei f € S(R). Nach Korollar 1.2.7 ist dann auch f” € S(R), sodass die Fourier-
Transformierte von f’ betrachtet werden kann. Fiir diese gilt per Definition

_ / f/(x)e—%ri{x dz .
R

Partielle Integration und Lemma 1.2.9 i) liefern

_ omi / f(w)e’ngdx = 2mie f(€)
R

und somit die Behauptung. U

Aus dem Lemma lasst sich ein wichtiges Korollar ziehen.

Korollar 2.2.3.
Fir f € S(R) gilt

(F™)(©) = 2ri)"e"F()

fur alle n € N.

Beweis.

Der Beweis erfolgt per vollstandiger Induktion tiber n € N. Sei dazu f € S(R).
Nach Korollar 1.2.7 ist dann auch f™ € S(R), sodass die Fourier-Transformierte
von f betrachtet werden kann.

Der Fall n = 1 entspricht Lemma 2.2.2. Sei also die Behauptung gezeigt fiir ein
beliebiges, festes n € N. Fiir n — n + 1 gilt per Definition

Fotn(€) :/f("“)(x)e?’”f’” dz .
R
Partielle Integration und Lemma 1.2.9 i) liefern
/ f n+1 727”51 dr = {f n)( 27725:1: / f 27@5) 2m’§:1:d$

= 27?2{/ fO(z)e e dy = 27”§(f )(€)
= (2mi) anan(f)

fir alle n € N, wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet
wurde. n
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Die Fourier-Transformierte einer Ableitung ist also zuriickzufithren auf die
Fourier-Transformierte der Funktion selbst. Dieser Zusammenhang findet An-
wendung beim Losen von Differentialgleichungen. Dabei wird ausgenutzt, dass
durch die Fourier-Transformation Ableitungen zu Produkten und somit Differen-
tialgleichungen zu algebraischen Gleichungen werden, welche sich im Allgemei-
nen besser l6sen lassen als Differentialgleichungen. In [Str94, S. 35] wird dieses
Losungsverfahren exemplarisch an der auf E. Schrodinger!” zuriickgehenden
Schridinger-Gleichung, bei der es sich um eine partielle Differentialgleichung
handelt, veranschaulicht.

Als néchstes schauen wir uns umgekehrt an, wie sich die Fourier-Transformation
auf S(R) unter Differentiation verhélt. Der Fall n = 1 des folgenden Lemmas
stammt wieder aus [Str94].

Lemma 2.2.4.
Fir f € S(R) gilt

()" (&) = (=2mi)"an f () (€)
fiir alle n € N.

Beweis.
Der Beweis erfolgt per vollstandiger Induktion nach n € N. Sei dazu f € S(R).
Fir den Fall n = 1 erhalten wir

(f)/(f) = ;g/Rf(:c)ez”fx dr = /Rf(x)c(li§62m£w Az
:/f(x)(—me)e—2m‘§z dr = —27Ti/xf(x)e—2wi§x da (2.9)
K R

—

= —2mix f(x)()

und somit die Behauptung fir n = 1, wobei im ersten Schritt nach [Str94]
Differentiation und Integration vertauscht werden dirfen, da fir f € S(R)
gemif Lemma 1.2.8 auch f(z)e ?"%* und somit der Integrand eine Schwartz-
Funktion ist. Sei also die Behauptung gezeigt fiir ein beliebiges, festes n € N.
Firn —n+1 gilt

GwmwziGW@zikmmﬁw@

nach Induktionsvoraussetzung. Da fiir f € S(R) nach Lemma 1.2.6 fiir alle
n € Ny auch 2" f € S(R) ist, konnen mit dem selben Argument wie im Fall

17 Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887-1961), sterreichischer Physiker.
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n = 1 im Folgenden Differentiation und Integration vertauscht werden, sodass
—~ d . d )
(FY0(6) = ge(-2m)" [ @ fla)e 7 do = (-2mi)" [ 2" f(a) qpe e da
dg R R dg

= (—27Ti)"/:v"f(x)(—Qmm)e_Qm& dz
R
— (-9 \n+1 n+1 727ri£:1:d
(—2mi) /Rx f(z)e T

= (=2mi)"™ a1 () (€)
und somit die Behauptung fiir alle n € N folgt. O

Um ein Gefiihl fiir die soeben eingefiihrten Eigenschaften zu entwickeln, wollen
wir sie auf eine konkrete Schwartz-Funktion anwenden. Wie viele Autoren,
so beispielsweise auch [SS03b], entscheiden wir uns fiir die normierte Gauf-
Funktion, die invariant unter der Fourier-Transformation ist. Diese Invarianz
werden wir uns zu einem spateren Zeitpunkt noch zunutze machen.

Beispiel 2.2.5. X
Fir f: R — R, z— e ™ gilt f(€) = f(£) fir alle & € R.

Um dies zu sehen, bemerken wir zuerst, dass f nach Beispiel 1.2.4 ii) als

Gauf-Funktion eine Schwartz-Funktion ist, sodass f existiert.
Wie in [SS03b] betrachten wir fiir £ € R die Funktion

G(€) = f(&)e

und werden zeigen, dass G auf R die konstante Eins-Funktion ist. Fiir die
Ableitung von G gilt

L () = (1) (©e€ + fle)2mee™e (2.10)

G'(§) = &

Fir f(z) = e ™ liefert (2.9) aus dem Beweis von Lemma 2.2.4 die Darstellung

(J?)/(ﬁ) = —27T2'/Ra:f(x)e2m5x dz = i/R—Zwa:em”Qe%igm dz . (2.11)

—

Es gilt f'(z) = —27ze~™" und per Definition ist TRIGENN f'(x)e 2= dy
Durch Einsetzen in (2.11) ergibt sich daraus

(f)’(f) = i/R—27me_”2e_2mfx do = i/Rf’(:v)e_ZM& dxr = z(f/T)(f),
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also
()'(€) = i2mig f(§) = —2m& f(€) (2.12)
nach Lemma 2.2.2. Einsetzen von (2.12) in (2.10) liefert
G'(&) = (F)(©e™ + [(©)2nee™ = —2mE f(§)e™ + 2n&f (€)™ =0
fiir alle £ € R, sodass G auf R konstant ist. Da

f(0) = / f(z)e ™ dy = / f(z)dx = / e dr = 1,
R R R
ist G(0) = f(0)-e™ =1-1=1 und somit G = 1 auf R. Daraus folgt

f©) = GO =

fir alle £ € R und somit die Behauptung.

= = f(©)

emé?

Wir erinnern uns, dass wir mit Blick auf die inverse Fourier- Transformation,
der wir das néchste Unterkapitel widmen werden, verifizieren wollen, dass die
Fourier-Transformation den Schwartz-Raum bijektiv auf sich selbst abbildet.
Das folgende Lemma zeigt einen Teil dieser Aussage, und zwar dass die Fourier-
Transformierte einer Schwartz-Funktion wieder eine Schwartz-Funktion ist.
Diese Invarianz des Schwartz-Raums unter F ist eine der wichtigsten — oder
schonsten — Eigenschaften der Fourier-Transformation auf S(R).

Die Grundidee des gefiihrten Beweises und die dort definierte Hilfsfunktion g
stammen aus [SS03b].

Lemma 2.2.6. R
Fir f € S(R) ist auch f € S(R).

Beweis.
Sei f € S(R). Um zu zeigen, dass f eine Schwartz-Funktion ist, miissen wir
zeigen, dass

fir alle a,n € Ny gilt. Dazu zeigen wir zunéchst, dass {”(f)(”) (&) fir alle
a,n € Ny die Fourier-Transformierte einer Schwartz-Funktion ¢ ist und nutzen
dann die Beschrianktheit der Fourier-Transformation gemafl (2.3) aus. Seien
dazu a,n € Ny und

g(w) == - ((=2mix)" f(2))") .
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Da der Schwartz-Raum ein unter Differentiation und Multiplikation mit Poly-
nomen abgeschlossener C-Vektorraum ist, folgt aus f € S(R), dass g € S(R).
Mit Korollar 2.2.3, Lemma 2.2.4 und der Notation f(£) = [Ff](£) aus Definiti-
on 2.1.1 ergibt sich

(2mi&) [F ((=2miz)" f(x))] (€)

Q

- (2mi
= (270)° oo —2mi)" z"f(x
— G i F )] ©

= ¢ [Ff™ (&) = €2(FH)™(e).

Daraus folgt

11

a(FYM (Y] — 150 = Lieafey — 1L
()] = 18(] = €3O = 1757

()] (2.13)

fiir alle € # 0, wobei im letzten Schritt Lemma 2.2.2 verwendet wurde, nach
dem

(9)(€)| = 2rigg(€)] = 27 €5 (S)]
und somit

€9(6)l = 5 | @)(©)

fir alle £ € R gilt. Da ¢’ als Ableitung einer Schwartz-Funktion selbst eine
Schwartz-Funktion ist und nach (2.3) die Fourier-Transformierte einer Schwartz-
Funktion durch die L'-Norm der Funktion beschriankt wird, gilt

(@) ©] < gl = ¢

fir alle £ € R. Zusammen mit (2.13) folgt daraus

0 <[e(F)™E) = 5| @] < g L0
fiir alle £ # 0 und somit
Jim e2(F)™(€) =0
fiir alle o, n € Ny. Also ist f € S(R). O
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Wir wollen uns an einem Beispiel klarmachen, dass, sofern F auf L' (IR) definiert
wird, das letzte Lemma im Allgemeinen nicht auf ganz L'(R) gilt, dass also
die Fourier-Transformierte einer L!-Funktion nicht zwangslaufig wieder eine
L'-Funktion ist.

Beispiel 2.2.7.
Fur T € R betrachten wir die Rechteckfunktion

L,

0, sonst

T
2] < 5

f:R—{0,1}, xH{

aus [Butl5], bei der es sich wegen

/2
/R|f(:1c)|dx:/T/21dx:T

um eine L'-Funktion handelt. Unter der Annahme, dass F auf L'(R) definiert
wird, ergibt sich die Fourier-Transformierte von f durch direktes Nachrechnen
als

—T/2 27‘(@6 _T/2

A . /2 : 1 A T/2

f() = / f(z)e ™% 4y = / 1.e ™% gy = ——— {6_27”5“:} /
R

1 <€_i7TT§ B e”T5> T enTe _ g=inT¥ _ 7. sin(nT¢)

ol 7T 2i 7T

= T'sinc(nT€).

Da die sinc-Funktion bekanntlich keine L'-Funktion ist (nachzulesen z. B. in
[For17, S. 59 f.]), haben wir mit der Rechteckfunktion eine Funktion in L*(R)
gefunden, deren Fourier-Transformierte nicht mehr in L'(R) liegt. Dies ist
kein Widerspruch zu Lemma 2.2.6, da die Rechteckfunktion offensichtlich nicht
stetig, also nicht differenzierbar und somit keine Schwartz-Funktion ist.

Das folgende Lemma aus [SS03b| zeigt, dass das Integral uiber die Fourier-
Transformierte einer Schwartz-Funktion f auf eine einfache Punktauswertung
der Funktion f zuriickgefiihrt werden kann.

Lemma 2.2.8.
Fir f € S(R) gilt
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Beweis.

Sei f € S(R). Wir betrachten fiir § > 0 die Funktionen Gs(z) := e ™*" und
h(x) := e ™" und bemerken, dass h(v0z) = Gs(z) fiir alle z € R gilt. Nach
Beispiel 1.2.4 ii) ist G fiir beliebiges § > 0 eine Schwartz-Funktion, sodass die
Fourier-Transformierte Gy existiert. Unter Ausnutzung der Skalierungseigen-
schaft aus Proposition 2.2.1 iv) ergibt sich fur diese

FGa(a))€) = [FRVER)E) = = Fh(@)l(€/VF) = = [Fe ] (¢/V3),

also

= 1 2 1 T2
G§(£) = \/ge—ﬂ'(ﬁ/\/g) = %6_55 (214)

nach Beispiel 2.2.5. Anwendung des Satzes von Fubini'® liefert auflerdem
[ s@Gi@as = [ @) [ Gote < agas
R R R
— [ Gs(©) [ sareme dras = [ Guf©ag
R R R
und somit
[ 1@Gata) s = [ FoGs(e . (2.15)
R R
Wir wollen fir die beiden Integrale in (2.15) das Grenzverhalten fiir § — 0

untersuchen. Mit der Substitution z := z/v/§ und (2.14) ergibt sich fiir das
linke Integral

/R £(2) G () dar = / F(V52) G (V35 dz
_ AL —FVER 5 0
- / (V3 Vid
Z/f(\/gz)e_”2 dz. (2.16)

Bevor wir zum Limes tibergehen, rechtfertigen wir zuerst mit Hilfe des Satzes
von der majorisierten Konvergenz (Proposition 1.1.5), dass Grenzwertbildung
und Integration vertauscht werden diirfen. Mit f ist nach Lemma 1.2.8 auch
f(V/62)e™™" eine Schwartz-Funktion, also stetig und somit messbar. Aus der

18 Guido Fubini (1879-1943), italienischer Mathematiker.
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Stetigkeit von f folgt auBerdem lims_,o f(v/d2)e ™" = f(0)e ™" fiir alle z € R.
Eine integrierbare Majorante ist durch C'- (1 + 2?)~! fiir ein C' > 0 gegeben, da

C C 1
2dz—/ 2dz—C/ sdz=0Cr < o0
rI1+2 A r1+2
und mit dem selben Argument wie in (1.4) fir Schwartz-Funktionen
C
5 77'('22 <

gilt. Somit ergibt sich fiir die linke Seite von (2.15) mit (2.16) und dem Satz
von der majorisierten Konvergenz

‘lsii%/Rf(x)é\&(x) dv = %ig(l)/Rf(\/Sz)e—mz dz = /R?ﬂ% F(V62)e ™ dz
:/f(())enzz dz = f(O)/€7rZ2 dz = f(0). (2.17)
R R

Auch fiir das rechte Integral in (2.15) wollen wir das Grenzverhalten fiir § — 0
untersuchen. Da fir f € S(R) nach Lemma 2.2.6 auch f € S(R) ist, sind die
f(€)Gs(€) Schwartz-Funktionen, also stetig und somit messbar. Es gilt

lim f(€)G5(€) = lim f(€)e ™ = f(&)e ™ = f(¢)

—0 6—0

fir alle £ € R. Da die Fourier-Transformierte einer Schwartz-Funktion nach
(2.3) durch die L*-Norm der Funktion beschrinkt ist, gilt

A

FOCO] = 17| = [F©Olle™| < Ilf e,

sodass fir f € S(R) aus

52
T
R

folgt, dass durch || f||;e"™¢" eine integrierbare Majorante fiir fGs gegeben ist.
Fiir die rechte Seite von (2.15) ergibt sich also mit der obigen Grenzwertbe-
rechnung und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

tim [ fle)Gi©ae = [ m foGu@ae = [ fo.  (2as)

Die Behauptung folgt schliellich aus Grenzwertbildung auf beiden Seiten von
(2.15), unter Verwendung der in (2.17) und (2.18) berechneten Grenzwerte

_}S%/f )Gs(x dx—hm/f 6)Gs(€) d¢ = /f -

2 1
ac — ||f||1/Re"”55 d = [17lh 7= < 0
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Den Nutzen des letzten Lemmas wollen wir an einem Beispiel verdeutlichen
und betrachten dafiir wieder die normierte Gauf3-Funktion.

Beispiel 2.2.9.
/ e dz = 1.
R

Es gilt

In den Grundvorlesungen zur Analysis wird dieses Integral unter Verwendung
von Polarkoordinaten oder mit Hilfe des Satzes von Fubini berechnet. Nun
erlaubt uns Lemma 2.2.8 aber eine schnellere Berechnung des obigen Integrals.
Die Funktion f(z) = e ™ ist nach Beispiel 1.2.4 ii) eine Schwartz-Funktion
und nach Beispiel 2.2.5 gilt f(£) = f(€) fiir alle &€ € R. Somit ergibt sich geméf
Lemma 2.2.8 fiir das Integral

/Re—mg dz = /Rf(x) dz = /Rf(g) dé = f(0)=e ™% =1.

Bemerkung 2.2.10.
Im Beweis von Lemma 2.2.8 haben wir handisch gezeigt, dass

gilt. In [SS03b] wird diese Aussage auch fir den Beweis unseres Lemmas
verwendet, allerdings folgt sie dort direkt als Spezialfall einer allgemeineren
Aussage. Ohne auf die Details einzugehen, wollen wir diese Argumentation aus
[SS03b] kurz skizzieren. Dafiir werden vorab zwei Definitionen benotigt:

o Fiir zwei Schwartz-Funktionen f und g ist die Faltung definiert als

(f * 9)a /fx—t

wobei das Integral existiert, da fiir festes x der Integrand als Produkt
zweier Schwartz-Funktionen selbst eine Schwartz-Funktion und somit
integrierbar ist.

« Eine Familie {Ks}s-0 heiBBt Familie guter Kerne, wenn sie die folgenden
drei Eigenschaften erfiillt:
— Es gilt fR Ks(z)dz = 1.
— Es gibt ein M > 0, sodass [, |Ks(x)|de < M fir alle 6 > 0 gilt.
— Fir alle n > 0 gilt limgﬁofl |Ks(z)|dx = 0.

z|>n
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Es kann gezeigt werden, dass wenn {Kj}s-0 eine Familie guter Kerne ist, diese
Kerne, gefaltet mit einer Schwartz-Funktion f, fiir 6 — 0 gleichméflig gegen die
Funktion f konvergieren (vgl. [SS03b, Korollar 1.7]). Fiir f € S(R) gilt dann

also
lim(f + £5)(2) = f(0) (2.19)

Man spricht in diesem Fall auch von einer Approrimation der Identitdt.

Seien nun f € S(R) und Gj(z) = exp(—ndz?) mit Gy(€) = 6~1/2 exp(—m&?/0)
wie im Beweis von Lemma 2.2.8. In [SS03b, S. 139] wird gezeigt, dass G, fiir
0 > 0 ein guter Kern ist. Aulerdem ist G als Fourier-Transformierte einer
Schwartz-Funktion selbst eine Schwartz-Funktion, sodass sie mit f gefaltet
werden kann. Da Gj offensichtlich eine gerade Funktion ist, gilt

(f + Ga)(0) = / H(=)Gat) dt = / F(—0)Ga(—t)dt = / F(2)Gi(z) dr

sodass sich

lim / F(@)Gs() dx = lim(] * G3)(0) = f(0)

6—0

als Spezialfall von (2.19) fur z = 0 ergibt.

Abschliefflen wollen wir diesen Abschnitt damit, dass die Fourier-Transformation
bzgl. der L?-Norm isometrisch und somit eine Isometrie vom Schwartz-Raum
auf sich selbst ist. Diese Eigenschaft geht auf M. Plancherel'® zuriick und wird
im folgenden Lemma festgehalten. Da wir fiir den Beweis des Lemmas Resultate
des néchsten Abschnitts bendtigen, werden wir diesen auf Bemerkung 2.3.6
verschieben.

Lemma 2.2.11 (Satz von Plancherel).
Fir f € S(R) gilt [[fll2 = [[fl2-

Beweis.
Siehe Bemerkung 2.3.6. O

Bemerkung 2.2.12.

Da S(R) dicht in L*(R) liegt, folgt aus dem Satz von Plancherel (Lemma 2.2.11),
dass die Fourier-Transformation zu einer Isometrie auf L?(R) fortgesetzt werden
kann. Nach [Werl8] heifit diese Fortsetzung Fourier-Plancherel-Transformation.

19" Michel Plancherel (1885-1967), Schweizer Mathematiker.
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2.3 Die inverse Fourier-Transformation auf S(R)

Ein Ziel dieses Abschnitts wird es sein zu zeigen, dass die Fourier-Transformation,
wie von uns definiert, umkehrbar ist und damit die Rechtfertigung unserer Ein-
schrankung der Fourier-Transformation auf den Schwartz-Raum abzuschlielen.
Ausgangspunkt dafiir ist folgende Definition.

Definition 2.3.1 (Inverse Fourier-Transformation).

Fir f € S(R) und £ € R sei

(&) = [F ) = / F(a)em e da (2.20)

Die Abbildung F~! heifit inverse Fourier-Transformation.

Wieder folgen die Existenz und die Beschranktheit des Integrals in (2.20) daraus,
dass jede Schwartz-Funktion eine L'-Funktion ist.

Bemerkung 2.3.2.

Je nachdem wie die Fourier-Transformation definiert wird, ergeben sich auch
fiir die inverse Fourier-Transformation unterschiedliche Darstellungen (vgl.
Bemerkung 2.1.2). Wieder stammt unsere Version aus [SS03b]. Die Fourier-
Transformation gemaf (2.4) aus [Werl8] liefert

s 1 ix
fi§) = o= [ 1 s

und fur die geméafl (2.5) aus [Str94] ergibt sich
s 1 —ifx
f©) = = [ Fear.
T Jr

Das néichste Lemma zeigt, dass die Abbildung aus Definition 2.3.1 zurecht als
inverse Fourier-Transformation F~! bezeichnet wird.

Lemma 2.3.3.
Fir f € S(R) gilt

fur alle x € R.
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Beweis. y .
Sei f € S(R). Wir zeigen zuerst, dass f(z) = f(x) fur alle z € R gilt. Dies
folgt direkt aus den Definitionen, denn nach diesen gilt

f(f) 2mixé d£ / / f —27rz§y dy 627rz;c§ dé-
/ 27rz17y dy 6—271'1:1377 d77 — / f(n)e—Qm:r:n d77
z).

f(z) =

R

T-E“%\\

Es bleibt zu zeigen, dass f(z) = f(z) fiir alle 2 € R gilt.
Dieser Beweisabschnitt wird nach [SS03b] gefithrt. Dazu verwenden wir die
Hilfsaussage aus Lemma 2.2.8, dass

_ /R f(&)de (2.21)

fir alle f € S(R) gilt und betrachten die Funktion F(y) := f(y + z) fir y € R.
Es gilt f(z) = F(0) fir alle z € R und da F € S(R) aus f € S(R) folgt, kann
(2.21) auf F angewendet werden. Nach Proposition 2.2.1 ii) gilt

F (f(z—a))] (&) = e [F (f())] (&)

fiir festes a € R, also

~

F(&) = [F (fly +2)] (€) = ™ [F (f(2))] (€) = €7 (€)

fir festes z € R. Zusammen mit den Voriiberlegungen folgt daraus

f(x) = F(0) = /R Fe)de = /R 2 () de = f(x)

fir alle x € R und somit die Behauptung. O

Damit haben wir nun gezeigt, dass die Fourier-Transformation den Schwartz-
Raum bijektiv auf sich selbst abbildet. Dieses wichtige Resultat wollen wir als
Korollar festhalten.

Korollar 2.3.4.
Die Fourier-Transformation ist eine Bijektion von S(R) nach S(R).

Beweis.
Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 2.3.3 und Lemma 2.2.6. OJ
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Bemerkung 2.3.5.
Das letzte Lemma liefert zwei Darstellungen einer Schwartz-Funktion f, namlich

- /Rf(@e?m de (2.22)
und

- /Rf@)e-?mf de (2.23)
fur alle z € R.

So lasst sich durch die inverse Fourier-Transformation jede Schwartz-Funktion
aus ihrer Fourier-Transformierten zuriickgewinnen — und vice versa.

Dies ermoglicht uns nun den Beweis des Satzes von Plancherel (Lemma 2.2.11)
nach [Tall3].

Bemerkung 2.3.6 (Beweis von Lemma 2.2.11).
Sei f € S(R). Dann gilt

1712 = (F. fue = / FO)7(€) de = / / f@)e & de ). (2.24)

Nach dem Satz von Fubini kann die Integrationsreihenfolge in (2.24) vertauscht
werden, sodass

112 = /R f(x) /R F©)e e dg da (2.25)

folgt. Nach (2.22) gilt

— / Je2mizs d¢ = / F(&)exmine 4 = / f(e)ermie g

27rza:§ df — Af(é-)e—Qmacf d£7

woraus sich mit (2.25) schlielich

12 = / F@) @ de = (f. £z = | F]2 (2.26)

ergibt. Wurzelziehen beider Seiten von (2.26) liefert die Behauptung.

33






Kapitel 3

Unscharfe in der Fourier-Analysis

Der Begriff der Unschéarfe wird in der Regel mit unscharfem Sehen oder mit un-
scharfen Bildern assoziiert. In den Naturwissenschaften verbindet man mit ihm
auch die auf W. Heisenberg?® zuriickgehende Heisenbergsche Unschérferelation.
Doch was hat Unschéarfe mit der Mathematik, konkret mit der Fourier-Analysis,
zu tun?

In diesem Kontext bezeichnet Unscharfe den Tradeoff zwischen Eigenschaften
einer Funktion und Eigenschaften ihrer Fourier-Transformierten. Dieser Tradeoff
wurde 1932 erstmals von N. Wiener?! wihrend einer Vorlesung in Géttingen
dargelegt, jedoch nicht schriftlich festgehalten [FS97]. Die Verschriftlichung
Wieners Worte erfolgte im Jahre 1933 durch seinen Lehrer und Mentor [Wie64]
G. Hardy?%:

»A pair of transforms f and g cannot both be very small.“ [Har33|
~ Wiener, 1932 / Hardy, 1933

Aus dem Artikel von Hardy [Har33] geht hervor, dass es sich bei der in obigem
Zitat nicht naher spezifizierten Transformation um die Fourier-Transformation
handelt. In der Literatur wird dieser Zusammenhang oft als Meta-Theorem der
harmonischen Analysis bezeichnet und folgendermaflen formuliert:

»A nonzero function and its Fourier transform cannot both be
sharply localized.” [FS97]

Dabei fithren verschiedene Interpretationen des Begriffs localized zu einer Viel-
zahl an Séitzen, die Aussagen iiber Eigenschaften einer Funktion und Eigen-
schaften ihrer Fourier-Transformierten treffen — also zu einer Vielzahl an Un-
scharfeprinzipien. Dieses Kapitel widmet sich zwei dieser Unschérfeprinzipien,
wobei jedes eine andere Interpretation des Begriffs localized bereithélt.

20 Werner Karl Heisenberg (1901-1976), deutscher Physiker.
21 Norbert Wiener (1894-1964), US-amerikanischer Mathematiker und Philosoph.
22 Godfrey Harold Hardy (1877-1947), britischer Mathematiker.
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3.1 Simultane Kompaktheit der Trager von f und f

Unser erstes Unschérfeprinzip besagt, dass eine glatte Funktion und ihre Fourier-
Transformierte nur dann beide kompakten Tréager besitzen konnen, wenn die
Funktion die konstante Null-Funktion ist. Hier wird der Begriff localized als
Wirkungsbereich einer Funktion interpretiert, da per Definition eine Funktion
nur auf ihrem Trager aktiv ist. Somit konnen geméafl des Meta-Theorems aus der
Vorbemerkung eine nichttriviale glatte Funktion und ihre Fourier-Transformierte
nicht beide nur auf einem kompakten Bereich aktiv sein.

Wir wollen unser erstes Unschérfeprinzip in folgendem Satz festhalten, der in
[SS03b, S. 167] als Ubungsaufgabe gestellt wird.

Satz 3.1.1 (Unschirfe in der Kompaktheit der Tréger).
Sei f € CX(R). Hat f kompakten Trager, so gilt f = 0.

Beweis.

Sei f € C°(R). Nach Beispiel 1.2.4 1) ist f als glatte Funktion mit kompaktem
Trager insbesondere eine Schwartz-Funktion, sodass die Fourier-Transformierte
f von f existiert.

Sei der Trager von f kompakt. Da f eine auf R glatte Funktion mit kompaktem
Trager ist, kann f nach Lemma 2.1.3 zu einer ganzen Funktion f fortgesetzt
werden. Diese Fortsetzung ist nach Lemma 2.1.5 beschréankt, also nach dem
aus der Funktionentheorie bekannten Satz von Liouville?® als beschrinkte
ganze Funktion konstant. Da der Trager von f kompakt ist, besitzt f auf R
Nullstellen, sodass wegen f r = f auch f Nullstellen besitzt, weshalb fiir den
Funktionswert von f nur 0 in Frage kommt. Daraus folgt f = 0 auf C, also
insbesondere f = 0 auf R und somit f = 0. Da die Fourier-Transformation
geméf Lemma 2.3.3 auf S(R) bijektiv ist, folgt daraus f = 0. O

3.2 Punktuelle Konzentration von f und f

Wahrend es sich bei dem Unscharfeprinzip aus Abschnitt 3.1 um eine qualitative
Aussage handelt, wollen wir uns in diesem Abschnitt einem quantitativen Un-
schérfeprinzip widmen, das in [FS97] als ,Heisenberg-Ungleichung“ bezeichnet
wird. Heisenbergs urspriingliche Formulierung in [Hei27| war dabei zunéchst
von rein qualitativer Natur. Erst mit [Ken27] und [Wey27] erschienen wenige
Monate nach Verdffentlichung von [Hei27] zwei Artikel, in denen E. Kennard?!

23 Joseph Liouville (1809-1882), franzosischer Mathematiker.
24 Farle Hesse Kennard (1885-1968), US-amerikanischer Physiker.
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und H. Weyl?® Heisenbergs Aussage unabhingig voneinander mit Hilfe der
Fourier-Analysis mathematisch prézisierten und bewiesen. Diese Version nach
Kennard und Weyl wollen wir im folgenden Satz als unser zweites Unscharfe-
prinzip festhalten. Auf die urspriingliche Formulierung nach Heisenberg werden
wir in Kapitel 4 ndher eingehen und mit ihrer Hilfe erkennen, dass hier der
Begriff localized als Konzentration einer Funktion um einen bestimmten Punkt
interpretiert wird.

Der Beweis des folgenden Satzes wurde nach [FS97] gefiihrt, wobei dort quadra-
tintegrierbare Funktionen betrachtet werden und wir uns wieder auf Schwartz-
Funktionen beschrianken wollen.

Satz 3.2.1 (Kennard [Ken27]/Weyl [Wey27], 1927).
Fir f € S(R) gilt

A 1
lzf @ lIEF N2 = - 1£113 (3.1)
fir alle z, & € R.

Beweis.

Seien f € S(R) mit Fourier-Transformierter f € S(R) und z, ¢ € R. Dann ist
f als Schwartz-Funktion nach Lemma 1.2.10 insbesondere quadratintegrierbar
und es gilt

12 = / ()P

Partielle Integration liefert

[is@pas = [ 1is@ras = [als@r]” - [ o L1 ar. @2

Nach Lemma 1.2.9 ii) verschwindet in (3.2) der linke Summand. Wegen der Iden-
titdt |2]? = 2z auf C lisst sich das verbleibende Integral mit der Produktregel
fiir Ableitungen umschreiben zu

- [ (giror)as == [« {rir@)

—— [« (@@ + F@)T@) da,

2> Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955), deutscher Mathematiker, Physiker und Philosoph.
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wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass sich Differentiation und kom-
plexe Konjugation vertauschen lassen. Wegen

fl@)f(x) = f@)f'(z) = f2) [ (2)

und da z + z = 2Re(z) auf C gilt, ist

- [« ($@T@) + F@F @) dr == [ 2 (2Re(s(@)FT)) da
=—2Re (/R xf(x)f’(x)dx) : (3.3)

Durch Einsetzen von (3.3) in (3.2) ergibt sich

1118 = o100 = [ (iR ) oo = <2re [ arirtas).

Da || f]|3 nichtnegativ ist, folgt daraus

Re ( /R T f(a:)f’(x)dx)

wobei in der letzten Abschitzung |Re(z)| < |z| fir z € C verwendet wurde.
Da nach Korollar 1.2.7 der Schwartz-Raum abgeschlossen unter Differentiation
und Multiplikation mit Polynomen ist, sind mit f auch xf und f’ Schwartz-
Funktionen, sodass sich mit der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung
aus Korollar 1.1.4 die Abschatzung

1115 =2 <2

) (3.4)

/R o (@) P (@)ds

2 <2l f ()21 £ (2)l2 (3.5)

/R of (@) P (@)

ergibt. Nach dem Satz von Plancherel (Lemma 2.2.11) und Lemma 2.2.2 gilt

1 @) ll2 = 1))l = I2mi& (€Il = 2mlIEF )]l

was eingesetzt in (3.5) zusammen mit (3.4) die Abschitzung

1£15 < 2llzf @)=l f/(@)]l2 = 2]z f(@)]|2 - 27]|EF(E)]]2
= |z f (@))€ ()] (3.6)

ergibt. Division beider Seiten von (3.6) durch 4 liefert die Behauptung. O
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Bemerkung 3.2.2.

Nach [FS97] gilt Satz 3.2.1 nicht nur fir Funktionen in S(R), sondern fir
alle Funktionen in L*(R) und auch fiir Funktionen in L?(R"). Der Beweis des
mehrdimensionalen Falls kann beispielsweise in [Ben90] nachgelesen werden.

Auch im Kontext von Satz 3.2.1 spielen Gauf3-Funktionen eine entscheidende
Rolle. In der nachsten Proposition werden wir sehen, dass Gauf-Funktionen die
einzigen Funktionen sind, fiir die in der Heisenberg-Ungleichung aus Satz 3.2.1
Gleichheit gilt. Um dies zu zeigen, werden wir — wie in [F'S97] vorgeschlagen, je-
doch dort nicht weiter ausgefithrt — eine Differentialgleichung losen. Dafiir setzen
wir grundlegende Kenntnisse der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
voraus, wie sie im Grundstudium vermittelt werden.

Proposition 3.2.3.
Gleichheit in Satz 3.2.1 gilt genau dann, wenn f von der Form

flx) = Aexp(—Bﬁ), mit A€ C und B> 0

ist, also genau dann, wenn f eine Gauf-Funktion ist.

Beweis.
Sei f € S(R). Fir den Gleichheitsfall in Satz 3.2.1 muss in den Ungleichungen
(3.4) und (3.5) Gleichheit gelten, also

‘Re ( /R xf(x)f’(x)da:) /R 2 f (@) Fla)da

Fordern wir in (3.7) zunédchst die linke Gleichheit. Da auf S(R) fur f,g € S(R)
durch (f,g) = [, f(z)g(z)dz € C ein Skalarprodukt gegeben ist, ist die linke
Gleichheit in (3.7) dquivalent zu |Re(zf, f)| = [(zf, f')| . Da fiir z € C aber
|z| = | Re(2)+1iIm(2)]| gilt, gilt |z] = | Re(z)| genau dann, wenn der Imaginérteil
von z verschwindet, also genau dann, wenn z reell ist. Somit ist in (3.7) die
linke Gleichheit genau dann erfiillt, wenn (zf, f') € R fiir alle z € R gilt.

Fordern wir nun unter dieser Voraussetzung in (3.7) die rechte Gleichheit, die
aus der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung (Korollar 1.1.4) resultierte.
Da in der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung genau dann Gleichheit
gilt, wenn die beteiligten Terme linear abhéngig sind, gilt in (3.7) genau dann
die rechte Gleichheit, wenn f’ ein Vielfaches von x f ist, d. h. genau dann, wenn

f(@) = caf() (3.8)
fiir ein ¢ € C und alle xz € R gilt. Einsetzen von f’ aus (3.8) in (zf, f’) ergibt

(@f(2), f'(x)) = (@f (@), caf(w)) = ¢ (xf(x), 2 f(x)) = ¢ |2 f (). (3.9)

= lzf@)f @)l2. (3.7
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Da aber nach Voraussetzung (z f, f') reell ist, folgt aus (3.9), dass in (3.8) die
Konstante ¢ schon reell gewesen sein muss.

Bei (3.8) handelt es sich um eine gewohnliche lineare Differentialgleichung erster
Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten. Wir setzen y := f(x) und l6sen
fir ¢ € R die Differentialgleichung ¢y’ = czy durch eine Trennung der Variablen.

Es ergibt sich
1
/ —dy = / cxdux,
Y

1
In|y| + ¢ = 561‘2 + ca, (3.10)

also

wobei ¢1,c5 € C. Mit ¢ :== ¢ — ¢; € C und B = ¢/2 € R ergibt sich nach
Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten der Gleichung (3.10)

Y= exp(Bx2 + 6).
Wir setzen A := exp(¢) und B := —B und erhalten somit durch
flz) = Aexp(—Bx2>

die Losung der Differentialgleichung (3.8), wobei A € C und B > 0, da f als
Schwartz-Funktion schnell fallend ist (vgl. Beispiel 1.2.4 ii)). O

Bemerkung 3.2.4.
Wird in Satz 3.2.1 zusitzlich ||f]|3 = 1 gefordert, ergibt sich nach [SS03b]
fiir den Gleichheitsfall in Proposition 3.2.3 fiir A € C die starkere Bedingung

|A|? = /2B/x. Denn fiir f(z) = Aexp(—Bz?) ist
1913 = [ 1@ de = [ |Aexp(~Ba?) do
R R
— A2 2 _ a2
= |A| /Rexp(—QB:c )d:c = |A] 35’

sodass || f||3 = 1 genau dann gilt, wenn |A|*> = |/2B/x gilt.

Das Unschérfeprinzip aus Satz 3.2.1 ldsst sich auf verschiedene Weisen verallge-
meinern. Eine mogliche Verallgemeinerung wollen wir im néchsten Korollar fest-
halten. Diese und viele weitere Verallgemeinerungen finden sich in [FS97]. Der
Beweis des nachsten Korollars nach [FS97] verwendet die Holder-Ungleichung
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aus Lemma 1.1.2 und die Hausdorff?*-Young?’-Ungleichung, die beispielsweise
in [Werl8] nachgelesen werden kann.

Korollar 3.2.5.
Fir f € S(R) gilt

lzf @)l )y > 417THfH3
fur allex, ¢ e R und 1 <p < 2.

Beweis.
Seien f € S(R) und 1 < p < 2. Sei ¢q der konjugierte Exponent zu p. Wie im
Beweis von Satz 3.2.1 in (3.4) gezeigt, gilt ||f]|3 < 2 ‘fR xf(x)mdx’ . Nach
Korollar 1.2.7 sind mit f auch zf und f’ Schwartz-Funktionen. Aus f’ € S(R)
folgt leicht, dass auch f’ eine Schwartz-Funktion ist, sodass auf xf € LP(R)
und f € LY(R) die Holder-Ungleichung angewendet werden kann. Nach dieser
gilt

lzf (@) (@)l < Nz f@plf @) llg = lzf @)l f (@)l -
Unter Verwendung von [FF f](z) = f(—=x), als direkte Folgerung aus (2.22),
liefert die Hausdorff-Young-Ungleichung die Abschatzung

1 @)llg = 1F (=) g = IFF A1 @)lg < WFAE = 1)y

Die obigen Vortiberlegungen und Lemma 2.2.2 ergeben zusammen

112 <2 ‘ [ #f@F@ e <2 [ [of@F@]do = 2 @@

<2l f@),lLf @)y < 202 @I = 2l f (@) 12mie FE)I,
= 2|l f(2)|,27 1€ (), = drllzf (@)1 1, (3.11)

fur alle z,& € R. Division beider Seiten von (3.11) durch 47 liefert die Behaup-
tung. U

AbschlieBen wollen wir dieses Kapitel mit einer zu (3.1) dquivalenten Darstellung
aus [SS03b], verzichten aber auf die dort gestellte Voraussetzung || f||3 = 1.

26 Felix Hausdorff (1868-1942), deutscher Mathematiker.
2T William Henry Young (1863-1942), englischer Mathematiker.
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Korollar 3.2.6.
Fir f € S(R) gilt

(= z0) f(@)2| (€ — &) f (€ )||2>f||f||2

fiir alle x,xg,&,& € R.

Beweis.

Sei f € S(R). Seien z¢,& € R und g(z) := e 27%0% f(z + x4) wie in [SS03b].
Nach Lemma 1.2.8 ist mit f auch g eine Schwartz-Funktion. Fiir die Fourier-
Transformierte von ¢ ergibt sich mit Proposition 2.2.1 ii) und iii)

[ ( 202 £ (1 4 o) )| (€) = [F (F +20))] (€ + &)
€28 [ (f())] (€ + &) = 28 (€ + &)

und somit

lzg(2)l, 169(E) 1y = (€™ f (2 + o)) |21 (3™ F (€ + &)l

= || (& — @) (e 2@ f(2)) ||| (€ — o) (€™ %) F(£))]l2
= |e2miolem )| | 2rirol=00)| | (2 — o) f () |2l (€ — &0) F(E)I2
= [|(& — 20) f(2) |21 (€ = &) F ()2 (3.12)
Auflerdem ist
g1l = lle™™" f (2 + xo) I3 = [le > @) f(2)[15 = || £1I3 - (3.13)

Nach Satz 3.2.1 gilt fiir g € S(R) aber

lzg(@)ll5 1€, = 7 g (3.14)

sodass Einsetzen von (3.12) und (3.13) in (3.14) die Behauptung

(@ = 20) f (@)ll21I1(€ — &) S (€)ll2 = ||f||§

liefert. [
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Kapitel 4

Unscharfe in der Physik

In diesem Kapitel wollen wir Korollar 3.2.6 mit Hilfe von [SS03b] und [Gril2] aus
quantenmechanischer Sicht betrachten und erinnern uns, dass [FS97] den dem
Korollar zugrundeliegenden Satz 3.2.1 als ,,Heisenberg-Ungleichung“ bezeichnet.
Im néichsten Abschnitt wird sich herausstellen, dass Korollar 3.2.6 Auskunft
dariiber gibt, inwieweit Ort und Impuls eines Teilchens gleichzeitig bestimmt
werden konnen, wodurch sich der Zusammenhang zwischen Satz 3.2.1 und der
Heisenbergschen Unscharferelation erkennen lésst. Dariiber hinaus werden wir
die Quantenmechanik im Rahmen der Theorie selbstadjungierter Operatoren
betrachten, durch die sich messbare Groéflen eines physikalischen Systems
beschreiben lassen — ein Zugang, der auf die Arbeiten von J. von Neumann?®
[Von18] zurtickgeht.

Da es sich bei der vorliegenden Arbeit um keine physikalische Arbeit handelt,
sondern primar das Aufzeigen der Fourier-Analysis in der Physik im Fokus steht,
werden die physikalischen Inhalte dieses Kapitels nur oberflichlich behandelt.

4.1 Von der Fourier-Analysis zu Heisenberg

Betrachten wir ein Teilchen, das sich entlang der reellen Achse bewegt. Der Zu-
stand dieses Teilchens zu einer bestimmten Zeit wird durch eine komplexwertige
Wellenfunktion 1 beschrieben, deren Betragsquadrat |1|? als die ,,Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir den zeitlich veranderlichen Aufenthaltsort des Teilchens®
[Nol13] interpretiert wird, d.h. die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu einem
bestimmten Zeitpunkt am Ort z zu finden, ist durch [¢(x)|* gegeben.

Diese statistische Interpretation der Wellenfunktion geht nach [Gril2] auf M.
Born? zuriick und ist méglich, da v zwar komplexwertig, aber durch || eine

28 John von Neumann (1903-1957), ungarischer Mathematiker.
29 Max Born (1882-1970), deutscher Mathematiker und Physiker.
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reellwertige, nichtnegative Funktion gegeben ist. Als Wahrscheinlichkeitsdichte
ist 4| normiert, d.h. es gilt [, [¢(z)]?dz = 1. Da die Wahrscheinlichkeit
dafiir, ein Teilchen zu einem bestimmten Zeitpunkt in einer Menge A C R
zu finden, durch [, [¢(z)*dz gegeben ist, garantiert die Normiertheit von
|4, dass das Teilchen sich zu jedem Zeitpunkt irgendwo auf der reellen Achse
befindet. Aufierdem folgt aus ihr die Notwendigkeit, dass 1) € L?(R) sein muss,
wobei wir auch hier wieder von ¢ € S(R) ausgehen.

Fiir die erwartete Position zy des Teilchen gilt zo = [, z[¢)(z)|* dz . Die durch-
schnittliche Abweichung der Position des Teilchens von x ist gegeben durch die
Varianz, die in [SS03b] als ,,die mit unserer Erwartung verbundene Unsicherheit“
bezeichnet wird und die gegeben ist durch

rbi= [ (=l o

Die Wellenfunktion des Impulses entspricht der Fourier-Transformierten der
Wellenfunktion des Ortes des Teilchens, ist also durch 1 gegeben. Analog zu den
Uberlegungen bzgl. der Position des Teilchens ergibt sich bzgl. seines Impulses

o2 —/(5 &) DO e

Die Tatsache, dass die Wellenfunktion des Impulses der Fourier-Transformierten
der Wellenfunktion des Ortes entspricht, erlaubt es, dass wenn Aussagen iiber
eine Funktion und ihre Fourier-Transformierte moglich sind, diese Aussagen
auf den Ort und den Impuls eines Teilchens iibertragen werden kénnen. Somit
kann Korollar 3.2.6 auf die hier vorliegende Situation angewendet werden. Laut
diesem gilt

(@ = z0) f(@)l21(€ = &) S (E)ll2 = 7THfH%,

woraus sich durch Quadrieren beider Seiten

(@ = z0) f(@)II311(€ — &) F(€)II3

ergibt. Ausschreiben der Normen und Einsetzen der Wellenfunktionen liefert

o= alo@ide [ 1= GPIBEPaE > vl
Mit der Normiertheit von ¢ folgt daraus
~ 1
[ =Pl ds [ (€ - @PIHER e 2 151,
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also geméf der obigen Definitionen der Varianzen

(4.1)

Das Produkt der Varianzen von Ort und Impuls eines Teilchens ist also durch
die Konstante 1/167% nach unten beschréinkt.
Eine aus der Literatur besser bekannte untere Schranke ist durch /i%/4 gegeben,
wobei i := h/2m und h = 6,62607015 - 10-3*Js das auf M. Planck®® zuriickge-
hende Plancksche Wirkungsquantum bezeichnet. Ignoriert man die Einheiten,
so gilt

h? h? h? 1

4 44 16m2 1672

woraus sich mit (4.1) direkt

L . 12
T

und somit die aus der Literatur bekannte, quantitative Formulierung

h2
008> — (4.2)
4
ergibt. Es herrscht also ein Tradeoff zwischen den Varianzen von Ort und
Impuls eines Teilchens. Je kleiner die eine ist, desto grofler muss die andere
sein, damit ihr Produkt die untere Schranke nicht unterschreitet. Sehen wir
die Varianz als Maf3 fiir die Konzentration um den Erwartungswert, also als
Unsicherheit an, folgt aus dem Tradeoff, dass je sicherer wir uns bzgl. des Ortes
eines Teilchens sind, desto weniger sicher konnen wir uns bzgl. seines Impulses
sein — und vice versa.
Diese Aussage geht auf W. Heisenberg zuriick und wurde von ihm qualitativ als

op 07 ~ h? (4.3)

in [Hei27] festgehalten, wobei wir seine urspriingliche Notation an unsere
Notation aus (4.2) angepasst haben. Die Relation in (4.3) ist als Heisenbergsche
Unscharferelation bekannt und sagt, dass ,kanonisch konjugierte Grofien [z. B.
Ort und Impuls] simultan nur mit einer charakteristischen Ungenauigkeit
bestimmt werden kénnen“ [Hei27).

30 Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), deutscher Physiker.
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4.2 Unscharfe und Nichtkommutativitat: Der Zugang
iilber Operatoren

,Die Quantenmechanik basiert auf zwei Konstruktionen: Den Wellenfunktionen
und den Operatoren“ [Gril2]. Nachdem wir im letzten Abschnitt Wellenfunk-
tionen betrachtet und mit diesen Fourier-Analysis betrieben haben, wollen wir
uns in diesem Abschnitt mit selbstadjungierten Operatoren auf Hilbertraumen
beschéaftigen, durch die nach [Lew24| sogenannte Observablen dargestellt wer-
den. Bei Observablen handelt es sich um experimentell messbare Grofien eines
Systems, wie beispielsweise Energie, Ort und Impuls.

Die meisten in der Praxis wichtigen physikalischen Gréfien basieren auf un-
beschréinkten Operatoren. Wihrend fiir beschriankte Operatoren Selbstadjun-
giertheit und Symmetrie dquivalent sind, ist die Selbstadjungiertheit eines
unbeschrankten Operators zusitzlich von seinem Definitionsbereich abhéingig.
Paare von Observablen lassen sich anhand des Kommutators ihrer Operatoren
klassifizieren. Dabei ist der Kommutator [A, B] zweier Operatoren A und B
durch

[A,B] .= AB — BA

definiert. Sind D(A) und D(B) die Definitionsbereiche von A und B, so ist der
Definitionsbereich ihres Kommutators per Definition gegeben durch

D(|A, B]) = D(AB) N D(BA),

wobei
D(AB) ={u € D(B): Bu € D(A)}

und
D(BA) ={u e D(A): Au € D(B)}.

Insbesondere gilt also
D([A, B]) C D(A)ND(B).

Zwei Observablen heiflen inkompatibel, wenn ihre Operatoren A und B nicht
kommutieren, d. h. wenn [A, B] # 0 gilt. Die Messergebnisse solcher Observablen
héngen von der Messreihenfolge ab — ein typisches Phanomen der nichtkom-
mutativen Quantenwelt, im Gegensatz zur kommutativen klassischen Welt.
Einen Spezialfall inkompatibler Observablen stellen Observablen dar, fiir deren
Operatoren [A, B] = ih gilt, wobei in diesem Fall A und B unbeschrénkt sind
[Win47]. Solche Paare von Observablen werden kanonisch konjugiert genannt
[Mor13]. Von kanonisch konjugierten Grofen war bereits im letzten Abschnitt
im Zusammenhang mit der Heisenbergschen Unscharferelation die Rede.
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Nach [Gril2] gibt es fir jedes Paar inkompatibler Observablen eine Unschérfere-
lation, aber nach [Mor13] erfiillt nicht jedes Paar inkompatibler Observablen die
Heisenbergsche Unscharferelation. Daraus ergeben sich zwei Fragen: Kann eine
einheitliche Unschérferelation fiir alle Paare inkompatibler Grofien formuliert
werden? Erfiillt jedes Paar kanonisch konjugierter Gréflen die Heisenbergsche
Unschérferelation? Beide Fragen konnen mit Ja beantwortet werden.

Um in diesem Kontext tiber Unscharfe bzw. tiber Unsicherheiten sprechen zu
konnen, definieren wir gemaf [Str94] den Erwartungswert einer Observablen
eines Teilchens im Zustand v durch

(A)y = (AP, )

und ihre Varianz durch

Vary (A) 1= (A = (A)y)v, (A = (A)y)v) = (A = (A))v ],

wobei A der selbstadjungierte Operator der Observablen ist.

Nach [FS97] gibt es fiir jedes Paar inkompatibler Observablen im Zustand v eine
nichttriviale, echt positive untere Schranke fiir das Produkt ihrer Unsicherheiten.
Diese Aussage geht auf H. Robertson3! zuriick und beantwortet unsere erste
Frage, weshalb wir sie in einem Satz festhalten wollen.

Satz 4.2.1 (Robertson [Rob29], 1929).
Fir selbstadjungierte Operatoren A, B und o, 8 € C gilt

(A = )9[[[[(B =Bl = ;\([A,B]?/JWH (4.4)
fir alle ¢ € D(JA, B]).

Beweis.

Seien A, B selbstadjungierte Operatoren und sei ¢ € D([A, B]). Wie in [FS97]
gehen wir wegen [(A — «), (B — )] = [A4, B] fiur alle o, € Cvon a = =0
aus. Es gilt

[([4, B, ¥)| = {ABY — BAY, ¥)| = [(ABY, ¢) — (BAY, V)]

o
= |(Bi Av) = (A0, BY)| = (40, BY) — (A0, B
= [2ilm{Av, By)| = 2/ Im(Av, B)| < 2[(A, BY)

< 2| Ad||[|BY, (4.5)
wobei im letzten Schritt die Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung (Korol-

lar 1.1.4) verwendet wurde. Division beider Seiten von (4.5) durch 2 liefert die
Behauptung. O

31 Howard Percy Robertson (1903-1961), US-amerikanischer Mathematiker und Physiker.
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Fir kompatible Observablen-Paare ist die untere Schranke in Satz 4.2.1 trivial,
da fir die Operatoren solcher Paare [A, B] = 0 gilt**.

Um unsere zweite Frage zu beantworten, ziehen wir aus dem letzten Satz ein
Korollar. Dieses Korollar zeigt die bereits in Abschnitt 4.1 zitierte Aussage von
W. Heisenberg, dass ,kanonisch konjugierte Groflen simultan nur mit einer
charakteristischen Ungenauigkeit bestimmt werden kénnen“ [Hei27].

Korollar 4.2.2 (Heisenberg [Hei27|, 1927).
Fiir selbstadjungierte Operatoren A und B eines kanonisch konjugierten Observablen-
Paars gilt
h2
Vary,(A) Vary(B) > T
fir alle Wellenfunktionen ¢ € D([A, B]).

Beweis.
Fiir selbstadjungierte Operatoren A, B und Wellenfunktionen ¢ € D([A, B])
gilt

(A = (A)p)Plll(B = (B)y) || = ;|<[A>B]¢,¢>I

nach Satz 4.2.1. Da das durch A und B beschriebene Observablen-Paar kano-
nisch konjugiert ist, gilt [A, B] = ih. Daraus folgt

1
Vary (A) Vary(B) = [(A — (A))0[[(B — (B)y)¥|* > 1A By, )y|?
1. 2 h? 4
= Jlinw, )P = Il
und die Normiertheit der Wellenfunktion liefert
h2
Vary,(A) Vary(B) > e 0

Abschlieend wollen wir nun ein konkretes Observablen-Paar betrachten. Dazu
definieren wir geméf [Hall3] fir z € R den Orts-Operator P als

P:D(P) = L*(R), (Py)(z)=ay(z)

auf
D(P) = {¢ € L*(R) | a¢(x) € L*(R)}

32 Wir werden in Abschnitt 5.3 sehen, dass die (zustandsabhiingige) untere Schranke in
Satz 4.2.1 nicht nur in diesem Fall trivial ist.
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und den Impuls-Operator T als
T:D(T) — L*(R), (TY)(&) = —ihy'(€)

auf R

D(T) = {¢ € L*(R) | £(€) € LAR)}.
Nach [Hall3] sind P und T selbstadjungiert.
Fir ¢ € D([P,T]) C D(P)ND(T) gilt

[P, T(x) = (P(T))(x) — (T(PY))(z) = (P(=ihy"))(z) — (T(x¢))(z)
= —ihzy/(z) — (—ih(Y(z) + 29/ (2)))
= —ithay)'(x) + ihab(x) + ihay' (x)
= ihp(z),

woraus sich fir den Kommutator [P, T] = ik ergibt. Bei Ort und Impuls handelt
es sich also um kanonisch konjugierte Observablen.

Demnach sind Orts- und Impuls-Operator selbstadjungierte Operatoren eines
kanonisch konjugierten Observablen-Paars, sodass aus Korollar 4.2.2 insbeson-
dere die aus der Literatur bekannte Heisenbergsche Unschéarferelation

Vary,(P) Vary(T') >

fir alle Wellenfunktionen 1 € D([P, T]) folgt.

Um den Bogen zur Fourier-Analysis zu schlagen, wollen wir zum Schluss diese
Aussage unter Verwendung unseres Unschérfeprinzips aus Satz 3.2.1 beweisen,
wobei wir wieder von dessen Darstellung aus Korollar 3.2.6 ausgehen. Das
Korollar besagt, dass fir eine Schwartz-Funktion f € S(R) die Ungleichung

A

1(z = w0) f () |2][(€ = &0) ()2 = 417THfH§

fir alle z, 2o, &, & € R gilt. Betrachten wir ¢ € S(R) als Wellenfunktion mit
||l = 1, so gilt fiir diese also

~

1
(2 = zo)¥(2)ll2/I(€ = E0)¥(E)l2 =
Aus der Abgeschlossenheit von S(R) unter Multiplikation mit Polynomen und
seiner Invarianz unter der Fourier-Transformation folgt S(R) C D(P) N D(T).
Um nun die linke Seite von (4.6) mit Hilfe des Orts-Operators P und des
Impuls-Operators T auszudriicken, bemerken wir zunachst, dass

I(z = zo)t(@)l2 = [[(P = z0)t) ()2 (4.7)

(4.6)
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gilt. Aus Lemma 2.2.2 folgt
1

§0(6) = 5 ()
und aus der Definition von T folgt
1
Y(z) = = (T6)(x).

Zusammen mit dem Satz von Plancherel (Lemma 2.2.11) ergibt sich daraus

—

1€~ o)D) = |5 @)E) - ()], = 51 T)E - 2niEaB©)
ZMH-ﬂmmmm:;Wm—mmmm
H (1) (z) = 2migo (@)

—ih
o (T = 2o )0) (@)l (4.9
Einsetzen von (4.7) mit pg := z¢ und (4.8) mit ¢ := 2w, in (4.6) liefert
(P = po)0) (@)l r (T~ o)) (@) > 4
und somit
(P = o)) @)l (Tt )], > 20 = (4.9

fir alle pg,ty € R. Da fir selbstadjungierte Operatoren

(Ay, ¢) = (¥, AY) € R

gilt, besitzen Ort und Impuls reelle Erwartungswerte (P), und (T"), die wir in
(4.9) fiir pp und t( einsetzen kénnen. AnschlieBendes Quadrieren beider Seiten
ergibt

[(P = (PYo)0) (@) I II((T = (T)p)e) (@)ll; > -

und somit schliefllich
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Kapitel 5

Ausblick

In diesem Kapitel wollen wir einen Ausblick iiber weitere Unschérfeprinzipien
geben, die teilweise an die Prinzipien aus den letzten Kapiteln ankniipfen
werden. Des Weiteren stellen wir die zentrale Aussage einer Arbeit von A.
Wigderson und Y. Wigderson und die Ergebnisse einer vor wenigen Tagen
verOffentlichten Arbeit vor, die sowohl eine Verbesserung des Unschéarfeprinzips
nach Robertson, als auch eine Losung eines bis dahin ungelosten Problems der
Quanteninformationstheorie préasentiert.

5.1 Weitere Unscharfeprinzipien

In diesem Abschnitt wollen wir darauf aufmerksam machen, wie weitreichend
das Konzept der Unschérfe innerhalb der Mathematik ist. Je nach Interpretati-
on des Begriffs localized lassen sich Unschérfeprinzipien in verschiedene Klassen
einteilen, von denen wir bisher nur zwei gesehen haben. Eine davon werden wir
in diesem Abschnitt um zusétzliche Aussagen erweitern und im Anschluss eine
neue Klasse kennenlernen. Dadurch, dass sich die Fourier-Analysis nicht auf
unser Setting beschrénkt, sondern auch auf anderen Strukturen, beispielsweise
auf Lie-Gruppen betrieben werden kann, ergeben sich weitere Unschérfeprinzi-
pien [Tha04]. Unschérfe wiederum beschrénkt sich aber keineswegs nur auf die
Fourier-Analysis — Ein weiteres groles Feld stellen entropiebasierte Unschérfere-
lationen dar. Da deren Behandlung jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wiirde, verweisen wir stattdessen auf [Hir57], [Deu83] und [MUS8S].

Dariiber hinaus empfehlen wir fiir einen vertiefenden Einblick in die mathema-

tische Vielfalt der Unschérfe einen Blick in [F'S97] und [HJ94].
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5.1.1 Unschiarfe in der Grofle der Trager

Das Unschérfeprinzip aus Abschnitt 3.1 stellt einen Spezialfall eines allgemei-
neren Zusammenhangs zwischen der Grofle des Tragers einer Funktion und der
Grofle des Tragers ihrer Fourier-Transformierten dar, der auf M. Benedicks
zurtickgeht. Demzufolge konnen eine Funktion und ihre Fourier-Transformierte
nur dann beide endlichen Tréager besitzen, wenn die Funktion die konstante Null-
Funktion ist. Nach [FS97] formulierte Benedicks diesen Zusammenhang bereits
1974 in einem Vorabdruck seiner Arbeit [Ben85], die offizielle Veroffentlichung
erfolgte jedoch erst 1985. Da sich W. Amrein und A. Berthier 1977 ebenfalls
diesem Zusammenhang widmeten [AB77], wird Benedicks’ Unschérfeprinzip in
der Literatur oft auch mit diesen beiden Namen in Verbindung gebracht.

Proposition 5.1.1 (Benedicks [Ben85|, 1974).
Sei f € LP(R™) fir p > 1 und seien A, B C R™ mit endlichem (Lebesgue-)Mafs.

A

Gelten supp(f) C A und supp(f) C B, so gilt f =0 fast dberall.

Werden in Proposition 5.1.1 Schwartz-Funktionen statt LP-Funktionen betrach-
tet, erhélt man die diberall-Version der angefiithrten fast-tiberall-Aussage. Da
kompakte Mengen insbesondere (Lebesgue-)endlich sind, folgt daraus direkt
das Unschéarfeprinzip aus Satz 3.1.1.

Eine quantitative Verallgemeinerung des Unscharfeprinzips nach Benedicks
wurde von F. Nazarov fiir den eindimensionalen Fall formuliert.

Proposition 5.1.2 (Nazarov [Naz93], 1993).
Seien f € L*(R) und E,¥ C R mit endlichem (Lebesgue-)Maf. Dann gilt

1 f 1172 < AelFI¥ (Hf”%?(EC) + ||f||%2(zc)> (5.1)

fir ein A > 0, wobei wir mit |M| das Lebesque-Mafl einer Menge M C R und
mit M€ ihr relatives Komplement in R bezeichnen.

Fir p = 2 und n = 1 ist Benedicks” Unschérfeprinzip eine direkte Folgerung aus
Nazarovs Unschéarfeprinzip. Denn betrachten wir fiir zwei (Lebesgue-)endliche
Mengen E, Y. C R eine Funktion f € L*(R) mit supp(f) € E und supp(f) C X,
so gilt f(x) =0 fir alle x € E° und f(f) = 0 fiir alle £ € X, also

Hﬂ@wq:Eyﬂwﬁn:o:gjﬂaﬁﬁzum%my
Mit Proposition 5.1.2 folgt daraus

1F 132 < A ([ 1720y + 1 Fl32(e)) = AeMIE(0 +0) = 0,
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also || f|| L2y = 0 und somit f = 0 fast iiberall. Dies zeigt Proposition 5.1.1.

Die von E und ¥ abhingige Konstante AeAFlI®l in (5.1) ist nach [Naz93] optimal.
Aufgrund der zunehmend komplexen Geometrie im Hoherdimensionalen stellt
sich die Frage, welche Auswirkung die Dimension auf diese Konstante hat. Dieser
Frage wird bis heute nachgegangen. Eine Erweiterung des Unscharfeprinzips
nach Nazarov auf den L?(R%) fiir d > 1 erfolgte durch P. Jaming.

Proposition 5.1.3 (Jaming [Jam07], 2007).
Sei f € L*(R?) fiir d > 1 und seien E,% C R mit endlichem (Lebesgue-)Map.
Dann gilt

-min 1/dy, 1/dy, 7
Hf”%%u@d) < At {IBIIZ, |E|Y dw(2), S 4w(E) } (Hf”%%Ec)+Hf’|%2(zc)) (5.2)

fiir ein A > 0, wobei wir mit w(M) die mittlere Breite (engl. ,mean width*)
einer Menge M C R bezeichnen.

Die Konstante in (5.2) wird als optimal vermutet, falls mindestens eine der
Mengen E und ¥ eine Geometrie aufweist, die einer Kugel nahekommt [Jam07].

5.1.2 Unscharfe im Abklingverhalten im Unendlichen

Neben den beiden in Kapitel 3 bereits angesprochenen Interpretationen des
Begriffs localized — als Wirkungsbereich und als punktuelle Konzentration ei-
ner Funktion — kann localized auch als das Abklingverhalten einer Funktion
im Unendlichen verstanden werden. Dem Meta-Theorem der harmonischen
Analysis zufolge gibt es somit eine Limitierung des simultanen Abklingver-
haltens einer Funktion und ihrer Fourier-Transformierten im Unendlichen. In
Abschnitt 3.2 haben wir gesehen, dass Gau3-Funktionen die Funktionen sind,
fiir die in der Heisenberg-Ungleichung Gleichheit gilt. Es stellt sich die Frage,
ob GauB-Funktionen auch in anderen Unschéarfe-Bereichen den Grenzfall bilden.
Mit dieser Frage und mit dem generellen Tradeoff des Abklingverhaltens einer
Funktion und ihrer Fourier-Transformierten im Unendlichen beschaftigen sich
viele Autoren (z.B. in [Tha04], [Esc+10] und [FM21}), wodurch eine Vielzahl
an Aussagen resultierte und wahrscheinlich weiterhin resultieren wird. Den
Prototyp dieser Aussagen stellt das Unschérfeprinzip nach Hardy dar. Dieses
besagt, dass eine Funktion und ihre Fourier-Transformierte im Unendlichen
nur dann beide schneller als eine Gauf3-Funktion abfallen kénnen, wenn die
Funktion die konstante Null-Funktion ist. Wahrend in [Har33| Bedingungen
fir das asymptotische Verhalten von f und f gefordert werden, halten wir die
in der Literatur iiblichere Formulierung des Prinzips fest, wie sie beispielsweise

in [FS97] zu finden ist.
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Proposition 5.1.4 (Hardy [Har33|, 1933).
Seien a,b > 0 mit ab > 1 und sei f: R — C eine messbare Funktion, die

F(@)] < Ae™™ und |f()] < Be™"

fir alle z,& € R und Konstanten A, B > 0 erfillt. Ist ab = 1, so gibt es ein
C € C, sodass f(x) = Ce="™" gilt und ist ab > 1, so gilt f = 0.

Aufgrund der uneinheitlichen Definition der Fourier-Transformation (vgl. Be-
merkung 2.1.2) ergeben sich in Proposition 5.1.4 firr ab unterschiedliche untere
Schranken. Wahrend unsere Definition der Fourier-Transformation, die der aus
[F'S97] entspricht, zu ab > 1 fithrt, findet sich ab > 1/4 in [Har33].

Mit Hilfe der Radon-Transformation lasst sich Proposition 5.1.4 unverandert auf
hohere Dimensionen tibertragen. Dieses Vorgehen kann in [SST95] nachgelesen
werden. Wahrend in Hardys Unschérfeprinzip, so wie auch in vielen mit ihm
verwandten Satzen, punktweise Beschranktheit gefordert wird, wollen wir ab-
schliefend zwei Aussagen anfithren, die stattdessen eine gewisse Integrierbarkeit
voraussetzen. Die erste dieser Aussagen geht auf A. Beurling zuriick und wurde
nach seinem Tod zusammen mit weiteren seiner bis dahin unveroffentlichten
Werken veréffentlicht. Sie kann geméafl der Aufzeichnungen in [Beu89] auf 1942
zuriickdatiert werden.

Proposition 5.1.5 (Beurling [Beu89], 1942).
Sei f € L*(R). Gilt

[ [ @i asdg <,
RJR
so folgt f = 0.

M. Cowling und J. Price stellten eine LP-Version von Hardys Unschérfeprinzip
auf..

Proposition 5.1.6 (Cowling-Price [CP83], 1983).
Seien a,b > 0 mit ab > 1 und p,q € [1,00] mit min{p, ¢} < oco. Gilt

e £ (@)l + (1™ F(E)lly < oo

so folgt f = 0.
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5.2 Der Ansatz von Wigderson und Wigderson

Eine in der neueren Literatur haufig zitierte Arbeit ist [WW21] von A.Wigderson
und Y. Wigderson, die das Konzept der Unschérfe in der Fourier-Analysis aus ei-
nem neuen Blickwinkel betrachten. Ausgangspunkt ist hierbei die Beobachtung,
dass alle Unschéarfeprinzipien im Kern dasselbe aussagen, aber ihre Beweise
von einer Vielzahl an speziellen Eigenschaften der Fourier-Transformation und
Techniken aus diversen mathematischen Bereichen Gebrauch machen — von der
einfachen Anwendung des Satzes von Liouville (vgl. Satz 3.1.1) und der Cauchy-
Bunyakovskii-Schwarz-Ungleichung [Rob29], iiber Verwendung des Satzes von
Phragmén-Lindel6f [Har33], der Poisson-Summationsformel [Ben85] und Argu-
mentationen mit Hilbert-Schmidt-Operatoren [AB77], bis hin zur Betrachtung
der Fourier-Transformation auf zyklischen Gruppen als Vandermondematrix
[DS89]. Wigderson und Wigderson zeigen in ihrer Arbeit einen Weg, wie zwar
nicht alle, aber viele Unschérfeprinzipien einheitlich bewiesen werden kénnen.
Dies motivieren sie damit, dass viele der Unscharfeprinzipien nur wenig mit
der Fourier-Transformation an sich zu tun haben, sondern lediglich darauf
beruhen, dass F: L'(R) — L>(R) ein beschrinkter, unitirer Operator ist. Da
die Fourier-Transformation nicht der einzige Operator ist auf den dies zutrifft,
ermoglicht diese Erkenntnis neue Beweisansétze fiir bestehende Unscharfeprin-
zipien, deren Ausweitung auf andere Operatoren und die Formulierung neuer
Unscharfeprinzipien.

Dazu werden in [WW21] fiir £ > 0 solche Matrizen A € C"™*" als k-Hadamard
bezeichnet, deren Eintrige alle betragsméaflig maximal 1 sind und die

A" Av|[oe > K|[v]]o
fir alle v € C" erfiillen. Fir eine k-Hadamard Matrix A gilt
[0l | Av]ly = Ellv]lsc [ Av]lo (5-3)

fiir alle v € C". Analog dazu werden solche Operatoren A € B(L'(R), L>°(R))
als k-Hadamard bezeichnet, fir die ||A|| < 1 gilt und die

A" Af lloo = K| .floo

fir alle f mit f, Af € L*(R) erfiillen. Fiir einen k-Hadamard Operator A und
fmit f,Af € LY(R) gilt

IFI AL = Kl flloo | Aflloo - (5.4)
In [WW21] wird (5.3) fir k-Hadamard Matrizen und (5.4) fir k-Hadamard

Operatoren als primdres Unschdrfeprinzip bezeichnet. Aus ihnen folgen alle in
[WW21] behandelten Unschérfeprinzipien.
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5.3 Aktuelle Forschung

In diesem letzten Abschnitt wollen wir auf einen kiirzlich erschienene Artikel
von September 2025 und damit gleichzeitig auf einen weiteren Bereich verweisen,
in dem uns Unschéarfe begegnet — der Quanteninformationstheorie.
In [Xin25] stellt Q. Xingze zwei AURs (engl. asymmetry-bounded uncertainty
relations) vor, wovon eine eine Verbesserung der unteren Schranke in Robertsons
Unschérfeprinzip (Satz 4.2.1) und die andere eine Losung eines bis dahin offenen
Problems der Quanteninformationstheorie bereitstellt. Die Idee des Artikels
besteht darin, die (algebraische) Inkompatibilitat zweier Operatoren durch eine
GroBe zu quantifizieren, die unabhéangig vom Zustand des quantenmechanischen
Systems ist. Dies soll dem Problem der Robertson-Schranke entgegenwirken,
die aufgrund ihrer Zustandsabhéngigkeit fiir bestimmte Zustdnde verschwinden
kann, selbst wenn die Operatoren nicht kommutieren. Dass ein allgemeines
Unscharfeprinzip sich nicht einfach durch Kommutativitat oder Nichtkommu-
tativitat der Operatoren formuliert lasst, aulerte E. Condon bereits 1929 in
[Con29].
Wir bezeichnen fiir einen Operator A mit C(A) die Menge aller Operatoren, die
mit A kommutieren und nennen C(A) die Kommutante von A. Zur besseren
Lesbarkeit werden wir nicht weiter zwischen Operatoren und den durch diese
dargestellten Observablen (vgl. Abschnitt 4.2) unterscheiden. In diesem Sinne
ist C(A) die Menge aller Operatoren, die mit A kompatibel sind. In [Xin25]
wird nun die Asymmetrie-Norm von B bzgl. A definiert als

No(BIA) = min 1B = A, (5:5)
wobet || - ||, die Schatten p-Norm bezeichnet. Unter allen mit A kommutierenden
Operatoren wird in (5.5) derjenige gesucht, der bzgl. der Schatten p-Norm
zu B den kleinsten Abstand hat. Somit misst N,(B|A) den minimalen Ab-
stand von B zu C(A), liefert also ein Maf dafir, wie stark A und B (nicht)
kommutieren. Dabei hingt N, (B|A) ausschlieBlich von den Operatoren A und
B und nicht von dem Zustand ab, in dem sie sich befinden. Mit Hilfe dieses
zustandsunabhéngigen Mafles und C' := —i[A, B] lasst sich fir Robertsons
Unschéarfeprinzip

AA-AB > C|wICl)| (5.6)

ein Verfeinerungsfaktor

(w|Cy)|
N,(BJA) - N, (A[B)

Rys(1) = 91-(1/g+1/s)
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definieren, sodass
1
AA-AB > o|(0|C1)] - Rya(w) (5.7)

fiir jedes Paar konjugierter Exponenten (p, q) und (r, s) gilt. Die rechte Seite
von (5.7) stellt fiir jedes R, s(¢0) > 1 eine stérkere Schranke als die rechte
Seite von (5.6) dar, sodass die hier vorgestellte AUR insbesondere fiir nahezu
kompatible Observablen eine Verbesserung zur Robertson-Schranke darstellt.
In [Xin25] kann ein konkretes Anwendungsbeispiel, in dem die urspriingliche
Schranke nach Robertson und die verfeinerte Schranke nach Xingze miteinander
verglichen werden, nachgelesen werden.

Die zweite in [Xin25] vorgestellte AUR stellt die erste universelle Unschérferela-
tion in Produktform fiir die WYSI (engl. Wigner-Yanase skew information) dar.
Fiur die genaue Formulierung verweisen wir auf [Xin25]. Dort wird aufilerdem die
Giltigkeit von Xingzes AUR an einem Beispiel demonstriert, an dem bisherige
Versuche eine solche AUR zu formulieren gescheitert sind.

Dem Autor zufolge bietet seine Arbeit ,ein vielseitiges Instrument zur Erfor-
schung der Quantenwelt”, die seit nunmehr einem Jahrhundert die Wissenschaft
beschéaftigt — ganz im Sinne von W. Heisenberg.
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