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1 Einleitung

1 Einleitung

,There is no royal road to geometry“ [7], auf Deutsch: ,Es gibt keinen
Konigsweg zur Geometrie”, ist eines der bekanntesten Zitate von Euklid von
Alexandria. Es war seine Antwort auf die Frage, ob es einen kiirzeren Weg
zur Geometrie gibt als tiber die Elemente. Dabei handelt es sich um die 13
Biicher von Euklid aus dem Jahr 300 vor Christus, welche alle Themen
angefangen bei der Flachengeometrie bis zur Raumgeometrie darlegen. In
ihrem Kern beruht die Euklidische Geometrie auf dem Studium der Ebenen
und Geraden im R3 und bildet den Grundstein der Geometrie.

Rund 2000 Jahre spater erkannte der Mathematiker Carl Friedrich Gaufs,
dass es neben der Euklidischen Geometrie noch eine Nichteuklidische
Geometrie geben muss. Er veroffentlichte seine Erkenntnisse jedoch nie, da
er Angst hatte, dass seine Arbeit auf Unverstandnis stofsen wiirde.

Es war schliefdlich Bernhard Riemann, der in seinem Habilitationsvortrag
von 1854 seine Idee zur riemannschen Geometrie veroffentlichte, welche
die Grundlage der heutigen Differentialgeometrie bildete. Er betrachtet in
seinem Ansatz nicht mehr nur den R3, sondern den R».

Heutzutage umfasst die Differentialgeometrie nicht mehr nur die
Zweiteilung zwischen Euklidischer und Nichteuklidischer Geometrie. Die
Differentialgeometrie hat sich zu ihrem eigenen Gebiet entwickelt, welche
dartiber hinaus geht.

Thema dieser Bachelorarbeit sind regulare Flachen und riemannsche
Mannigfaltigkeiten, welche man beide dem Gebiet der Differentialgeometrie
zuordnen kann. Es geht um eine Einftihrung in die Themen der
Flachentheorie und der Mannigfaltigkeiten, sowie um einen Vergleich von
regularen Flachen mit riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Die Bachelorarbeit orientiert sich hauptsachlich an den Quellen [1], [2] und
[3] und ist wie folgt aufgebaut.

Das zweite Kapitel befasst sich mit den Grundlagen der Kurventheorie. Es
wird der Begriff Parametrisierung eingefiihrt, welcher in den
darauffolgenden Kapiteln noch vermehrt vorkommen wird.



1 Einleitung

Im dritten Kapitel werden regulare Flachen eingefiihrt, bei denen es sich
ausschliefdlich um zweidimensionale Objekte im dreidimensionalen Raum
handelt. Ein besonderes Augenmerk wird dabei auf die graphische
Darstellung der einzelnen Grofden gelegt, woflir insbesondere
selbsterstellte Bilder verwendet werden. Als Ausgleich findet man in
diesem Kapitel weniger Beweise, was sich in den nachfolgenden Kapiteln
jedoch nochmal andert.

Im vierten Kapitel wird die Sichtweise auf regulire Flachen geandert. Man
betrachtet die Flachen nicht mehr von aufden, sondern von innen, was man
dann auch unter dem Begriff der inneren Geometrie versteht.

Im Gegensatz zu den vorherigen Kapiteln wird im flinften Kapitel nicht
mehr der R3 sondern viel allgemeiner der R» betrachtet. Das Kapitel
widmet sich jeglichen Formen von Mannigfaltigkeiten, angefangen bei
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten tiber Untermannigfaltigkeiten bis hin
zu riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Das Ziel des sechsten Kapitels besteht darin, zu zeigen, inwieweit regulare
Flachen und riemannsche Mannigfaltigkeiten zusammenhangen. Dafiir
werden die beiden Objekte verglichen und es wird sich tiberlegt, inwieweit
sich das auf die Grof3en der inneren Geometrie tibertragen lasst.



2 Grundlagen der Kurventheorie

2 Grundlagen der Kurventheorie

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe der Kurventheorie
definiert und erklart. Dabei wird sich an dem Buch , Elementare
Differentialgeometrie” von Christian Bar orientiert [1].

Eine Kurve ist bildlich eine verbogenes Geradenstiick im Raum. Das fiihrt zu
folgender Definition:

Definition 2.1 Es sei I € R ein Intervall. Unter einer parametrisierten Kurve
versteht man eine glatte Abbildung c: I - R", das heif3t, dass sie beliebig
oft differenzierbar ist. Man nennt eine parametrisierte Kurve regular, falls
fiir alle t € I die Ableitung ¢(t) # 0 ist.

Das Intervall kann dabei abgeschlossen, halbabgeschlossen oder offen sein
und sowohl beschrankt als auch unbeschrankt.

Bemerkung 2.2 Die Bedingung ¢(t) # 0 stellt sicher, dass sich der Wert der
Abbildung andert, und nicht konstant bleibt. Dadurch werden auch
konstante Abbildungen ausgeschlossen.

Beispiel 2.3 Ein Beispiel flir eine parametrisierte Kurve bildet die
Einheitssphare im R2 um den Punkt (0, 0) mit dem Radius r = 1. Die Kurve
wird dabei durch folgende Abbildung definiert:

cos(t))

. 2
c:[0,2n] » R5,t - (sin(t)

Fur die Ableitung von c gilt:

c(t) = (—sin(t))

cos(t)

Das ist offensichtlich fiir alle t € [0,27] ungleich 0 und somit handelt es sich
bei der Kreislinie um eine regulare parametrisierte Kurve. Graphisch sieht
die Abbildung folgendermafden aus:

[Abbildung1]



2 Grundlagen der Kurventheorie

Eine parametrisierte Kurve liefert einem mehr als nur das Bild, das Intervall
gibt auch an in welcher Richtung und Geschwindigkeit das Bild durchlaufen
werden muss. Mochte man das Bild in einer anderen Richtung oder
Geschwindigkeit durchlaufen, so muss das Intervall entsprechend geandert
werden, was folgende Definition motiviert:

Definition 2.4 Es sei c:I = R" eine parametrisierte Kurve. Bei einer
Parametertransformation von ¢ handelt es sich um eine bijektive Abbildung
@:1 — ], wobei ] € R ein weiteres Intervall ist, so dass sowohl ¢ als auch
@~ 1 glatt sind. Die parametrisierte Kurve ¢ = c o ¢: ] - R™ heif3t
Umparametrisierung von c.

Eine Parametertransformation kann also entweder die Richtung erhalten,
in der das Bild durchlaufen wird, oder aber die Richtung umkehren. Wenn
die Richtung erhalten bleibt, wird das Intervall in aufsteigender Reihenfolge
durchlaufen, das heifdt die Ableitung der Transformation ist positiv. Wird
das Bild jedoch in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen, so folgt man dem
Intervall in absteigender Reihenfolge und die Ableitung ist negativ. Dadurch
ergibt sich die folgende Definition:

Definition 2.5 Eine Parametertransformation ¢ heif3t
orientierungserhaltend, falls ¢ (t) > 0 fiir alle t € I und
orientierungsumkehrend, falls ¢ (t) < O fiir alle t € I.

Bemerkung 2.6 Fiir die Geschwindigkeit gilt, falls die Steigung der
Parametertransformation grofder Eins ist, so wird sie beschleunigt und falls
die Steigung kleiner Eins ist, so wird sie verlangsamt.

Beispiel 2.7 In diesem Beispiel werden zwei Parametertransformationen
zum Beispiel 2.3 ndher betrachtet. Als erstes wird die
Parametertransformation ¢ = id: [0,2rr] — [0,27] betrachtet. Diese ist
offensichtlich orientierungserhaltend mit ¢(t) = 1 > 0.

Als zweites wird die Parametertransformation ¢” = —id: [0,2n] — [—2m, 0]
betrachtet, welche mit ¢'(t) = —1 orientierungsumkehrend ist.

Graphisch gesehen wird das Bild also einmal im Uhrzeigersinn und einmal
gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen, wie die folgende Abbildung zeigt:



2 Grundlagen der Kurventheorie

[Abbildung 2]

Proposition 2.8 Jede Parametertransformation ist entweder
orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend.

Beweis: Die Ableitung der Parametertransformation kann an keiner Stelle

Null sein, da nach der Kettenregel gilt:

(@D (p®) - 9t) = (pTop)() =1

Gabe es ein t; € I mit ¢(t;) < 0 und ein t, € [ mit ¢(t,) > 0, dann gibe es

nach dem Zwischenwertsatz auch ein t; € I mit ¢(t;) = 0. Das fiihrt jedoch

zu einem Widerspruch.!

O

Die letzte zu betrachtende GrofRe ist die Linge einer Kurve. Die Uberlegung

dahinter ist, dass man eine Kurve in mehrere lineare Stiicke aufteilt und
deren Liange addiert. Diese Idee wird bereits bei der Integralrechnung
verwendet, wodurch sich folgende Definition ergibt:

Definition 2.9 Es sei c: I » R" mit I = [a, b] eine parametrisierte Kurve,
dann nennt man

Llcl = [Cle(®lde

die Linge von c.

Beispiel 2.10 Es sei c die in Beispiel 2.3 definierte Kurve, dann gilt fiir die

Llc] = j:n

21
= f sin?(t) + cos?(t) dt
0

Lange von c:

()

cos(t)

! Der Beweis findet sich in Quelle [1] auf Seite 30 f.

10



2 Grundlagen der Kurventheorie

21
[Mra
0

=2n

Man kommt also genau auf den erwarteten Kreisumfang nach der Formel
U = 2nr, was nochmal zeigt, dass die Definition 2.9 sinnvoll ist.

11
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3 Flachenim R3

In diesem Kapitel sollen die Grundbegriffe der klassischen Flachentheorie
eingefiihrt und anhand von Beispielen veranschaulicht werden. Dabei wird
sich an dem Buch ,Elementare Differentialgeometrie“ von Christian Bar
orientiert [1].

3.1 Regulidre Flichen

Das Ziel fiir dieses Kapitel ist zu definieren, was eine regulare Flache ist und
wann Funktionen mit Werte- oder Definitionsbereich auf regularen Flachen
differenzierbar sind.

Allgemein betrachtet, sind Flachen zweidimensionale Objekte in einem
dreidimensionalen Raum. Daraus folgt, dass jeder Punkt auf der Flache
eindeutig durch zwei unabhangige Parameter bestimmt werden kann.
Somit ergibt sich folgende lokale Definition fiir reguldre Flachen:

Definition 3.1.1 Es sei S eine Teilmenge des R3. Man nennt S eine regulire
Fliche, falls fiir jeden Punkt p € S eine offene Umgebung V € R3 existiert,
ebenso wie eine offene Teilmenge U € R? und eine glatte Abbildung

F: U - R3, sodass gilt

(i) F(U) =S NV undF ist ein Homéomorphismus zwischen U und
snv,
(ii) die Jacobimatrix D, F hat fiir jeden Punkt u € U den Rang 2.

Die erste Bedingung besagt, dass alle Punkte auf S, welche in der Umgebung
V von p liegen, liber F durch zwei Parameter bestimmt werden kénnen.
Diese Parameter sind die Koordinaten der Punkte in U. Die zweite
Bedingung sorgt dafiir, dass die Koordinaten unabhangig voneinander sind.

Anschaulich besagt die Definition also, dass eine regulare Flache aus
Stiicken des R? besteht, welche so verformt und aneinandergeheftet
wurden, dass keine Ecken und Kanten entstehen, egal wie oft differenziert
wird.

12



3 Flachenim R3

R2 U

—
O

.-l”””
4 W) 5

\_/

F

[Abbildung 3]

<

Definition 3.1.2 Die in Definition 3.1.1 verwendete Abbildung F oder auch
das Tripel (U, F, V) nennt man lokale Parametrisierung von S um p. Die
Schnittmenge S N V wird Koordinatenumgebung von p genannt und die
Komponenten u! und u? vom Punkt u = (u?, u?) heifRen Koordinaten des
Punktes F (u) beziiglich der Parametrisierung F.

Beispiel 3.1.3 Die einfachsten reguldren Flachen sind die affinen Ebenen. Sie
lassen sich dadurch charakterisieren, dass sie allein durch einen Punkt und
zwei linear unabhédngige Vektoren aufgespannt werden kénnen. Es sei S die
durch den Punkt p € R3 und durch die linearen unabhingigen Vektoren
X,Y € R3 aufgespannte affine Ebene. Dann gilt:

S={p+ut-X+u?-Y|uu?€eR}

Fir die Parametrisierung setzt man V := R3,U := R?und F: U — R3 mit
Futbu’) =p+ul-X+u?-v.

Offensichtlich erfiillt die Parametrisierung die erste Bedingung der
Definition 3.1.1. Es muss also nur noch die zweite Bedingung tiberpriift
werden. Fiir die Jacobimatrix gilt:

X1 W
D,F=|X2 Y2
X3 V3

Da X und Y linear unabhéngig sind, hat die Jacobimatrix vollen Rang, also
den Rang 2, wodurch die zweite Bedingung erfiillt ist.

Bei dem vorherigen Beispiel war es sehr einfach eine Parametrisierung zu
finden, da die Ebene tiber einen Funktionsgraphen definiert wurde. Dies ist
im Allgemeinen jedoch nicht immer der Fall und es kann mitunter sehr
miihsam sein, eine geeignete Parametrisierung zu finden.

13



3 Flachenim R3
Das folgende Kriterium bietet eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen,
falls die Menge S durch eine Gleichung definiert ist.

Proposition 3.1.4 Es sei V, € R? eine offene Teilmenge und f: V, —» R eine
glatte Funktion. Eine Menge S := {(x,y,2z)T € R3|f(x,y,z) = 0} ist eine
regulare Flache, falls fir alle p € S fiir den Gradient gilt:

grad f(p) # (0,0,0)T

Beweis: Es seip == (xo, Yo, Zo)' € S.Danach Voraussetzung gilt

-
of of of T
grad f(p) = (ﬁ (p),@(p),g(p)) #(0,0,0)
kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass
of
5, P)#0

ist. Nach dem Satz tuber implizite Funktionen gibt es eine offene Umgebung
V €V, von p, eine offene Umgebung U € R? von (x,, ¥,) und eine glatte
Funktion g: U — R, so dass

snV ={(xyg9@y)xy" U}

gilt. Man setze F: U - V,F(x,y) == (x,v,g(x,y)) " und iiberpriife die beiden
Bedingungen aus Definition 3.1.1.

Die erste Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Somit bleibt nur noch die
zweite Bedingung. Fiir die Jacobimatrix gilt:

1 0
0 1

a9 a9
a(xry) E(x'y)

DxyF =
Die Jacobimatrix hat somit fiir jedes (x, y) € U vollen Rang und erfiillt
dementsprechend die zweite Bedingung. Folglich handelt es sich bei S um
eine reguldre Flache.2

2 Der Beweis findet sich in Quelle [1] auf Seite 96.
14



3 Flachenim R3

Bemerkung 3.1.5 Es muss jedoch beachtet werden, dass es sich hierbei nur
um eine hinreichende Bedingung handelt und nicht um eine notwendige,
wie im nachfolgenden Beispiel deutlich wird.

Beispiel 3.1.6 Man betrachte die Sphare
S2={(x,y,2)T e R¥|x? + y? + z% = 1}

als Nullstellenmenge der Funktion f(x,y,z) = (x? + y? + z%? — 1)?, somit
kann man die Menge schreiben als

S2={(x,y,2)T € R3|(x? + y%2 + z?2 — 1)? = 0}.
Fiir den Gradienten gilt somit:
grad f(x,y,z) = 2(x?> + y?> + z2 — 1)? - (2x,2y,22) "

Daraus folgt also, dass der Gradient fiir alle Punkte p € S 2 yverschwindet und
trotzdem ist die Sphare eine reguldre Flache, die Funktion f wurde lediglich
ungiinstig gewahlt.

Eine alternative fiir die Funktion f, ware die Funktion
glx,y,z) =x*+y*+z?—1.

Flr den Gradient gilt dann:

2x
grad g(x,y,z) = (2y>
2z
Der Gradient verschwindet offensichtlich nur fiir den Punkt (0,0,0)7, der ist
jedoch nicht in der Flache enthalten. Somit verschwindet der Gradient fiir
keinen Punkt p € S2, womit gezeigt wurde, dass die Fliche regulir ist.

Der nachste Schritt besteht darin, zu tiberlegen, wie man Aussagen uber
eine Flache in der Nidhe eines Punktes treffen kann. Die Idee ist, das
Konzept der Differentialrechnung auf reguldren Flachen anzuwenden.

Fiir Flachen, welche liber Funktionengraphen definiert sind, ist bereits
bekannt, wie partielle Ableitungen gebildet werden. In den meisten Fallen
sind regulare Flachen jedoch nicht tiber Funktionsgraphen gegeben, daher
werden im Folgenden drei Falle betrachtet, welche in dieser Hinsicht noch
niitzlich sein werden.

15



3 Flachenim R3

Der Grundgedanke besteht darin, dass man kleine Umgebungen von
regularen Flachen auf den R? zurtickfiihren mochte. Daher ist es sinnvoll
sich anzusehen, wann Funktionen mit Werte- oder Definitionsbereich auf
regularen Flachen glatt sind.

Proposition 3.1.7 Es sei S € R? eine regulire Fliche und(U, F, V) eine
zugehorige lokale Parametrisierung. Fiir eine Abbildung ¢: W — R3 mit
W < R3 eine offene Menge sei (W) € S N V. Dann ist ¢ eine glatte
Abbildung genau dann, wenn F~1°¢p: W - U € R? glatt ist.

Beweis: Der Beweis kann im Buch , Elementare Differentialgeometrie” von
Christian Bar auf Seite 100 nachgelesen werden [1].

Die Proposition besagt folglich, dass es fiir eine Abbildung mit
Wertebereich auf einer regularen Flache nicht von Bedeutung ist, ob man
sie als eine Abbildung mit Werten im R? oder als eine Abbildung mit
Werten im R3 betrachtet.

Des Weiteren kann aus der Proposition noch folgendes Korollar abgeleitet
werden.

Korollar 3.1.8 Es sei S € R? eine regulare Fliche und (U,, F;,V;) und
(U,, F,,V,) zwei lokale Parametrisierungen, dann ist die Funktion

F;1o Fy: Fy Y (ViNVy) = Fy (ViNVy)
glatt.

Beweis: Man wende die Proposition 3.1.7 an auf

W = Fl_l(VanZ),(p = Flund (U, F, V) = (Uz,Fz, V2).3

Proposition 3.1.9 Es sei S € R? eine regulire Flache,p € Sund ¢:S -» R"
eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) Esgibteine offene Umgebung V von p in R3 und eine Fortsetzung
@ von @|s,y aufV, die um p glatt ist.

(ii) Es gibt eine lokale Parametrisierung (U, F,V) mit p € V, so dass
@ o F:U - R"um F~1(p) glatt ist.

3 Der Beweis findet sich in Quelle [1] auf Seite 101.
16



3 Flachenim R3

(iii) Fir alle lokalen Parametrisierungen (U, F,V) mitp € V ist
@ o F:U - R" glattum F~1(p).

Beweis: Der Beweis kann im Buch , Elementare Differentialgeometrie” von
Christian Bar auf Seite 103 nachgelesen werden [1].

Definition 3.1.10 Eine solche Abbildung nennt man glatt nahe p.

Definition 3.1.11 Es seien S; und S, zwei reguldre Flachen im R3. Man nennt
eine Abbildung ¢:S; — S, glatt nahe p, falls eine lokale Parametrisierung
von S; um p und von S, um ¢@(p) existiert, so dass

Fylo@oF:Fi (9~ 1(V,) NV,) - U, nahe p glatt ist.

Folglich nennt man eine Abbildung zwischen regularen Flachen glatt, wenn
sie dargestellt in Koordinaten glatt ist. Dabei ist es egal, welche
Parametertransformation man verwendet. Die Differenzierbarkeit einer
Abbildung kann somit leichter tiberpriift werden, wenn man maoglichst
geschickte Koordinaten wahlt.

Definition 3.1.12 Eine Abbildung ¢ zwischen regularen Flachen nennt man
Diffeomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist und sowohl ¢ als auch ¢! glatt
sind. Zwei Flachen zwischen denen ein solcher Diffeomorphismus existiert,
nennt man dann auch diffeomorph.

Bemerkung 3.1.13 Wenn zwei Flachen diffeomorph sind, bedeutet das also,
dass man eine Flache glatt auf der anderen abbilden kann. Graphisch
gesehen sind zwei Flachen somit diffeomorph, wenn man eine Flache so
verformen kann, dass man die andere erhalt. Aus der Sicht der
Differentialgeometrie sind sie somit gleich.

2 2 2
Beispiel 3.1.14 Es sei S; = {(x,y,2z)" € R3| % + % + i—z = 1} mita,b,c > 0
ein Ellipsoid und S, die S?Sphére aus Beispiel 3.1.6. Definiere die Funktion

Xy zy
(p:Sl - SZJ(p(x'y'Z) = (E»E:E)

mit Umkehrfunktion

o 1S, - S, 0(xy,2) = (ax,by,cz) |

17



3 Flachenim R3

Es handelt sich bei ¢ somit um eine bijektive Funktion, welche S; auf S,
abbildet. Es bleibt somit nur noch die Glattheit der Funktionen zu priifen.
Fiir die Jacobimatrizen gilt:

[z 0 0)

a 0 O
Dieyn® =] 0 0 {undDy ™' =(0 b 0
0 1 0 0 c

Daraus folgt, dass die Funktionen glatt sind, da alle partiellen Ableitung
unendlich oft differenzierbar sind.

oS T O

Cc

Es handelt sich somit bei ¢ um einen Diffeomorphismus und S; und S, sind
diffeomorph.

[Abbildung 4]

3.2 Tangentialebene

Im Folgenden Kapitel wird das Konzept der Tangentialebene eingefiihrt
und ihre Bedeutung als Differential naher erlautert.

So wie man Kurven durch Geraden approximieren kann, méchte man nun
auch einen Weg finden, um Flachen approximieren zu kénnen. Fiir diese
Anndherung verwendet man die einfachsten regularen Flachen, namlich die
Ebenen. Diese Idee motiviert folgende Definition:

Definition 3.2.1 Es sei S € R3 eine regulire Fliche und p € S. Man nennt die
Menge

T,S={X€ R3| es gibt ein € > 0 und eine glatte parametrisierte Kurve
c:(—¢,&) » Smitc(0) =pund ¢(0) = X}

18



3 Flachenim R3

die Tangentialebene von S in p. Die Elemente der Tangentialebene nennt
man Tangentialvektoren.

Geschwindigkeitsvektoren

[Abbildung 5]

Die Definition besagt somit, dass die Tangentialebene der Menge der
Geschwindigkeitsvektoren von Kurven im Punkt p entspricht, welche durch
den Punkt verlaufen.

Beispiel 3.2.2 Man betrachte die Flache
S=-(1,0)"+u?-(0,1)7 |ul,u? € R} = R?,

dann entspricht die Tangentialebene fiir den Punkt p = (0,0)"dem R2, denn
fir jeden Vektor X € R? wird durch c¢: (—¢,€) —» S,i — i - X eine glatte
parametrisierte Kurve definiert mit e > 0,¢(0) = p und ¢(0) = X.

Es ist allerdings noch nicht klar, ob es sich bei der Tangentialebene auch
tatsachlich um eine Ebene handelt. Dies gilt noch zu beweisen, was die
folgende Proposition motiviert.

Proposition 3.2.3 Es sei S € R3 eine regulire Flache, p € S und (U, F,V) eine
lokale Parametrisierung von S um p. Man setze u, = F~1(p), dann gilt:

T,S = Bild(D, F) = D, F(R?).
Beweis: Als erstes wird die Inklusion ,2“ gezeigt.
Es sei X € Bild(D,, F), dann existiert ein Y € R mitX = D, F(Y).

Man setze c(t) = F(uy + tY). Fiir hinreichend Kkleine € > 0 mit |t| < € sind
alle uy + tY € U. Daraus folgt

c(0) =F(up) =p

und
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: d
¢c(0) = EF(uO + tY)|i=o = Dy F(Y) = X.
Somit gilt X € T,S.
Als nachstes wird die Inklusion ,=“ gezeigt.

Essei X € T},S, d.h. es existiert eine Kurve c: (—¢, &) - S mit ¢(0) = p und
¢(0) = X. Fiir ein hinreichend Kkleines ¢ > 0 kann angenommen werden,
dass ¢ ganz in VV verlauft. Nach Proposition 3.1.7 ist

u:=Floci(—ge)>U

eine glatte parametrisierte Kurve. Man setze Y := 1(0) € R?, dann gilt
d d
DuOF(Y) = E(F °ou)|¢=g = EC|t=o = X.

Somit gilt X € Bild(D, F).*

Bemerkung 3.2.4 Die Tangentialebene entspricht somit dem Bild des
Differentials von F an der Stelle u,, was laut Definition 3.1.1 vollen Rang
hat. Demzufolge bildet T,,S einen zweidimensionalen Unterraum des R3 und
ist somit eine Ebene.

Wie bereits erwahnt, werden regulare Flachen haufig als Nullstellengebilde
einer Funktion definiert, weshalb es sinnvoll ist, speziell fiir solche Flachen
einen Weg zu finden, Tangentialebenen zu bestimmen. Dazu wird, wie auch
schon im vorherigen Kapitel, der Gradient verwendet, wie die folgende
Proposition zeigt.

Proposition 3.2.5 Es sei V € R3 offen, f:V — R eine glatte Funktion und
S = f~1(0) € R3. Fiiralle p € S gelte gradf (p) # 0, dann gilt:

T,S = gradf (p)*

Flir p € S steht der Gradient von f somit senkrecht auf der Tangentialebene
T,S.
D

4 Der Beweis findet sich in Quelle [1] auf Seite 107.
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Beweis: Es sei X € T,S und c: (—¢, €) — § eine glatte parametrisierte Kurve
mit c(0) = pund ¢(0) = X. Da c in S verlauft, gilt (f o ¢)(t) = O furallet €
(—¢, €). Durch differenzieren erhilt man:

d
0=—f°clemo ={grad f(c(0)),c(0)) = {grad f(p), X)

Somit steht X senkrecht auf grad f(p) und es gilt T,,S € grad f (p)*.Da
beide Untervektorrdume die Dimension zwei haben folgt T,,S =

grad f(p)*ts

Um mit Hilfe dieser Information die Tangentialebene zu bilden, muss man
nur zwei linear unabhangige Vektoren berechnen, welche senkrecht zum
Gradienten stehen. Diese beiden Vektoren bilden dann die Tangentialebene.

Beispiel 3.2.6 Es seien S und g die in Beispiel 3.1.6 definierte Sphare und
die dazugehorige Funktion, dann ist S = g~1(0). Fiir den Punktp =
(1,0,0)" € S entspricht der Gradient grad g(p) = (2,0,0)".

Laut Proposition 3.2.5 steht der Gradient senkrecht auf der
Tangentialebene, somit miissen nur zwei linear unabhingige und zum
Gradienten orthogonale Vektoren gefunden werden, welche dann die
Tangentialebene aufspannen. In dem Fall waren die beiden Vektoren
(0,1,0)" und (0,0,1)T ein Beispiel fiir zwei solche Vektoren und daraus
ergibt sich fiir die Tangentialebene:

oo

Man kennt nun das Konzept der linearen Approximation von glatten
Abbildungen und regularen Flachen. Kombiniert man beides, erhalt man
das Konzept der linearen Approximation von glatten Abbildungen, welche
auf reguldren Flachen definiert sind.

u,veR

Definition 3.2.7 Es seien S; und S, reguladre Flachen und f: S; = S, eine
glatte Abbildung mit p € S;. Man nennt die Abbildung

dpf + TpS1 = Trp)Sa

5> Der Beweis findet sich in Quelle [1] auf Seite 108.
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das Differential von f in p. Definiert wird die Abbildung durch folgende
Vorschrift: Zu X € T,,S; wahle eine glatte parametrisierte Kurve

c:(—¢&,¢) » Sy mitc(0) = pund ¢(0) = Xund setze

d
dpf(X):= E(f ° )= € Tf(p)Sa-

Proposition 3.2.8 Das Differential aus der Definition 3.2.7 ist wohldefiniert,
d.h. es hangt nur von X ab, nicht von der Wahl der Kurve c.

Beweis: Der Beweis kann im Buch , Elementare Differentialgeometrie” von
Christian Bar auf Seite 109 nachgelesen werden [1].

Zusammenfassend ist das Differential folglich eine Abbildung, welche
Vektoren aus der einen Tangentialebene auf Vektoren aus der anderen
Tangentialebene abbildet, wie in der nachfolgenden Darstellung zu sehen
ist.

Tf(p)SZ

PN dpf

v

[Abbildung 6]

22



4 Innere Geometrie

4. Innere Geometrie

Die folgenden Kapitel befassen sich mit der Theorie der inneren Geometrie
von regularen Flachen. Die Flachen werden somit nicht mehr nur aufden
sondern auch von innen betrachtet. Es wird sich dabei wieder an dem Buch
,Elementare Differentialgeometrie” von Christian Bar orientiert [1].

4.1 Erste Fundamentalform

In diesem Kapitel wird die erste Fundamentalform eingefiihrt und ihre
Bedeutung fiir regulare Flachen erlautert.

Bisher wurden Flachen immer von aufden betrachtet, das heifdt es wurde
nur darauf geachtet, wie die Flache im Raum liegt. Jetzt mochte man aber
versuchen die Flachen so zu betrachten, als wiare man ein
zweidimensionaler Bewohner der Flache und iiberlegen, welche
Eigenschaften man Flachen von diesem Blickwinkel aus zuschreiben kann.

Dafiir muss man nun einen Weg finden, um auf einer regularen Flache
Geometrie betreiben zu konnen. Darunter fillt zum Beispiel das Messen von
Langen einer Kurve oder der Winkel zwischen zwei Vektoren.

Da es sich bei der Tangentialebene um einen zweidimensionalen
Unterraum des R3 handelt, bietet es sich an, das bereits bekannte
Standardskalarprodukt des R3 zu verwenden. Dafiir schrankt man das
Standardskalarprodukt auf T,S ein, was zu folgender Definition fiihrt:

Definition 4.1.1 Es sei S € R3 eine reguldre Flache und p € S, dann definiert
() )lTpS XTpS
ein euklidisches Skalarprodukt auf T,,S. Die Zuordnung
9p = () >|TpS XTpS

die jedem Punkt p die Einschrankung zuordnet, nennt man erste
Fundamentalform.

Bemerkung 4.1.2 Da es sich bei der ersten Fundamentalform um ein
euklidisches Skalarprodukt handelt, bietet sich noch die Moglichkeit
gp durch eine positiv-definite symmetrische Matrix darzustellen. Daftir
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braucht man eine Basis der Vektorraums T,S, welche man sich durch eine
lokale Parametrisierung beschaffen kann.

Lemma 4.1.3 Die erste Fundamentalform lasst sich durch eine positiv
definite Matrix darstellen.

Beweis: Es sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung von einer reguliaren
Fliche S € R3,p € S und e, e, die Standardbasisvektoren von R2. Fiir

u = F~1(p) bilden D, F(e;) = a‘% (w)und D, F(e,) = a‘% (u) eine Basis von

T,S. Die Matrix fiir g, ist dann gegeben durch:

9 ) = g, (DuF (), DuF (e7))

-G

oF oF
(W), = (W)

Dabei sind offensichtlich alle Matrixeintrige g;; : U — R glatte Funktionen.

O

Beispiel 4.1.4 Es sei S die in Beispiel 3.1.3 aufgefiihrte affine Ebene mit
entsprechender Parametrisierung, wobei X und Y zwei orthonormierte
Vektoren sind. Fur die Basisvektoren gilt:

JoF
DuF(el) :ﬁ(u) =X Yueu
JoF
DuF(BZ):W(u) =Y VueUu
Daraus ergibt sich fiir die Matrix der Fundamentalform:

(g;;(W)ij = ((1) (1))

Bemerkung 4.1.5 Im obigen Beispiel ist die Matrix konstant, was aber im
Allgemeinen nicht der Fall ist. Im Buch , Elementare

Differentialgeometrie” von Christian Bar [1] wird gezeigt, dass unter
Verwendung der Polarkoordinaten die entsprechende Parametrisierung
eine andere Matrix fiir die Fundamentalform liefert, welche nicht konstant
ist. Wie kompliziert die Matrix am Ende ist, hdngt somit ganz davon ab, wie
geschickt man die Parametrisierung wahlt.

5 Der Beweis findet sich auf Seite 111 in Quelle [1].
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4 Innere Geometrie
Nun stellt sich nur noch die Frage was passiert, wenn man die lokale
Parametrisierung andert.

Proposition 4.1.6 Es seien (U, F,V) und (U, F, V) zwei lokale
Parametrisierungen einer Fliche und (g;;);; die zu (U, F, V) zugehérige
Matrix der ersten Fundamentalform. Dann gilt flir die Matrix der erste
Fundamentalform:

(9:;(wW)ij = Du@) "+ (Gra(@@)))yy - D

Beweis: Es bezeichne ¢ := F~1 o F die Parametertransformation, dann gilt:

gij(uw) = < >
<9(F°<p)( )5(F 90)(u)>

<Za 2 (p(W)-

9 0! oF
a(Zl () - —,- () - <W (0W), 577 (0 (W)

dpk
dut

o)

kl

L
(u) j W) - i (‘P (U))

kl

Somit folgt die Behauptung.”

Diese Formel bietet somit eine einfache Moglichkeit die erste
Fundamentalform einer Flache zu berechnen, falls eine andere erste
Fundamentalform zu einer anderen lokalen Parametrisierung vorhanden
ist.

4.2 Isometrie

Im Folgenden werden die Begriffe Isometrie und lokale Isometrie
eingefiihrt und die Unterschiede erklart.

7 Der Beweis findet sich auf Seite 114 in Quelle [1].
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Man kann also eine Flache aus zwei Perspektiven betrachten, einmal von
auflen und einmal von innen.

Somit kann es sein, dass von aufden betrachtet zwei Flachen sehr
unterschiedlich aussehen, von innen betrachtet jedoch kaum zu
unterscheiden sind.

Mathematisch gesehen muss es also eine Funktion zwischen derartigen
Flachen geben, unter der die von innen betrachteten Eigenschaften
gleichbleiben. Demnach ergibt sich folgende Definition:

Definition 4.2.1 Es seien S;, S, € R3 zwei reguldre Flachen. Man nennt eine
glatte Abbildung f: S; = S, lokale Isometrie, falls fiir jeden Punkt p € S; das
Differential

dpf: TpS1 = Trp)S2
die Gleichung
(dpf (X), dpf(Y)) = (X,Y)

furalle X,Y € T,S; erfiillt.

Eine lokale Isometrie liefert uns eine genau solche Abbildung, da alles was
man innerhalb der Flache messen kann von der ersten Fundamentalform
abhangt und diese bei einer lokalen Isometrie gleichbleibt. Diese Grofden
nennt man die Gréfien der inneren Geometrie. Ein paar dieser Grofden
werden in Kapitel 4.3 naher betrachtet werden.

Beispiel 4.2.2 Es sei S; die x-y-Ebene und S, = S x R die Zylinderfliche,
wobei S die Einheitssphire in R2 beschreibt, wie in Beispiel 2.3 mitr = 1.
Es definiere f:S; — S, eine Funktion mit

f(x,y,0) = (cos(x),sin(x),y)".

Fir jeden Punkt p € §; bilden e; und e, eine Orthonormalbasis von T},S;,
und somit gilt fiir e;:

d
dof () = | o +ter)
= tzof(x +t,y,0)
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4 Innere Geometrie
of
= - ) ) O
92 (x,,0)

= (—sin(x), cos(x),0)T

und flr e,:

of
dpf(ex) = 5= (%,7,0) = (0,0,1)7
Dad,f(e;) und d,f(e,) wieder orthonormal sind gilt:

(e1,€2) = 0 = (dpf(e1), dpf(e;))
Somitist f eine lokale [sometrie.

Definition 4.2.3 Man nennt eine lokale Isometrie f: S; — S,, welche zudem
bijektiv ist, eine Isometrie und die beiden Flachen, zwischen denen eine
solche Isometrie existiert, isometrisch.

Definition 4.2.4 Falls fiir jeden Punkt p € S; eine offene Umgebung U; € Sj,
eine offene Teilmenge U, € S, und eine Isometrie f: U; — U, existieren und
andersherum fiir jeden Punkt q € S, eine offene Umgebung U; € S,, eine
offene Teilmenge U; < S; und eine Isometrie f: U, — U;, so nennt man S;
und S, lokal isometrisch.

Bemerkung 4.2.5 Wenn zwei Flachen isometrisch sind, bedeutet das also,
dass man sie langentreu aufeinander abbilden kann. Im Gegensatz dazu
bezieht sich lokale Isometrie nur auf einen Teil der Flache. Demnach
bedeutet lokal isometrisch, dass zu jedem Punkt eine Umgebung existiert,
welche man langentreu auf einer offenen Teilmenge der anderen Flache
abbilden kann. Es folgt also, dass jede Isometrie automatisch lokal
isometrisch ist.

Beispiel 4.2.6 Es seien E; und E, zwei affine Ebenen wie in Beispiel 3.1.3

mit
0 1 0 0
pr=(0|,p,=10|,X=[1|undY ={0]
0 0 0 1

Es definiere f: E; — E, eine Funktion mit
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1
f(x) =id(x) + <0>
0

Somit gilt fiir das Differential d,,f = d,id und daraus folgt, dass fiir alle
x,y € TpE, gilt:

(dpf (X), dpf (¥)) = (dypid(x),dyid(y)) = (x,¥)

Da f offensichtlich auch bijektiv ist, handelt es sich bei f somit um eine
Isometrie und die Flachen E;und E, sind isometrisch.

4.3 Grofden der inneren Geometrie

Wie bereits bekannt ist, handelt es sich bei den Grofden der inneren
Geometrie um Grofden, welche sich unter lokalen Isometrien nicht andern.
In diesem Kapitel soll ein kleiner Uberblick tiber ein paar der GréfRen der
inneren Geometrie geschaffen werden.

Die Grof3en, die sich unter lokalen Isometrien nicht andern, sind genau die
Grofien, die von der ersten Fundamentalform abhangen. Die erste
Fundamentalform ist jedoch auf die Tangentialrdume eingeschrankt,
weshalb man nun einen Weg finden muss, um regulare Flachen mit
Tangentialraumen zu verbinden, was folgende Definition motiviert:

Definition 4.3.1 Es sei S € R3 eine reguldre Flache und p € S. Man nennt
eine Abbildung v: S — R3 ein Vektorfeld, falls fiir alle Punkte p gilt, dass
v(p) € T,,S ist. Man kann jeden Vektor v(p) € T,,S eindeutig darstellen
durch:

3

v(p) = z vi(p) - e;(p) mitvi(p) € R

i=1

Dann nennt man das Vektorfeld differenzierbar, falls die
Koeffizientenfunktionen v' differenzierbar sind.8

8 Ein Teil der Definition wurde aus Quelle [11] Seite 1 paraphrasiert.
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Ein Vektorfeld ordnet also jedem Punkt einen Tangentialvektor aus seiner
Tangentialebene zu.

Mochte man das Vektorfeld jedoch nur entlang einer Kurve betrachten,
braucht man ein anderes Konzept, welches in der folgenden Definition
beschrieben wird.

Definition 4.3.2 Es sei S € R3 eine reguldre Flaiche und c: I — S eine
parametrisierte Kurve. Man nennt eine Abbildung v: I — R3 ein Vektorfeld
an S langs c, falls fiir alle t € I gilt v(t) € T,()S.

Beispiel 4.3.3 Ein Beispiel fiir Vektorfeld langs einer Kurve ist das
Geschwindigkeitsfeld v(t) = ¢(t).

Da es sich bei einem Vektorfeld um eine Abbildung handelt, ist es auch
interessant sich zu iiberlegen, wie eine Ableitung fiir ein Vektorfeld
aussehen konnte. Man kann die Funktion einfach ableiten, jedoch liegt die
Ableitung dann unter Umstanden nicht mehr tangential zur Flache. Dieses
Problem kann man umgehen, indem man die gewiinschte Eigenschaft
erzwingt, was zu folgender Definition flihrt.

Definition 4.3.4 Es sei S € R3 eine reguldre Flache, c: [ = S eine
parametrisierte Kurve, v: I — R3 ein differenzierbares Vektorfeld an S langs
cund IT,: R®> = T,S die Orthogonalprojektion im Punkt p mit

I,(X) =X —(X,N(p)) - N(p)

wobei N(p) der Einheitsnormalenvektor von p an S ist. Dann heifdt

v ,
27V =1y (v(®)
mit t € I die kovariante Ableitung von v langs c.

Da die kovariante Ableitung von der ersten Fundamentalform abhangt
gehort sie zur inneren Geometrie.

Beispiel 4.3.5 Es sei S die x-y-Ebene und c eine parametrisierte Ebene
Kurve mit c(t) = (¢, (t), c,(t),0)". Ein Vektorfeld v an S langs ¢ hat dann die
Form v(t) = (v,(t),v,(t),0)T. Somit gilt:

v .

av(t) = . ((1))
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= Hc(t) ((171 (t)' 1.72 (t)'O)T)
= (1), 1,(£),0)7
= v(t)

Folglich stimmen fiir Ebenen kovariante Ableitungen mit gewohnlichen
Ableitungen tuberein.

Diese Definition funktioniert jedoch nur fiir Vektorfelder, welche langs
einer Kurve definiert sind. Man moéchte nun aber auch noch einen Weg
finden, um alle Vektorfelder ableiten zu konnen.

Definition 4.3.6 Es sei S € R3 eine reguldre Flache, v: I = R3 ein
differenzierbares Vektorfeld auf S und w, € T},S ein Tangentialvektor. Fiir
die kovariante Ableitung Vy,v €T,Svonvin Richtung w,, gilt

\Y =Y 0
wy == (02 ) (0)

mit einer parametrisierten Kurve c: (—¢, &) = S und ¢(0) = w,, und fiir ein
differenzierbares Vektorfeld w nennt man die Abbildung V,,v mit

V) (p) = Vw(p)v
die kovariante Ableitung von v in Richtung w.

Die Idee besteht also darin, das gleiche Prinzip wie aus der vorherigen
Definition anzuwenden und selbst eine parametrisierte Kurve zu wahlen,
welche durch die Flache verlauft.

Bemerkung 4.3.7 Sind v und w zwei Vektorfelder auf S, so wird durch
Vuwv)(@) = Vv
ein neues Vektorfeld definiert.

Die nachste Grofde der inneren Geometrie, welche iengefiihrt werden soll ist
der riemannsche Kriimmungstensor, welcher die Kriimmung einer Flache
beschreibt. Dafiir muss jedoch zuerst noch eine andere Grofe eingefiihrt
werden, ndmlich die zweite kovariante Ableitung.

Definition 4.3.8 Die zweite kovariante Ableitung von z nach w und v wird
definiert durch:
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V127,WZ =V, (Vy2) — Vy,wZ

Bemerkung 4.3.9 Es ist dabei wichtig auf die Reihenfolge zu achten, da beim
Vertauschen ein anderer Wert rauskommen kann.

Definition 4.3.10 Es sei S € R3 eine regulare Flache, p € S ein Punkt, Uy und
w, € T,,S Tangentialvektoren und z ein Vektorfeld auf S. Der riemannsche
Kriimmungstensor wird definiert durch:

— T2 _ w2
R(vp,wp)z =V3 2 =V, 5 2

Vp

Bemerkung 4.3.11 Der Kriimmungstensor berechnet die Differenz zwischen
der zweiten kovarianten Ableitung, wenn man die Reihenfolge vertauscht.
Das Ergebnis entspricht genau der Kriimmung der Flache im Punkt p.
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5 Mannigfaltigkeiten

In den nachsten Kapiteln werden die Begriffe differenzierbare
Mannigfaltigkeit und differenzierbare Untermannigfaltigkeit definiert und
anhand von Beispielen erklart. Es wird sich dabei an den Blichern
,Riemannsche Geometrie im Grofden“ von Detlef Gromoll, Wilhelm
Klingenberg und Wolfgang Meyer [2] und , Differentialgeometrie” von
Wolfgang Kiihnel [3] orientiert.

5.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden werden topologische Mannigfaltigkeiten definierte sowie
differenzierbare Strukturen und differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Definition 5.1.1 Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein
Hausdorffraum mit abzahlbarer Basis, welcher lokal homéomorph zum R»
ist, d.h. es existiert ein Homéomorphismus zwischen einer Teilmenge des
Hausdorffraums und dem R.

Bei einer topologischen Mannigfaltigkeit handelt es sich also um einen
Hausdorffraum, welcher lokal gesehen dem R» dhnelt.

Definition 5.1.2 Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Man nennt ein Homéomorphismus, welcher eine offene Teilmenge von M
auf eine offene Teilmenge des R» abbildet, Karte von M. Man bezeichnet die
Menge A = {@;|p; ist eine Karte von M} als differenzierbarer Atlas von M,
falls gilt:

() Fiir jeden Punkt p von M existiert eine Karte ¢ € A, fiir die p
im Definitionsbereich liegt.

(ii) Die Verkettung ¢, ° @,' von zwei Karten ¢, ¢, € Aist
differenzierbar.

Die erste Bedingung sorgt dafiir, dass sich jeder Punkt homéomorph in den
Rr abbilden lasst und die zweite Bedingung, dass die Karten untereinander
vertraglich sind beziiglich der Differenzierbarkeit.

Definition 5.1.3 Es sei A ein differenzierbarer Atlas. Man sagt eine Karte ¢

von M ist mit A vertraglich, falls /A U ¢ ein differenzierbarer Atlas von M
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ist. Falls jede mit A vertragliche Karte bereits zu A gehort, nennt man A
auch differenzierbare Struktur.

Bei einer differenzierbaren Struktur handelt es sich somit um den
grofdtmoglichen differenzierbaren Atlas einer Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 5.1.4 Falls fiir eine topologische Mannigfaltigkeit eine globale
Karte existiert, so bestimmt diese Karte automatisch eine differenzierbare
Struktur.®

Definition 5.1.5 Eine topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit einer
differenzierbaren Struktur heifdt differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Proposition 5.1.6 Jede abzahlbare Punktmenge ist eine nulldimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis: Es sei M eine abzahlbare Punktmenge und damit ein
Hausdorffraum. Fiir jeden Punkt p € M ist die Menge {p} die einzige zu R
hom6omorphe Umgebung mit dem Hom6omorphismus ¢,: {p} = R%p = 0
als Karte. Die Menge A = {(pp |p € M} bildet dann eine differenzierbare
Struktur und somit ist M zusammen mit A eine nulldimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit.10

Bemerkung 5.1.7 Es ist recht einfach zu sehen, dass es sich bei dem
Vektorraum R» zusammen mit dem Atlas A= {id} um eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit handelt.

Beispiel 5.1.8 Es sei U € Rreine offene Teilmenge und f: U — R eine stetige
Funktion. Die Menge M := {(x,f(x)) € R"|x € U} bildet zusammen mit der

von Rr+1 induzierten Topologie einen Hausdorffraum mit abzdahlbarer
Basis. Als Karte verwendet man die Funktion

o:M - U, (x,y) - x.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es sich bei ¢ um einen Homéomorphismus
handelt. Es sei V € R eine offene Teilmenge, dann gilt:

° Die Bemerkung wurde aus der Quelle [9] Seite 11 paraphrasiert.
10 Der Beweis wurde angelehnt an ein Beispiel aus Quelle [9] Seite 12.
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e t(V) ={Mn(x,y)|x €V}

Also ist ¢ 1(V) offen beziiglich der Relativtopologie und somit ist ¢ stetig.
Es ist leicht zu zeigen, dass ¢ injektiv ist:

Es sei (x,y) und (x,y) € M, falls <p((x, y)) = <p((x‘, y'))gilt:

() = o((x,y9)

= x=x'
A fix) = f(x")
e y=y'

Somit gilt fir ¢((x,¥)) = ¢((x',¥)), dass (x,y) = (x',y") ist. Nach
Konstruktion ist ¢ bereits surjektiv. Die Umkehrabbildung wird definiert
durch

oM (x) = (x, f(x))

und ist somit ebenfalls stetig. Damit ist gezeigt, dass es sich bei ¢ um einen
Homoomorphismus handelt.

Die Abbildung ¢ stellt die einzige Karte fiir M da, daher bleibt nur noch zu
zeigen, dass es sich bei der Menge A = {¢} um eine differenzierbare
Struktur fir M handelt. Offensichtlich liegt jeder Punkt von M im
Definitionsbereich von ¢, somit ist die erste Bedingung von Definition 5.1.2
erfiillt. Fiir die zweite Bedingung muss gezeigt werden, dass ¢ o ¢!
differenzierbar ist. Da ¢ verkettet mit seiner Umkehrabbildung die Identitait
ergibt, ist die Verkettung unendlich oft differenzierbar und erfiillt die
zweite Bedingung.

Damit wurde gezeigt, dass M zusammen mit der differenzierbaren Struktur
A eine differenzierbare Mannigfaltigkeit bildet.1!

Man mochte nun einen Weg finden, um differenzierbare Mannigfaltigkeiten
linear approximieren zu konnen wie in Definition 3.2.1, was folgende
Definition motiviert:

Definition 5.1.9 Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p € M,
dann ist ein Tangentialvektor in p eine Aquivalenzklasse von
differenzierbaren Kurven c: (—¢,&) - M mit ¢(0) = p, wobei

11 Das Beispiel wurde an ein Beispiel aus Quelle [9] Seite 4 angelehnt.
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c~Co (poc)(0)=(p-c)0)

fir jede Karte ¢ von M, die p enthilt. Die Menge aller Tangentialvektoren
im Punkt p nennt man den Tangentialraum 7, M.

Wie auch bei den regularen Flachen mdchte man nun dazu iibergehen eine
Ableitung auf Mannigfaltigkeiten zu definieren.

Definition 5.1.10 Es seien M und N zwei differenzierbare
Mannigfaltigkeiten und f: M — N eine differenzierbare Abbildung mitp €
M und x € T,M mit x = [c],. Dann wird die Ableitung von f in p definiert

als
dpf: TyM = Try)Nx = [clp = [f o clp)-

Diese Abbildung nennt man dann auch das Differential und x(f) =
dyf(x) = (f oc)’(0) die Richtungsableitung von f in Richtung x.

Diese Definition stellt eine Verallgemeinerung der Definition 3.2.7 dar.

Beispiel 5.1.11 Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M ein
Punkt und x € T,M ein Tangentialvektor. Fiir das Differential von der

Identitat in p gilt dann:
dyid: TyM - T,M, [x] - [id o x] = [x]
Somit folgt fiir die Richtungsableitung der Identitat in Richtung x:

dpid(x) = x(id) = x
5.2 Differenzierbare Untermannigfaltigkeit

Im nachsten Kapitel wird der Begriff differenzierbare Untermannigfaltigkeit
eingefiihrt und anhand von Beispielen verdeutlicht. Aufserdem wird der
Satz vom regularen Wert erklart und bewiesen.

Definition 5.2.1 Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
Man nennt eine differenzierbare Abbildung f: M — N Immersion, falls fiir
alle Punkte p € M die induzierte Abbildung d,, f: T,M — T¢,) N injektiv ist.
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5 Mannigfaltigkeit

Eine Funktion f kann somit nur dann eine Immersion zwischen zwei
Mannigfaltigkeiten M und N sein, wenn die Dimension von M kleiner gleich
der Dimension von N ist.

Lemma 5.2.2 Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten
mit der Dimension k undn,p € M und f: M = N eine Immersion, dann
existiert eine Umgebung U von p und eine Karte ¢ von N mit
Definitionsbereich V und f(p) € V, so dass

(0 @ *(q) = =¢"(q) =Ofiiralleq € V. n f(U)

(ii) Die Abbildung f eingeschrankt auf U ist eine differenzierbare
Einbettung, d.h. f|; ist eine Immersion, welche U homdéomorph
auf einen Teilraum von N abbildet

Beweis: Den Beweis findet man auf Seite 13 in dem Buch ,,Riemannsche
Geometrie im Grof3en“[2].

Aus Lemma 5.2.2 folgt somit, das eine Immersion lokal eine
differenzierbare Einbettung ist.

Beispiel 5.2.3 Die folgende Abbildung veranschaulicht die obige Definition
anhand der Einheitsspharen des R2 und des R3.

PaN
]RZ
pV)
AR —, (o
\ ¢/

[Abbildung 7]

Definition 5.2.4 Es seien M, N und f definiert, wie in Lemma 5.2.2. Man
nennt M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N, falls M in N
enthalten ist und die Inklusion i: M — N eine differenzierbare Einbettung
ist.

Beispiel 5.2.5 Offensichtlich handelt es sich bei der Einheitssphare
S = {(x1,x;) € R?| x + x2= 1} und dem R? um differenzierbare
Mannigfaltigkeiten. Es soll nun gezeigt werden, dass S eine eindimensionale
differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R2 ist.
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5 Mannigfaltigkeit

Essei f:S = R?, (xq1,x;) = (%1, %) und U;; = {(xy, x;) € R?| (—1)/xt > 0}
miti,j € {1,2}. Dann ist f eine Immersion und fiir jeden Punktp € S
existieren i,j € {1,2}, so dass U;; eine Umgebung von p ist. Die Abbildungen

p1j: Uy = R?, (x1,%2) = (x2,0)
@2 Uy — R?, (x1, %) = (x1,0)

bilden passende Karten fur die Umgebungen, so dass die Bedingungen (i)
und (ii) aus Lemma 5.2.2 erfiillt werden. Somit ist gezeigt, dass es sich bei S
um eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit handelt.

Bisher konnte man nur priifen, ob es sich bei einer Mannigfaltigkeit um eine
Untermannigfaltigkeit handelt. Der folgende Satz liefert nun eine Methode,
mit der man eine Untermannigfaltigkeit flir eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit finden kann.

Satz 5.2.6 (Der Satz vom reguldaren Wert) Es seien M und N zwei
differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimensionnundn —d, f:M - N
eine differenzierbare Abbildung und s ein regularer Wert von f, d.h. fur
jedesm € f~1(s) ist das Differential D, f surjektiv. Dann gilt

U:=f7(s) ={m € M|f(m) = s}

ist eine abgeschlossene, differenzierbare d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M.

Beweis: Es kann ohne Einschrankung der Allgemeinheitn = 0
angenommen werden, sonst wahle f — n. Es sei p € U, nach Voraussetzung
hat die Matrix A := df (p) vollen Rang, d.h. es gibt n — d linear unabhangige
Spalten. Es kann angenommen werden, dass es sich dabei um die letzten

n — d Spalten handelt, ansonsten kann man einfach umsortieren. Nach

Aufteilung von z € M zu z = (x,y) mitx € R®, y € R" % kann Z—f/ als

invertierbar angenommen werden und der Satz Uiber implizite Funktionen
liefert eine Umgebung V,, X W, von p = (x,,y,) mit

Un (Vy X W,) = {(x,<p(x))|x € Vo}

und einer C1-Abbildung ¢: V, - W,, wodurch folgende Abbildung definiert
werden kann:
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F:Vy x Wy -» R", (x,y) - (x,y —p(x))

Diese Abbildung erfiillt die Bedingung (i) aus Lemma 5.2.2 und zusammen
mit der Inklusion bildet U somit eine Untermannigfaltigkeit fiir M.12

5.3 Riemannsche Mannigfaltigkeit

In diesem Kapitel wird die riemannsche Metrik und die riemannsche
Mannigfaltigkeit eingefiihrt.

Definition 5.3.1 Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann nennt
man die Zuordnung

g:M - L*(T,M,R),p - g,
riemannsche Metrik, falls sie die folgenden drei Bedingungen erfiillt

(1) 9p(X,Y) = g,(¥,X)
(ii) gp(X,X) > Ofiiralle X # 0
(iii) Die Koeffizienten g;;(w) == gyu) (% (u),% (u)) sind fiir alle

Karten ¢ von M und Punkte u € U differenzierbar.
Das Paar (M, g) nennt man dann riemannsche Mannigfaltigkeit.

Beispiel 5.3.2 Eines der wohl einfachsten Beispiele fiir eine riemannsche
Mannigfaltigkeit ist der Vektorraum R» zusammen mit dem
Standardskalarprodukt.

Aus Kapitel 5.1 ist bereits bekannt, dass es sich bei dem R» um eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit handelt, es bleibt somit nur noch zu
priifen, dass es sich bei dem Standardskalarprodukt um eine riemannsche
Metrik handelt.

Die Bedingungen (i) und (ii) sind offensichtlich erfiillt. Fiir Bedingung (iii)
gilt:

9] 9]
95/ = Gy (57 (W55 ()

12 Der Beweis wurde angelehnt an den Beweis aus Quelle [10] Seite 7.
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_ 9id __ aid
- (aui (u’)rﬁ (U,))

= (e;, ej)

Die Koeffizienten sind folglich differenzierbar und die Bedingung (iii) ist
erfillt. Also ist R» zusammen mit dem Standardskalarprodukt eine
riemannsche Mannigfaltigkeit.

Es gibt auch noch eine andere Moglichkeit fiir die Konstruktion einer
riemannsche Metrik, wie die folgende Proposition zeigt:

Proposition 5.3.3 Es sei M eine differenzierbare und (N, g) eine
riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — N eine Immersion. Dann wird
durch

f*DpXY) = grep(dpf(X),dpf(Y))
eine riemannsche Metrik auf M definiert, fiir allep € M und X,Y € T, M.

Beweis: Um zu zeigen, dass f * g eine riemannsche Metrik auf M definiert,
miissen die drei Bedingungen aus Definition 5.3.1 iberpriift werden.

Es seien X und Y € T, M, dann gilt:
(f * 9p (1) = Gy [@pf (X), dpf (V)
= 5 (dpf (), dpf (D)
= (f * 9)p (¥, X)

Damit ist die erste Bedingung gezeigt. Fur die zweite Bedingung gilt:

f * Dp X, X) = g5y (dpf (X), dpf (X)) > 0

Somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt. Es bleibt nur noch die dritte
Bedingung.

d 0
(F * 9y = £ * g (5 35 )
d d
= Irow) <d<p<u)f (a—;fi (u)>»dqo(u)f (5,7([),- (u))>

A(fep) _ 0(fop)
= 9f(<p(u))( auigo ), auj¢ (u)>

39
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= Yij
Da g;; gemaf} Voraussetzung differenzierbar ist, ist somit auch (f * g);;
differenzierbar und die dritte Bedingung ist erftllt.

Damit ist bewiesen, dass es sich bei f * g um eine riemannsche Metrik auf
M handelt.13

Definition 5.3.4 Die Metrik aus der Proposition 5.3.3 nennt man
zuriickgezogene riemannsche Metrik.

Proposition 5.3.5 Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit existiert eine
riemannsche Metrik

Beweis: Den Beweis findet man auf Seite 72 in dem Buch ,,Riemannsche
Geometrie im Grofden“ [2]

Das bedeutet also, dass die riemannsche Mannigfaltigkeit eine Erweiterung
der differenzierbaren Mannigfaltigkeit darstellt.

5.4 Riemannsche Untermannigfaltigkeit

In diesem Kapitel werden die Begriffe Isometrie und riemannsche
Untermannigfaltigkeit definiert und anhand von Beispielen erklart.

Definition 5.4.1 Es seien M und N riemannsche Mannigfaltigkeiten und
f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Man nennt f eine lokale
Isometrie, falls fiir alle Punkte p € M und v,w € .M gilt:

Ip (W, W) = Gy (dpf (v), dpf (W))

Falls f zusatzlich bijektiv ist und sowohl f als auch f~1 stetig
differenzierbar sind, so nennt man f eine Isometrie.

Die lokalen Isometrien sind dabei eine Verallgemeinerung der Definition
4.2.1 und die Isometrien der Definition 4.2.3.

Proposition 5.4.2 Jede isometrische Abbildung ist eine Immersion.

13 Der Beweis wurde angelehnt an Seite 186 f. aus Quelle [1].
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5 Mannigfaltigkeit

Beweis: Es seien M und N zwei riemannsche Mannigfaltigkeiten und

f:M — N eine isometrische Abbildung. Um zu zeigen, dass d,, f fiir alle
Punkte p € M injektiv ist und somit eine Immersion, wird gezeigt, dass der
Kernvon d, f die Nullmenge ist.

dpf(X) =0 gf(p)(dpf(X)rdpf(X)) =0
= gp(X,X) =0
S X=0

Der Kern besteht somit nur aus der Null und somit folgt, dass es sich d, f
um eine injektive Funktion handelt.

Definition 5.4.3 Es seien M und N riemannsche Mannigfaltigkeiten und

f: M — N eine isometrische differenzierbare Abbildung, dann nennt man M
eine riemannsche Untermannigfaltigkeit von N, falls die Inklusion eine
isometrische Einbettung ist.

Beispiel 5.4.4 Man betrachtet die Einheitssphare und den R? wie in Beispiel
5.2.5 zusammen mit der dort definierten Funktion f. Aus Beispiel 5.3.2 ist
bereits bekannt, dass es sich bei dem R? zusammen mit dem
Standardskalarprodukt um eine riemannsche Mannigfaltigkeit handelt,
dadurch kann man fiir S eine zurtickgezogene riemannsche Metrik
definieren.

Um zu zeigen, dass S zusammen mit der zuriickgezogenen riemannschen
Metrik eine riemannsche Untermannigfaltigkeit ist, muss somit nur noch
gezeigt werden, dass f eine isometrische Abbildung ist. Es sei p € S und
v,w € T,S, dann gilt:

(dpf (W), dpf (W)) = (W(f),w(f))

= (v,w)

Somit ist f eine isometrische Abbildung und S eine riemannsche
Untermannigfaltigkeit vom R2.

Bemerkung 5.4.5 Das vorherige Beispiel hat gezeigt, dass man fiir jede
differenzierbare Untermannigfaltigkeit einer riemannschen

41



5 Mannigfaltigkeit

Mannigfaltigkeit mit Hilfe der zuriickgezogenen riemannschen Metrik eine
riemannsche Metrik finden kann.
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6 Vergleich Regulare Flachen und Riemannsche Mannigfaltigkeiten

6 Vergleich Reguldre Flichen und Riemannsche
Mannigfaltigkeiten

Bei der Betrachtung von regularen Flachen und riemannschen
Mannigfaltigkeiten fillt auf, dass diese ein paar Ahnlichkeiten aufweisen.
Daher soll in diesem Kapitel Schritt fiir Schritt der Zusammenhang
zwischen reguldren Flachen und riemannschen Mannigfaltigkeiten
dargelegt werden. Dieses Kapitel wurde im Wesentlichen selbst erstellt und
orientiert sich nur an ein paar Stellen an anderen Quellen, auf welche dann
verwiesen wird.

6.1 Regulare Flachen als differenzierbare
Mannigfaltigkeit

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass es sich bei reguldaren Flachen um
differenzierbare Mannigfaltigkeiten handelt.

Wie in Kapitel 3.1 bereits erklart wurde, bestehen regulare Flachen aus
aneinander gehefteten Stiicken des R?, was gleichbedeutend damit ist, dass
egal wo man die Flache betrachtet sie dem R2 dhnelt. Diese
Betrachtungsweise erinnert an die Definition von topologischen
Mannigfaltigkeiten, weshalb sich die Frage stellt, ob es sich bei regularen
Flachen um zweidimensionale topologische oder sogar differenzierbare
Mannigfaltigkeiten handelt.

Um dieser Theorie nachzugehen, werden im Folgenden die Definitionen aus
Kapitel 5.1 fiir reguldre Flachen liberpriift, angefangen mit Definition 5.1.1.

Proposition 6.1.1 Regulare Flachen sind zweidimensionale topologische
Mannigfaltigkeiten.

Beweis: Es sei S € R3eine regulire Fliche, dann ist S als Teilmenge eines
Hausdorffraum mit abzahlbarer Basis wieder ein Hausdorffraum mit
abzahlbarer Basis zusammen mit der Unterraumtopologie. Die Funktion
F~1 aus Definition 3.1.1 bildet einen Homéomorphismus zwischen S und
R2. Somit ist die Behauptung gezeigt.
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Proposition 6.1.2 Die Menge aller lokalen Parametrisierungen auf einer
regularen Flache bilden eine differenzierbare Struktur.

Beweis: Es sei S € R3eine regulire Fliche und A die Menge aller lokalen

Parametrisierungen auf S. Aus Definition 3.1.1 und Definition 3.1.2 folgt
direkt, dass es sich bei lokalen Parametrisierungen um Karten handelt.

Als nichstes soll gezeigt werden, dass es sich bei A um einen Atlas handelt.
Dafiir muss gezeigt werden, dass A die Bedingungen (i) und (ii) aus

Definition 5.1.2 erfiillen. Die erste Bedingung folgt sofort aus der Definition
3.1.1 und die zweite Bedingung aus Korollar 3.1.8.

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, dass A eine differenzierbare Struktur

ist. Es sei ¢ eine Karte von S, dann gilt, dass ¢ eine Teilmenge von S auf eine
offene Teilmenge des R? abbildet. Es existiert also eine Menge IV € S und
eine Menge U € R?, sodass gilt:

o:V->U@plV)=U
ist ein Homdomorphismus. Dann ist aber auch ¢! ein Homdéomorphismus
mit
e LU->V, e Y(U) =V.
Da V das gleiche ist wie V1S entspricht das genau der Definition von

lokalen Parametrisierungen und somit ist jede Karte von S bereits in A
enthalten. Somit gilt die Behauptung.

6.2 Reguldre Flachen als riemannsche
Mannigfaltigkeiten

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass es sich bei reguldren Flachen um
differenzierbare Mannigfaltigkeiten handelt. Jetzt will man noch einen
Schritt weiter gehen und zeigen, dass regulare Flichen zusammen mit der
ersten Fundamentalform eine riemannsche Mannigfaltigkeit bilden.

Aus Proposition 5.3.5 ist bereits bekannt, dass auf jeder differenzierbaren
Mannigfaltigkeit eine riemannsche Metrik existiert. Daher stellt sich die
Frage, ob fiir reguldre Flachen eine neue riemannsche Metrik definiert
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werden muss oder ob die erste Fundamentalform bereits alle
Anforderungen erfiillt. Diese Uberlegung fiihrt zu folgendem Lemma:

Proposition 6.2.1 Die erste Fundamentalform ist eine riemannsche Metrik.14

Beweis: Um zu beweisen, dass es sich bei der ersten Fundamentalform um
eine riemannsche Metrik handelt, miissen die Bedingungen (i), (ii) und (iii)
aus Definition 5.3.1 geprift werden.

Es sei S € R3eine regulire Fliche und gp die ersten Fundamentalform mit
p € S. Die Bedingungen (i) und (ii) folgen aus der Definition des
Standardskalarprodukts (Definition 4.1.1). Die Bedingung (iii) folgt direkt
aus der Lemma 4.1.3. Damit wurde gezeigt, dass die erste Fundamentalform
eine riemannsche Metrik ist.

Korollar 6.2.2 Da es sich bei der ersten Fundamentalform um eine
riemannsche Metrik handelt und jede regulare Flache eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist, wie in Kapitel 6.1 gezeigt wurde, folgt direkt, dass es
sich bei einer regularen Flache zusammen mit der ersten Fundamentalform
um eine riemannsche Mannigfaltigkeit handelt.

6.3 Untermannigfaltigkeiten von reguldren Flachen

In den vorherigen Kapiteln wurde gezeigt, dass eine reguldre Flache eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, somit stellt sich die Frage ob auf
regularen Flachen Untermannigfaltigkeiten existieren und wenn ja, wie
diese aussehen.

Bemerkung 6.3.1 Eine regulare Flache ist ein zweidimensionales Objekt,
daher konnen nur Untermannigfaltigkeiten mit der Dimension Eins oder
Null existieren.

Im Folgenden werden anhand von Beispielen ein paar
Untermannigfaltigkeiten von regularen Flachen betrachtet werden.

Beispiel 6.3.2 Man betrachte R? als reguldre Flache und die differenzierbare
Funktion

4 Die Proposition wurde aus Quelle [1] von Seite 184 sinngemaR Gibernommen.
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f:R? 5> Rmitx — x? + x2,

dann entspricht f1(1) = S der Einheitssphire aus Beispiel 2.3 mitr = 1.
Nach dem Satz vom reguldren Wert ist dann S'eine Untermannigfaltigkeit
vom RZ, falls es sich bei 1 um einen reguldaren Wert handelt. Fiir das
Differential gilt:

Df(x) = 2x

Dieser Term wird nur Null fir x = 0, fiir alle anderen Werte hat er den
Rang 1 und somit ist das Differential surjektiv. Somit ist S* eine
Untermannigfaltigkeit vom R2.15

Da es sich bei Sum eine regulire parametrisierte Kurve handelt, zeigt das
Beispiel, dass reguldre parametrisierte Kurven Untermannigfaltigkeiten fir
regulare Flachen sein konnen.

Beispiel 6.3.3 Es sei E eine affine Ebene mit

SO

1

und a = {(1)} eine nulldimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Da
1

a eine Teilmenge von E ist, bildet die Inklusion eine Immersion zwischen

a und E und erfiillt die Bedingung (ii) aus Lemma 5.2.2. Aufderdem erfiillt
offensichtlich jede Karte von E die Bedingung (i). Somit ist a eine
nulldimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit von E.

ul, u? eR

Neben reguldren parametrisierten Kurven konnen somit auch Ein-
Punktmengen eine Untermannigfaltigkeit flir regulare Flachen darstellen.

6.4 Innere Geometrie

Anstatt regulare Flachen als Mannigfaltigkeiten zu betrachten, kann man
auch Mannigfaltigkeiten als eine Verallgemeinerung von reguldren Flachen
betrachten und somit die riemannsche Metrik als eine Verallgemeinerung
der ersten Fundamentalform. Dadurch stellt sich die Frage, ob sich die
Grofden der inneren Geometrie auch auf riemannschen Mannigfaltigkeiten

15 Das Beispiel wurde an ein Beispiel aus Quelle [10] Seite 6 angelehnt.
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definieren lassen. Dieser Frage soll im Folgenden anhand der kovarianten
Ableitung nachgegangen werden.

Da das Vektorfeld nicht tiber die erste Fundamentalform definiert wurde,
kann es fiir Mannigfaltigkeiten genauso wie fir regulare Flachen definiert
werden.

Definition 6.4.1 Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine
Funktion X: M — Upey TpM mit X(p) € M. Man nennt das Vektorfeld

differenzierbar, falls fiir alle Karten ¢ von M und fiir jeden Punkt p € M die
Richtungsableitungen d ;) f (X (p)) differenzierbar sind.1¢

Im Buch , Differentialgeometrie” von Wolfgang Kiihnel [3] wird die
kovariante Ableitung auf Mannigfaltigkeiten wie folgt definiert:

Definition 6.4.2 Eine kovariante Ableitung auf einer riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine Zuordnung

XY > VY

die je zwei differenzierbaren Vektorfeldern X, Y ein weiteres
differenzierbares Vektorfeld VyY zuordnet, so dass die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind, wobei f: M — R eine differenzierbare Funktion
bezeichnet:

(1) VX1+X2Y - VX1Y + VXZY
(111) VX(Yl + Yz) - VXY1 + VXYZ
(iv)  Vx(fY)=f V¥ +(X(N) Y
Proposition 6.4.3 Die kovariante Ableitung auf regulare Flachen erfiillt alle

Eigenschaften fiir die kovariante Ableitung auf riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

Beweis: Es seien X, X,,X,Y,,Y,,Y differenzierbare Vektorfelder auf S und
f:S = Reine differenzierbare Funktion. Fiir jedes p € S gilt dann:

Q)
\%
Vi, +x,Y (@) = a (Y °o (¢ + Cz))(o)

16 Dje Definition wurde aus Quelle [2] Seite 21 f. sihnngemaR iibernommen.
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v} \Y
= %(Y 0 c,)(0) + a(Y °c,)(0)
= Vx,Y(p) + Vy,Y(p)

(ii)
\Y
VexY(p) = Py (Yo (f(p) - ©))(0)
Y,
= (@) 3 (Y 0 0)(0)
=f() - VxY(p)
(iif)
Y,
V(1 + Y2)(p) = a((n +Y;)o C)(O)
Y, Y,
=~ (1,0 0)(0) + 7 (¥, = )(0)
= VxY;1(p) + Vx> (p)
(iv)

\%
Vx(f¥) == ((f¥) 2 c)(0)

\% \Y
=f 7 ec)0)+Y-—(fc)(0)
=f-VxY(p) +Y - X,(f)

Da dies fiir jeden Punkt p € S gilt, folgt die Behauptung.1”

Die vorherige Proposition hat somit bewiesen, dass man die Gréf3en der
inneren Geometrie auch auf riemannschen Mannigfaltigkeiten definieren
kann und insbesondere, dass die in Definition 6.4.2 definierte kovariante
Ableitung eine Verallgemeinerung fiir die in Definition 4.3.6 definierte
kovariante Ableitung darstellt.

7 Der Beweis wurde angelehnt an einen Beweis aus Quelle [1] Seite 175.
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