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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung

Die folgende Arbeit beschéftigt sich mit dem mathematischen Konzept des Hilbertsudokus.
Ein Hilbertsudoku ist eine N x N-Matrix H := (p;;), deren Eintrége Projektionen auf einem
Hilbertraum 7 sind und fir alle ¢ € [N] erfiillen:

N N
Yo=Y Pk =l (1)
k=1 k=1

Hilbertsudokus wurden von meinem Bachelorbetreuer Prof. Dr. Moritz Weber eingefiihrt und
in Anlehnung an Hilbertraume und Sudokus so benannt. Zentrales Objekt der Arbeit sind
N-Konfigurationen auf Hilbertraumen. Eine N-Konfiguration ((p;;),.A) auf % ist eine N x N-
Matrix, die an der (,j)-ten Stelle fur (i,j) € A die Projektion p;; auf % als Eintrag, und
fir (i,7) € {1,..., N}*\A keinen Eintrag hat, wobei A C {1,..., N}? gilt. Dabei miissen
vollaufgefiillte Zeilen und Spalten obige Summenbedingung erfiillen, und ansonsten Eintrage
aus der gleichen Zeile oder Spalte orthogonal zueinander stehen. Die Frage nach der Losbarkeit
einer N-Konfiguration durch ein Hilbertsudoku (das heifit eine Auffiillung der leeren Eintrage,
sodass ein Hilbertsudoku entsteht) ist zentrales Thema der Arbeit und inspiriert durch die
Frage nach Modellen der symmetrischen Quantengruppe S, (s. [0]).

1.2 Zentrale Ergebnisse

Hilbertsudokus, N-Konfigurationen und das Konzept der Lésbarkeit werden definiert (s. 3.1).
Genauer werden gewdhnliche Hilbertsudokus (3.2.1) und N-Konfigurationen (3.2.10) unter-
sucht, das heifit solche, in denen jeder Eintrag eine Projektion auf das lineare Erzeugnis
einer Teilmenge einer festen Orthogonalbasis B von C¢ (also einer Basis aus paarweise or-
thogonalen Vektoren) ist. Es wird gezeigt, dass die Menge der beziiglich B gewdhnlichen N-
Hilbertsudokus eine Gruppenstruktur trigt und isomorph ist zu (Sy)?. Die Losbarkeit einer
beztiglich der Orthogonalbasis B gewohnlichen N-Konfiguration durch ein beziiglich B gewohn-
liches N-Hilbertsudoku wird vollstédndig charakterisiert (3.2.12). In [0] wird die Frage gestellt,
wann eine N-Konfiguration losbar ist, deren nicht-leere Eintrage genau die der ersten r Zeilen
sind, fir ein r € {2,..., N — 2}. Es wird gezeigt, dass eine solche N-Konfiguration, wenn sie
gewohnlich beziiglich B ist, immer durch ein beziiglich B gewohnliches N-Hilbertsudoku gelost
wird (3.5.6). AuBerdem wird gezeigt, wie man aus einem gewohnlichen Hilbertsudoku, das eine
bestimmte Form hat, immer ein nicht-kommutatives N-Hilbertsudoku (also eines, in dem zwei
Eintrige existieren, die nicht kommutieren) gewinnen kann (3.2.13).

Desweiteren wird eine formale Grundlage fiir die natiirliche Ahnlichkeitsbeziehung von Hil-
bertsudokus gegeben, die wir Isotopie nennen (4.2.7), und es werden Isotopieinvarianten auf-
gezeigt (4.3). Es werden (N, d)-Dimensionssudokus eingefiihrt (4.4), N x N-Matrizen mit Ein-
tragen aus {0,...,d}, die sich pro Zeile und Spalte zu d aufsummieren. Ersetzt man in ei-
nem N-Hilbertsudoku auf C¢ jede Projektion durch ihren Rang, so erhilt man ein (IV,d)-



Dimensionssudoku (4.4.2), wie beispielsweise fiir (N, d) = (4,5):

(€9 +1i-e3 e5) {0} (€1,€9 — 0 - e3) (e4) 2 0 21
(e1) (€2, €3,¢€4) (es) (0) Lo
(eg —i-e3,e5) (e;+e5) (€9 +1-e3) (e1 —e5) 2111
{0} (€1 — es) (e4) (€9, €3,€1 + €5) 0113

Auf der Menge der (N, d)-Dimensionssudokus wird eine natiirliche Aquivalenzrelation definiert
(4.5.2), die erfiillt, dass isotope N-Hilbertsudokus auf C? durch obige Transformation in fqui-
valente Dimensionssudokus tiberfithrt werden (4.5.5). Sinn der Einfithrung von Dimensions-
sudokus liegt besonders darin, dass dies eine weitere Isotopieinvariante liefert, und dass die
Berechnung der Isotopieklassen von N-Hilbertsudokus auf C¢ so vereinfacht wird, da sich die
Aquivalenzklassen von (N, d)-Hilbertsudokus leicht mit dem Computer berechnen lassen. Fiir
die Falle (N,d) = (4,3), (IV,d) = (4,4) wurde dies mit dem Computeralgebrasystem GAP ge-
tan (4.5.6, 4.5.8). Eine NK-Wurzel W auf einem N-Hilbertsudoku H (5.2.10) ist eine maximale
Menge von Paaren ungleicher Elemente aus {1,..., N}?, sodass die Nicht-Kommutativitéit von
jeweils zwei Paaren von Eintragen aus H mit Indizes aus W unter den Summengleichungen (1)
aquivalent ist. Beispielsweise ist fiir

P 1,0 —p 0 0

|1y —p P 0 0
H=1" 0 ¢ le—g

0 0 1, —q q

die Nicht-Kommutativitat aller Paare von Eintragen von H, bei denen der erste einen Index in
{1,2}* und der zweite in {3,4}* hat, dquivalent. NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus liefern Isoto-
pieinvarianten nicht-kommutativer Hilbertsudokus (5.4.5) und koénnen hilfreich sein, die Frage
nach der Existenz von nicht-kommutativen Hilbertsudokus bestimmten Typs zu verneinen.
Ahnlich werden NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus so definiert (5.5.8), dass eine NK-Wurzel
auf einem N-Hilbertsudoku auf C? auch NK-Wurzel auf dem zugehérigen Dimensionssudo-
ku (s. obige Transformation) ist (5.5.10). Da sich die NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus
leicht berechnen lassen, wird so die Berechnung der Isotopieklassen nicht-kommutativer N-
Hilbertsudokus auf C? vereinfacht. Zuletzt werden noch mit Rechteckstransformationen (6)
eine bestimmte Art von Abbildungen auf Hilbert- und Dimensionssudokus eingefiihrt, mit de-
nen sich unter Vorraussetzung der Giltigkeit von Vermutung 6.2.16 die nicht-triviale Aussage
zeigen lasst, dass zu jedem Dimensionssudoku ein gewohnliches Hilbertsudoku existiert, dass
sich durch obige Transformation in dieses iiberfithren lasst (6.2.18).

1.3 Bezug zu anderen Theorien

Ein N-latin square ist eine N x N-Matrix mit Eintrdgen aus {1,..., N}, sodass jede Zahl aus
{1,..., N} pro Zeile und pro Spalte genau einmal vorkommt. Die Angabe eines N-latin square
ist dquivalent zur Angabe eines klassischen N-Hilbertsudokus H auf CV (s. 3.3.1), d.h. dass
jede Projektion aus H auf Span(e;) projiziert, fiir ein i € {1,..., N}. Somit gelten alle Aussagen
iiber N-latin squares analog fiir klassische Hilbertsudokus. Insbesondere kénnen Sudokus, die
einen Spezialfall von N-latin squares darstellen (s. [2]), als Speziallfall von klassischen N-
Hilbertsudokus betrachtet werden. N-Hilbertsudokus erweitern N-latin squares in dem Sinne,



dass es N-partial latin squares (s.3.3.5) gibt, die nicht durch ein N-latin square vervollstandigt
werden kénnen, als klassisches N-Hilbertsudoku jedoch lésbar sind (s.3.3.8). In der Theorie
der Quantengruppen werden Hilbertsudokus auch als magic unitaries (s. [9]) und projective
permutation matriz (s. [10]) studiert. Benjamin Musto und Jamie Vicary fithrten 2016 quantum
latin squares (der Dimension N) ein (s. [5]), N x N-Matrizen deren Eintrage Einheitsvektoren
auf C" sind, sodass die Eintrage jeder Zeile und jeder Spalte jeweils zusammengenommen eine
Orthonormalbasis von CV bilden. Die Angabe eines quantum latin square der Dimension N
ist dquivalent zur Angabe eines N-Hilbertsudokus auf CV, in dem jede Projektion Rang 1 hat.
Die meisten Ergebnisse der Arbeit sind nicht im Bezug auf andere Quellen entstanden.

1.4 Aufbau der Arbeit

In Section 2 werden Hilfsaussagen zu Hilbertraumen, Operatoren und Projektionen auf Hilber-
traumen gesammelt. In Section 3 werden Hilbertsudokus und N-Konfigurationen eingefiihrt. Es
werden die Speziallfille von gewdéhnlichen, klassischen und N?-Block- Hilbertsudokus, (r, N)-
Zeilenkonfigurationen, (r, s, N)- Rechteckskonfigurationen und direkten Summen von Hilberts-
udokus diskutiert. In Section 4 wird das Konzept der Isotopie von Hilbertsudokus vermoge der
Gruppen Gy (4.1) und U(HZ) (4.2) eingefithrt und Isotopieinvarianten aufgezeigt (s.4.3). In
Section 4.4 werden Dimensionssudokus eingefithrt und die natiirliche Gruppenoperation von
G auf Dimensionsudokus formal erklart (4.5). In Section 5 werden zundchst NK-Wurzeln auf
Hilbertsudokus eingefiihrt und gezeigt, dass Isotopietransformationen die NK-Wurzeln eines
Hilbertsudokus eineindeutig in die NK-Wurzeln des Bildes tberfiithren (5.3.4). In 5.5 werden
NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus eingefithrt. Es wird gezeigt, dass jede NK-Wurzel auf ei-
nem N-Hilbertsudoku auf C? auch NK-Wurzel auf dem zugehérigen Dimensionssudoku ist
(5.5.10), wodurch ein Vorgehensweise zur systematischen Berechnung der nicht-kommutativen
N-Hilbertsudokus auf C? gegeben wird (5.5.12). Es wird gezeigt, wie sich NK- Wurzeln in
tibersichtlicher Weise durch Adjazenzmatrizen der Menge der NK-Paare (s. 5.5.1) auf einem
Dimensionssudoku bestimmen und darstellen lassen (s. 5.7). In 5.8 wird gezeigt, welche Aqui-
valenzklassen von (4, 3)- und (4, 4)-Dimensionssudokus nicht-kommutative Losungen zulassen,
und beispielhaft die Isotopieklassen von nicht-kommutativen Losungen eines bestimmten (4, 3)-
Dimensionssudokus bestimmt. In Section 6 werden Rechteckstransformationen auf Hilbert-
und Dimensionssudokus eingefithrt. Es wird gezeigt, dass zwei unterschiedliche gewohnliche
N-Hilbertsudokus auf C? (s.6.2.14), bzw. zwei unterschiedliche (N, d)-Dimensionssudokus (s.
6.1.10) durch eine Folge von Rechteckstransformationen ineinander tiberfiihrt werden kénnen.
AuBerdem wird gezeigt, dass unter Vorraussetzung der Giltigkeit von Vermutung 6.2.16 gilt,
dass jedes (N, d)-Dimensionssudoku durch ein gewohnliches N-Hilbertsudoku auf C¢ geldst wird
(s.6.2.18). In 7 werden die tiber die Arbeit hinweg gestellten offenen Fragen zusammengetragen,
und der Appendix (8) enthélt den fiir 4.5.6 und 4.5.8 genutzten GAP-Quellcode.



2 Hilbertraume

Die folgende Sektion enthélt einige Definitionen und Aussagen tiber Hilbertraume, Operatoren
und Projektionen auf Hilbertrdumen, die fiir Behandlung von Fragen zu Hilbertsudokus wichtige
Hilfsmittel darstellen. Ein Teil davon ist einschlégigen Lehrbiichern und Vorlesungsskripten
entnommen, ein weiterer Teil besteht aus speziellere Aussagen.

2.1 Komplexe Hilbertraume

Definition 2.1.1: (s.[3]) Sei ¥ ein Vektorraum iiber dem Koérper C. Ein Skalarprodukt auf ¥

ist eine Abbildung (-,-) : ¥ x ¥ — ¥, die erfillt:
1. {(x,z) >0, fir alle z € V,

2. (z,x) = 0 genau dann, wenn x = 0 gilt,

3. (

Sl]+)\y,2> = <x,z>+X~<y,z>, <x,y+uz) = <$,y>+,u<.1372> fiir alle x,y,ze”f/und
A eC,

4. (z,y) = (y,z) fur alle z,y € 7.

Bemerkung 2.1.2: (s.[3]) Sei ¥ ein Vektorraum iiber dem Kérper C und (-, -) ein Skalarprodukt
auf 7. Dann induziert (-, -) eine Norm auf ¥ durch die Abbildung |||/ : ¥ — Rx¢,x — +/(z, ).
Das Skalarprodukt (-, -) heifit vollstandig, wenn die induzierte Norm || - || vollsténdig ist.

Definition 2.1.3: (s.[3]) Ein komplexer Hilbertraum ist ein Vektorraum ¢ iiber dem Kérper C
zusammen mit einem vollstdndigen Skalarprodukt (.,.) auf JZ.

Bemerkung 2.1.4: In der gesamten folgenden Arbeit bezeichne 5# immer einen beliebigen,
separablen und komplexen Hilbertraum und (.,.) das auf ihm definierte Skalarprodukt.

Satz 2.1.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): (s./9]) Fir x,y € 7 gilt
[(z, 9)* < (2, 2) - (y, ),
und es gilt genau dann Gleichheit, wenn x und y linear abhdngig sind.
Definition 2.1.6: (s.[3]) Sei X C .. Dann bezeichnen wir mit
Xti={zeH |z LyfiralleyecV}
das orthgonale Komplement von X.

Definition 2.1.7: (s.[3]) Eine Teilmenge V' C J# heifit Unterhilbertraum, wenn V' ein Teilvek-
torraum von 7 ist und versehen mit dem eingeschrankten Skalarprodukt (-,-)|y«y wieder
einen Hilbertraum bildet.

Lemma 2.1.8: (s./7/) Fir eine Teilmenge V- C J sind dquivalent:

1. 'V ist bezuglich (-,-) abgeschlossener Teilvektorraum von J€,



2.V ist ein Unterhilbertraum von F€ .

Lemma 2.1.9: (s./9]) Sei V. C S ein abgeschlossener Teilraum, also ein Unterhilbertraum.
Dann ist V* ebenfalls ein Unterhilbertraum von € und es gilt:

H=VaVt

Lemma 2.1.10: Seien V,W C € abgeschlossene Teilrdume mit VL W, V & W = . Dann
gilt V=Wt Ww =Vt

Beweis: Aus V' L W folgt V € W+. Sei nun € W+. Dann existiert eine eindeutige Zerlegung
T =zy +xw, mit zy € V,zyw € W. , und es gilt

0= (v,z2w) = (zv,2w) + (zw,zw) = (Tw, Tw).

Also gilt zy = 0 und = € V. Damit folgt V = W+ und analog folgt W = V. |

Bemerkung 2.1.11: Ist 57 ein endlich dimensionaler Hilbertraum, so ist jeder Teilvektorraum
V' C . abgeschlossen beziiglich (-, -) und somit ein Unterhilbertraum.

Notation 2.1.12: Es sei N*:={1,2,3,...}, firein d € N*sei [d] . ={m € N |1 <m < d} und
0] := 0.

Im Folgenden sei immer d € N*

Beispiel 2.1.13: C¢ bildet zusammen mit dem Standardskalarprodukt

T Y d
<7>CdXCd_>(C7( ) )Hzfzyw
Ta) \Yd =

einen Hilbertraum.

Notation 2.1.14: Fiir ¢ € [d] bezeichnen wir im Folgenden den i-ten kanonischen Basisvektor
von C% als e;.

Konvention 2.1.15: Sei d € N*. Dann definieren wir Span() := {0} c C.

Notation 2.1.16: Seien S, S’ C J# mit S # (), S’ # (). Dann schreiben wir S L ', falls x L y
fiur alle x € S,y € S’ gilt.

Bemerkung 2.1.17: Nach 2.1.16 gilt insbesondere fiir jede Menge S C 57 S L ().

Lemma 2.1.18: Seien S, S’ C 5. Dann gilt:

Span(S) L Span(S’) & S LS.



Beweis: Angenommen, eine der beiden Mengen wire leer, ohne Einschrankung also S = (). Dann
gilt Span(S) = {0} nach Konvention 2.1.15 und klarerweise wiirde Span(S) L Span(S’) gelten. Nach
Bemerkung 2.1.17 wiirde gelten S 1 S’. Angenommen also, S # (),S" # (). Wegen S C Span(S),
S" C Span(S’) folgt dann die rechte Seite der Aquivalenz aus der linken. Seien nun z € Span(S),y €
Span(S’),n,m € N* vy,..., v, € S;w1,...,wpy € S und Ay, ..., Ay, i1, - - -, by € C mit

n

Tr = Z)\Z * V4,
1=1
m

Y= 1w
j=1

Angenommen, die rechte Seite der Aquivalenz wiirde gelten. Dann wiirde auch gelten:

(@, y) =0 Ao, Y - wy)
i=1 j=1

= D> - (v, wy)

i€[n],j€[m]

= > -0
i€[n],j€[m)]

=0.

Damit ist die Aussage bewiesen. ]

Lemma 2.1.19: Sei B eine Basis von C?. Seien S, S’ C B. Dann gilt:

Span(S) N Span(S’) = Span(S N S").

Beweis: Im Fall SN C’ = () gilt wegen der linearen Unabhéngigkeit von B und Konvention 2.1.15:
Span(8) N Span(S’) = {0} = Span(()) = Span(S N S’).
Im Fall S C S’ gilt auch Span(S) C Span(S’), und damit

Span(S) N Span(S’) = Span(S) = Span(S N S’).

Im Fall S ¢ S’ und S’ ¢ S existieren ein s € N* paarweise verschiedene zi,...,x5s € B mit
SNS = {x1,...,25}, ein t € N* und paarweise verschiedene v1,...,v; € B\(SNS') mit S =
{z1,...,25,01,...,0:}. AuBlerdem existieren ein ¢’ € N* und paarweise verschiedene wy,...,wy €

B\{SN S} mit 8 = {x1,...,25,w1,...,wp}. Sei nun x € Span(S) N Span(S’). Dann existieren
ALy evos Ngy ey neey fts Ny e ooy Ny iy oo, iy € C, sodass

s t
:E:Z)\i-xi—FZuj-vj,
i=1 j=1

s t/
— /, . /, .
T=3 Nwit ) p
i=1 j=1



gilt. Also gilt auch
s t t
OZZ()\i_)\;)'xi"i‘ZUj'Uj+Z//J§g'wk-
i=1 j=1 k=1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {x1,...,zs,v1,..., 0, w1, ..., wy} gilt also
\i = M\, fiir i € [s],
j =0, fiir j €[4
w, =0, fir ke [t/

].
Also gilt € Span(S N S"). Andererseits gilt klarerweise Span(S N S’) C Span(S), Span(S N S") C
Span(S’), und daher

Span(S N S’) C Span(S) N Span(S’).

Die Aussage ist also bewiesen. |

Definition 2.1.20: Eine Orthogonalbasis von C? ist eine Basis S von C%, so dass fiir v,w € S
mit v # w gilt v L w.

Bemerkung 2.1.21: Es ist eigentlich untypisch im Kontext von Hilbertraumen mit Orthogo-
nalbasen zu arbeiten, typischerweise werden Orthonormalbasen benuzt. In Section 5.8 sind
Orthogonalbasen bei der Berechnung von bestimmten Hilbertsudokus jedoch hilfreicher als
Orthonormalbasen, da durch den Wegfall von Normierungsfaktoren vor bestimmten Vektoren
mehr Ubersichtlichkeit erreicht wird.

Lemma 2.1.22: Sei B eine Orthogonalbasis von C%. Sei S C B. Dann gilt:

Span(S)* = Span(B\S).

Beweis: Im Fall S = () gilt nach Konvention 2.1.15
Span(S)t = {0} = C? = Span(B) = Span(B\S).
Im Fall § = B gilt ebenfalls nach Konvention 2.1.15
Span(B)* = (C%)* = {0} = Span(()) = Span(B\S).
Angenommen nun, es gelte S ¢ {B,0}. Seien s € N* vy,...,v5 € B paarweise verschieden mit

S = {vi,...,vs}, und wy,...wy_s € B paarweise verschieden mit B = {vy,...,v4,w1,...,W4—s}.
Seien x € Span(S)* und A;, ..., Ag, g1, - - -, flg—s € C mit

s d—s
$:Z)\i'vi+z,uj'wj-
i—1 j=1



Dann gilt fiir alle k € [s]:

0 = (vg,x)
s d—s
= X (v vi) + Y i (vp, wy)
i=1 j=1
= A - [Jo]?

Also gilt A\, = 0 fiir alle k € [s] und damit x € Span(B\S). Andererseits existieren fiir jedes z €
Span(B\S)p1, ..., ug—s € C mit z = Z‘Z:_f i - w;, und fir jedes y € Span(S)A1,...,As € C mit
Yy = Y.i_1 A\i - v;, weshalb gilt

s d—s

(y,2) = ZZ)‘T‘W (v, wj) = 0.

i=1j=1

Die Aussage ist also bewiesen. |

2.2 Operatoren auf Hilbertraumen

Im folgenden werden Hilfsaussagen zu Operatoren auf Hilbertraumen gesammelt.

Definition 2.2.1: Ein linearer Operator auf 7 (oder einfach nur Operator auf J€) ist eine
lineare Abbildung T : 5 — 2.

Definition 2.2.2: (s.[3]) Ein linearer Operator 17" : 5 — ¢ heifit stetig, wenn er stetig beziig-
lich der von (-,-) induzierten Norm-Topologie ist. Wir definieren

L(A = {T | T ist stetig linearer Operator auf J}.
Notation 2.2.3: Durch 1 : 57 — 57,z — x wird der Identitatsoperator notiert .

Lemma 2.2.4: (s./7]) Sei T € L(). Dann existiert ein eindeutiger Operator T* € L(I),
sodass

(T(x),y) = (x,T"(y))
gilt fir alle x,y € €. T* heifst der zu T adjungierte Operator.
Definition 2.2.5: (s.[3]) Ein Operator T' € L(7) heifit unitdr, falls gilt
T"T=1=TT".
Wir definieren U () := {T € L(H) | T ist unitér.} und fiir d € N* sei Uy := U(C?).

Bemerkung 2.2.6: U(s¢) ist eine Gruppe, da 1 neutrales Element ist, da zu T' € U(s#) das
Inverse T € U(H) existiert, und da die Assoziativitat von L£(5¢) vererbt wird.

Satz 2.2.7: (s.[7]) Sei T € L(H). Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent:

1. T ist undtar,



2. T(H) = und (T(x),T(y)) = (z,y) fir alex € 3,y € H,

3. T(H) = und ||T(x)| = ||z| fir alle x € F°.

Definition 2.2.8: (s.[!]) Ein Operator T' € L(5¢) heifit positiv, falls T* = T und
(T'(x),x) > 0 fir alle x €
gilt. Es seien

() ={T e L(A)|T =T},
B (H) :={T € L(A) | T ist positiv}.

Lemma 2.2.9: Auf ((J) wird dann durch T < S :& S —T € $H(H) eine Ordnungsrelation
definiert.

Definition 2.2.10: (s.[3]) Sei A € L(7¢). Dann definieren wir das Spektrum von A:
o(A):={A e C| A— X1 ist nicht invertierbar}.
Satz 2.2.11: (s.[7]) Fir einen Operator T' € L(F) mit T* =T sind dquivalent:
1. (Tz,x) >0 fir alle x € 2,
2. T =T* 0(A) CRE,
3. T'= B*B fir ein B € L(F).

In diesem Fuall schreibt man T > 0.

Lemma 2.2.12: (s. [11]) Seien n € N* und A, Ay, ..., A, € L(H) positive Operatoren. Dann
gilt:

1.5 A > 0.

2. Gilt auch —A >0, so gilt A= 0.

Lemma 2.2.13: Seien {vy,...,vq}, {wy,...,wg} Orthonormalbasen von C. Dann wird durch
die lineare Fortsetzung von

v; = w; fiiri € [d]
ein unitdrer Operator auf C? definiert.

Beweis: Sei w € C? mit w = Y% o - w; und ; € C fiir alle i € [d]. Dann gilt:

d d
T(ZO&Z‘ : Ui) = Zai Cw; = w,
=1 =1

10



und somit 7'(C%) = C¢. AuBerdem gilt fiir x € C? und f,. ..

1T ()]* = Zﬁz Vi),

d d
=0 Bi-wi, Y B
i=1 i=1
d —
= Z BB(wi, w;)
i=1
d —
= Z BB{vi, vi)
i=1
d

= ll=[I?,

Zﬁz Uz >

d
= By B-u)
=1 i=1

also | T(z)|| = ||z||. Somit folgt die Aussage nach Satz 2.2.7.

Bq € Cmit z =394, 8w

11



2.3 Projektionen auf Hilbertraumen

In dieser Subsektion werden Projektionen auf Hilbertraumen eingefithrt und spezielle Hilfsaus-
sagen fiir die Behandlung von Hilbertsudokus aufgestellt.

Definition 2.3.1: (s.[!]) Sei £ C J# ein abgeschlossener Teilraum und fir z € 7 sei z = x4y
die eindeutige orthogonale Zerlegung beziiglich %, wobei z € # und y € %+ gelte. Dann
heilt die Abbildung p : 5 — 7, x + y — x die orthogonale Projektion von 7 auf J& .

Satz 2.3.2: (s.[//) Im Fall von Definition 2.3.1 gilt:
1. pe L(J); |Ip]l =1 oder p = 0.
2. p=p*=p".
8. Im(p) = A ker(P) = A+

4. Seip € L(H), so dass p* = p = p* . Dann existiert ein abgeschlossener Teilraum K von
HC, so dass p die orthogonale Projektion auf & im Sinne von Definition 2.5.1 ist.

Bemerkung 2.3.3: Im Folgenden wird eine orthogonale Projektionen p € L£(.7) auch einfach
nur Projektion genannt.

Bemerkung 2.3.4: Durch Satz 2.3.2 wird eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der
abgeschlossenen Untervektorraume von 77 und der Teilmenge der idempotenten, selbstadjun-
gierten Abbildungen in £(.7) gegeben.

Satz 2.3.5: (s.[/]) Seien p,q Projektionen von & auf die abgeschlossenen Teilraume V' bezie-
hungsweise W. Dann sind dquivalent:

1. VCW,
2. qp =p,
3. pq=rp,

4- lp(@)|l < lla(@)| fir alle z € A,
5. p<gq.

Proposition 2.3.6: (s.[/]) Ist p die Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum V', dann ist
1 — p die Projektion auf V. Die Abbildung p — 1 — p auf der Menge der Projektionen auf S
kehrt die Halbordnung < um.

Definition 2.3.7: (s.[1]) Sei # ein Hilbertraum und p,q € L£(7) Projektionen beziiglich den
Teilraumen V' und W. Dann bezeichnet p A q die Projektion auf

VAW :=VAW,

den grofiten abgeschlossenen Teilraum von 777, der in V' und W enthalten ist, und p V ¢ die
Projektion auf

VVW:=LHVUW),

den kleinsten abgeschlossenen Teilraum von 57, der V und W enthalt.

12



Proposition 2.3.8: (s.[/]) Seien p,q kommutierende Projektionen auf € beziglich den abge-
schlossenen Teilraumen V, W . Dann gilt:

1. pVgq=p+q—pq,
2. pNq=pq,

3 VVW=V+W.

Insbesondere ist V .+ W abgeschlossen. Des Weiteren gilt pg = 0 genau dann, falls V- L W. In
diesem Fall gilt pV q=p+q.

Proposition 2.3.9: (s.[/]) Seien p und q Projektionen auf 7 beziglich den Teilraumen V und
W. Dann gilt:

pg=qp = (VAVAW)E) LWANVAW).

Proposition 2.3.10: (s.//]) Seien p und q Projektionen auf 7€ beziiglich den Teilraumen V, W C
A, fiir die p < q beziehungsweise V.C W gilt. In diesem Fall ist g—p die Projektion auf WAV L.

Satz 2.3.11: Sei S ein Hilbertraum, n € N* und py,...,p, € L(H) Projektionen, die

sz' =1
i=1

erfillen. Dann gilt p;p; = 0 fir alle i, j € [n] mit i # j.

Beweis: Fiir ein j € Nn gilt:

n

pj =P} = pilp; = p;(Q_pi)p;

=1
n
= pipiv;
=1
n
=( Y. pjpirj) +p}
i=1,ij

n
=( > ppiv;) +pj
i=1,i#]

Es gilt also

n
> pjpip; = 0. (2)
i=1,itj

Wegen

pipipj = pipiviv; = (pip;)* (Dip;)

13



ist p;p;p; nach Satz 2.2.11 ein positiver Operator fiir alle i € [n]. Fiir ein ig € [n]\{j} gilt wegen
Gl (2):

PiDieDi =— > DipiDj- (3)

Somit ist nach Lemma 2.2.12 (i) 37,1 ;4 ;2;, PjPiP; Positiv, und wegen Lemma 2.2.12(i7) gilt p;p; p; =
0. Es gilt also

pjpip; =0
fir alle 7,5 € [n] mit i # j. Somit folgt
0 = [lpjpin; |l = llp;pip;ll

= [[(pip;)" (pipj)|

= [lpiplI°- |
Dabei gilt die letzte Gleichung wegen der C*-Eigenschaft von £(.). Es folgt p;p; = 0 fir alle ¢, j € [n]
mit ¢ #£ j.

Lemma 2.3.12: Seien n € N*, V. C C? ein Untervektorraum, S = {vy,...,v,} eine Orthogo-
nalbasis von V und p die Projektion auf V. Dann gilt fiir v € C¢:

Korollar 2.3.13: Sei T' € L(J) ein unitirer Operator und p € L(F) eine Projektion mit zu-
gehdrigem Unterhilbertraum V. Dann ist TpT* die Projektion auf den Unterhilbertraum T(V).

Beweis: Es gilt
(TpT*) = (Tp) (T*T)(pT) = TpT* = TpT".
——
=1
Also ist TpT™ eine Projektion. AuBerdem gilt TpT™* () = T'p() nach Satz 2.2.7. ]
Korollar 2.3.14: Seien n € N*, V C C? ein Unterraum mit dim(V) = n und zugehériger

Projektion p. Sei {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis von V. Dann ist {T(vy),...,T(v,)} eine
Orthonormalbasis von TpT* () und fiir x € C¢ gilt:

n

(TpT™)(z) = Y _(T(vi),x) - T(vi).
i=1
Beweis: Wegen Satz 2.2.7 gilt
1T (i)l =1, (T (vi), T (v5)) = (vi, vj) fiir 7, j € [n].

Da T unitér ist, ist T invertierbar und es gilt rang(7") = d. Also gilt dim(V) = dim(7(V)) und
{T'(v1),...,T(vyn)} ist eine Orthonormalbasis von T'(V'). Der zweite Teil des Korollars folgt direkt mit
Korollar 2.3.13. u
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Korollar 2.3.15: Seien N € N*,py,...,px € L(C?) Projektionen mit p;p; = 0 fiiri,j € [N] mit
i # j, SN rang(p;) = d. Dann gilt N p; = 1.

Beweis: Wegen p;p; = 0 fir i # j gilt p;(A) L p; (%”) fiir i, j € [N] mit i # j. Wegen "IV | rang(p;) =
d gilt damit C? = EBfV wi(C9). Sei S; := {vi,..., v}, } eine Orthonormalbasis von p;(C?). Dann gilt

Di = Zj : 1(1} ) v] = v, und somit fiir ein v € Cd

N N n; ] )
Q_pi)(v) = > (vj,0)-v; =v,
=1

j=1j=1

wobei die letzte Gleichung aus der Linearen Algebra bekannt ist und gilt, da UiJ\LlS,- eine Basis von
C4 bildet. ]

Notation 2.3.16: Seien n € N*,m € [d],v,vy,...,v, € C? und S C C%. Dann bezeichne
e p, die Projektion auf Span(v),

v, die Projektion auf Span(vy, ..., v,),

e p; die Projektion auf Span(e;) fiir ¢ € [d], wenn nicht anders vermerkt,

e pg die Projektion auf Span(.S)

Lemma 2.3.17: Seien N € N*, B eine Orthogonalbasis von C* und S, S’ C B. Dann gilt

PspPs’ = Psns’-
Insbesondere sind ps und ps: kommutativ.

Beweis: Ohne Einschrankung gelte S, 5" ¢ {0, B}, da dann wegen pg = 0 oder ps = 1 (bzw. psr =0
oder pgr = 1) die Aussage trivial ist. Fiir z € C? gilt dann nach Lemma 2.3.12:

psps(x) = ps(ps' (z))
<w,z>

= MES/ w) W) .
P

= Z Z (w, z) (v, w; Y
vESweS/

~ w ,

- vES,w%S:/ﬂ;w <w7 w> <U7 U>

_ (v, x) Y
vE%S’ <1),1)>

= Psns’- -

Proposition 2.3.18: Seien V,W C 2 Unterraume und T € L(A) ein unitdrer Operator. Dann

zeV |z =1

gilt
(z,y)
{ ye W, [yl =1

} = {<w’,z/>

e T(V),[l2'] =1

yeTw), Iyl =1

}
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Beweis: Seien z,€ V,y € W mit ||z|| = ||y|| = 1. Dann gilt nach Satz 2.2.7 |T'(z)|| = [|T(y)| =1

und (z,y) = (T'(z),T(y)). Seien andererseits =’ € T(V),y € T(W) mit ||2|| = ||| = 1. Wegen
T*(T(V)) =V gilt T*z € V,T*y € W. Da mit T auch 7™ unitér ist gilt aulerdem nach Satz 2.2.7
1T (@) = 1Tl = 1, und (2", y") = (T*(x), T*(y))- u

Proposition 2.3.19: Seien p,q € L(F) Projektionen mit

rang(p) = rang(q) = 1.

Seien v,w € F mit
p(H) = Span(v), ¢(H#) = Span(w).
Dann gilt:

pq # qp < Span(v) # Span(w) und v J w.

Beweis: Angenommen, es gilt Span(v) = Span(w). Dann gilt

v w
ol [Jw]]
und nach Korollar 2.3.15 auch
_ <Ua >
P= "
v v
— <7’ > _
[l ™" vl
w w
— <7’ > L
Jwll™ " lwl|
<w7 >
(w, w)
Damit gilt dann
pg=p° =qp

Angenommen nun, es gelte v 1 w. Dann gilt
p(#’) = Span(v) L Span(w) = ¢(),
und damit nach Proposition 2.3.8
pg =0=qp.
Also ist bereits
(g # qp) = (Span(v) # Span(w) und v £ w)

bewiesen. Angenommen nun, es gelte pg = gp. Dann wiirde gelten rang(pg € {0, 1}. Im Fall rang(pq) =
0 wiirde pg = 0, und damit nach Proposition 2.3.8 auch p(#) L q(4€) gelten. Angenommen es gelte
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rang(pq) = 1. Wegen

k%

(rg)* = (qp)" =p"q" = pq
und
(pq)? = pgpq = ppaq = pq,

was beides gilt, da p und ¢ Projektionen sind, wéire pg dann auch eine Projektion. Auflerdem wiirde
gelten

pq(H) C p(H)
und
dim(pg(2)) = dim(p(H)) = 1,

also

Nach Bemerkung 2.3.4 wiirde also pg = p gelten. Analog wiirde aulerdem pg = ¢, und damit p = ¢
folgen. Also wiirde gelten

pq=p° = qp.
Damit ist die andere Richtung der Aquivalenz und somit die gesamte Aussage bewiesen. |
Lemma 2.3.20: Seien {vy,...,v4} eine Orthogonalbasis von C?. Dann gilt fiir jede Partition

{’Ul,...,Ud} = Sluusm,m € [d]

Zpsi =1.
=1

Beweis: Fiir ¢,j € [m] mit ¢ # j gilt S; L S;, daher nach Lemma 2.1.18 Span(.S;) L Span(S;), und
damit nach Proposition 2.3.8 pg, L pg,. Mit Korollar 2.3.15 folgt somit die Aussage. |
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3 Hilbertsudokus

In der folgenden Sektion werden zunéchst Hilbertsudokus und Hilbertsudokukonfigurationen
eingefiithrt. Es werden grundlegende, allgemeine Aussagen gesammelt, und anschliefend in den
folgenden Subsektionen spezielle Typen von Hilbertsudokus und Hilbertsudokukonfigurationen
diskutiert. Section 3.3 und Section 3.4 zeigen dabei auf, dass Hilbertsudokus die Konzepte
latin square und Sudoku in der Hinsicht erweitern, dass es sowohl partial latin squares, wie
auch Sudokus gibt, die als latin square bzw. Sudokus aufgefasst nicht vervollstdndigt werden
konnen, jedoch als Hilbertsudokus aufgefasst Losungen besitzen Seien im Folgenden immer
N,d € N* und JZ ein separabler, komplexer Hilbertraum.

3.1 Hilbertsudokus und Hilbertsudokukonfigurationen
Es folgt eine zentrale Definition der Arbeit:

Definition 3.1.1 (N-Hilbertsudoku): Ein Hilbertsudoku (der Ordnung N auf #) ist eine N x N-
Matrix H := (p;;), deren Eintrage Projektionen auf ¢ sind, so dass fiir alle i, jo € [N] gilt:

N
Zpioj =1, (4)
j=1

N
> i = 1. (5)
i=1

HS (S, N) bezeichne die Menge aller N-Hilbertsudokus zum Hilbertraum .77

Bemerkung 3.1.2: Sei H = (p;;) € HS(,N) ein Hilbertsudoku. Nach Satz 2.3.11 gilt fur
io, ko, lo € [N] mit ko 7é lo wegen Gl (4) und GI. (5)

DiokoPiolo = 0,
PhoioPloio = 0.

Bemerkung 3.1.3: Sei H € HS(,N). Fir i,k,l € [N] mit k # [ gilt dann wegen Bemer-
kung 3.1.2 und Proposition 2.3.8

pzk(z%”) 1 piz(%”L
Pm(e%p) 1 Pu(ﬁa)-

Bemerkung 3.1.4: N-Hilbertsudokus werden in der Theorie der Quantengruppen auch unter
dem Namen magic unitaries (s.[9]) und projective permutation matriz (s.[10]) studiert. Der
Name magic unitary leitet sich davon ab, dass fiir ein N-Hilbertsudoku H := (p;;) auf € eine

unitére Matrix ist in dem Sinne, dass fiir die Matrix H' := (p};) nach 3.1.2 gilt:

N N . R
T 1, fallsi=j,

( ) ’ k:1p Kok kzlp &bk {0, sonst,
1, fallsi=j,

N N
—=T
( )i ];:1: PriPk; ];:1: PriDk;j {O, sonst.
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Lemma 3.1.5: Sei H := (p;;) € HS(CY, N). Dann gilt fiir alle ig, jo € [N]:

N
Z rang plo] Z rang(pijo) =d.

]:1 =1

Beweis: Wegen Gl. (4) gilt:

Wegen Bemerkung 3.1.3 ist diese Summe sogar direkt, es gilt also:

d = dim(C%) = Zdlm (piy; (CY) = Zrang (Pigj)-
7j=1

Analog folgt d = IV | rang(pyjq )- [

Definition 3.1.6 (Kommutatives Hilbertsudoku): Sei H := (p;;) € HS(J¢,N). H heifit kom-
mutativ, wenn fiir alle (4o, jo), (ko,lo) € [N]? gilt:

PigjoPkolo = PkoloPiojo -
H heif3t nicht-kommutativ, wenn H nicht kommutativ ist.

Es folgt eine weitere zentrale Definition der Arbeit:

Definition 3.1.7 (IN-Konfiguration): Seien N € N* und .7 ein Hilbertraum. Eine Hilbertsu-
dokukonfiguration der Ordnung N auf J# ist ein Tupel ((p;;),.A), wobei A C [N]? und p;; fiir
(1j) € A eine Projektion auf . ist. Dabei soll erfiillt sein:

1. Fur alle io,jo, ko € [N] mit jo 7é ko gllt

DiojoPioko = 0,
pjoiopkoio = 07

2. Existiert ein iy € [N] mit (ig, j) € A fir alle j € [V], so gilt:
N
Zpiok = ]17
k=1
3. Existiert ein jy € [N] existiert mit (4, jo) € A fiir alle ¢ € [IV], so gilt:
N
Zpijo =1
i=1

Im Folgenden nennen wir eine Hilbertsudokukonfiguration der Ordnung N auf 7 auch einfach
nur eine N-Konfiguration auf ¢ und bezeichnen die Menge aller N-Konfigurationen auf ¢

mit HK (I, N).
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Bemerkung 3.1.8: Eine N-Konfiguration auf ¢ entspricht also einer N x N-Matrix, deren
Eintréage entweder leer oder mit einer Projektion auf 5 aufgefillt sind, sodass ein Eintrége,
die in der selben Zeile oder Spalte stehen orthogonal zueinander sind, und Eintrdge aus einer
vollaufgefiillten Zeile bzw. Spalte sich zu 1 addieren.

Ob eine N-Konfiguration durch Auffiillen der leeren Eintrége zu einem N-Hilbertsudoku ergéanzt
werden kann, ist zentrale Frage der Arbeit, und gibt Anlass zu folgender zentralen Definition:

Definition 3.1.9 (Losbarkeit einer IN-Konfiguration): Eine N-Konfiguration K := ((p;;),A)
heifit ldsbar, falls ein Hilbertsudoku H := (p;;) € HS(H, N) existiert, so dass p;; = ¢;; fir
(1,7) € A gilt. Wir sagen in diesem Fall H lost K oder H ist eine Lisung von K.

Bemerkung 3.1.10: Sei ((p;;),.A) eine N-Konfiguration auf 7. Aus Satz 2.3.11 folgt, dass keine
(10, Jo), (ko, jo) € A existieren, mit

L. Digjo 7 0, Proto # 0,
2. (o, jo) # (Ko, lo),

3. 19 = ko oder jp = ly, und

4. Pigjo = Pkolo-

Im Folgenden gelte ohne Einschrankung, dass jede N-Konfiguration die oben aufgefiithrte Be-
dingung erfiillt.

Lemma 3.1.11: Sei H := (p;;) € HS(,N) ein Hilbertsudoku. Fiir (ig,jo) € [N]*, ni,ny €
[N - 1] und il, PN ;'L.nl S [N]\{20}7j1, ce ,jn2 S [N]\{jo} ngt

Proin(H) L <<§; Pinio () + épm(%m
Beweis: Nach Bemerkung 3.1.3 gilt
Pioin () L ( L:J Pinss () U L:J Pioin ().
Nach Lemma 2.1.18 gilt damit
i) = Span (pigi (7)) L Span (( g Pinsa () U @1 i w)))

(S pinis () + (3 piog () .
m=1 n=1

Lemma 3.1.12: Sei H := (p;;) € HS(A, N) ein Hilbertsudoku. Existiert ein (io, jo) € [N]?, so
dass pi,j, = 1 gilt, dann gilt
Pigj = 0,Pijo =0

fiir alle v € [N]\{io},j € [N]\{jo}-
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Beweis: Fiir i € [N]\{io},j € [IV]\{Jjo} gilt nach Satz 2.3.11

DPijo = Pijo L = DijoPiojo = 0,
Pioj = Pioj 1 = PigjPiojo = 0. u

Die Frage nach nicht-kommutativen Losungen von N-Konfigurationen ist im Fall N = 3 trivial:

Proposition 3.1.13: Sei H := (p;;) € HS(A,3). Dann ist H kommutativ.

Beweis: Sei H := (p;;) € HS(H,3). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit seien die p;; bezeichnet durch

P1,--.,P9 (in Ausnahme zur Notation aus Notation 2.3.16), sodass gelte:
p1 P2 P3
H={ps p5 ps
b7 P8 P9

Fiir i, j € [9], sodass p;, p; in der selben Zeile oder Spalte stehen, gilt nach Bemerkung 3.1.2 p;p; = 0 =
pjp;- Wir zeigen nun auflerdem pipg = pgp1. Da Spalten- und Zeilenpermutationen ein Hilbertsudoku
in ein Hilbertsudoku tiberfithren (s.4.2.1), folgt damit pyp;s = pjypy fir alle ¢/, j" € [9], fir die py, pjr
nicht in der selben Spalte oder Zeile stehen. Nach Bemerkung 3.1.2 gilt dann:

0 = peps
= (1 —p3 —po)ps
= (1 — (1 —p1 —p2) — po)ps
= (p1 +p2 — Po)Ps = P1P5 — PoP5
< P1P5 = P9pPs-

Analog folgt aus 0 = pspg, dass auch psp1 = pspg gilt. Aulerdem gilt analog:

0 =p1pa = p1(1 — ps — pe)
=pi1(L —ps — (L — p3 — pg))
= p1(p9 — ps)
< P1P9 = P1DP5

Analog folgt aus 0 = pyp1, dass auch pop; = psp1 gilt. Somit ldsst sich unter mehrfacher Anwendung
von Bemerkung 3.1.2 schlieflen:

P1P9 = Pops = Polps = po(p1 + P2 + P3)P5 = PoP1Ps
= psp1Ps = Psp1P9 = P5(p1 + P2 + P3)p9 = Pspe = Psp1
= P9p1-

Somit ist die Aussage bewiesen. |
Bemerkung 3.1.14: In [12] findet sich ein Beweis dieser Aussage, der die Zeilen- und Spalten-
summeneigenschaft von H, die Orthogonalitit der Eintrdge mit selbem Zeilen und Spaltenindex,

sowie die Selbstadjungiertheit der Eintridge benutzt, und dadurch kiirzer ist. Ein alternativer
Beweis findet sich in [13].
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Notation 3.1.15: Sei H := (p;;) € HS(C? N). Dann notieren wir H auch durch eine N x N-
Matrix, in der der (i, j)-te Eintrag gefiillt wird durch

Sij, wobei S;; eine Basis von p;;(J€) ist, falls 0 < rang(p;;) < d gilt,
1, falls rang(p;;) = d gilt,
0, falls p;; = 0 gilt .

Im Fall einer N-Konfiguration K := ((p;;), A) € HSK(C? N) notieren wir K analog, wobei
wir fiir (z,7) € [N]*\\A den (i, j)-ten Eintrag durch x befiillen.

Beispiel 3.1.16:
€1 €y X
€2,€3 * k| € H’C(CS,3)
* €1 €9
bezeichne die 3-Konfiguration ((p;;), A) mit A= {(1,1),(1,2),(2,1),(3,2),(3,3)},p11 = ps2 =t
f, P12 = p33 =: g, p21 =: h, wobei gilt:

f:C*—C3,

g:C*— C3,

h:C*— C3,

2 O R WL 2 ™o
1
L THO OO oo D

Definition 3.1.17: Sei H := ((p;;), A) € HK(A, N). Existiert ein Hilbertraum % mit . C
€, ein Ny € N* mit N < N, und ein Hilbertsudoku H := (¢;;) € HK(4, N2), sodass gilt:

Pij = izl fir (4,7) € A,

dann nennen wir H eine erweiterte Losung von K.

Frage 3.1.18: Besitzt jede Hilbertsudokukonfiguration eine erweiterte Losung? Wenn nicht, was
sind Kritieren fiir die Existenz einer erweiterten Losung?

3.2 Der gewohnliche Fall

Die Frage nach der Losbarkeit einer N-Konfiguration ldsst sich oft leicht beantworten, wenn
die enthaltenen Projektionen in Bezug auf eine gegebene Orthogonalbasis B eine bestimm-
te, unkomplizierte Form besitzen (s.3.2.1). Solche Konfigurationen, oder die entsprechenden
Hilbertsudokus nennen wir gewéhnlich. AuBlerdem lasst sich aus einem gewohnlichen Hilbertsu-
doku, das zwingend kommutativ ist (s.3.2.2), und eine bestimmte Form (s.3.2.13) besitzt immer
ein nicht-kommutatives Hilbertsudoku gewinnen.
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Definition 3.2.1 (Gewdhnliches Hilbertsudoku): Seien N, d € N*, sei H := (p;;) € HS(C?, N)
und sei B := {vy,...,vq} eine Orthogonalbasis von C?. H heifit gewdhnlich beziiglich B, falls
fiir alle (i, ) € [N]? eine Teilmenge S;; C B existiert (s.2.3.16), sodass gilt:

Dbij = Ps,;-

Im Fall B = {ey,...,eq} heit H auch einfach nur gewdhnlich. Wir bezeichnen durch HSz(N)
die Menge der beztiglich B gewohnlichen N-Hilbertsudokus.

Im Folgenden sei immer B := {vy,...,v4} eine Orthogonalbasis von C¢.

Lemma 3.2.2: Sei H € HSp(N). Dann ist H kommutativ.

Beweis: Zu i,j € [N] existieren S;; C B mit H = (ps,;). Nach Lemma 2.3.17 gilt dann fiir i, j, k, s €
(V] :

DPijPkl = PkiPij-
Also ist H kommutativ. [ |

Lemma 3.2.3: Sei fir (i,j) € [N]* S;; C B, sodass H := (p;;) := (ps,,) € HSp(N) gilt. Dann
ezistiert fir iy € [N] genau ein j;, € [N], und fir jo € [N] genau ein i;, € [N] mit:

Do, S piojioap'vn S pijojm (6)
Un € Siojio,vn € SijOJO' (7)

Beweis: Sei ip € [V]. Fiir j € [V] existiert ein Sj,; C B mit p;,; = ps, ;- Nach Proposition 2.3.8 gilt:
Un & Sipj € DunDigj = 0.
Auflerdem gilt nach Bemerkung 3.1.3 und Proposition 2.3.8
Siojr N Sigjs =0

fur ji, jo € [IN] mit j; # jo. Also existiert hochstens ein j; € [N] mit v, € S;,j,. Andererseits existiert

wegen
N

Pup = DPu, L = pu, Z DPiok
k=1

mindestens ein ji, € [N] mit pypj;, # 0, also v, € Sjj, . Also existiert nach Satz 2.3.5 genau ein
Jio € [N] mit py, < pjgj;, - Analog folgt die eindeutige Existenz von ij,. Die Aquivalenz von (6) und
(7) folgt direkt aus Satz 2.3.5. [ |

Notation 3.2.4: Sei N € N* und M eine nicht-leere Menge. Dann bezeichne Mat(M, N) be-
zeichne die Menge der N x N-Matrizen mit Eintrédgen in M.

Notation 3.2.5: Sei M eine endliche Menge. Dann bezeichne wir Sym(M) die symmetrische
Gruppe auf M, die Menge der bijektiven Selbstabbildungen auf M. Im Fall M = [N] schreiben

wir auch Sy.

Proposition 3.2.6: Fur Teilmengen S;; C B firi,j € [N] sind dquivalent:
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1. H := (psij) S HSB(N),
N ‘N
2. Ujz15i5 = Uiz154jo = B,
3. es existieren o1, ...,04 € Sy, sodass fir alle n € [d] gilt:

U € Sij <:>] = Un(l) (8)

fir alle i,j € [N].

Beweis: Angenommen, 1. gelte. Seien i € [N] und n € [d]. Dann existiert nach Lemma 3.2.3 genau
ein ji' € [N] mit v, € Sjjn. Wegen S;; C B fiir alle j € [N] gilt also S, N Sij, = 0 fiir ji,j2 € [N]
mit j; # jo und Uj-vzlSij = B. Analog folgt ofilsij = B fiir alle j € [N]. Angenommen andererseits,
2. gelte. Dann gilt fiir ig, jo € [N] nach Lemma 2.3.20:

N N
j=1 i=1
Also ist H := (ps;;) € HS(C4, N) gewoshnlich beziiglich B. Wir zeigen nun, dass aus 2. 3. folgt. Sei
i € [N]. Dann existiert wegen Uévzl Sij = B genau ein j* € [N] mit v, € Sjj». Somit ist die Abbildung
on i [N] = [N],i— 4l

wohldefiniert. Zu j € [N] existiert wegen UN ;S;; = B genau ein it € [N] mit v, € Sinj. Also gilt

on € Sy und v, € S;j & j = op(i). Seien hingegen o1, ..., 04 gegeben. Aus v, € Si; © 1j = o,(i) &
i =0, 1(j) fiir alle 4,7 € [N],n € [d] folgt direkt 2. [ ]
Bemerkung 3.2.7: Seien in Proposition 3.2.6 0y,...04,07,...,0, € Sy , sodass gilt:

U € Sy & j=o0,(i) & j=0,(i)
fir alle 4, j € [N],n € [d]. Dann gilt o,, = o), fir alle n € [d]. Also wird durch:

(I)B . SN — HSB(N)7 (Ula cee 7gd) = (pSij) mit Uy € Sij <:>j = Un(l)

eine Bijektion definiert. Fiir o1,...,04 € S4 schreiben wir HP = ®p(oy,...,04).
Proposition 3.2.8: Auf HSp(N) wird durch Hfl,...,adHfg 77777 o = Hfla,lr__vadaé eine Gruppenstruk-

tur definiert, die ®p zu einem Gruppenisomorphismus macht.
Beweis: Die Aussage folgt direkt daraus, dass @ eine Bijektion ist, und dass fiir 01,01, ...,04,0; € Sn

gilt:
bp(o1,...,09)05(0],...,04) = ®g(o101,...,0400) [ |

Proposition 3.2.9: FEs gilt:
#HSp(N) = N

Beweis: Dies folgt direkt aus Proposition 3.2.8. |
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Definition 3.2.10 (Gewohnliche Hilbertsudokukonfiguration): Seien N,d € N*, K := ((p;;), A) €
HI(C? N) und sei B := {vy,...,vq4} eine Orthogonalbasis von C¢. K heifit gewdhnlich beziig-
lich B, falls fiir alle (7, j) € A eine Teilmenge S;; C B existiert, sodass gilt:

Dbij = Ps,;-

Im Fall B = {ey,...,eq} heit H auch einfach nur gewdhnlich. Wir schreiben HKg(N) fiir die
Menge der beziiglich B gewohnlichen N-Konfigurationen.

Definition 3.2.11: Seien A C [N]? und fiir (i,j) € A S;; C B, sodass K = ((ps,), A) €
HICs(N) gilt. Dann definieren wir:

FB :[d] - N,
n +— #{(Z,]) - ./4 | Up € Sl]}

Im Fall B = {ey,...,eq} schreiben wir statt F2 auch Fy.

Es wird eine vollstandige Klassifikation der Losbarkeit von beziiglich B gewohnlichen N-Konfigurationen
durch beziiglich B gewo6hnliche N-Hilbertsudokus gegeben:

Satz 3.2.12: Seien A C [N]* und fir (i,j) € A Si; C B, sodass K := ((ps,;), A) € HKg(N)
gilt. Seien firn € [d] und s € [FR(n)] (i7,j7) € A paarweise verschieden mit v, € Sinjn. Dann
sind dquivalent:

1. K besitzt eine Losung H € HSp(N),

2. zun € [d] existiert ein o, € Sy, mit 0,(i") = (j7) fiir alle s € [FE(n)] sodass fir alle
i € [N] gilt:

(i,00(1)) € A e i=1" fiir ein s € [Fg(n)].

Beweis: Angenommen es gelte 1. und zu (i,5) € [N]*\A sei Si; C B, sodass H := (pg,,) gilt. Nach
Proposition 3.2.6 existiert dann zu n € [d] ein 0, € Sy mit v, € Sj; & j = 0,(i) fiir alle ¢ € [N].
Seien n € [d] und i € [N]. Gilt i = fiir ein s € [F£(n)], dann gilt v, € Sjjr und vy, € Sy, ;). Wegen
Lemma 3.2.3 gilt dann 0,(i) = j7, und damit auch (i,0,(:)) = (i7,j) € A. Angenommen, es gelte
i # 17 fiir alle s € [FB(n)]. Dann gilt v, ¢ S;; fiir alle j € [N] mit (4,5) € A, aber v, € Siga(i)s also
(i,0n(1)) ¢ A. Also gilt 2.

-----

Losung von K ist. Sei zu (i, j) € [N]*Sj; C B, sodass gilt H = (psgj). Fiir n € [d] und (4, j) € [N]? gilt
dann:
vy € Sj;und (4, j) € A &) = 0,(i) und (i,0,(1)) € A
(3,4) = (00,47 fitr cin s € [d]
vy € SZJ

Also ist H eine Losung von K. |

Proposition 3.2.13: Seien N,d € N* mit N > 4,d > 2, B := {vy,...,v4} eine Orthogonalbasis
von C. Sei fir (i,j) € [N]* Sy C B, so dass H := (ps,,) € HS(C? N) gewéhnlich beziig-
lich B ist, und sodass iy, jo, ko, lo, So,to € [N],w,p € [d] existieren mit iy # ko, Jo # lo, S0 ¢
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{io, ko},to & {Jo,lo} und w # p, so dass v, € Siyjo N Skoly>Vp € Sioly N Skojor Vw € Ssoty Und

v, & Ssot, gilt.
Sei H! := (g;;) € Mat(L(C?), N) mit

qi()jo — pgio]-(]’qkol() = pgkol()?qiol() = pSiOlOvaojO = pékojo’

wobes

Siojo = (Siojo\{vw}) U {Uw + avp}:
Skolo = (Skolo\{UW}> U {Uw + Owﬂ}7

St = (Sat\Moph) U fo = =0,
St = (Staio\ (1) U s — v},
und o € C*, und
G = D5y i () € [N\ {Cio, o), oy o), G o), (s o)}

gelte. Dann gilt H' € HS(C? N) und H!, ist nicht-kommutativ.

Beweis: Zunichst soll gezeigt werden, dass H' € HS(C?, N) gilt. Zu zeigen ist

N N
ZQSt = ths =1, fiir alle ¢ € [N].
s=1 s=1

Falls ¢ € [N]\{io, jo, ko, lo} gilt, so folgt diese Aussage direkt wegen gs; = ps.,, qts = ps,. fir s € [N].
Durch B := (B\{v., vp}) U{vy + @ vy, vy — 2 - v,} wird eine Orthogonalbasis von C? definiert und es
gilt:
(USE[N}\{Z'OJW}SSJO) U (Siojoosk‘ojo) =B

Also gilt nach Lemma 2.3.20:

N

qujo - Z pSSjU +p‘§i0jo +p5kojo =1

s=1 SE[N]\{’L'Q,]{:()}

Analog folgt:

N N N
D Gste =Y digs = Y kos = 1.
s=1 s=1 s=1

Bleibt zu zeigen, dass H' nicht-kommutativ ist. Hierzu geniigt es nach Proposition 2.3.9 und Definiti-
on 2.3.7 filr Vi := gsy1,(C?) und Vo := g4, (C?) zu zeigen, dass gilt:

Vin(in¥a)h) £ (Van (VinVa)t).

Sei S := Ssy1, mgioj()' Wir wollen nun zeigen, dass Span(.S) = V3NV gil.t Dabei gilt Span(S) C V1NV,
wegen S C V3N Va. Sei nun v € V3 N Va und sei S := Sg1,\S. Wegen v € V; besitzt v eine eindeutige
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Darstellung:

v:Z)\x-x—i—Z,ux/-:v’. 9)

€S r’'€Sy

Wir wollen zunéchst zeigen, dass dann jeder der Koeffizienten p,s = 0 ist. Sei dazu So := S’io jo \S. Wir
machen eine Fallunterscheidung:

1. Angenommen z’ € S1\{vy}. Dann gilt 2/ € B\(SU(S2\{v,+av,})). Also gilt 2’ L SU(S2\{v,+
av,}). Wegen v, ¢ Sy, gilt andererseits 2’ € B\{v,,v,}. Daher gilt 2/ L v, + av,. Also gilt
2’ 1 SU Sy, also auch 2’ € Span(S U Sz)* = Vi- C (V1 N Va)t. Es folgt, dass in GL. (9) gilt:

pe = {2, v) = 0.

2. Angenommen, in Gl. (9) wiirde p,,, # 0 gelten. Nach Vorraussetzung gilt in Gl. (9) v € V3 N V5.
Also wiirde mit 1. gelten

UWZU—Z)\x-erlﬂVgCVz,
zeS

Damit hatte v, eine eindeutige Darstellung

Uw:ZS\x-x—i— Z figr - 2.

z€S /€S2

Fir x € S gilt dann aber
Ao = (z,0,) =0,
und fir 2’ € So\{v, + av,} gilt fi,y = (', v,) = 0. Also gilt
Vw = Huy4av, * (Ve + pr)a

was im Widerspruch zur linearen Abhangigkeit von v, und v, steht. Also gilt u,, = 0.

Es folgt:

v = Z Az -« € Span(S),

€S

und somit V3 NV, C Span(.5), also zusammenfassend:
Vi NV, = Span(S).
Es gilt v, L S und vy, a0, L S, und damit
v, €VIN Spaua(S’)L =Vin(in Vg)L
und
Uy + v, € VN Span(S)L =Vn(Vin VQ)J—.
Wegen v, £ v, + « - v, gilt also nach Lemma 2.1.18

Vin(inW)h) £ (Van (VinVa)t),
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und die Nicht-Kommutativitit von H' ist bewiesen. [ |

Beispiel 3.2.14: Sei H € HS(C*,4)) mit

€1 €2 €3 €4
€2 €3 €4 €1
€3 €4 €1 €3
€4 €1 €2 €3

und sei o € C*. Dann gilt fir

é5 €y € €4

€2 €3 €4 € .. s 1

- - , wobei €5 :=e1 +a-e3,65:=e€; —— - €3,
€6 €4 €5 €2 Qa

€4 €1 €2 €3

Hy, = (gij) =

H! € HS(C* 4). AuBerdem ist H! nicht-kommutativ. Es gilt ndmlich Span(e;) £ Span(és),
Span(e;) # Span(és), und somit gilt nach Proposition 2.3.19:

411924 7‘é q24911-

Proposition 3.2.15: Seien N,d € N* mit d < N. In einem gewdohnlichen Hilbertsudoku H =
(pij) € HS(C? N) ist die Anzahl der (i,j) € [N]*> mit p;; = 0 stets grofer gleich der Anzahl
der (k,1) € [N]* mit rang(py) > 1.

Beweis: Wir zeigen per Induktion iiber n € [N]: Sei k € [N] und existieren paarweise verschiedene
li,...,lp € [N] mit rang(pg;,) > 1 fiir i € [n], dann existieren paarweise verschiedene I, ... I/, € [N]
mit py = 0 fiir i € [n]. Dann folgt direkt die Aussage des Korollars. Sei also n = 1 und (k,[) € [N]?
mit raﬁg(pkl) > 1. Dann gilt

N

> s =1—pu,
s=1,s#l

und daher

N

*)
3 rang(prs) 2 rang( S pre) = rang(l —p) <d—2< N —2.
s=1,s#1 s=1,s#l

Dabei gilt (x) wegen Satz 2.3.11 und Proposition 2.3.8. Wegen rang(pxs) € N fiir alle s € N existiert
also ein I’ € [N]\{l} mit rang(pg;) = 0. Damit ist die Aussage fiir n = 1 bewiesen. Sei nun die Aussage

fir ein n € [N] bewiesen. Seien ly,...,l 41 € [N] mit rang(pg,) > 1 fiir ¢ € [n + 1]. Dann existieren
nach Induktionsvorraussetzung paarweise verschiedene 1, ... 1!, € [N] mit pryy, = 0 fiir @ € [n]. Es gilt
N
rang(ps) ~ rang( > pks)
s=1,5¢{l1,.,lnt1,01,--0 } s=1,5¢{l1,....lnv1,01,--,1 }
n+1
=rang(l — Y pu,) <d—2-(n+1)<N—-2-(n+1).
i=1
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Dabei gilt wieder (%) wegen Satz 2.3.11 und Proposition 2.3.8. Wegen rang(pys) € N fiir alle s € [N]
existiert also ein I’ € [N\{l1,...,lp41,0},...,0,} mit rang(prr) = 0, also ppy = 0. Mit I}, := 1" ist
die Aussage fiir n + 1 und damit die Induktion bewiesen. Somit folgt die Aussage des Korollars. W

3.3 Klassische Hilbertsudokus

In dieser Subsektion werden klassische Hilbertsudokus und klassische Hilbertsudokukonfigu-
rationen eingefihrt, die Analoga zu latin squares (s.3.3.3) bzw. partial latin squares (s.3.3.5)
bilden. Es wird gezeigt, dass es partial latin squares gibt, die nicht zu einem latin square ver-
vollstandigt werden konnen, als Hilbertsudoku jedoch 16sbar sind (s.3.3.8).

Definition 3.3.1 (Klassisches Hilbertsudoku): Sei N € N*. Ein Hilbertsudoku H = (p;;) €
HS (A, N) heifdt klassisch, falls # = CV gilt und fiir jedes (ig, jo) € [N]? ein k € [N] existiert,
so dass piy;, = pr gilt.

Definition 3.3.2 (Klassische Hilbertsudoku-Konfiguration): Sei N € N*. Eine N-Konfiguration
((pi), A) € HK(CN | N) heiit klassisch, falls fiir jedes (io, jo) € A ein k € [N] existiert, so dass
Piojo = Pk gilt. Eine klassische N-Konfiguration ((p;;),.A) heiit klassisch ldsbar, wenn ein klas-
sisches Hilbertsudoku H € HS(CV, N) existiert, das ((p;;),.A) 16st.

Latin Squares sind N x N-Matrizen mit Eintragen aus [N], so dass jede Zahl aus [N] pro Zeile
und pro Spalte genau einmal vorkommt. Sie bilden ein klassisches Konzept der Kombinatorik,
mit weitreichenden Beitragen zu ..., mit dem bereits Euler arbeitete [1].

Definition 3.3.3 (Latin Square): (s.[2]) Sei N € N*. Ein N-latin square ist eine Matrix A :=
(a;j) € Mat([N], N), so dass fiir alle ig, ko € [IN] genau ein jy € [N] existiert, mit

Aigjo = Ko, (10)
und fiir alle ji, ky € [N] genau ein i; € [N] existiert, mit
Qi 5, = k’l. (11)

Der Name latin square stammt daher, dass Euler statt Zahlen oft lateinische Buchstaben als
Eintrage fiir latin squares benutzte. In diesem Sinne lassen sich latin squares auch auf folgen-
de, verallgemeinerte Weise definieren, die die Konzepte der Konjugiertheit, Aquivalenz oder
Orthogonalitéit von latin squares (s.[1]) vereinfacht:

Definition 3.3.4 (Verallgemeinertes Latin Square): (s.[!]) Ein latin square ist ein Quadrupel
(R,C,S; L), wobei R,C, S Mengen sind mit #R = #C = #5 und

L:RxC—=S
eine Abbildung ist, sodass fiir alle i € R,z € S genau ein j € C existiert mit
L(i,j) =z, (12)
und fiir alle j € C,z € S genau ein ¢ € R existiert mit

L(i,j) = . (13)
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Im Folgenden verstehen wir latin squares ausschliellich im Sinne von Definition 3.3.3. Im Fall
von Hilbertsudokus besteht eine zentrale Frage darin, wann eine N-Konfiguration 1osbar ist.
Analog definiert man im Fall von latin squares partial latin squares, und fragt sich, wann diese
zu latin squares vervollstandigt werden kénnen:

Definition 3.3.5 (IN-Partial Latin Square): (s.[2]) Sei N € N*. Ein N-partial latin square ist
eine Matrix M := (m;;) € Mat([N]U{*}, N), sodass alle fiir iy, kg € [N] hochstens ein j, € [N]
existiert, mit

Migjo = Ko, (14)

und fiir alle ji, ky € [N] hochstens ein iy € [N] existiert, mit
mMij = kl. (15)
M heilt komplettierbar, wenn ein N-latin square A := (a;;) existiert mit:

mij # * = a;; = my;, firalle (i,5) € [N]*. (16)

Die folgende Bemerkung erkléart, wie sich latin squares als klassische Hilbertsudokus und um-
gekehrt, und wie sich klassische N-Konfigurationen als partial latin squares und umgekehrt
verstehen lassen:

Bemerkung 3.3.6: Sei N € N*, A := (a;;) ein N-latin square und H := (p;;) € Mat(L(CV, N)),
wobei p;; die Projektion auf Span(e,,,) sei. Dann ist H ein klassisches Hilbertsudoku. Wegen
Gl (10) (bzw. GL. (11)) sind ndmlich paarweise verschiedene Eintrage aus der selben Zeile (bzw.
Spalte) auf H orthogonal, und nach Korollar 2.3.15 folgt fiir alle iy, jo € [IV]

N
Zpiok = ]17
k=1
N
Zpk‘jo =1
k=1

Andererseits ergibt sich fiir jedes klassische Hilbertsudoku H' := (p};) € HS(C", N) durch die
Matrix A’ := (aj;) mit

ay; =k, falls p; = py gilt
nach Bemerkung 3.1.3 ein latin square. Die beiden oben aufgefithrten Transformationen sind
zueinander invers, und setzen die Menge der N-latin squares daher in eine 1-zu-1-Beziehung
zur Menge der klassischen N-Hilbertsudokus. Fiir A und H wie oben, nennen wir A das zu H
gehorende latin square und H das zu A gehdrende klassische Hilbertsudoku.
In analoger Weise erhélt man aus einem partial latin square B := (b;;) durch K := ((p;;), A,
mit

A= {(i,) € [N] | by # *},
pz] = pbij7 fur (%]) € Av
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eine klassische N-Konfiguration. Auflerdem folgt analog, dass sich fiir jede klassische N-Konfiguration
K' = ((pj;), A") € HK(CN, N) durch die Matrix B’ := (bj;) mit

bi; =k, falls (i,7) € A", p}; = pr,

/L
bi; = *, sonst

ein N-partial latin square ergibt. Wieder sind die beiden aufgefiihrten Transformationen zu-
einander invers und setzen die Menge der N-partial latin squares in eine 1-zu-1-Beziehung zur
Menge der klassischen N-Konfigurationen. Fiir B und K wie oben, nennen wir B das zu K
gehorende N-partial latin square und K die zu B gehdrende klassische N-Konfiguration .

Bemerkung 3.3.7: Sei N € N*. Eine klassische N-Konfiguration K € HK(CV, N) ist genau
dann klassisch losbar, wenn das zu K gehoérende N-partial latin square komplettierbar ist.

Klassische N-Hilbertsudokus und N-Konfigurationen verallgemeinern N-latin squares und N-
partial latin squares. Das folgende Beispiel zeigt, dass es N-partial latin squares, die nicht
komplettierbar sind, die jedoch als klassische N-Konfigurationen aufgefasst losbar sind.

Beispiel 3.3.8: Die klassische 4-Konfiguration

€1 €9 X *
€3 €4 X *
* * €y €4
* * €1 e3

K= € HK(CH,4)

besitzt keine klassische Losung. Sei namlich H := (p;;) € HS(C*, 4) eine Lésung von K. Nach
Lemma 3.1.11 gilt dann

4
pua(C) L Z Span(e;) = C,
i=1
also p14(2) = {0}, und damit p;4 = 0. Damit kann H nicht klassisch sein. Allerdings besitzt
K die gewohnliche Losung

el ey e3,64 0
€3 €4 0 eg,e 4
' € HS(C, 4).
0 €1, €3 €2 €4
ez, eq 0 €1 €3

Benjamin Musto und Jamie Vicary fiihrten 2016 quantum Latin squares ein [5], N x N-Matrizen,
deren Eintriage Einheitsvektoren von C¥ sind, sodass die Eintrige jeder Zeile bzw. Spalte zu-
sammengefasst jeweils eine Orthonormalbasis von CV ergeben. Musto und Vicary nutzen quan-
tum Latin squares zur Konstruktion von unitary error bases ([5]). Musto nutzt quantum Latin
squares auflerdem zur Konstruktion von mutually unbiased bases, Paare von Orthonormalbasen
{v1, ..., va}, {wr, ..., wg} von C?, sodass |(v;, w;|” = L fiir alle 4, j € [d] gilt. Musto und Vicary
fihren auflerdem fiir quantum Latin squares einen Begriff der Orthogonalitét ein ([15]), der den
von klassischen latin squares ([1]) erweitert. Durch den Ubergang jedes Eintrags zur Projektion
auf den davon erzeugten Unterraum, ergibt sich nach Lemma 2.3.20 aus einem quantum Latin
square ein Hilbertsudoku, in dem jeder Eintrag Rang 1 hat. Dies motiviert im Rahmen der
Hilbertsudokus folgende Definition:
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Definition 3.3.9 (Semiklassisches Hilbertsudoku): Sei N € N* und H := (p;;) € HS(CV,N)
ein Hilbertsudoku. H heiit semiklassisch, falls rang(p;;) = 1 gilt fir alle ¢, j € [N].

Die Angabe eines semiklassischen Hilbertsudokus ist dquivalent zur Angabe eines quantum
Latin squares. Im Rahmen der Frage nach Losungen zu Hilbertsudokukonfigurationen stellt
sich folgende Frage:

Frage 3.3.10: Sei N € N* und K := HK(CY, N) eine klassische N-Konfiguration, die eine
semiklassische Losung H € HS(CY, N) besitzt. Ist K dann auch klassisch 16sbar?

3.4 N2-Block-Hilbertsudokus

Im Folgenden werden NZ2-Block-Hilbertsudokus eingefiihrt, die eine Erweiterung der kombi-
natorischen Objekte Sudokus(s.[2]) darstellen. Es wird gezeigt, dass es Sudokus gibt, die als
solche nicht vervollstindigt werden konnen, als N2-Konfigurationen aufgefasst jedoch eine Lo-
sung durch ein N2-Block-Hilbertsudokus besitzen.

Definition 3.4.1: Seien N € N* . Ein NZ2-Block-Hilbertsudoku auf ¢ ist ein Hilbertsudoku
H := (p;j) € HS(, N?), fiir das erfiillt ist:

N N
YD PNt Nt = 1
i=1 j=1

fir alle k,1 € [N]. Gilt 2 = C? fiir ein d € N*, so nennen wir H auch ein (N?,d)-Block-
Hilbertsudoku.

Definition 3.4.2: Seci J# ein Hilbertraum, N € N*. Eine N2-Block-Hilbertsudokukonfiguration
(oder N?2-Block-Konfiguration) auf J# ist eine N*-Konfiguration K := (A, (p;;)), wobei A C
[N]? sei, so dass gilt

D(k—1)-Nti1,(I—1)-N+j1 Pk—1)-N-+ia,(I—1)-N+jo = 0

fir alle £,1 € [NL (i1711)7 (i2712> S [N]Qa so dass (ihji) # (i27j2) und (/{;~N+z'1,l-N+j1), (k
N +ig,l- N+ j3) € A, und

Z Pky-N+il;-N+j = 1,
i,j€[N]

fir (ky,1;) € [N]?), falls gilt
(k1 —1)- N +4,(l; = 1) - N + j) € A fiir alle (i, ) € [N]*

Ist s# = C%, so nennen wir K auch (N2, d)-Blockkonfiguration.

Definition 3.4.3 (IN2-Sudoku): (s.[2]) Ein N?-sudoku ist ein N*-latin square (a;;), das fiir alle
i,7 € {0,..., N} erfillt:

2

Fiir alle n € [N?] existiert genau ein (k,1) € [N]?, sodass a;nir N4l = 7.
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Definition 3.4.4 (IN2-Partial Sudoku): (s.[2]) Ein NZ-partial sudoku ist ein NZ-partial latin
square (a;;), das fir alle i, j € {0,..., N} erfiillt:

Fiir alle n € [N?] existiert hochstens ein (k,1) € [N]?, sodass a;.nir ;N4 = N

Bemerkung 3.4.5: Das zu einem N?-sudoku gehérende N2-latin square (s.3.3.6) ist ein klassi-
sches N2-Block-Hilbertsudoku, und das zu einem klassischen N2-Block-Hilbertsudoku gehéren-

de latin square ist ein N2-sudoku. Analoges gilt fiir N2-partial sudokus und N?-Blockkonfigurationen.
Dies folgt direkt aus 2.3.20 und 2.3.11.

Im Fall N = 3 entsprechen klassische N2-Blockkonfigurationen den Sudokuspielen, die auch
auflerhalb der Mathematik bekannt sind:

x P4 x k% Py ok kP 4 7 1
* ok pP3 pa ok p1 P2 kX 314 ]2
Ps k% ok ok %k k% s 8 5
Dok Py k% k kD5 % Pg 9 7 5 6
¥ %k Py ok pr ok kx| e 8 7
Pk ps k x ok Py ok Py 2 5 4 1
Ps k% ok k  k  k ok y 5 4
* k Pg P3 ok P Py * ok 813 619
¥ p1r ok ox Py X ko Po ok 1 4 2

Hilbertsudokus erweitern sudokus in dem Sinne, dass es NZ2-partial sudokus gibt, die nicht
durch ein N2-sudoku komplettiert werden kénnen, jedoch als N2-Blockkonfiguration durch ein
N2-Blockhilbertsudoku geldst werden kénnen. Im Folgenden wird ein solches Beispiel gezeigt:

Beispiel 3.4.6: Die klassische (4, 4)-Block-Konfiguration

* % * *

* k% e3 €1
K =

* €1 €9 X

* ez k *

besitzt keine Losung, die ein klassisches (4, 4)-Block-Hilbertsudoku ist. Sie kann jedoch durch
ein klassisches Hilbertsudoku gelost werden und besitzt eine Losung, die ein gewohnliches (4, 4)-
Block-Hilbertsudoku ist.

Sei ndmlich H := (p;;) eine klassische Losung von K. Wegen Lemma 3.1.11, da H klassisch ist,
folgt entweder

1. pa3 = p4, oder

2. pa3 = p1.

In Fall 1 gilt wiederumg wegen Lemma 3.1.11, und da H klassisch ist pyy = po, womit H kein
(4,4)-Block-Hilbertsudoku ist, da damit ps3 # pss gefordert wére. In Fall 2 gilt wegen Gl. (5)
und Lemma 2.3.20 p;3 = ps. Mit Lemma 3.1.11 und da H klassisch ist, folgt p1os = po, und
sukzessive folgt mit Gl. (5) und Lemma 2.3.20 pas = py, po1 = pa. Also ist auch in Fall 2 H kein
(4, 4)-Block-Hilbertsudoku, da dann pjs # po; gefordert wére.
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K besitzt also keine Losung, die ein klassisches (4,4)-Block-Hilbertsudoku ist. Jedoch ist K
klassisch losbar durch
€y €4 €1 €3
H, — €4 €2 €3 €1 :
€3 €1 €2 €4
€1 €3 €4 €9

und besitzt die gewohnliche (4,4)-Block-Hilbertsudoku-Losung

€1, €3 0 0 €4, €2
0 €2, €4 €3 €1
]723::
€4 €1 €2 €3
()] €3 €4, €1 0

3.5 (7, N)-Zeilenkonfigurationen

In der folgenden Subsektion werden N-Konfigurationen disktutiert, deren Eintrage genau die
der ersten r Zeilen fiir ein r € [N — 1] sind. Aus der Theorie der latin squares ist bekannt, dass
jedes partial latin square von entsprechender Form komplettierbar, und damit jede solche klas-
sische N-Konfiguration klassisch 16sbar ist. Dieses Ergebnis wird fiir den Fall von gew6hnlichen
N-Konfigurationen verallgemeinert.

Definition 3.5.1 ((7, IN)-Zeilenkonfiguration): Seien r € [N] und K := ((p;;),[r] X [N]) €
HIC(, N) eine Hilbertsudokukonfiguration. Dann heifit K eine (r, N)-Zeilenkonfiguration
oder (r, N)-Konfiguration auf €.

Aus der Theorie der latin squares lasst sich direkt eine Existenzaussage fiir die Losung von
klassischen (7, N)-Konfigurationen iibertragen. Hierzu wird zunéchst definiert:

Definition 3.5.2 ((r, IN)-Latin Rectangle): (s.[!]) Sei r € [N]. Ein (r, N)-latin rectangle ist ein
N-partial latin square M = (m;;) fir das gilt:

mij € [A” S1<<r.

Bemerkung 3.5.3: Seien N € N* und r € [N]. Ein N-partial latin square ist genau dann
ein (r, N)-latin rectangle, wenn die zugehorige klassische N-Konfiguration (s.3.3.6) eine (r, N)-
Zeilenkonfiguration ist.

Proposition 3.5.4: (s.[I]) Seien N € N* und r € [N]. Dann ist jedes (r, N)-latin rectangle
komplettierbar.

Mit Bemerkung 3.3.7 und Bemerkung 3.5.3 folgt daraus also direkt, dass jede klassische (7, N)-
Zeilenkonfiguration eine klassische Losung besitzt. Die klassischen Losungen einer klassischen
(2,4)-Konfiguration lassen sich leicht charakterisieren:

Beispiel 3.5.5: Sei K := (p;;) € HK(C*, 4) eine klassische (2, 4)-Konfiguration. Da fiir (ig, jo) €
[2] x [4] ein k € [4] existiert, so dass p;,;, = px gilt, ldsst sich K darstellen als:

€; €; €k €]
K = | 6@ Co() Colk) Co) 7

* * * *

* * * *
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wobei i, 7, k, [ € [4] gilt, i, j, k, | wegen Bemerkung 3.1.10 paarweise verschieden sind und o € S,
gilt. AuBerdem ist wegen Bemerkung 3.1.10 o weder die Identitéit, noch von der Form (af),
noch von der Form (af7v). Also ist o von der Form (af)(7d) oder von der Form (a/vd). Im
ersten Fall stellt

€; €; €L €
€o(i) Co(j) Co(k) Co)
Ck €] €; €;

€o(k) Co(l) Co(i) Co(j)

eine Losung von K dar, wobei ohne Einschrankung o (i) # k angenommen wurde. Im zweiten
Fall stellt

€; €; €k €l
€o(i) €o(j) Colk) C€oll)
€o2(i) €o2(j) Co2(k) Co2(1)
€o3(i) €o3(j) Cod(k) €o3()

eine Losung von K dar.

Die Aussage, dass jede klassische (r, N)-Konfiguration eine klassische Losung besitzt, 1dsst sich
auf den Fall von gewohnlichen (r, N)-Konfigurationen erweitern:

Proposition 3.5.6: Seien N,d € N*,r € [N] und K € HKp(N) eine beziglich B gewdhnliche
(r, N)-Konfiguration. Dann besitzt K eine beziiglich B gewdhnliche Losung H € HSg(N).

Beweis: Ohne Einschrankung gelte 1 < r < N. Sei fiir (4,75) € [r] x [N] Si; C B mit p;; =
ps,; (s.Notation 3.1.15). Sei n € [d]. Genau wie im Beweis von Lemma 3.2.3 folgt, dass fiir alle i € [r]
genau ein [}' € [N] existiert mit v, € Sj». Nach Bemerkung 3.1.3 und Satz 2.3.5 gilt [} # [}t fiir
i,k € [r] mit 7 # k. Also existieren ji',...,jN_, € [N] mit j{ < --- < j}_, und v, ¢ Syjp fiir alle
i €[r],k €[N —r]. Es sei fiir n € [d]:

i, el
jn,., ie{r+1,...,N}.

on : [N] = [N],i+— {

Dann gilt fiir n € [d] oy, € Sy und fiir 4, j € [N]
vn € Sij & J = op(1).

Also ist H := (ps,;) € HSp(N) nach Proposition 3.2.6 eine Losung von K. [ |

Damit ist das Problem der Losbarkeit einer (r, N)-Zeilenkonfiguration fiir den Fall von beziiglich
B gewohnlichen N-Konfigurationen gelost. In [6] wird allgemeiner jedoch gefragt:

Frage 3.5.7: Seien N € N > 4, r € {2,...N — 2} und K := ((p;;),[r] x [N]) € HK(H,N).
Existiert dann immer eine Loésung von K. Spezieller, existiert fir den Fall (r, N) = (2,4)
oder ## = C? immer eine Losung von K? Falls nicht, was sind in den entsprechenden Féllen
Gegenbeispiele?
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3.6 (r,s, N)-Rechteckskonfigurationen

In dieser Subsektion fithren wir (r, s, N')-Konfigurationen ein. Das sind N-Konfigurationen deren
Eintrage genau die des Durchschnitts der ersten r Zeilen und s Spalten sind. Eine Charakte-
risierung der Losbarkeit einer klassischen (r, s, N)-Konfiguration ist bereits durch die analoge
Aussage fiir partial latin squares gegeben. Wir charakterisieren dariiber hinaus die Losbar-
keit einer beziiglich B gewohnlichen (r, s, N)-Konfiguration durch ein beziiglich B gew6hnliches
N-Hilbertsudoku.

Definition 3.6.1: Seien N € N* und r, s € [N —1]. Eine (r, s, N)-Rechteckskonfiguration auf
ist eine Hilbertsudokukonfiguration K := ((p;;), A) € HK(, N), sodass A = [r] x [s] gilt.

Die Frage nach der Losbarkeit einer (r, s, N)-Rechteckskonfiguration wird im Fall einer klas-
sischen Konfiguration schon durch das analoge Ergebnis fiir partial latin squares beantwortet.
Hierzu:

Definition 3.6.2: (s.[l]) Seien N € N* und r, s € [N —1]. Ein N-partial latin square M := (m;;)
heifit (r, s, N)-latin rectangle , falls gilt:

mij € [N] & 1<i<r1<j<s, firalle (i,5) € [N]*.

Bemerkung 3.6.3: Sei N € N* und r,s € [N — 1]. Ein N-partial latin square ist genau dann
ein (7, s, N)-latin rectangle, wenn die zugehorige klassische N-Konfiguration eine klassische
(r, s, N)-Rechteckstransformation ist.

Proposition 3.6.4: (s./!]) Seien N € N* und r,s € [N]. Ein (r,s, N)-latin rectangle ist genau
dann komplettierbar, wenn gilt:

#{(i,5) €[NP |1<i<nr1<j<smy=n}>r+s—N, firallen € [N].

Proposition 3.6.5: Seien N € N* r.s € [N] und K € HK(CY,N) eine klassische (r,s, N)-
Rechteckskonfiguration. Dann besitzt K eine klassische Losung H € HS(CN, N) genau dann,
wenn

Fx(n)>r+s—N

fir alle n € [N] gilt.
Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.6.4, Bemerkung 3.6.3 und Bemerkung 3.3.7. W

Wir zeigen, dass sich diese Aussage vollig analog auch fir gewohnliche (r, s, N)-Konfigurationen
verallgemeinern lasst:

Proposition 3.6.6: Seien r,s € [N — 1] und K = ((pi;),[r] x [s]) € HIKg(N) eine beziglich B
gewohnliche (r, s, N)-Konfiguration. Dann besitzt K genau dann eine beziglich B gewdhnliche
Losung, wenn gilt:

FB(n)>r+s— N fir allen € [d].

Beweis: Sei fiir (i,j) € [r] x [s] S;; C B mit p;; = ps,,. Angenommen, zu (i,j) € [N]*\([r] x [s])
sei S;; C B, sodass H := (pg;;) eine beziiglich B gewohnliche Losung von K ist. Sei n € [d]. Nach
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Proposition 3.2.6 existieren dann paarweise verschiedene ji,...,j, € [N] mit v, € S;;, und v, ¢ Sj;
fir i € [r] und j € [N]\{4j;}. Dann gilt:

FEm)=#{jiliclr}nls)) >r—(N—-s)=r+s—N.

Angenommen andererseits, es gelte FE(n) > r+s— N < N —s > r— FB(n) fiir alle n € [d]. Seien zu
n € [d] und o € [FE(n)] (i%, j7) € [r] x [s] paarweise verschieden mit v, € Sin jn. Nach der Definition
von N-Konfigurationen und Lemma 2.3.17 gilt dann dp, # 4 fir o, 3 € [FE(n)] mit o # 8. Dann
gilt v, ¢ S;; fiir i € [P)\{i" | « € [FE(n)]},j € [s]. Fiir n € [d] mit m,, :== r — FE(n) > 0 existieren

Tsoky, mit kg < Kj fiir o, B € [my] mit a < B und {kg [ o € [m,]} = [r]\{ij | B € [FE(n)]}. Fiir
(i,7) € [r] x {s+1,..., N} definieren wir S;; C B durch:

vy € Sij &1 —FB(n) >0und i = k7, j = s+ a fiir ein a € [my).
Wegen N — s > r — FE(n) ist dies wohldefiniert. Es gilt Ujern)Sij = B fitr i € [r] und Siy; N Siy; = 0
fiir 41,42 € [r] mit 4 # g und j € [s +1,..., N]. Also ist ((ps,;), [r] x [N]) nach Lemma 2.3.20 und
Lemma 2.3.17 eine beziiglich B gewthnliche (r, N)-Zeilenkonfiguration, die nach Proposition 3.5.6 eine

Losung besitzt, die ein beziiglich B gewohnliches N-Hilbertsudoku ist. H ist auch eine Losung von K.
Somit ist die Aussagen bewiesen. |

3.7 Direkte Summen von Hilbertsudokus

Definition 3.7.1: Seien 7 ein Hilbertraum, Ny, N, € N*, Hy := (p};) € HS(H#,N1), Hy =
(p};) € HS(HA, Ny). Sei dann H := (p;;) mit

p}j, falls i, 5 < Ny,
plj = pl2j’ faHS Z,j S N27

0 sonst.
Dann heifit H die direkte Summe von H; und Hy und wir schreiben auch H := H, & H,.
Bemerkung 3.7.2: Im Fall von Definition 3.7.1 gilt H € HS(, N1 + N»).
Definition 3.7.3: Seien 7 ein Hilbertraum, N € N* und H € HS(, N). H heifit reduzibel,
falls Ny, Ny € [N], Hy € HS (', Ny), Hy € HS(H, No) und ein g € Gy existieren mit g- H :=
H, ® Hy. H heifit irreduzibel, falls H nicht reduzibel ist.

Bemerkung 3.7.4: Eine Klassifikation der Isotopieklassen von Hilbertsudokus H € HS (5, N)
zu gegebenem Hilbertraum .77 und N € N* lisst sich also auf eine Klassifikation der irreduziblen
Isotopieklassen von Hilbertsudokus H € HS(#, N) beschranken.

Frage 3.7.5: Was sind Kriterien fiir die Irreduzibilitdt von Hilbertsudokus?

Lemma 3.7.6: Seien N,d € N*, 5 ein Hilbertraum und H = (p;;) € HS(IH,N), sodass ein
H' € HS (A, 3) existiert mit:

H == ]ljf’N_g@H/.

Dann ist H kommutativ.
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Beweis: Wegen Proposition 3.1.13 ist H' kommutativ. Seien (i, ), (k,1) € [N]? und p := pij, ¢ == pii,
und ohne Einschrinkung gelte (i,7) ¢ {N — 2, N — 1, N}2. Dann gilt nach Definition 3.7.1 p € {0,1},
also gilt pg = gp. [ |
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4 Isotopie von Hilbertsudokus

Auf HS(H, N) lisst eine natiirliche Ahnlichkeitsbeziehung definieren, die wir Isotopie nennen
und die in der folgenden Sektion eingefithrt wird. Zwei Hilbertsudokus Hi, Hy € HS(5€,N)
heiflen isotop, wenn sie durch eine endliche Folge von Zeilenpermutationen, Spaltenpermuta-
tionen, Spiegelung an einer der Diagonalen, 90°-Rotationen oder Konjugation jedes Eintrags
mit einem unitaren Operator ineinander iibergefithrt werden kénnen. Dies wird in Section 4.1
und Section 4.2 formal durch Operationen der Gruppen Gy (4.1.4) und U(F) (2.2.5) auf
HS (s, N) hergeleitet. In Section 4.3 werden Isotopieinvarianten aufgefiihrt. Um eine weitere
Isotopieinvariante zu bekommen, werden in Section 4.4 Dimensionssudokus eingefiihrt und in
4.4 und 4.5 diskutiert. Im Folgenden seien immer N, d € N*.

4.1 Die Gruppe Gy

Wir werden Gy iiber die in der folgenden Definition eingefiihrten Erzeuger definieren.

Definition 4.1.1: Sei N € N*. Dann definieren wir

ro t [N]* = [N, (4, 5) = (0(i), j), fir o € S,
Y [N12, (3,7) = (i,0(j)), fiir o € Sy,

% (6,9) = (7.9),
s (N+1—j,N+1—4),
roty : [N — [N)%, (i,5) = (j, N + 1 —14).

Lemma 4.1.2: Sei N € N*, g € Sy. Dann gilt:
Iy, Coy TN, Th, Oty € Sym([N]?).
Beweis: Man zeigt leicht, dass 14, ¢y, Tn, Th, Tot y Wohldefinierte Abbildungen auf [N]? sind.
Yo, Coy TN, Thvs TObN € Sym([N]?)

sieht man nun leicht daran, dass r,—1 die Umkehrabbildung zu r,, c¢,-1 die Umkehrabbildung zu c,-1,
7n selbstinvers, 7} selbstinvers und

rothy : [N]2 = [N]?, (4,5) = (N + 1 — 4,4)
die Umkehrabbildung zu rot ist. |

Bemerkung 4.1.3: Seien N,d € N*, o € Sy. Dann gilt:

-1

ry, =Ts-1,

C;l = Cy-1,
-1 __

7—N — TN7
1—1 /

™ = TN

roty' = roty = ([N]> = [N]?, (4,7) — (N + 1 — j,1)).
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Definition 4.1.4: Sei N € N*. Dann definieren wir die Gruppe
Gy = (I, Co, T, Thy TOtN |0 € Sy) C Sym([N]?).

Bemerkung 4.1.5: Sei N € N*. Dann operiert Sym([N]?) von links auf [N]? durch die kanoni-
sche Operationsvorschrift

o (i,j) = o((i, 7)) fiir (i, 5) € [N]".
Da Gy eine Untergruppe von Sym([N]?) ist, wird durch

Gy x [NJ* = [N*, g (i,j) = 9((i. 7))
eine Linksoperation von Gy auf [N]? definiert.

Notation 4.1.6: Fiir N € N* g € Gy, (io, jo) € [IN]* schreiben wir statt g - (49, jo) auch einfach
g(ig, jo). Fiir eine nicht-leere Menge M und eine Matrix M := (m;;) € Mat(M, N) bezeichne
My(io.jo) den Eintrag my ;. wobei i, jo € [N] und g(io, jo) = (i(, jo) gelte.

Wir definieren die natiirliche Operationsweise von G auf allgemeinen Matrizen:
Lemma 4.1.7: Sei N € N* und M eine nicht-leere Menge. Dann wird durch
Gy x Mat(M, N) — Mat(M, N), (g, (aij)) = g - (ai;) == (ag-135)
eine Linksoperation von Gy auf Mat(M, N) definiert.
Beweis: Seien g, f € Gy, A € Mat(M, N). Dann gilt:
L (idgy - A)ij = Auag, (i) = Aij-
*)

2. ((9F) - A)ij = Agp-165) = A1 1g) = Ar-tg-16.0) = ([ Ag1ag) = (9 (f - A))ij.- Dabei
gilt (%) wegen Bemerkung 4.1.5. [ |

Bemerkung 4.1.8: Seien N, € N*, g € Gy M eine nicht-leere Menge und A := (a;;) € Mat(M, N).
Dann gilt:

ai; = Ag-1(96.5) = (9 Ag(i):
(9 A)ij = ag-135),

fur alle ¢, 7 € [V].

4.2 Isotopie von Hilbertsudokus

Wir zeigen zunéchst, dass HS(, N) unter der in 4.1.7 definierten Operation von G stabil
ist. Anschlieflend definieren wir die Operation der unitdren Gruppe U(s7) auf HS(H,N),
um schlieBlich den Begriff der Isotopie zu definieren. Wir zeigen, dass ein Hilbertsudoku auf C*
immer isotop ist zu einem Hilbertsudoku, in dem die Eintrage der ersten Zeile Diagonalmatrizen
absteigenden Rangs sind, und die Eintrage der ersten Spalte ebenfalls absteigenden Rang haben
(s.4.2.9).

40



Proposition 4.2.1: Sei N € N*. Dann operiert Gy von links auf HS(, N) durch
Gy X HS(H,N) = HS(H,N),g - (pij) := (Pg—1i,5))-

Beweis: Es gilt HS(, N) C Mat(L(5), N). Deswegen muss nach Lemma 4.1.7 nur bewiesen wer-
den:
GN-HS(#,N) C HS(A,N).

Sei H := (p;j) € HS(,N),o € Sym([N]?). Dann gilt nach Bemerkung 4.1.3:

N N N

D Py = 2 Peii = D_Pii = L, fiir j € [N],
i=1 i=1 i=1

N N

D P = 2 Pe(i = Ly fitr i € [NV],
J=1 j=1

N N

chgl(i,j) - Zpiafl(j) =1, fir j € [N],
i=1 i=1

N N N

chgl(i,j) =D Py =D _pij =1, fiir i € [IV],
J=1 j=1 j=1

N N

ancl(m') - iji =1, fir j € [N],
i=1 i=1

N N

PritGa) = > i =1, fiir i € [N],

Jj=1 j=1

N N N

Zp’r]'\,_l(i,j) - ZPNHfj,NHfi = ZPNJrlfj,i =1, fir j € [N],
i=1 i=1 i=1

N o N N

Sop D) =3 v = v = 1, fitr § € [NV],
Jj=1 j=1 j=1

N N

Zprot;ﬁ(i,j) = ZPNJrlfj,i =1, fiir j € [N],
=1 i=1

N N N

Zprot]_\,l(i,j) = ZPNH—M = ij,i =1, fir ¢ € [N].
Jj=1 j=1 j=1

Also gilt
v, H,co - H7y - H, 7y - H,roty - H € HS(, N).
Analog zeigt man
id- H,ryb - Hoe' - Hyry' - Hyrig b Hyroty' - H € HS(A, N).
Da Gy nur aus Wortern in {r,, c,, 7y, T, rot i } besteht, folgt somit

Gy - HS(H#,N) C HS(A,N). N

41



Definition 4.2.2: Seien N € N*, H := (p;;) € HS(s€,N) und T' € U(H) ein unitérer Opera-
tor. Dann definieren wir

Lemma 4.2.3: Seien N € N*, H := (p;;) € HS(AH,N) und T € U(H) ein unitirer Operator.
Dann gilt THT* € HS(,N).

Beweis: Nach Korollar 2.3.13 ist T'p;;T* eine Projektion fiir alle (i, j) € [N]%. Es gilt

N N
S TpiuT* =T(>  pi)T* =TIT =1,
k=1 k=1

N N
S Tpu T =T pri)T*=T1T =1,
k=1 k=1

fur alle i € [N]. Also gilt THT* € HS(H, N). [ |
Proposition 4.2.4: Sei N € N*. Dann operiert U(F€) von links auf HS(, N) durch

U(A) x HS(H,N) — HS(,N),(T,H) — T+« H=THT "

Beweis: Sei H € HS(J,N).
1. Es gﬂt 1xH=1H1* = (]lp”]l*) = (]lpzj]l) = (pij) =H.
2. Fiir Ty, Ty € U(H) gilt

(TlTQ) * H

(TV\T2)H (T1 )"

(1T)pi; (ThT2)")

(T T2)pi; (T3 Tix))

(11 (Topi; T3)TY)

Ty * (TopiiT5)

Ty« (Ty « H)). [ |

Bemerkung 4.2.5: Seien N € N*, T e U(5), g € Gn, H := (p;;) € HS(#, N). Dann gilt
g- (T H)=g-(TpiT") = (Tpg-115T") =T * (pg-1i) = T * (9 - H).
Lemma 4.2.6: Seien N,d € N*. Dann operiert U(H) x Gn auf HS(H, N) durch
(U(H) x GN) x HS(H,N) = HS(A,N), (T, q),H) — (T,g9)« H:=g- (T« H).

Beweis: Sei H := (p;j) € HS(s¢, N). Dann gilt:

1. (1,id)* H =id- (1H1*) =id - H = H.
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2. Seien Ty, Ty € U(I), g1, 92 € Gn. Dann gilt:

((T1,92) - (T2, 92)) * H = (T1T», g192) * H
= (9192) - (TaT2) = H)
=091 (g2 (T1 x (T2 x H)))
= g1+ (Th * (92(T2 * H)))
= (g1, T1) * (92, T2) * H2)).

Dabei wurde angewandt, dass U () und G auf HS(F, N) operieren. Die vorletzte Gleichung
gilt wegen Bemerkung 4.2.5. [ ]

Definition 4.2.7 (Isotopie von Hilbertsudokus): Sei N € N*, Hy, Hy, € HS(7, N). Dann hei-
Ben Hy, Hy isotop, falls sie unter der Operation von U () x Gy auf HS(, N) in der selben
Bahn liegen. Wir schreiben dann Hy; ~ H,. Fir ein g € Gy, T € U(H) bezeichnen wir die
Abbildung (T, g) : HS(H,N) — HS(H#,N), H — (T, g) * H auch als Isotopietransformation.

Isotopie definiert eine Aquivalenzrelation auf HS(#, N). Somit ergibt schon fiir den Fall 57 =
C? sich das folgende Problem:

Frage 4.2.8: Bestimmen Sie eine Klassifikation von HS(C%, N) durch Reprisentanten der Iso-
topieklassen.

Proposition 4.2.9: Seien N,d € N* und H € HS(C? N). Dann existiert ein zu H isotopes
H' := (pi;) € HS(C? N), fiir das gilt:

rang(pi;) = rang(pi,j+1)
rang(p;1) > ran

fiir i,5 € [N — 1], und p1;(C?) wird aufgespannt von

{6(21;11 rang(pre)) +i | 1 <i<rang(pi;)}, falls rang(pi;) # 0,
{0} sonst,

fiir alle j € [N]. Dabei gelte >-9_, rang(p1y) = 0.

Beweis: Angenommen es gelte N = 1. Dann gilt H = (1) und die Aussage folgt trivialerweise fir
H' := H. Angenommen also, es gelte N > 1. Sei fiir (i,j) € [N]? ¢;; € L£(C%) mit H = (g;;).
Sei (io, jo) € [N]? mit rang(gi,;,) = max{rang(q;;) | (i,j) € [N]*}. Dann existiert ein o € Sy mit
o(jo) = 1 und

rang(;,o-1(j)) = rang(gipo—1(j+1))

fir j € [N — 1]. Wegen rang(g;p,-1(1)) = max{rang(¢,,-1¢1)) | i € [N]} existiert ein ¢ € Sy mit
d(ip) =1 und

rang(qs-1(i)o-1(jo)) = TANE(d5-1(i+1)0-1(jo))
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fir alle ¢ € [N — 1]. Fiir H:= (Pij) '=r5Co - H gilt dann:

rang(pi;) =

fir alle j € [N — 1] und

rang(pi1) = rang(ds—1o-1(jo))
> rang(Q5—1(i+1)a_1(jo)>

= rang(pi+1,1)

fur alle ¢ € [N — 1]. Seien n; := rang(pi;) fiir j € [N] und falls n; # 0 gilt {v{,...,v%j} eine
Orthonormalbasis von py;(C?) fiir j € [N]. Dann gilt nach Lemma 3.1.5

N
Z”J =
j=1

weswegen nach Bemerkung 3.1.3 Uj-\le,nﬁﬁo{v{, . ,v%j} eine Orthonormalbasis von C? ist. Nach Lem-
ma 2.2.13 wird also durch die lineare Fortsetzung von

v b—>e( ifﬁrje[N],iG[”j]

k= 1"’“)

eine unitirer Operator T € Uy definiert, wobei >0_; rang(p1x) = 0 gelte und nach Notation 2.1.12
0] = 0 gilt. Fiir H' := (p;;) := THT* gilt dann

ng(Tp1;T7)
g( i)
ang(p ,J+1)
(
ng(

rang(pi;)

| \/

ang(Tp1,j+171")
pljﬂ)

fiir alle j € [N — 1]. AuBerdem wird nach Lemma 5.5.5 p;;(C?) aufgespannt durch

{{TU{, e ,Tv%j}, falls n; # 0,

{0}, sonst,
also durch
{{e( I cang(pus)) +i | 1 <i<rang(pi;)}, falls rang(pi;) # 0,
{0} sonst,
fur alle j € [N], da n; = rang(p;) gilt fiir alle j € [IV]. [ |
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Bemerkung 4.2.10: In Proposition 4.2.9 wurden die Zeilen und Spalten von H permutiert und
H anschlieend mit einem unitdren Operator konjugiert. Ohne Zeilen und Spalten zu permu-
tieren lasst sich H jedoch schon durch Konjugation mit einem unitédren Operator auf eine Form
bringen, in der die Eintrage der ersten Zeile alle auf ein Erzeugnis einer Teilmenge der Stan-
dardbasis {e1,...,eq} projizieren. Sei H := (p;;) € HS(C?, N) und fiir s € [N] n, € {0,...,d}
und B, := {v§ | k € [s]} eine Orthogonalbasis von p;;(C?). Dann ist nach Bemerkung 3.1.3 und
Lemma 3.1.5 U, B, eine Orthogonalbasis von C?. Durch die lineare Fortsetzung von

f:Ui\;183—>{el,...,ed},v,‘zn—>e( , fir s € [N], k € [ng]

S "j>+k

wird nach Lemma 2.2.13 ein unitarer Operator definiert, der nach Korollar 2.3.14 erfiillt, dass
(fH f*)1s aufgespannt wird von {G(Z‘j;inj)% | k€ [nd}.

Definition 4.2.11: Seien H und H' wie in Proposition 4.2.9. Dann heifit H' eine Normalform
von H.

Bemerkung 4.2.12: Aus Proposition 4.2.9 folgt, dass fiir N,d € N* jedes H € HS(C?, N) ein
zu H isotopes H' := (g;;) € HS(CY, N) existiert, so dass ¢y fiir j € [N] als die Diagonalmatrix

2 B vangtou) 44 (532 ronatou))

i€[rang(q1;)]

dargestellt werden kann, wobei fiir (i, j) € [d]* E;; die Elementarmatrix mit 1 im Eintrag (i, j)
und sonst nur 0-Eintragen bezeichnet.

Frage 4.2.13: Sei N,d € N*. Was muss fir H € HS(C?% N) gelten, damit die Normalform
eindeutig ist?

4.3 Isotopie-Invarianten auf HS(7, N)

Im folgenden werden Isotopieinvarianten eingefiihrt, die auf der Invarianz von Winkeln zwi-
schen Vektoren unter der Wirkung unitérer Operatoren beruhen. Auflerdem zeigen wir, dass
die (Nicht-)Kommutativitidt von Hilbertsudokus eine Isotopieinvariante ist.

Definition 4.3.1: Seien p,q € L(.7) Projektionen. Dann definieren wir

ang(p, q) == {(z,y) | x € p(H),y € ¢(H), ||z| = [ly|| = 1},
lang|(p, q) = {[{z, y)| | * € p(I),y € (), ||z|| = [lyl| = 1},
max|ang|(p, ¢) := max{[{z,y)| | v € p(H),y € ¢(J), ||z]| = ||y| = 1}.

Bemerkung 4.3.2: Seien p,q € L(S#) Projektionen. Nach Satz 2.1.5 gilt
[(z, )| < l[]| - |[y|| fir =,y € A,

daher ist max|ang|(p, ¢) wohldefiniert.
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Definition 4.3.3: Seien N € N* und H := (p;;) € HS(5, N). Dann definieren wir
P(H) = {p € L(H) | Es existiert (i,;) € [N]* mit p = py;}.

Proposition 4.3.4: Seien N € N* Hy, Hy € HS(5, N) Hilbertsudokus. Sind Hy und Hy isotop,
dann gilt
{ang(p, q)| p,q € P(H1)} = {ang(p, q)| p,q € P(H2)} .

Existiert ein d € N* mit 5 = C%, so gilt sogar:

{ang(p, q) x {(rang(p),rang(q))} | p,q € P(H1)}
= {ang(p, q) x {(rang(p),rang(q))} | p,q € P(Hz)} .

Beweis: Seien H; := (pl-lj) und Hs := (pzzj) Da H; und Hs isotop sind, existiert ein ¢ € Gy und ein
T € U(A), sodass Hy = (T, g) * Ha gilt, also

Pij = TPg-14,5T" fiir (i, j) € [N]*,

Seien (i,7), (k,1) € [N]?,z € p%j(:%”) mit [|z|| = 1 und y € p};(#) mit |ly|| = 1. Dann gilt nach
Korollar 2.3.13 © € Tpy-1(; j)(€) und y € Tpy-1, (). Also existiert ein 2’ € py-1(; () mit
z=T(z')und ein y' € py-1(4y(H) mit y = T(y'). Nach Satz 2.2.7 gilt |[z|| = [|2'[|, [y|| = [|V'], (z,v) =
(@', y'). Also gilt

{ang(p7 Q) ‘ p,q € P(Hl)} - {ang(pa Q) ’ p,qc P(HQ)}

Im Fall 2# = C? fiir ein d € N* gilt auch
rang(py;) = rang(Tpg-1(; ;yT") = rang(pg1(; 5);
rang(pllcl) = rang(ijfl(k,Z)T*) = Tang(l’?fl(k,l))a

da T und T dann als unitdre Vektorraumisomorphismen vollen Rang haben, und damit:

{ang(p, q) x {(rang(p),rang(q))} | p,q € P(H1)}
C {ang(p,q) x {(rang(p),rang(q))} | p,q € P(Hz)} .

Da Hy = (T~ Y, ¢~ H = (T*, g) » Hy gilt, folgen auf analoge Weise die beiden umgekehrten
Inklusionen. |

Definition 4.3.5: Seien N,d € N* und H € HS(C? N). Fiir dy, dy € [d] definieren wir:

angy (dy, ds) := {ang(p, q) | p,q € P(H),rang(p) = dy,rang(q) = do},
|ang\H(d1,d2) = {’ang‘<p7 Q) | D, q € P(H),rang(p) = dl,rang(Q) = d2}7
max|ang|y(dy, dy) = {max|ang|(p, q) | p,q € P(H),rang(p) = dy,rang(q) = ds} .

Lemma 4.3.6: Seien N.d € N* und Hy,Hy, € HS(C? N) isotope Hilbertsudokus. Fiir alle
di,dy € [d] gilt dann:

angy, (di, dy) = angy, (dy, dy),
lang|p, (d1, d2) = |angg, [(dy, d2),
max|ang| , (di, d2) = |angg, |(dy, d2).
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Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem zweiten Teil von Proposition 4.3.4. |

Lemma 4.3.7: Seien p,q € L(F) Projektionen mit dim(q(F)) =1 und w € F mit q(H) =
Span(w). Dann gilt:

|ang|(p, q) = {II || N, w)| | @ € p(A) mit || :1}.

Gilt auch dim(p(F)) = 1 und ist v € H mit p(7) = Span(v), dann gilt:

gl 0) = {1470

[l - fJwl]
Beweis: Seien z € p() und y € ¢(J) mit ||z|| = ||y|| = 1. Dann existiert ein a« € C* mit |a| =
— - ;
l,Ly=«a Tl und es gilt N 1
e
[z, )| = m |z, w)| = m (@, w)l.-

Somit folgt die erste Aussage. Sei nun dariiber hinaus auch dim(p(##)) =1 und v €  mit p(H) =

Span(v). Dann existiert ein 5 € C* mit |5| = 1,2 = f - HUH und es gilt:
1 Bl 1
(2, )| = 17— - (2, w)| = (v, w)| = (v, ).
[[w] o]l l|wl] [[o]ll|wl]
Somit folgt auch die zweite Aussage. |

Lemma 4.3.8: Seien N € N*, Hy = (p;;), H2 = (q;) € HS(,N). Sind H, und Hs isotop,
dann ist Hy kommutativ, genau dann wenn Hy kommutativ ist.

Beweis: Angenommen, Hi und Hs sind isotop und Hj ist nicht-kommutativ. Dann existieren ein g €
Gy und ein T' € U(S) mit p;; = T'qy-1(;,5T". Seien (i0, jo), (ko,lo) € [N]? mit PiojoPkolo 7 PholoPiojos
dann gilt:

qu_l(io,jo)qg_l(ko,loT* = (qu_l(io,jo)T*)(qu_l(ko,lo)T*)
= PigjoPkolo
?é pkolopiojo
= (qu_l(kOJO)T*)(qu_l(ioyjo)T*)
= g1 (ko 10) 4 (i0.jo) T~
Da T unitér ist, folgt somit
dg=1(i0.jo) g~ (ko.lo) 7 99 (ko,lo) g~ (io.jo) -
Also ist Hs nicht-kommutativ. Analog folgt aus der Nicht-Kommutativitat von Hs die Nicht-Kommutativitat

von Hi. |

4.4 Dimensionssudokus und Dimensionskonfigurationen

Im Folgenden werden Dimensionssudokus eingefiihrt. Ein (N, d)-Dimensionssudoku ist eine
N x N-Matrix mit Eintrdgen aus {0, ..., d}, in der sich die Eintrége zeilen- und spaltenweise zu
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d aufsummieren. Geht man bei einem Hilbertsudoku H auf C? eintragsweise zum Rang des Ein-
trags liber, so erhalt man das zu H gehorende Dimensionssudoku. Die zentrale Bedeutung von
Dimensionssudokus fiir Hilbertsudokus auf C? besteht darin, dass die Gruppe Gy (s.4.1) auf der
Menge der (N, d)-Dimensionssudokus operiert und diese in Aquivalenzklassen unterteilt (s.4.5),
und dass isotope Hilbertsudokus auf C? dquivalente zugehérige Dimensionssudokus besitzen
(s.4.5.5). Die Aquivalenzklassen der (N, d)-Dimensionssudokus lassen sich verhéltnisméBig ein-
fach mit einem Computeralgebrasystem berechnen, in das zu einer gegebenen initialisierten
Gruppenoperation auf einer Menge eine Funktion zur Berechnung der Bahnen implementiert
ist. Dies wurde in 4.5.6 und 4.5.8 beispielhaft fir die Falle (V,d) = (4,3) und (N,d) = (4,4)
mit Hilfe des Computeralgebrasystems GAP getan.

Definition 4.4.1 ((IN, d)-Dimensionssudoku): Seien N,d € N*. Ein N-d-Dimensionssudoku ist
eine Matrix D = (d;;) € ([d] U {0})V*, so dass fiir alle i € [N] gilt:

D(N,d) bezeichne die Menge aller N-d-Dimensionssudokus. Wir lassen oft die Indizes N und
d weg, und sprechen nur von Dimensionssudokus.

Lemma 4.4.2: Seien N,d € N*, H := (p;;) € HS(C? N) und D := (rang(p;;)) € Mat([d], N).
Dann gilt D € D(N,d).

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Lemma 3.1.5. |

Definition 4.4.3: Seien H und D wie in Lemma 4.4.2. Dann heifit D das zu H gehorende
Dimensionssudoku und wir schreiben D := Dim(H ), und sagen, dass D von H geldst wird.

Bemerkung 4.4.4: Seien N, d € N*. Nach Lemma 4.4.2 folgt also, dass zu jedem Hilbertsudoku
H € HS(CY, N) ein (eindeutiges) Dimensionssudoku D € D(N,d) existiert mit D = Dim(H).
Andererseit kann man sich fragen, ob zu jedem Dimensionssudoku D’ := (d;;) € D(N,d) ein
Hilbertsudoku H' € HS(C? N) existiert, das D 16st. Diese Frage ist nicht trivial, sie ldsst
sich jedenfalls nicht direkt durch eine einfache Induktion tiber die Eintrage jeder Zeilen losen.
Angenommen namlich beispielsweise, fir ein r € [N — 1] seien fir (i,5) € [r] x [N] bereits
Projektionen p;; gefunden, die rang(p;;) = d;; gelte. Fiir das kleinste j; € [N] mit d,11 5, # 0,
kann dann zwar einfach eine Projektion p,.1; j, gefunden werden mit rang(p,,1,5,) = d,. 4 ;,- Fiir
das kleinste j, € [N]\{j1} mit d,, ;, # 0 kann allerdings bereits gelten

d — dim(Span(Uj_;pi;, (C*) U Span(prs1,, (CY))) < d)y1 .
weswegen nach Lemma 3.1.11 keine Projektion p,1;, auf C? existieren kann mit:

Pr41,j1Pr41,50 = O?
DijoPr+1,j, = O, fur alle 7 € [T],

rang(Pri1j, = dryyjy)-
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Beispielhaft sieht man dies fiir

2 110
120 1

D = 11(1)1 € D(4,4).
002 2

Die ersten zwei Zeilen von D’ konnten kanonisch aufgefillt werden durch (zur Notation, s.2.3.16):

pel,eQ P3 P4 0

(%’j) - P3 p61,82 0 Pa
431 q32 433 ({34
0 0 43  qa4.

Dann misste gelten nach Gl. (5) gelten g3; = p4, und somit nach Lemma 3.1.11 ¢33 = 0, was
im Widerspruch zu rang(gsa) = D}, = 1 steht. In Section 6 wird allerdings bewiesen, dass
unter Vorraussetzung der Giiltigkeit von Vermutung 6.2.16 jedes Dimensionssudoku durch ein
Hilbertsudoku gelost wird.

Frage 4.4.5: Existiert zu jedem D € D(N,d) ein Hilbertsudoku H € HS(C?, N), das D 16st?

Eine Moglichkeit zur positiven Beantwortung von 4.4.5 besteht darin, zu zeigen, dass jedes
Dimensionssudoku eine Summe von Permutationssmatrizen ist:

Definition 4.4.6: Eine N-Permutationsmatrix ist eine N x N-Matrix A, := (a;;), sodass gilt:

a;; =1, falls j = o(3),

a;; = 0, sonst,
fir ein o € Sy.

Lemma 4.4.7: Seien 01,...,04 € Sy und A,,, ..., A,, Permutationsmatrizen wie in 4.4.6. Fir
D = (di;) == Ay, + -+ As, gilt dann D € D(N,d).

Beweis: Fiir alle ig, jo € [N] gilt:

ISH

N
Z = Z iook (i) = @

=1 k=1

N
Z - Z o (Go)jo — =d. u

2

Frage 4.4.8: Sei D € D(N,d). Existieren dann o1,...,05 € Sy und N-Permutationsmatrizen
Aspyoo o Ap, mit D=A, + ... A7

Proposition 4.4.9: Unter Annahme, dass sich Frage /J./.8 positiv beantworten ldsst, gilt: Zu je-

dem D € D(N,d) existiert ein H € HSp(N), mit Dim(H) = D, wobei B eine Orthogornalbasis
von C? ist
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Beweis: Sei D := (d;;) € D(N,d) und o1,...,04 € Sy mit D = A;, +---+ A,,. Wahle H := Hfl
(8.3.2.7). Dann gilt fiir Dim(H) := (dj;):

di;= >, l=dy. u
keldon(i)=j

In Analogie zu N-Konfigurationen im Fall von Hilbertsudokus, ist es naheliegend, folgende
Definition zu machen:

Definition 4.4.10 ((IV, d)-Dimensionskonfiguration): Seien N, d € N*. Eine (N, d)-Dimensionssudoku-
konfiguration ist ein Tupel ((d;;),A), wobei A C [N]* und d;; € {0,...,d} fir (i,j) € A gilt,
sodass

N
Z dir, < dund Z dy, = d, falls (i, k) € A fur alle k € [N],

kE[N],(i,k)cA k=1

N N

> dij <dund Y dy; =d, falls (k,j) € A fiir alle k € [N],
ke[N],(k,j)€A k=1

fur alle 4, j € [N]. Wir nennen eine (N, d)-Dimensionssudokukonfiguration auch (N, d)- Dimensionskonfigurc
Wir bezeichnen mit DI(N, d) die Menge aller (N, d)-Dimensionkonfigurationen. Eine (N, d)-
Dimensionskonfiguration (D" := (d;;),.A) heiBt ldsbar, falls ein D := (d;;) € D(N,d) existiert

mit d” = d;] fir alle (Z,]) e A

Nicht jede Dimensionskonfiguration besitzt eine Losung. Beispielsweise miisste eine Losung

D= <d23> c D(4, 6) von

D' = € DK(4,6)

* % W W
=N = ¥
* DN ¥ =
— =N O

erfiillen:

3+3+ds +dy = di + day + d3 +dy = 6,
also d3; = dy =0, und

d31 +2+ 2+ 1=ds3; + d3 + dzz + d3s = 6,
also d3; = 1. Somit ergibt sich die Frage:

Frage 4.4.11: Seien N, d € N*. Was sind Kriterien fiir die Losbarkeit einer Dimensionskonfigu-
ration D € DIC(N,d)? Was sind Kriterien fiir die Eindeutigkeit einer Losung?

Auch im Ubergang jedes Eintrags einer N-Konfiguration auf C? zum jeweiligen Rang des
Eintrags erhélt man eine Dimensionskonfiguration:

Lemma 4.4.12: Seien N,d € N*| K = ((p;;), A) € HK(C? N) und D := ((rang(p;)), A).
Dann gilt D € DIC(N, d).
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Beweis: Sei fiir(i,j) € A d;j := rang(p;j). Sei i € [N]. Im Fall (i,1) € A fiir alle [ € [N] folgt

N
> dy=d
=1

genau wie im Beweis von Lemma 4.4.2. Analog folgt fiir j € [N] mit (k,j) € A fiir alle k € [N]:

N
> di =d.
k=1

Auflerdem gilt fiir ¢ € [N] wegen Bemerkung 3.1.3

S pu(I) = pu(H) C I,
le[N],(i,)eA le[N],z(i:,l)eA
und damit
oo dy= > rang(py)= Y,  dim(py(#) <d.
le[N],(i,1)eA le[N],(i,l)eA le[N],(i,l)eA
Analog folgt fur alle j € [N]
> dy < d [ ]
ke[N],(i,k)eA

Dies gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 4.4.13: Seien K und D wie in Lemma 4.4.12. Dann nennen wir D die zu K gehorende
Dimensionskonfiguration und schreiben Dim(K) := D.

4.5 Die Operation von G auf D(N, d)

In dieser Subsektion zeigen wir formal, dass D(N, d) abgeschlossen ist unter der Operation von
Gy (s.4.1), das heifit anschaulich unter Zeilen- und Spaltenpermutationen, Spiegelung eines
Dimensionssudokus an einer der Diagonalen und Rotationen um 90°. Daraus ergibt sich der
Begriff der Aquivalenz von Dimensionssudokus (s.4.5.2). Wir zeigen anschliefiend, dass isotope
Hilbertsudokus auf C? dquivalente zugehérige Dimensionssudokus besitzen.

Lemma 4.5.1: Seien N,d € N*. Dann gilt:

Gy - D(N,d) = D(N, d).

Beweis: Es gilt D(N,d) C Mat([d], N). Deswegen muss nach Lemma 4.1.7 nur bewiesen werden:

Gn - D(N,d) C D(N,d).
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Sei D :=

Also gilt

(dij) € D(N,d),o € Sym([N]?). Dann gilt nach Bemerkung 4.1.3:
N N
D diig) =D domi; =
i=1 i=1
N
=2 do1(n; = d
j=1

N
> i)
j=1

N
> dij=d,
=1

N N
;dcgl(z‘,j) = ;dia—l(]’) =d,

N
Z dc(?l(i,j) -

Zd/ lN ,j
Zdrot
Zdrot

Analog zeigt man

N N
> dig-igy =) _dij =
j=1 j=1
N
=2 di=d,
i1
N
dji = d,
Jj=1
N N
= Z AN41-j N+1—i = Z dNny1-j; = d,
i=1 i=1
N
Z dN+1-jN+1— = D _djN+1—; = d,
j=1 j=1
Z dN+1 —J,0 — d

=1

N
ZdN+1 = dji=d,
j=1

ty-D,co- D, 75 - D,y - D,roty - D € D(N,d).

fur j € [N],

fur ¢ € [NV],

fur j € [N],

fir i € [N],

fir j € [N,

fir i € [N],

fir j € [N],

fir i € [N],

fir j € [V,

fir i € [N].

id-D,r;'-D,c;' - D, 75t - D7yt - D,roty! - D € D(N, d).

Da Gy nur aus Wortern in {r,, ¢s, 7y, T, rot iy } besteht, folgt somit

Definition 4.5.2: Seien N,d € N* und A, B € D(N,d). A, B heilen dquivalent, wenn sie unter

Gy - D(N,d) C D(N,d).

der Operation von Gy auf D(NV,d) in der selben Bahn liegen.

Bemerkung 4.5.3: Analog zum Fall von Hilbertsudokus auf C¢ (4.2.11) lisst sich zeigen, lisst
sich wie im ersten Teil des Beweis von Proposition 4.2.9 zeigen, dass zu einem Dimensionssudoku

D := (d;;) € D(N,d) immer ein dquivalentes D' := (dj;) existiert, das erfiillt:
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fir alle 4,5 € [N — 1]. So ein D' nennen wir dann analog Normalform von D.

Somit ergibt sich die Frage:

Frage 4.5.4: Seien N,d € N* und D € D(N,d). Was muss fir D gelten, damit D eine eindeutige
Normalform besitzt?

Satz 4.5.5: Seien N,d € N* und Hy := (p;j),Hs = (q;;) € HS(C? N) isotop, dann sind
Dim(H,), Dim(Hs) dquivalent.

Beweis: Sind H; und H isotop, dann existiert ein g € Gy und ein T' € U(C?) mit ¢;; = Tpg—1(;HT"
fiir alle (7, j) € [N]?. Also gilt
rang(q;j) = rang(Tpg_1(Z-7j)T*) = rang(pgq(i’j)).

Damit folgt
Dim(H2) = Dim(gH;) = ¢g - Dim(H;).

Also sind Dim(H7) und Dim(Hj) dquivalent. [ |

Im Folgenden sind die Reprisentanten der Aquivalenzklassen von D(4,3) und D(4,4) aufge-
fithrt. Diese wurden mit dem Computeralgebrasystem GAP ausgerechnet. Der Quellcode dazu,
zusammen mit einer Erlauterung, befindet sich im Appendix (8).

Beispiel 4.5.6: D(4, 3) zerfillt in 12 Aquivalenzklassen A;,i € [12]. Fiir i € [12] besitzt A; den
Reprasentanten D;, wobei gilt:

3000 3000
0300 _ 10300 _
D, = 0030,|,41|:24 Dy = 0021,|Az|—144
000 3 001 2
3000 3000
0210 (o201 _
Ds:=|, 1 1 1| Msl =28 | Di= |0 7 o5 o MAal=192
001 2 001 2
3000 2100
0111 |1 200 _
Ds=1g 1 1 1| Msl=16 | De=1g § o 1| [Asl=72
0111 001 2
2100 2100
1110 _ |1 020 _
D7._0111,|A7|—288 Dy = 0111,|A8|—576
001 2 010 2
2 100 2100
100 2 1011
Dgi— 00 2 1 ,|A9‘:144 DIO:: 01 2 0 ,|A10|:96
0210 010 2
2100 1 110
1011 _ |1 101 _
Dy, = 01117|«411|=144 Dys := 10117|«412|—24
0111 0111
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Bemerkung 4.5.7: Die Reprasentanten in Beispiel 4.5.6, die durch GAP berechnet wurden,
wurden durch Zeilen- und Spaltenpermutationen noch in Normalform gebracht.

Beispiel 4.5.8: D(4,4) zerfillt in 38 Aquivalenzklassen A;,i € [38]. Fiir i € [38] besitzt A; den
Repréasentanten D;, wobei gilt:
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5 NK-Wurzeln

In dieser Sektion werden NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus und auf Dimensionssudokus einge-
fithrt. Eine NK-Wurzel W auf einem Hilbertsudoku H ist ist eine maximale Menge von Paaren
ungleicher Elemente aus [N]?, sodass die Nicht-Kommutativitit von jeweils zwei Paaren von
Eintragen aus H mit Indizes aus W unter den Summengleichungen (1) dquivalent ist. <Unter
einem abgeleiteten Konzept der Nicht-Kommutativitat fiir Eintrdge eines Dimensionsionssu-
dokus werden dann auch fir Dimensionssudokus eingefiihrt (5.5.8). NK-Wurzeln auf Hilberts-
udokus liefern Isotopieinvarianten fiir nicht-kommutative Hilbertsudokus. Zentrales Ergebnis
der Sektion ist, dass NK-Wurzeln auf einem Hilbertsudoku auf C? auch NK-Wurzeln auf dem
zugehorigen Dimensionssudoku sind. Somit wird eine Moglichkeit gegeben, die Isotopieklassen
von nicht-kommutativen Hilbertsudokus, die das gleiche Dimensionssudoku losen, zu berechnen
(beispielhaft in 5.8.12). Im Folgenden seien immer N, d € N*.

5.1 Vorbereitung

Diese Subsektion fithrt zunéchst einige technische Hilfsaussagen fiir die folgenden Aussagen zu
NK-Wurzeln auf.

Definition 5.1.1: Sei N € N*. Dann definieren wir:
N o= { {6, 9), (R, D} | (3,4), (ko) € [NV i # ki £ 1} (17)

Lemma 5.1.2: Sei X eine nicht-leere Menge und R C X? eine symmetrische Relation auf X,
die notiert wird durch :

&y (v,y) € R
Dann wird durch R C X2, mit
xrgy =(z,y) € R

. . . R
& FEs existiert ein n € Ny xg, ..., x, € X mit v; ~ x;_1,

firl<i<nundzxy=x,2, =y oderx =y,

eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

Beweis: Seien z,y,z € X. Dann gilt:
R -
1. x ~ z per Definition.

2. Angenommen es gelte x £ y. Dann existiert ein n € N,zg,...,x, € X mit x; £ x;_q far
1 <i<nund 29 = z,z, =y. Fir z := x,_; fir 0 < i < n gilt wegen der Symmetrie von R:

x;£$;71 fir 1 <i<n,z;=yund z], = x. Also gilt y £ z.

3. Angenommen es gelte = £ yund y £ ». Dann existieren n,n’ € Nund zg,...,ZTn, Y0, .., Yo € X
mit xg = x, 2y = Y, T; G x;—1 fiir 0 <7 < n, sowie yo =y, yn = 2,Y; £ yj—1 fur 1 <j <n'. Fir
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die Wahl

, T, fir 0 <i<mn,
€Tr. .=
! Yien—1, firn+1<i<n+n' +1,
gilt dann 2, = :r,x’rl+n,+1 =z und 7} z zi_q fir 1 <i<n-+n'+1. Also gilt = k.. [ |

Bemerkung 5.1.3: Seien M eine nicht-leere Menge und g € Sym(M). Dann wird durch
gXg MxXM—=>Mx M, (z,y)— (g-2,9-1)
eine Bijektion definiert, da die Abbildung
GIxg M M= Mx M, (z,y) = (g7 x 2,97 xy)
eine Umkehrabbildung zu g x ¢ bildet.
Lemma 5.1.4: Seien N € N*, (iq, jo), (ko,lo) € [N]*,g € Gn und (i1, j1), (k1,11) € [N]? mit

9(io, Jo) = (i1, j1),
g(k’o,lo) (khll)-

Dann gilt
io # ko, Jo # lo & i1 # k1, k1 # h.

Beweis: Sei 0 € Sy. Dann sieht man leicht mit Bemerkung 4.1.3, dass die Aussage fiir

. ' 1 -1 -1 -1 1
g € {id, o, Co, TN, T, TOUN, T, Co T Ty > TOt N |

y Yo )

erfilllt ist. da G nur aus Wortern in {r,,c,, 7y, Ty, roty } besteht, folgt die Aussage induktiv fiir
jedes g € Gn. |

Konvention 5.1.5: Sei N € N*, g € Gy und (ig, jo), (ko, lo) € [N]* mit (i, jo) # (ko,lo). Dann
definieren wir

g x g({(d0, jo), (ko, lo)}) :== {g(io, jo), g(ko, lo) }-

Man vergewissert sich leicht, dass die Zuordnung Unabhéngig von der Darstellung von ({(io, jo), (ko,l0)})
ist, und somit eine wohldefinierte Selbstabbildung Abbildung auf

{ {0, Jo), (ko,10)} | (io, jo), (Ko, o) € [NT> mit (io, jo) # (ko,lo) }

definiert.

Proposition 5.1.6: Seien N € N* und g € Gn. Dann wird durch
g% g:[NJ% = [N a g xg(a)

eine bijektive Selbstabbildung definiert.
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Beweis: Nach Lemma 5.1.4 gilt fiir alle a € [N]% ¢ x g(a) € [N]%. Nach Bemerkung 5.1.3 ist die
Abbildung bijektiv. |

Bemerkung 5.1.7: Seien N € N* und g, ¢’ € G. Dann gilt auf [N]%:

(¢ xg)o(gxg)=4ggx4gyg.

5.2 NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus

In dieser Subsektion werden NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus eingefiihrt. Dazu definieren wir
zunachst die Indexmenge von ungeordneten Paaren von Projektionen eines Hilbertsudokus H,
die nicht miteinander kommutieren, als die Menge der NK-Paare auf H, NKX(H). NK-Wurzeln
werden dann als maximale Teilmengen von N'K(H) eingefiihrt, deren Elemente unter den Sum-
mengleichungen (4) und (5) dquivalent sind.

Definition 5.2.1 (NK-Paar auf Hilbertsudoku): Sei N € N* H = (p;;) € HS(H,N) ein
nicht-kommutatives Hilbertsudoku und seien (i, jo), (ko,lo) € [N]?, $0 dass DiqjoPkole 7 ProloPiojo
gilt. Dann heit { (4o, jo), (ko,lo)} NK-Paar auf H. NK(H) bezeichne die Menge der NK-Paare
auf H und wird NK-Struktur von H genannt.

Bemerkung 5.2.2: Seien N € N* und H € HS(#, N). Wegen Bemerkung 3.1.2 gilt:

NK(H) C [N]2.
Bemerkung 5.2.3: Seien N € N* H := (p;;) € HS(, N) ein nicht-kommutatives Hilbertsu-
doku und sei {(ig, jo), (ko,lo)} € NK(H), dann gilt p;yjo, Proto & {1,0}.

Fiir manche Hilbertsudokus folgt die Nicht-Kommutativitat eines Paares von enthaltenen Pro-
jektion durch die Summenrelationen Gl. (4) und Gl. (5) zwingend aus der Nicht-Kommutativitat
eines anderen Paares von enthaltenen Projektionen. Diese wird hier formal durch die beiden
folgenden Defintionen und das folgende Lemma 5.2.6 gegeben:

Definition 5.2.4 (Zeilenabhéngigkeit auf Hilbertsudokus): Seien N € N* und H := (p;;) €

HS(%, N) Existieren io,jo,k’o, ll,lg c [N], sodass gllt ll 7é lg,a = {(ig,jo), (ko, ll} S NK(H), b:

{(40, Jo), (ko,l2)} € [N]i,pko,b # 0 und pg,, = 0 fur alle n € [N]\{Jjo, l1, 2}, dann nennen wir b
zetlenabhdngig von a.

Definition 5.2.5 (Spaltenabhingigkeit auf Hilbertsudokus): Seien N € N* und H := (p;;) €

HS(%, N) Existieren io,j(), ]{?1, kg, l() c [N], sodass gllt ll 7é lg, a ‘= {(io,jo), (k?l, ll} € NK(H), b

{(i0, 70), (k2,10)} € [N]2, Proty # 0 und pyy, = 0 fiir alle n € [N]\ {40, k1, k2 }, dann nennen wir b
spaltenabhdngig von a.

Lemma 5.2.6: Seien N € N*, H € HS(#,N),a € NK(H) und b € [N]%, sodass b zeilen- oder
spaltenabhdangig von a ist. Dann gilt b € NK(H).

Beweis: Wir zeigen die Aussage nur fiir die Zeilenabhéngigkeit von b von a, da sie fiir die Spalten-
abhéngigkeit vollig analog folgt. Sei also b zeilenabhéngig von a. Dann existieren g, jo, ko, l1,l2 € [N]
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mit a = {(40, jo), (ko,11)},b = {(40, o), (ko,(2)}, Pkot, # 0 und pr,, = 0 fiir alle n € [N]\{jo, 1,12}
Also folgt:

N
1= Pros = Phojo T Pkols + Phola
s=1

und somit
pk)olQ = ]l - pk‘ojo _pkoll'
Es folgt :
PiojoPkols = Piojo — PiojoPkojo — PiojoPkoly

= Piojo — PiojoPkols

;é piojo - pk‘ollpiojo

= Piojo — PkojoPiojo — Pkol1Piojo

= pk‘ollpiojo'
Hierbei wurde Bemerkung 3.1.2 und a € NK(H) angewandt. Also gilt b € NIC(H). [ ]

Beispiel 5.2.7: Seien H € NK() ein Hilbertsudoku der Form:

Pi1 P12 P13 Pu4
e S RN )
0 0 paz paa
Fir a:={(1,1),(3,3)},b:={(1,1),(4,3)},c:=={(1,1), (4,4)} nach Lemma 5.2.6:
a e NK(H) ©be NK(H) & ce NK(H),

da a und b spaltenabhéngig sind (angenommen, eines von beiden ist NK-Paar), und b und ¢
zeilenabhingig sind. Der Name Spaltennabhingigkeit kommt daher, dass a € NK(H) < b €
NK(H) wegen der Spaltensummenbedingung (5) gilt. Der Name Zeilennabhdingigkeit kommt
daher, dass b € NK(H) & ¢ € NK(H) wegen der Zeilensummenbedingung (4) gilt.

Definition 5.2.8 (Die Relation cr auf Hilbertsudokus): Seien N € N*, H € HS(5#, N) und
a,b € NIC(H). Ist b zeilenabhéngig von a, dann ist auch a zeilenabhéngig von b. Ist b spalten-
abhéngig von a, dann ist auch a spaltenabhéngig von b. Also wird durch

crf?(a,b) :< a und b sind zeilen- oder spaltenabhingig auf H

eine symmetrische Relation auf NIC(H) definiert.

Bemerkung 5.2.9: Seien N € N* und H € HS(,N). Da fiir a,b € NK(H) dquivalent sind,
dass a zeilenabhéangig von b ist, und dass b zeilenabhéngig von « ist, sagen wir in diesem Fall
einfach, dass a und b zeilenabhéngig sind. Analoges gilt fiir Spaltenabhéngigkeit.

Es folgt eine zentrale Definition der Sektion:
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Definition 5.2.10 (NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus): Seien N,d € N* und H € HS(C%, N).
Dann wird nach Definition 5.2.8 durch cr” eine symmetrische Relation auf NIC(H) definiert.
Nach Lemma 5.1.2 wird also durch

¢ (a,b) :& Es existieren ein n € N, ay, . . ., a, € NKC(H) mit
ap = a,a, = bund cr¥(a;,a,_,) fir 1 <i<n

oder a = b,

wobei a,b € NK(H) gilt, eine Aquivalenzrelation auf NX(H) definiert. Die Aquivalenzklassen
von ¢r! nennen wir NK-Wurzeln auf H. Fiir ein a € NK(H) nennen wir die NK-Wurzel W
mit a € W die NK-Wurzel von a auf H.

Notation 5.2.11: Sei H := (p;;) € HS(, N) nicht-kommutativ. Wir notieren NXC(H) durch
die Matrix H, in der die Eintrége p;; und pj; durch eine Linie verbunden sind, falls {(z, 5), (k,1)} €
NK(D) gilt. Ist W € NK(H) eine NK-Wurzel, dann notieren wir W durch die Matrix H, in
der die Eintrége p;; und py; durch eine Linie verbunden sind, falls {(¢, j), (k,1)} € W gilt.

Bemerkung 5.2.12: Sei H € HS(, N) nicht-kommutativ und W C N (H) eine NK-Wurzel.
Dann bilden ([N]?, NX(H)) und ([N]?, W) endliche, einfache, ungerichtete Graphen.

Beispiel 5.2.13: Sei

(A €9 €3 €4
L €3+ €4 €3 — €4 €1+ eg €1 — €9 4
H = €3 — €4, €9 €3+€4,61 0 0 GHS((C ’4)
0 0 €1 — €9,€4 61+€2,€3
Dann gilt:
e1 (D) €3 €4
= !\\‘, /,!// €4
oS A4
ST >

@ @ ’61—62,64‘ ’€1+€2,63
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NK(H) zerfallt in drei NK-Wurzeln Wy, Wy und W3 mit:

Wll

@ @ ’61—62,64‘ ’61+62,63
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€3+€4 €3 — €4 e+ eo €1 — €9

ng

€3 — €4, €9 e3 + €4, €61 @ @

@ @ ’61—62,64‘ ’61+62,e3

In Beispiel 5.2.13 kann man sehen, wie sich NK-Wurzeln graphisch bestimmen lassen: Man tréigt
in die Matrix H zunéchst ein erstes NK-Paar durch eine Linie ein, die die zwei entsprechenden
Eintridge verbindet, im Fall von W; beispielsweise {(1,1),(2,3)}, und tragt dann sukzessive
die NK-Paare ein, die zeilen- oder spaltenabhangig von den bereits eingetragenen sind, bis
der Prozess terminiert. NK-Wurzeln kénnen helfen zu zeigen, dass Hilbertsudokus von einer
bestimmten Form immer kommutativ sein miissen:

Beispiel 5.2.14: Ein Hilbertsudoku der Form

pin pi2 O 0
H = 0 pa pa3 pau
P31 P32 0 p3y

a1 0 pgz O

ist immer kommutativ. Denn angenommen, es wiirde gelten py1pag # paspi1, alsoa := {(1,1),(2,3)} €
NK(H) und W ware die NK-Wurzel von a auf H. Dann wiirde gelten:
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Da aund {(1,2), (4,1)} die selbe NK-Wurzel haben wiirden, wére pj1pas # p2spi11 also dquivalent
70 P1oPa1 F Pa1Pie, was nicht moglich ist, da dann gelten wiirde:

P11P41 = (]1 —plz)]?41 75 (]1 - p12)p41 = P41P11,

im Widerspruch zu Bemerkung 3.1.2. Fiir alle 4,5, k,l € [N] mit b := {(i,5), (k,])} € [N]?

X
pij # 0,p # 0, auBer {(2,7), (k, 1)} = {(2,3),(4,1)}, ware im Fall b € NK(H) W die NK-
Wurzel von b, und es folgt analog, ein Widerspruch. {(2,3), (4,1)} € NK(H) fiihrt ebenfalls zu
einem Widerspruch , da dann wegen

P23 (P11 + ps1) = pas(L — par) # (1 — pa1)pes = pas(p11 + pa1)
gelten misste {(1,1),(2,3)} € NK(H) oder {(3,1),(2,3)} € NK(H), im Widerspruch zu zuvor

gezeigtem. Also ist H kommutativ.

5.3 Die Wirkung von G auf nicht-kommutativen Hilbertsudokus

In der folgenden Subsektion zeigen wir, dass die Operation eines Elements g aus Gy auf einem
nicht-kommutativen Hilbertsudoku H die NK-Paare und NK-Wurzeln von H in die NK-Paare
und NK-Wurzeln von g - H tberfiihrt(s.5.3.4).

Lemma 5.3.1: Seien N € N*, H € HS(#,N),a € NK(H) und g € Gy. Dann gilt:
a e NK(H) < g x g(a) e NK(g- H).
Insbesondere ist die Abbildung

gxg: NK(H) = NK(g-H),a+ g x g(a)
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bijektiv.

Beweis: Seien H = (p;;) und H' := (p;;) == g - H. Fiir (i,) € [N]? gilt dann nach Bemerkung 4.1.8
/ — ..
Pg(ij) = Pij-
Seien 14, jo, ko, lo € [N] mit a = {(’L'o,jo), (k[), lo)} Dann gilt:
a € NK(H) < {(io, jo), (ko,lo)} € NK(H)
< p’iojopkolo 7& pkolopiojo
/ / / /
= Pg(injo)Pg(kolo) # Py(kolo)Pyg(iojo)

< g x g({(i0, jo), (ko,lo)}) € NK(g - H)
< gxgla) e NK(g- H).

Die Abbildung
gXxg: NKH) = NK(g-H),a— g x g(a)

ist also wohldefiniert. Sie ist injektiv, da nach Proposition 5.1.6 die Abbildung
gxg:[NJ% = [NJk,am gxg(a)
bijektiv ist. AuBlerdem gilt fiir ein o’ € NK(g - H) nach zuvor gezeigtem:
a:=g ' xg () eNK(g"-(g- H)) = NK(H),
und wegen Bemerkung 5.1.7 somit

gxgla)=(g99") x (g9~ ")(a) =d.

Somit ist die Abbildung auch surjektiv und die Aussage folgt. |

Lemma 5.3.2: Seien N € N*, H := (p;;) € HS(H,N),0 € Sx. Dann gilt fir a,b € NK(H):

e’ (a,b) < e’

(o X 15(a), 15 X 1,(D))
C H(C

& cr X Cy(a),co X ¢y (b))
e a™M(ry x n(a), vy x (b))

( (
T x 1h(a), i x T (D)

& ™V H(roty x oty (a), roty x roty (b))

& or'™

Beweis: Sei (p,,,) := 1, - H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p;(m)n = Py, fir alle m,n € [N]. Fur
a,b e NK(H) gilt also:
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a, b sind zeilenabhéngig auf H
<Es existieren i, jo, ko, l1,l2 € [N] mit a = {(ig, jo), (ko, 1)}, b = {(i0, jo), (ko,l2)},
L1 # l2, pyn = 0 fiir alle n € [N\ {jo, 11,2}
<Es existieren g, jo, ko, 1,12 € [N] mit
ro X 1g(a) = {(o(i0), jo), (0 (ko), 1)}, 10 X 15(b) = {(o(i0), jo), (o(ko), 1)},
I # lg,p;(ko)n = 0 fur alle n € [N]\{jo, 1, 2}

Sr1, X Tp(a), 15 X 1,(b) sind zeilenabhéngig auf r, - H.

Sei nun (p),,,) = 7~ - H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p,,, = pmy fir alle m,n € [N]. Fir
a,b € NK(H) gilt also:

a, b sind zeilenabhéingig auf H
<Es existieren g, jo, ko, 1,12 € [N] mit a = {(io, jo), (ko,11)},b = {(%0, jo), (ko,l2)},
l1 # la, pryn = 0 fir alle n € [N]\{Jjo, l1,l2}
<Es existieren ig, jo, ko, l1,l2 € [IN] mit
™~ x 7n(a) = {(jo, i0), (1, ko) }, Tv x 7 (b) = {(Jo, %0), (2, ko) },
Iy # la, oy, = 0 fiir alle m € [N]\{jo, 1,12}
<71n X T (a), Tn X T (b) sind spaltenabhéngig auf 7y - H.

Sei nun (py,,,,) := 7y - H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann ply,;_,, xy1_p, = Pmn filr alle m,n € [N].
Fir a,b € NK(H) gilt also:

a, b sind zeilenabhéngig auf H
<Es existieren i, jo, ko, 1,12 € [N] mit a = {(i0, jo), (ko,11)},b = {(%0, jo), (ko,l2)},
L1 # 12, pryn = O fiir alle n € [N\ {jo, 11,2}
<Es existieren 1o, jo, ko, 1,12 € [N] mit
v X Th(a) ={(N+1—jo,N+1—ig),(N+1—1;,N+1—ko)},
TN X TN () ={(N+1—350,N+1—ip),(N+1—1s,N+1—ko)},
N+1-L #N+1—ly,py, ny1 g =0 firalleme [N\{N+1—jo, N+1—11,N+1—1I}

&7y X 7h(a), Ty X T (b) sind spaltenabhiingig auf 7y - H.

Sei nun (pj,,) := roty - H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p, ,1 ,, = Pmn fiir alle m,n € [N].
Fir a,b € NK(H) gilt also:
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a, b sind zeilenabhingig auf H
<Es existieren i, jo, ko, l1,l2 € [N] mit a = {(io, jo), (ko,11)}, b = { (%0, jo), (ko,l2)},
li # l2, pryn = 0 fiir alle n € [N\ {Jjo, L1, 12}
<Es existieren 1g, jo, ko, l1,l2 € [IN] mit
rot, X roty(a) = {jo, N + 1 —1ip), (l1, N + 1 — ko) },rotny x rotny(b) = {(jo, N + 1 —ig), (lo, N + 1 — ko) },
I # 12, Dy Ny1-ky = O filr alle m € [N]\{jo, [, l2}
Sroty X roty(a),roty X roty(b) sind spaltenabhéngig auf roty - H.

Analog zeigt man

a, b sind spaltenabhéngig auf H
ST, X Io(a),r, X 1,(b) sind spaltenabhéngig auf r, - H,
STy X Io(a),r, X 1,(b) sind spaltenabhéngig auf r, - H,
<1y X 7 (a), Tv X T (b) sind zeilenabhéngig auf 7 - H,
&1y X Thn(a), T X Th(b) sind zeilenabhiingig auf 7 - H,

&roty X roty(a),roty X roty(b) sind zeilenabhéngig auf roty - H.
Damit ist die Aussage bewiesen. |
Lemma 5.3.3: Seien N € N* H € HS(5#,N),g € Gn,a,b € NK(H). Dann gilt:
cr’(a,b) & (g x g(a), g x g(b)).
Beweis: Sei 0 € Sy. Wegen Bemerkung 4.1.3 gilt dann nach Lemma 5.3.2:

crfl(a, b)

@CrraillH(rg—l X I‘U—l(a),rg—l X I‘U—l(b))7

At <ot (a), 1t x 1, (b)),

-1
—
&er'e .

<:mrcfryH(Ca_1 X Co-1(a),ce-1 X cu—1(D)),

et x e M (a), et x e (b)),

<:>crCgl
<:>CFTN'H(TN X TN(CL),TN X TN(b)),

1 1

x @), Ty x TN(D)),
h X Th(a), Tl X T (D)),

ca™ s o), i o),

@chIQl'H(TZQ
o™ H(

rotN-H(

&cr roty X roty(a),roty X roty (b)),

et ot H) (1ot roty (Toty X Toty (@), Totn X Toty (toty X Tty (b))

chrOtQ'H(rot?\, x rot3;(a), rot%; x roti (b)),

rot2~H)(

)
eeroty rot x roty(rot; X rota;(a)),roty X roty(rot% x rot3 (b)),
)

gcrmtzf)’\"H(mt}o’v x 1ot} (a), rot}y x rot} (b)),

rot y,

&er J\fl'H(rot]_\,1 X 1r0t]_\,1(a),1rot]_\,1 X rot]_vl(b)),
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wobei (%) wegen Bemerkung 5.1.7 und, da Gy auf [N]? operiert, gilt.
Also gilt fiir ¢’ € {id,rg,CU,TN,T]’V,rotN,r;I,cgl,T]Ql,TJ’\,_l,rot]_Vl}:

crfl (a,0) & a9 H(g' x g'(a), g x ¢ (b))

1

- /o . : / — 1 1
Da fir ¢}, g5 € B := {id, 15, ¢, TN, Tpy, TOtN, T, C

o TN ,T]'\,_l,rot]_vl} gilt:

el (a,b) & %P (g} x gh(a), gy x gh(D)),
& 12 1) (gh % gt ((gh x ghla))), g1 x gi((gh x gh(D)))),
(* ;.
&) i) H (g gh) x (g9b)(a), (g9b) X (g195)(B)),

wobei (%) wegen Bemerkung 5.1.7 und, da G auf [N]? operiert, gilt. Induktiv folgt fiir n € N*, ¢f,..., g/, €
B:

cr (a,b) & crloro) H((gh - gn) % (gh -+ gn)(@), (gh - - gh) x (gl gh) (D)),

wobei Bemerkung 5.1.7 und, dass Gy auf [N]? operiert, n-fach angewandt wurde,. Da fiir jedes g € Gy
ein n € N* und ¢}, ..., g], € B existieren mit

folgt damit die Aussage. n

Zentrale Aussage dieser Subsektion ist die folgende:

Proposition 5.3.4: Seien N € N*, H € HS(7,N) und g € Gy. Fiir eine Teilmenge W C [N]?
qgilt:

W ist NK-Wurzel auf H < g x g(W) ist NK-Wurzel auf g - H.
Insbesondere gilt:

{W"|W"Cc NK(g- H) ist NK-Wurzel auf g - H}
={g x g(W) | W Cc NK(H) ist NK-Wurzel auf H}.
Beweis: Angenommen, W sei eine NK-Wurzel auf H. Seien a,b € W. Dann gilt nach Lemma 5.3.1
g % gla),g x g(b) € NK(g- H). Sei W' die NK-Wurzel von g x g(a) auf g - H. Im Fall a = b
gilt dann trivialerweise g x g(b) € W’. Angenommen also, a # b. Dann existieren ein n € N* und
ag, .. .,an € NK(H) mit

ap = a,an = b, crfl (a;,a;_1) fiir i € [n).

Nach Lemma 5.3.1 gilt dann g x g(a;) € NK(g - H) fiir i € {0,...,n} und nach Lemma 5.3.3 gilt
cr9 (g x g(a;), g x g(a;_1)) fiir i € [n]. Also gilt g x g(a,) = g x g(b) € W’. Somit folgt:

gxgW)cw'.

Sei nun andererseits ¢ € W’. Im Fall ¢ = g x g(a) gilt klarerweise ¢ € {g x g(a’)|a’ € W}. Angenommen
nun, es gelte ¢ # g x g(a). Dann existieren ein m € N* und ¢y, ..., ¢, € NK(g- H) mit

co =g x gla), ey =cund cr9 (¢;, ¢;_1) fiir i € [m].
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Nach Bemerkung 5.2.2 exisiert dann zu ¢ € {0,...,m} ein b; € NK(H) mit g x g(b;) = ¢;, und nach
Lemma 5.3.3 gilt cr (b;, b;_1) fiir i € [m]. Es gilt by = g7 x g7 (g x g(a)) = a und b,, = g~ x g7 (c).
Also gilt g~ x g7!(c) € W, und damit ¢ € g x g(W). Also gilt

W' C g xg(W),
und damit
gxgW)=Ww".

Also ist g x g(W) eine NK-Wurzel auf g- H. Sei nun W C [N]% sodass W := g x g(W) eine NK-Wurzel
auf g - H ist. Wegen H = g~' - (g- H), dem ersten Teil des Beweises und Bemerkung 5.1.3 ist dann
W =g "'xg Y (W) c NK(H) eine NK-Wurzel auf H. Somit folgt die erste Aussage. Die zweite
Aussage folgt direkt nach Lemma 5.3.1 direkt aus der Bijektivitit von g x g : NK(H) — NK(g-H).1

Aus Proposition 5.3.4 ergibt sich direkt, dass die Operation von Gy die Anzahl der NK-Wurzeln
eines Hilbertsudokus, wie auch deren Machtigkeit erhélt.

Definition 5.3.5: Seien N € N* und H € HS(s#, N) ein nicht-kommutatives Hilbertsudoku.
Wir definieren:

W N* - N,
n s [{W C [N]% | W ist NK-Wurzel auf H, |[W| = n}|.
Lemma 5.3.6: Seien N € N*, H € HS(,N) und g € Gy. Dann gilt:
WH(n) = W9H(n) fir alle n € N*.

Beweis: Nach Proposition 5.3.4 bildet g x g die Menge der NK-Wurzeln von H bijektiv auf die Menge
der NK-Wurzeln auf g - H ab. Da g x g nach Lemma 5.3.1 NKX(H) bijektiv auf NK(g - H) abbildet,
gilt fiir eine NK-Wurzel W C NK(H):

W[ =g x g(W)|.

Somit folgt die Aussage. |

5.4 Eigenschaften von NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus unter
Isotopietransformationen

Im folgenden zeigen wir zunéchst, dass die Operation von U () auf HS(, N) NK-Paare
und NK-Wurzeln erhalt. Zusammen mit den Ergebnissen aus 5.3 zeigen wir dann, dass Iso-
topietransformationen auf Hilbertsudokus bijektiv. NK-Paare in NK-Paare und NK-Wurzeln
in NK-Wurzeln iiberfithren (s.5.4.4). Daraus ergibt sich auch eine Isotopieinvariante fiir nicht-
kommutative Hilbertsudokus (s.5.4.5)

Lemma 5.4.1: Sei N € N*, H € HS(,N) und T € U(). Dann gilt:

NK(H) = NK(THT").
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Beweis: Seien H := (p;;) und (io, jo), (ko, lo) € [N]*. Dann gilt:
Pigjo " Pkolo = Pkolo " Piojo
& (TpigjoT™) - (TProtyT™) = (TprotoT*) - (TPigjoT™)-

Somit folgt direkt die Aussage. |

Lemma 5.4.2: Sei N € N*, H € HS(#,N), T € U(H) und a,b € NK(H). Dann gilt:

cr(a,b) < a1 (a,b).

Beweis: Sei H =: (p;j). Dann gilt:

a, b sind zeilenabhingig auf H < Es gibt g, jo, ko, l1,lo € [N] mit a = (ig, jo) € [N]%,
b = (ko, lo), (ko, 1) € [N]%, lo # Iy,
Pron = 0 fiir alle n € [N]\{jo, lo, [y}
& Es gibt g, jo, ko, 11,12 € [N] mit a = (i9, jo) € [N]%,
b = (ko, o), (ko, 1) € [N]%,lo # I,
TpronT™ = 0 fiir alle n € [N]\{Jo, lo, ()}
< a,b sind zeilenabhéngig auf THT™*

Analog folgt fiir a,b € NK(H)

a und b sind spaltenabhéngig auf H < a und b sind spaltenabhéngig auf THT™. |

Proposition 5.4.3: Seien N € N*, H € HS(,N) und T € U(F). Fir eine Teilmenge W C
N2 gilt:

W ist NK-Wurzel auf H < W ist NK-Wurzel auf THT™.

Beweis: Angenommen, W C NK(H) ist eine NK-Wurzel auf H. Seien a,b € W. Nach Lemma 5.4.1
gilt dann auch a,b € NK(THT™). Sei W ¢ NK(T*HT) die NK-Wurzel von a auf THT™*. Im Fall
a = b gilt trivialerweise b € W’. Angenommen also, es gelte a # b. Dann existieren ein n € N*
und ao, . ..,a, € NK(H) mit ap = a,a, = b und cr’(a;,a;_1) fiir i € [n]. Nach Lemma 5.4.1 gilt
a; € NK(THT*) und nach Lemma 5.4.2 ct?#7" (a;,a;_1) fiir i € [n]. Also gilt b € W’ und damit
W C W'. Sei andererseits ¢ € W’. Im Fall ¢ = a gilt trivialerweise ¢ € W. Angenommen also, es
gelte ¢ # a. Dann existieren ein m € N* und cq,...,¢y € NK(THT*) mit ¢g = a,¢, = ¢ und
crTHT (¢;, ¢;_1) fiir i € [m]. Nach Lemma 5.4.1 gilt ¢; € NK(H) und nach Lemma 5.4.2 cr™(c;, ¢;_1)
fur alle i € [m]. Also gilt auch ¢ € W, also W/ C W und somit:

W =w".

Sei nun W C NK(T*HT) eine NK-Wurzel auf THT*. Dann ist nach dem ersten Teil des Beweises,
W eine NK-Wurzel auf T*(THT*)T = H. Somit ist die Aussage bewiesen. |

Zentrale Aussage der Subsektion ist die folgende:
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Proposition 5.4.4: Seien N € N*, g € Gy, T € U(H) und Hy, Hy € HS(F, N) isotop mit
Hy = (T,g) * Hy. Fira € [N)2 und W C [N]% gilt:

a € NK(Hy) & g x g(a) € NK(Hy),
W ist NK-Wurzel auf Hy < g x g(W) ist NK-Wurzel auf H,.

Insbesondere gilt dann:

{W" | W' c NK(H,) ist NK-Wurzel auf Hy}
={g x g(W) | W C NK(Hy) ist NK-Wurzel auf H}.

Beweis: Nach Bemerkung 4.2.5 gilt Hy = T(g - Hy)T*. Fiir ein a € [N]% gilt nach Lemma 5.3.1 und
Lemma 5.4.1 also:

a € NK(Hy) g x gla) e NK(g - Hy)
g x g(a) e NK(T(g- H1)T™)
&g x g(a) € NK(Hz).

Analog gilt nach Proposition 5.3.4 und Proposition 5.4.3:

W ist NK-Wurzel auf H; <g x g(W) ist NK-Wurzel auf g - Hy
=g x g(W) ist NK-Wurzel auf T'(g - Hy)T™
g x g(W) ist NK-Wurzel auf Hs.

Somit folgt die ersten beiden Aussagen. Nach Lemma 5.3.1 und Lemma 5.4.1 ist die Abbildung
g Xxg: N}C(Hl) i—)N’C(HQ)

bijektiv. Somit folgt mit der zweiten Aussage auch die dritte Aussage. |

Korollar 5.4.5: Seien N € N* und Hy, Hy € HS(H, N) zwei isotope, nichlt-kommutative Hil-
bertsudokus. Dann gilt:
W (n) = W2 (n)

fur alle n € N*.

Beweis: Da H; und Hj isotop sind, existieren ein g € Gy und ein T' € U(H) mit Hy = (T, g) * Hj.
Nach Proposition 5.4.4 bildet g x g die NK-Wurzeln auf H; bijektiv auf die NK-Wurzeln auf Hs ab,
und da nach Lemma 5.3.1 NX(H;) von g x g bijektiv auf NK(g - Hy) abbildet wird, gilt fiir eine
NK-Wurzel W ¢ NK(H;):

(W= lgxg(W)].

Damit ist die Aussage bewiesen. |

Bemerkung 5.4.6: Damit ein gegebenes Hilbertsudoku H nicht nur NK-Wurzeln der Mach-
tigkeit 1 besitzt, muss es mindestens zwei NK-Paare auf H geben, die zeilen - beziehungs-
weise spaltenabhéngig sind. Angenommen {(io, jo), (ko, 11 }, { (%0, jo), (ko, l2} wéren zeilenabhén-
gig auf H = (p;;) € HS(#,N). Dann muss nach Definition 5.2.4 gelten py,, = 0 fir alle
n € [NI\{jo,l1,lo}. Korollar 5.4.5 dient daher tendenziell eher bei Hilbertsudokus, die viele
0-Eintrage haben, als Hilfsmittel zur Unterscheidung der Isotopieklassen.
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5.5 NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus

In dieser Subsektion fithren wir NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus ein. Es wird das zentra-
le Ergebnis der Sektion gezeigt, dass eine NK-Wurzel auf einem Hilbersudoku auf C? auch
NK-Wurzel auf dem zugehorigen Dimensionssudoku ist (5.5.10). Um NK-Wurzeln auf Dimen-
sionssudokus zu definieren, gehen wir vollig analog wie in 5.2 vor und definieren als erstes
NK-Paare auf Dimensionssudokus. Zwei Eintrége eines Dimensionssudoku D werden dabei als
nicht-kommutativ aufgefasst, wenn die Nicht-Kommutativitat der entsprechenden Eintrage ei-
ner Losung von D nicht dadurch ausgeschlossen ist, dass sie gleichen Zeilen- und Spaltenindex
haben, oder einer der beiden Eintrage gleich 1 bzw. 0 ist:

Definition 5.5.1 (NK-Paar auf Dimensionssudoku): Seien N,d € N*, D = (d;;) € D(N,d) ein
Dimensionssudoku und seien i, jo, ko, lo € [N], sodass a := {(ig, jo), (ko,lo)} € [N]%2 und
dinjos Aot & {0, d} gilt. Dann heit a NK-Paar auf D. NK(D) bezeichne die Menge der NK-

Paare auf D.

Wie das folgende Lemma zeigt, umfasst NIC(D) fir ein Dimensionssudoku D die Menge der
NK-Paare, die auf einem Hilbertsudoku, das D 16st, moglich sind:

Lemma 5.5.2: Seien N,d € N*, H = (p;;) € HS(C4 N) ein nicht-kommutatives Hilbertsudoku
und D = Dim(H) = (d;;) € D(N,d) das zugehorige Dimensionssudoku. Dann gilt NIC(H) C
NK(Dim(H)).

Beweis: Seien iy, jo, ko, lo € [N], so dass a = {(io, jo), (ko,lo)} gilt. Dann gilt wegen Bemerkung 3.1.2
io # ko und jo # ly. Nach Bemerkung 5.2.3 gilt d;,, dko1, ¢ {0, d}. |

Formal vollig analog zum Fall von Hilbertsudokus (5.2.4, 5.2.5) lassen sich Zeilen- und Spal-
tenabhéngigkeit auf Dimensionssudokus definieren:

Definition 5.5.3 (Zeilenabhéngigkeit auf Dimensionssudokus): Seien NV,d € N* und D := (d;;) €
D(N, d) Existieren io,jo, ko, ll, lg c [N] mit ll 7é lQ, a = {(i07jg>, (]{?0, l1>}7 b:= {(io,jo), (l{fo, 12)} €
NK(D), sodass fir alle n € [N]\{jo, l1, 2} gilt di,n = 0, dann nennen wir a und b zeilenabhdingig
auf D.

Definition 5.5.4 (Spaltenabhangigkeit auf Dimensionssudokus): Seien N,d € N* und D =
(dU) € D(N, d) Existieren io,jo,kl,kg,lo € [N] mit k’l 7£ kQ,CL = {(io,jg),(kl,l(])},b =
{(i0, jo), (k2,10)} € NK(D), sodass fiir alle m € [N]\{io, k1, k2} gilt dyy, = 0, dann nennen
wir a und b spaltenabhdngig auf D.

Auch die Relation der Zeilen- bzw. Spaltenabhéngigkeit auf Dimensionssudokus erweitert die
Relation der Zeilen- bzw. Spaltenabhingigkeit auf Hilbertsudokus aus C¢:

Lemma 5.5.5: Seien N,d € N*, H = (p;;) € HS(C? N) und D := Dim(H) = (d;;) € D(N,d).
Seien a,b € NK(H) zeilenabhingig (bzw. spaltenabhdingig) auf H. Dann sind a und b auch als
NK-Paare auf D zeilenabhdingig (bzw. spaltenabhdingig).

Beweis: Seien a,b € NK(H) zeilenabhiangig auf H. Nach Lemma 5.5.2 gilt a,b € NK(D). Seien
io,jo,/fo,ll,lg € [N], so dass a = {(io,jo),(ko,ll)} und b = {(io,jg),(ko,b)} gilt. Wegen Bemer-
kung 5.2.3 gilt digj,, dkoty s Ao, € {0, d}. Wegen der Zeilenabhéngigkeit von a und b auf H gilt {1 # Iy
und dy,, = 0 fiir alle n € [N]\{jo,l1,l2}. Also sind a und b zeilenabhangig auf D. Analog folgt fiir
a',b' € NK(H), die spaltenabhingig auf H sind, dass diese auch spaltenabhingig auf D sind. [ |
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In Analogie zu Lemma 5.2.6 beschreibt das folgende Lemma, dass fiir zwei zeilen /-spaltenabhéngige
NK-Paare a und b auf D die Eigenschaft, NK-Paar auf einer Losung von D zu sein fiir a bzw.

b zwingend aus der Eigenschaft fiir b bzw. a folgt, und dass a und b dann auf der Losung von

D auch zeilen/-spaltenabhéangig sind.

Lemma 5.5.6: Seien N,d € N*, H € HS(C? N), D := Dim(H) = (d;;) und a € NK(H). Nach
Lemma 5.5.2 gilt dann auch a € NK(D). Seien b € NK(D), sodass a und b zeilenabhingig
(bzw. spaltenabhdingig) auf D sind. Dann gilt b € NI(H) und a und b sind zeilenabhdingig (bzw.
spaltenabhangig) auf H.

Beweis: Seien a und b zeilenabhéngig auf D und seien iy, jo, ko, l1,l2 € [N] mit a = {(io, jo), (ko, 1)}
und b = {(40, jo), (ko,l2)}. Ohne Einschréankung gelte d > 2. Wegen der Zeilenabhéngigkeit von a und
bauf D gilt 1 # l2,0 < diy, < d, also pry,20 und dy,, = 0 fiir alle n € [N]\{jo, (1,12}, also pryn =0
fir alle n € [N]\{jo, l1,l2}. Also ist b zeilenabhéngig von a auf H, und somit gilt nach Lemma 5.2.6
b e NK(H). Analog folgt die Aussage, falls a und b spaltenabhéingig auf D sind. [ |

Definition 5.5.7 (Die Relation cr” auf Dimensionssudokus): Seien N,d € N*, D = (d;;) €
D(N,d) ein Hilbertsudoku und a,b € NK(D). Dann wird durch

cr?(a,b) < a und b sind zeilenabhingig oder spaltenabhéingig auf D

eine symmetrische Relation auf NXC(D) definiert.

Analog zum Fall von Hilbertsudokus definieren NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus:

Definition 5.5.8 (NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus): Seien N,d € N* und D € D(N,d).
Dann wird nach Definition 5.5.7 durch cr” eine symmetrische Relation auf NK(D) definiert.
Nach Lemma 5.1.2 wird also durch

¢ (a,b) < Es existieren ein n € N, ag, . .., a, € NK(D) mit
ap = a,a, = bund cr’(a;,a;_1) fir 1 <i <n

oder a = b,

wobei a,b € NK(D) gilt, eine Aquivalenzrelation auf N'&C(D) definiert. Die Aquivalenzklassen

von ¢r? nennen wir NK-Wurzeln auf D.

Bemerkung 5.5.9: Seien N,d € N*, D := (d;;) € D(N,d). Fir a,b € NK(D) gilt dann:

a und b sind zeilenabhéngig auf D

<Es gibt g, jo, ko, l1,lo € [N] mit 1 # lo, a := {(io, jo)(ko, 1)}, b := {(i0, jo), (ko,l2)} € NK(D),
dgon = 0 fiir alle n € [N]\{Jo, l1, 2},

<Es gibt g, jo, ko, l1,lo € [N] mit Iy # o, a = {(io, Jo), (ko, 1)}, b :== { (40, Jo), (ko,l2)} € NK(D),
{(i0, 7o), (ko,n)} € NK(D) fir alle n € [N]\{l1, 12},

Analog gilt:

a und b sind spaltenabhéngig auf D
&Es gibt 4o, jo, k1, ko, lo € [N] mit a := {(40, jo), (k1,l0)}, b := {(i0, jo), (k2,l0)} € NK(D),
{(io,jg), (m, lo)} ¢ N’C(D) fur alle m € [N]\{l{il, kg}
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Es folgt der zentrale Satz der Sektion:

Satz 5.5.10: Seien N,d € N* und H := (p;;) € HS(C? N). Sei W C NK(H) eine NK-Wurzel
auf H. Dann ist W auch eine NK-Wurzel auf Dim(H ).

Beweis: Sei D := Dim(H) und a € W C NK(H). Nach Lemma 5.5.2 gilt dann auch a € NK(D).
Sei W' die NK-Wurzel von a auf D und sei b € W. Im Fall a = b gilt dann trivialerweise b € W',
Angenommen also, es gelte a # b. Dann existieren ein n € N* ag,...,a, € NK(H) mit ag = a,a, = b
und crf (a;,a;_1) fiir 1 < i < n. Nach Lemma 5.5.2 gilt dann a; € NK(D) fiir 0 < i < n und nach
Lemma 5.5.5 gilt cr?(a;,a;_1) fiir 1 <4 < n. Somit gilt auch b = a,, € W’. Also gilt W C W’. Sei nun
c € W' Im Fall ¢ = a gilt trivialerweise ¢ € W. Angenommen also ¢ # a. Dann existieren ein n’ € N*
und cg, ..., ¢y € NK(D) mit ¢y = a, ¢,y = ¢ und cr”(c;, ¢;_1) fiir 1 < i < n/. Nach Lemma 5.5.6 folgt
dann induktiv ¢; € NK(H) und cr(¢;, ¢; 1) fiir 1 <4 < n'. Also gilt auch ¢ = ¢, € W. Somit gilt
W = W’ und die Aussage ist bewiesen. |

Definition 5.5.11: Seien N,d € N*, D € D(N,d),W C NK(D) eine NK-Wurzel von D, und
H € HS(C? N) mit Dim(H) = D und W C NK(H). Dann sagen wir, H ist eine Lisung von
wW.

Bemerkung 5.5.12: Um die nicht-kommutativen Lésungen eines Dimensionssudokus D € D(N, d)
zu berechnen, kann man also zuerst die NK-Wurzeln von D berechnen und anschlieend be-
rechnen welche NK-Wurzeln von D welche Lésungsmengen in HS(C? N) zulassen (s.5.8.12 fiir
ein Beispiel).

Fiir ein Dimensionssudoku D notieren wir vollig analog zum Fall von nicht-kommutativen

Hilbertsudokus (s.5.2.11) NK(D) und eine NK- Wurzel W auf D:

Notation 5.5.13: Sei D := (d;;) € D(N,d) nicht-kommutativ. Wir notieren NC(D) durch die
Matrix D, in der die Eintrage d;; und dj; durch eine Linie verbunden sind, falls {(z, ), (k,1)} €
NK(D) gilt. Ist W € NK(D) eine NK-Wurzel, dann notieren wir W durch die Matrix D, in
der die Eintrége d;; und dj; durch eine Linie verbunden sind, falls {(7, j), (k,{)} € W gilt.

Bemerkung 5.5.14: Sei D € D(N,d) nicht-kommutativ und W C NK(D) eine NK-Wurzel.
Dann bilden ([N]?, NK(D)) und ([N]?, W) endliche, einfache, ungerichtete Graphen.

Es folgt eine Hilfsaussage, die aussagt, welche Art von NK-Paaren eines Dimensionssudokus
D bei der Suche nach einer nicht-kommutativen Losung von D vernéchléssigt werden konnen.

Lemma 5.5.15: Seien N,d € N* und D := (d;;) € D(N,d). Angenommen, es existieren
i0, Jo, ko, lo € [N] mit {(i0, Jo), (ko,lo)} € [N]%, sodass

diojo 7é 07 diolo 7£ O’ dk‘ojo 7é 07 dkolo 7é 07
dmn = 0 fiir alle (m,n) € [N]* mit m € {ig, ko}n & {jo,lo} oder mit m ¢ {iy, ko},n € {jo, 1o}

Dann existiert kein H € HS(C?, N), das D lést, und fir das {(ig, j0), (ko,lo)} € NK(H) oder
{(i0, 10), (ko, jo)} € NK(H) gilt.
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Beweis: Angenommen, es existiere eine Losung H = (p;;) € HS(CY N) von D. Dann gilt nach
Bemerkung 3.1.2:

DiojoPkolo = PiojoPiolo T PiojoPkolo
= Dinjo (Piolo + Pholo)

N
= Piojo (Z pslo)
s=1

= Pigjo 1

= 1piyjo

= (Piolo + Pholo)Piojo
= PkoloPiojo

PioloPkojo = PioloPiojo T PioloPkojo
= Piglo (piojo + pkojo)

N
= Piglo (Z psjo)
s=1

= Piglo L

= 1pigi,

= (Pigjo + Pkojo)Piolo
= PioloPkojo

Also gilt {(io, jo), (ko, o)}, {(d0, o), (Ko, jo) } ¢ NK(H). u
Bemerkung 5.5.16: Seien N,d € N* und D € D(N, d). Dann bildet ([N]?, N (D)) einen end-

lichen, einfachen, ungerichteten Graphen.

5.6 Eigenschaften von NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus unter der
Wirkung von Gy

In Section 5.3 wurde beschrieben, wie sich die Operation von Gy auf NK-Paare und NK-
Wurzeln auf Hilbertsudokus aus HS(C? N) auswirkt. Die Aussagen dort lassen sich vollig
analog auf den Fall der Operation von Gy auf D(N, d) tibertragen und werden in der folgenden
Subsektion aufgefithrt. Analog wie in 5.3 fiir den Fall der Isotopie von Hilbertsudokus liefern
NK-Wurzeln auch ein Mittel zur Unterscheidung der Aquivalenzklassen von Dimensionssudokus

(s.5.6.5).
Lemma 5.6.1: Seien N,d € N*, D := (d;;) € D(N,d),g € Gx und a € [N]%. Dann gilt:
a € NK(D) < g x gla) e NK(g - D).
Insbesondere ist die Abbildung
g%xg:NK(D)— NK(g-D),a+ g x g(a)

bijektiv.
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Beweis: Sei D' := (d;) := g- D. Fiir (i,) € € [N]? gilt dann nach Bemerkung 4.1.8:

!
dy(

a(i.g) = dij-

Seien g, jo, ko, lo € [N] mit @ = {(’io,jg), (Ko, lo)} Dann gilt:
a € NK(H) < {(io, jo), (ko, o)} € NK(H)
& digjo, dioly ¢ {0,d}
it d;(io,jo)’ d;(ko,lo) ¢ 10,d}

& g x g({(io, Jo), (ko, l0)}) € NK(g - H)
< gxgla) e NK(g- H).

Somit folgt die erste Aussage. Die Abbildung aus der zweiten Aussage ist also wohldefiniert. Sie ist
injektiv, da nach Proposition 5.1.6 die Abbildung

gxg: [Nk = [N a— g % g(a)

bijektiv ist. Aulerdem gilt fiir ein o’ € NK(g - D) nach zuvor gezeigtem:
a:=g"'xg Na')e NK(¢g~" - (g9- D)) = NK(D),

und wegen Bemerkung 5.1.7 somit

g xgla)=(g997") x (99~ )(a) = d"
Somit ist die Abbildung auch surjektiv und die Aussage folgt. |
Lemma 5.6.2: Seien N,d € N*, D := (d;;) € D(N,d),o € Sy. Dann gilt fir a,b € NK(D):
1o D(r, X 1,(a), 1, X 14(D))

Co X Co(a),cy X cy(h))

& o™ P(ry x v (a), v X TN (b))
P (a

); T X T (b))

PN CI’rOtN D(I‘OtN X rOtN(a),rOtN X I‘OtN(b))

1 (a,b) & a™P(r,
& v P(

-
& o™ P (1 X Th(a

Beweis: Seien (d),,) := 1, - D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d’ o (myn = @mn fir alle m,n € [N]. Fiir
a,b € NK(H) gilt also:

a, b sind zeilenabhéngig auf D
<Es existieren g, jo, ko, l1,l2 € [N] mit a = {(io, jo), (ko, 1)}, b = { (%0, jo), (ko,12)},
Iy # o, dyp = 0 fiir alle 0 € [N]\{jo, l1, o}
<Es existieren g, jo, ko, 11,12 € [IN] mit
tp % 14(a) = {(0(io) o), (0 (o), 1)}, T % 10(6) = {(0r(i0). do), (ko) o)},
L # byl = 0 fiir alle n € [N]\ o, I, L2}

Sr1, X Ip(a), 15 X 1y(b) sind zeilenabhéngig auf r, - D.

Sei nun (d,,,) := ¢, - D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d;ng(n) = Pmn fir alle m,n € [N]. Fir

a,be NK(H) gilt also:

76



a, b sind zeilenabhéingig auf D
<Es existieren i, jo, ko, l1,l2 € [N] mit a = {(ig, jo), (ko, 1)}, b = {(i0, jo), (ko,l2)},
Ly # I, diyn = 0 fiir alle n € [N\ {jo, 11,2}
<Es existieren g, jo, ko, l1,l2 € [N] mit
co X cg(a) = {(io, 0 (jo)), (ko, o(l1))}, co X ¢ (b) = {(i0, 7 (jo)), (Ko, o (l2))},
o(ly) # o(l2), ;Con = 0 fiir alle n € [N|\{c(jo),0(l1),0(l2)}
Sy X Cp(a),cy X ¢y (b) sind zeilenabhéngig auf ¢, - D.

') = TN - D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d,,,, = pp, fir alle m,n € [N]. Fir
a,b € NK(D) gilt also:

Sei nun (d]

a, b sind zeilenabhéngig auf D
<Es existieren g, jo, ko, 1,12 € [N] mit a = {(io, jo), (ko,11)}, b = {(%0, jo), (ko,l2)},
Iy # o, dyyp = 0 fiir alle 1 € [N]\{jo, 1, o}
<Es existieren g, jo, ko, l1,l2 € [IN] mit
™~ x 7 (a) = {(jo, i0), (1, ko) }, Tv x 7 (b) = {(Jo, %0), (2, ko) },
Iy # la, dyp, = 0 fiir alle m € [N\ {jo, 1,12}
<1y X Tv(a), v X 7 (b) sind spaltenabhéngig auf 7 - D.

Sei nun (dy,,,) := 7y - D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann dyy;_,, x 1, = dimn fiir alle m, n € [N].
Fiir a,b € NK(D) gilt also:

a,b sind zeilenabhéngig auf D
<Es existieren i, jo, ko, 11, l2 € [N] mit a = {(io, jo), (ko,11)}, b = {(i0, Jo), (Ko, 12)},
li # la, dgyn = 0 fiir alle n € [N\ {Jjo, 1,12}
<Es existieren i, jo, ko, 1,12 € [IN] mit
Ty X Ty(a) = {(N +1—jo, N +1—i), (N +1~11, N +1—ko)},
v X TN (B) ={(N+1—jo,N+1—ip),(N+1—1o, N+ 1—ko)},
NA1—h #N+1—ly,dy iy =0 fiir alle m € [N\{N +1—jo, N+1— 11, N +1—1s}

7y X Tn(a), Ty x 7y (b) sind spaltenabhiingig auf 7y - D.

Sei nun (d;,,,) := roty - D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d, x,; ,,, = dpn fiir alle m,n € [N].
Fir a,b € NK(D) gilt also:
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a, b sind zeilenabhingig auf D
<Es existieren i, jo, ko, l1,l2 € [N] mit a = {(io, jo), (ko,11)}, b = { (%0, jo), (ko,l2)},
L1 # la, diyn = 0 fiir alle n € [N|\{Jjo, 11,12}
<Es existieren 1, jo, ko, l1,l2 € [IN] mit
rot, X roty(a) = {jo, N + 1 —1ip), (l1, N + 1 — ko) },rotny x rotny(b) = {(jo, N + 1 —ig), (lo, N + 1 — ko) },
l1 # lg,d/,,%NJrl_kO = 0 fiir alle m € [N)\{jo, l1,l2}
Sroty X roty(a),roty X roty(b) sind spaltenabhéngig auf roty - D.

Analog zeigt man

a, b sind spaltenabhéngig auf D
ST, X Ie(a),r, X 1,(b) sind spaltenabhéngig auf r, - D,
ST, X Ie(a),r, X 1,(b) sind spaltenabhéngig auf r, - D,
<1n X 7 (a), Ty X T (b) sind zeilenabhéngig auf 7 - H,
&1y X Thn(a), Th X Th(b) sind zeilenabhiingig auf 7 - D,

&roty X roty(a),roty X roty(b) sind zeilenabhéngig auf roty - D.
Damit ist die Aussage bewiesen. |
Lemma 5.6.3: Seien N,d € N*, D € D(N,d),g € Gn,a,b € NK(D). Dann gilt:
cr”(a,b) < e (g x g(a), g x g(b)).
Beweis: Sei 0 € Sy. Wegen Bemerkung 4.1.3 gilt dann nach Lemma 5.6.2:

crP(a,b)

s’ P (rpo1 X 1-1(a), T, X 1,-1(D)),

Pyt >yt (a),ryt x gt (D)),

ag
<:\’>C]:'C071.D(Co.—1 X cg—l(a),cg—l X Cg—l(b))7

-1
&er'e

sa® Pt x ey a).ct x ¢ {(b)),
@chN'D(TN x n(a), v X TN (D)),
Pyt xmyt(@), ' x ' (),
5 X Ty (a), Ty % Ty (D)),

sa™ Pt s @), vt < 0),

ser’™ '
D
(

TN
!
&er'N

rotN-D(

&cr roty X roty(a),roty X roty (b)),

St ot D) (1ot 1 x roty (Toty X Tot (@), Totx X Toty (toty X Tot (b))
chmtz'D(rot?\, x rot3;(a), rot% x rot3 (b)),
eseprotn(rot®D) (rotn x roty(rot3 x rotd (a)),roty X roty(rot3, x rotr(b))),
@crr(’t?\f’D(rot?\, x rot3(a), rot3 x roti (b)),

rot

&er Nl'D(rotJ_\,1 X rotj_\,l(a),lrot]_\,1 X rot]_vl(b)),
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wobei (%) wegen Bemerkung 5.1.7 und, da Gy auf [N]? operiert, gilt.
Also gilt fiir ¢’ € {id,rg,CU,TN,T]’V,rotN,r;I,cgl,T]Ql,TJ’\,_l,rot]_Vl}:
o (a,b) & P (g’ x g'(a), g’ x ¢'(b).

1

- /o . : / — 1 1
Da fir ¢}, g5 € B := {id, 15, ¢, TN, Tpy, TOtN, T, C

o TN ,T]'\,_l,rot]_vl} gilt:

P (a,b) & %P (g} x gh(a), g5 x g5(D)),
& 92D (gh x gl ((gh % gh(a))), gt % g1 ((gh x gh(D)))),
(* ;.
@ @19 D (g g5) x (gh8)(a), (g gh) % (g,95) (b)),

wobei (%) wegen Bemerkung 5.1.7 und, da G auf [N]? operiert, gilt. Induktiv folgt fiir n € N*, ¢f,..., g/, €
B:

/

cr?(a,b) & crl@ I L((gh o ghy x (gl gh)(@), (gh e gh) X (gh e - gh) (D)),

wobei Bemerkung 5.1.7 und, dass Gy auf [N]? operiert, n-fach angewandt wurde,. Da fiir jedes g € Gy
ein n € N* und ¢}, ..., g], € B existieren mit

/

g=0i- g
folgt damit die Aussage. n

Proposition 5.6.4: Seien N,d € N*, D € D(N,d) und g € Gy. Fiir eine Teilmenge W C [N}%
qgilt:

W ist NK-Wurzel auf D < g x g(D) ist NK-Wurzel auf g - D.
Insbesondere gilt:

{W'"| W' Cc NK(g- D) ist NK-Wurzel auf g - D}
={g x g(W) | W C NK(D) ist NK-Wurzel auf D}.

Beweis: Angenommen, W sei eine NK-Wurzel auf D. Seien a,b € W. Dann gilt nach Lemma 5.6.1
g% gla),gxg) e NK(g-H). Sei W die NK-Wurzel von g x g(a) auf g- D. Im Fall a = b gilt dann
trivialerweise g x g(b) € W’. Angenommen also, a # b. Dann existieren ein n € N* und aq, ...,a, €

NK(H) mit
ap = a,a, = b, cr?(a;,a;_1) fiir i € [n)].

Nach Lemma 5.6.1 gilt dann g x g(a;) € NK(g- D) fur i € {0,...,n} und nach Lemma 5.6.3 gilt
cr9P (g x g(a;),g x gla;_1)) fiir i € [n]. Also gilt g x g(a,) = g x g(b) € W’. Somit folgt:

gxg(W)cw'.

Sei nun andererseits ¢ € W’. Im Fall ¢ = g x g(a) gilt klarerweise ¢ € {g x g(a’)|a’ € W}. Angenommen
nun, es gelte ¢ # g x g(a). Dann existieren ein m € N* und ¢y, ..., ¢y, € NK(g - D) mit

co =g x gla),cm =cund cr9P (¢, ¢;1) fiir i € [m)].

Nach Bemerkung 5.2.2 exisiert dann zu ¢ € {0,...,m} ein b; € NI (D) mit g x g(b;) = ¢;, und nach
Lemma 5.3.3 gilt cr? (b;, b;_1) fiir i € [m]. Es gilt bg = g7 x g7} (g x g(a)) = a und b,, = g~ x g7 (c).
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Also gilt g~ x g7!(c) € W, und damit ¢ € g x g(W). Also gilt
W' Cgxg(W),
und damit
gxg(W)=w"

Also ist g x g(W) eine NK-Wurzel auf g- D. Sei nun W C [N]% sodass W := g x g(W) eine NK-Wurzel
auf g- D ist. Nach dem ersten Teil des Beweises und Bemerkung 5.1.3 ist dann W = g~ x g_l(W) C
NK (D) eine NK-Wurzel auf g=1 - (g - D). Die zweite Aussage folgt nach Lemma 5.6.1 direkt aus der
Bijektivitat von g x g : NK(D) = NK(g - D). [ |

Lemma 5.6.5: Seien N,d € N*, D € D(N,d) und g € Gy. Dann gilt:

WP(n) =w9Pn) fir alle n € N*.

Beweis: Nach Proposition 5.6.4 bildet g x g die Menge der NK-Wurzeln von D bijektiv auf die Menge
der NK-Wurzeln auf g - D ab. Da g x g nach Lemma 5.6.1 NK(D) bijektiv auf NX(g - D) abbildet,
gilt fiir eine NK-Wurzel W € NK(D):

(W[ =g x g(W)].

Somit folgt die Aussage. |

5.7 Bestimmung von NK-Wurzeln durch Adjazenzmatrizen von N'K(D)

Man kann fiir ein Dimensionssudoku D € D(N, d) die Indexmenge [N]? als Ecken eines Graphen
mit Kantenmenge NX(D) auffassen. Analoges gilt fiir [N]? und eine NK-Wurzel W. In dieser
Subsektion wird gezeigt, wie man die NK-Wurzeln von D dann anhand der Adjazenzmatrix des
Graphen ([N]?, NKX(D)) bestimmt. Die Ergebnisse dieser Subsektion lassen sich vollig analog
auch auf den Fall von Hilbertsudokus tibertragen.

Definition 5.7.1: Seien N,d € N*, D € D(N,d),. : [N]*> — [N?] eine Bijektion. Wir definieren
A = (a;) € Mat({0,1}, N?) mit

S {1, falls {¢71(7), .71 (5)} € NK(D),

0, sonst,

und nennen A, die - Adjazenzmatriz von NK(D).

Bemerkung 5.7.2: Seien N,d € N*, D € D(N,d),. : [N]? — [N?] eine Bijektion, A} = (a;
die -Adjazenzmatrix von D. Fir i, jo, ko, l1,lo € [N] mit 1 # ls,a := {(ig, jo), (ko,11)},b :
{(i0, j0), (ko, 1)} € [N]? gilt dann nach Bemerkung 5.5.9:

{(i0, Jo), (ko, 1)}, { (40, Jo), (Ko, l2)} € NK(D) sind zeilenabhangig auf D
“{(i0. jo), (ko. 1)}, {(io, jo), (Ko, 12)} € NK(D),
{(40,Jo), (ko,n)} ¢ NK(D) fir alle n € [N]\{l1,l2}

i)

io.o)ulkolz) = Gulkol1)alio o) = Qulko,lz)(io.go) = 1
Wkom)auliogo) = 0, fur alle n € [N]\{l1, 1>}

Ay (ig, o), (koyl)

Qu(io,50) e (ko,n) =
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Analog gilt fir 4, jo, k1, ko, lo € [N] mit k1 # ks, {(i0, Jo), (k1,10) }, {(i0, Jo), (k2,lo)} € [N]%:

{(d0, Jo), (k1,10) }, { (0, Jo), (k2,lo) } sind spaltenabhéngig auf D
<:>ab(i0,j0),L(lc1,lo) - ab(io,jo),L(kQJO) - aL(kl,l0)7L(io,jo) - aL(kQ,lo),L(io,jo) - 17
aL(io,jo),L(m,lo) = ab(m,lo),L(io,jo) =0 fur alle m c [N]\{kl, kg}

Beispiel 5.7.3: Seien N,d € N*, D € D(N, d) und
i[NP = [N?],(i,§) = (i =1)- N+

Werden die (i,j) € [N]* in kanonischer Weise in einer N x N-Matrix aufgetragen, dann
nummeriert ¢ die Eintrage dieser Matrix zeilenweise von oben nach unten und pro Zeile ein-
tragsweise von links nach rechts von 1 bis N? durch. Sei A% := (a;;) die -Adjazenzmatrix
von D. In diesem Fall gilt dann nach Bemerkung 5.7.2 fir i, jo, ko, 11,12 € [N] mit [} #

l27 {(iOajO)a (k07 ll)}7 {(i07j0)7 (k‘J? ZQ)} € [N]i

{ (o, Jo), (Ko, 1)}, {(d0, Jo), (Ko, l2)} € NKC(D) sind zeilenabhéngig auf D
<= 0Q(ig—1)N+jo,(ko—1)N+l1 = GA(ig—1)N+jo,(ko—1)N+ly = A(kg—1)N+1,(i0—1)N+jo — A(ko—1)N+lz,(io—1)N+jo — 1,

A ig—1)N-+jo,(ko—1)N-+n = Q(ko—1)N+n,(io—1)N+jo = 0 fir n € [N]\{l1,l2},
und fU.I' 2.07‘7.07 kl) k27 ZO € [N] mit kl 7é k27 {(i07j0)7 (kh lO)}a {(i07j0)7 (k% lO)} € [N]i gﬂt

{(io, Jo), (k1,10) }, { (40, o), (K2, o)} sind spaltenabhangig auf D
A (ig—1)N+jo,(ki—1)N+ly = A(ig—1)N+4,(k2—1)N+lo = A(k1—1)N+lo,(io—1)N+jo = A(ka—1)N+lo,(io—1)N+jo — L,
A(i9—1)N+jo,(m—1)N+lo = A(m—1)N+lo,(i—1)N+jo = 0 fir alle m € [N]\{k, k2}.

Definition 5.7.4: Wir bezeichnen
i[NP = [N?,(i,4) = (i — )N +j
als kanonisch gewdhlt.

Proposition 5.7.5: (s. [7]) Seien a,b € Z mitb > 0. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen
q,r € Z mit
a=qb+r, 0<r<hb.

Bemerkung 5.7.6: Seien a,b, g, wie in Proposition 5.7.5. Ist a > 0, so ist auch ¢ > 0. Wir
nennen ¢ den Ganzzahlquotienten von a beziglich b und schreiben ¢ := gq,(a).

Das folgende Lemma zeigt eine Méglichkeit, fir gegebene N, d € N* und D € D(N, d) die NK-
Waurzeln von D graphisch anhand der «-Adjazenzmatrix von D zu bestimmen, wenn ¢ kanonisch
gewahlt ist.

Lemma 5.7.7: Seien N,d € N*,D € D(N,d),¢: [N]* = [N?],(i,7) — (i — 1)N + j, A = (a;;)
die 1-Adjazenzmatriz von D. Unterteilt man A%, in N* viele N x N-Blicke der Form

{(lo =N +1,(jo = )N +j | i,j € [N]}, o, jo € [N]
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dann gilt fir (s1,t1), (s2,t2) € [N?]?:

er?({e7 (1), 07 (t) 1 A (s2), 7 (22)})

genau dann, wenn einer der folgenden acht Fille gilt:

1. 51 = So,t1 # ta, Gs,1y, Usyt, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Zeile

mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Fintrage,

.ty =19, 81 F So, g1y, Usyt, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Spalte

mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Fintrage.

.t = S9, 81 F to, Gy sy, Gsyt, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Zeile

mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Fintrdge,

. 81 = to,t1 F# Sa, Q4ys,, Asyr, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Spalte

mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Fintrdge,

. 81 = So,t1 # ta, 11 = 1o mod N, und as,,, sy, sind die einzigen Nicht-Null-Eintrdge in

threr Zeile mit Spaltenindex kongruent t; mod N,

Lty =t9,51 # So,81 = S mod N, und ag,¢,, as,p, Sind die einzigen Nicht-Null-Eintrdge in

threr Spalte mit Zeilenindex kongruent s; mod N,

.t = S9,81 # to,51 =ty mod N, und ays,, as,e, sind die einzigen Nicht-Null-FEintrdge in

threr Zeile mit Spaltenindex kongruent s; mod N,

. 81 =tg,t1 # So,t1 = Sy mod N, und ags,, as,e, sind die einzigen Nicht-Null-Eintrdge in

threr Spalte mit Zeilenindex kongruent t; mod N.

Beweis: Fiir 51,11, s9,t2 € [N?] ist

{07 (s1), 07 ()}, {7 (s2), .7 (t2)} sind zeilenabhingig auf D

nach Beispiel 5.7.3 wegen der Symmetrie von A', dquivalent dazu, dass einer der folgenden Falle
vorliegt:
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syt = Gsyr, = 1,07 1(s1)

1. sty = Qs = 1,071 (s51) = 17 1(s2), es existieren ko, l1, 2 € [N] mit Iy # o,

L_l(tl) = (k‘o,ll),b_l(tg) = k07l2)’a51,(k0—1)N+n =0 fir alle n € [N]\{ll,lg},

Qs = Qsyr, = 1,07 (1) = 171 (te), es existieren ko, Iy, Iy € [N] mit I; # o,

L_l(sl) = (ko, ll), L_I(SQ) = (ko, lQ),a(kO_l)N_i_m“ =0 fir alle n € [N]\{ll, lg},

Qs = Asyry, = 1,07 (1) = 171(s2), es existieren ko, l1, Iy € [N] mit I; # o,

L_I(Sl) = (ko,ll),b_l(tg) = (k07l2),a(k071)N+n’t1 =0 fir alle n € [N}\{lhlz},

= 17Y(ty), es existieren ko, l1,ly € [N] mit I; # o,
L_l(tl) = (]{70, ll), L_I(SQ) = (ko, l2)7asl,(k071)N+n =0 fir alle n € [N]\{ll, lg}.



Es gilt:

1. sty = Asoty = 1,81 = 59,11 7é ta, gqN(tl) = gQN(tQ)?
as,n, = 0 fir alle n € [NQ]\{tl,tg} mit gqy(n) = gay(t1)
&81 = S9,t1 # ta, sty Asyt, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt

ihrer Zeile mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Eintrage.
Dabei gilt die erste Aquivalenz wegen Bemerkung 5.5.9. Analog folgt:

2. &t =19, 51 # S2, 0,1, Usyt, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt

ihrer Spalte mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Eintrége.

Auflerdem gilt:

3. Usity = Asgty = lvtl = 52,51 7& ta, g(]N(Sl) = gqN(tZ)v
amt, = 0 fiir alle m € [N2]\{81,t2} mit gqy(m) = gqn(s1)
St = 52,51 # ta, s, sy, sStehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt

ihrer Zeile mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Eintrage.
Analog folgt:

4. &1 =tg,t1 # S2, A5, Usyt, Stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt

ihrer Spalte mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Eintrége.
Fiir 51,11, 82,12 € [N?] ist
{07 (s1), 07 H(t) Y, {7 (s2), ¢ (t2)} sind spaltenabhingig auf D

dquivalent dazu, dass einer der folgenden Félle vorliegt:

(a) Gsyt; = Gsyty = 1,07 1(51) = 17 1(s2), es existieren kq, ko, lo € [N] mit ky # ko,
L_l(tl) = (k‘l,lo),b_l(tg) = k27l0)’a51,(m—1)N+l0 =0 fur alle m € [N]\{]Cl, k‘g},

(b) @syty = Asyty, = 1,071 (t1) = 171 (t2), es existieren ki, k2, lo € [N] mit ki # ko,
L_I(Sl) = (kl, l[)), 1,_1(82) = (kg, lo)va(mfl)N+l0,t1 = 0 fir alle m € [N]\{kl, kQ},

(€) asyty = Aspty, = 1,07 (t1) = 171 (52), es existieren ki, ko, lg € [N] mit ki # ko,
v (s1) = (K1, Do), (t2) = (K2, 10), @m—1)N—t1g, = O fiir alle m € [N]\{k1, ko},

(d) as,t; = asyr, = 1,07 (s1) = 17 1(t2), es existieren ki, ko, lg € [N] mit ki # ko,
L_l(tl) = (k‘l, lo), L_I(Sg) = (kg, lO)’asl,(m—l)N—i-lo =0 fir alle m € [N]\{kil, kQ}.

Es gilt:

() ©as,t, = Asyt, = 1,81 = S2,t1 # ta,t1 =t2 mod N,
as,n = 0 fiir alle n € [N?]\{t1,t2} mit n =¢; mod N
&81 = s2,t1 #ta,t1 =ta mod N, und ag,y,, as,t, sind die einzigen Nicht-Null-Eintréige

in ihrer Zeile mit Spaltenindex kongruent t; mod N.
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Analog folgt:

(b) ©t1 =to, 51 # s2,51 = s2 mod N, und as,¢,, asy, sind die einzigen Nicht-Null-Eintrége

in ihrer Spalte mit Zeilenindex kongruent s; mod N.
Auflerdem gilt:

(¢) ©asyty = Usyt, = 1,61 = 89,81 # ta, 81 =t3 mod N,
amt, = 0 fiir alle m € [N?)\{s1,t2} mit m =s; mod N
St = 59,51 F ta,s1 =t2 mod N, und ay,s,, as,t, sind die einzigen Nicht-Null-Eintriage

in ihrer Zeile mit Spaltenindex kongruent s; mod N.
Dabei gilt die erste Aquivalenz wegen Bemerkung 5.5.9. Analog folgt:

(d) ©s1 =ta,t1 # s2,t1 = s2 mod N, und ay,s,, asye, sind die einzigen Nicht-Null-Eintrége

in ihrer Spalte mit Zeilenindex kongruent ¢t; mod N. |

Definition 5.7.8: Seien N,d € N*, D € D(N,d),. : [N]*> — [N?] eine Bijektion und W C
NK(D) eine NK-Wurzel von D. Dann definieren wir Ay, = (¢;}) € Mat({0,1}, N?), wobei
gilt:

v

w {1, falls (:=1(i),.71(j)) € W,

a.. =
0, sonst.

Beispiel 5.7.9: Sei

210 0
1200
Di=|y o 9 1| €D
0012
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wie in Beispiel 4.5.6. Dann ist die Adjazenzmatrix von ([N]?, NK(Ds)) gegeben durch:

(1,1)/(1,2)|(1,3)/(1,4)](2,1)(2,2)|(2,3)/(2,4)(3,1)](3,2)|(3,3) (34)](4,1)(4,2)|(4,3) (4,4)

(1,1) 1 1| 1 1
(1,2) 1 1|1 1
(1,3)
(14)
2,1) 1 1| 1 1
221 1|1 1
(2,3)

Ay = (2,4)
(3,1)
(3,2)
B3 11 1|1
GO 11 11 1
(4,1)
(4,2)
4311 1|1 1
ah 11 11 1

wobei ¢ : [4]* — [16], (¢,7) — 3 - i+ j kanonisch gewihlt ist und die 0-Eintrage von A}, der
Ubersichtlichkeit wegen leergelassen sind. Mit Lemma 5.7.7 kann man an A, ., die NK-Wurzeln
von Dg ablesen. Diese sind:

510 0 210 0
™2 0 o 172 0 0

W]. = {{(17 ]‘)? (272)}} = 0 O 2 1 ,WZ = {{(172)7 (271)}} = 0 0 2 1 9
5 10 0 210 0
1200 1200

Woi={B3) (4D =g g o [ Wa=UBDEIN =1 ¢ 9 1|
00 12 00 172

85



und W5 mit mit

(1,D)](1,2)](1,3)](1,4)](2,1)](2,2)|(2,3)|(2,4)|(3,1)](3,2)|(3,3)|(3,4)(4,1)|(4,2)|(4,3)|(4,4)

L —
Ay, =

S| ] Q0| 0| WOl W NN N N | = ] =
| QO DN | WO | WIN| || —
S | S | | N | | S | S | | o | S | S S | N

PN PN PN P P P Py A P P P P P R P

5.8 Nicht-kommutative Hilbertsudokus in HS(C?,4) und HS(C*, 4)

Im Folgenden soll gezeigt werden, welche Aquivalenzklassen in D(4,3) und D(4,4) nicht-
kommutative Losungen in HS(C?,4) bzw. HS(C*, 4) besitzen und es werden jeweils Beispiele
gegeben. Fiir die Klassen, die nur kommutative Losungen zulassen, werden ebenfalls Beispiele
von Losungen gegeben. Auflerdem werden einige der gesammelten Isotopieinvarianten auf den
Fall der Aquivalenzklasse von Dg € D(4,3) (s.Proposition 6.2.14) angewant, um alle Isotopie-
klassen von nicht-kommutativen Losungen in HS(C?, 4) zu bestimmen und durch Repréisentan-
ten auszuzeichnen. Die Angabe der Reprasentanten ist jedoch nicht exakt, in dem Sinne, dass

Reprasentanten angegeben werden, fiir die nicht bestimmt wird, ob diese zueinander isotop sind
oder nicht. Zunéchst wird der Fall HS(C?,4) behandelt:

Lemma 5.8.1: Seien N,d € N*, N > 3 und D := (d;;) € D(N,d) mit d;; = d firi € [N — 3].
Dann ist jede Lésung von H € HS(C?, N) von D kommutativ.

Beweis: Fiir ein H := (p;;) € HS(C¢, N) mit Dim(H) = D gilt p; = 1 fiir i € [N — 3]. Also gilt nach
Lemma 3.1.12

Digj = 0,
Pijo =0

fur alle ig, jo € [N —3],7 € [N]\{Jjo},j € [N]\{io}. Daher ist H' := (p;j)n—2 < 1,5 < N ein Hilbertsu-
doku und es gilt:

H = ]lN—S,d@H/-

Nach Lemma 3.7.6 ist H also kommutativ. [ |
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Lemma 5.8.2: Sei N € N* .77 ein Hilbertraum und H € HS(,N). Existieren i,k,l € [N]
mit i # k, so dass py,; =0 fir alle m € [N|\{i,k} gilt, dann gilt

pij(H) = piy(H)*,

pij(H) = pig (H)*.
Analog, existieren i,j,l € [N] mit j # 1, so dass p;, = 0 fir alle n € [N]\{j,1} gilt, dann gilt
auch

pij(H) = pil(t%ﬂ)La

pa() = piy(H)* .
Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage, da die zweite vollig analog folgt. Nach Proposition 2.3.8
und Bemerkung 3.1.2 gilt p;j(A) L py; (). Daraus folgt insbesondere p;; (7€) N py; () = 0, denn
flir y € pij(%) ﬂpkj(%) gilt:

(y,y) =0y =0.
Nach GI. (5) gilt fir ein x €
z = 1(z) = pij(x) + prj(x) € pij(F) + pr; (F).

Also gilt p;j(H) @ pi; () = 2 und aus Lemma 2.1.10 folgt die erste Aussage. [ |
Im folgenden Beispiel zeigen wir, fiir welche Aquivalenzklassen von D(4,3) (s. Beispiel 4.5.6)

nur kommutative Losungen existieren. Auflerdem wird eine Liste von Losungen fiir

Beispiel 5.8.3 (Der Fall HS(C?,4)): Sei fiir i € [12] D; € D(4,3) wie in Beispiel 4.5.6. Dann
ist fiir i € {1,2,3,4,5,9} jede Losung von D; kommutativ. Fur ¢ € {6,7,8,10,11, 12} besitzt
D; nicht-kommutative Losungen.

Fiir 7 € [5] ist ndmlich jede Losung H; € HS(C?,4) von D; nach Lemma 5.8.1 kommutativ. Sei
Hy = (pi;) € HS(C?,4) eine Losung von

Dy =

_— NN OO

0
2
1
0

S O =N
N O O

Nach Bemerkung 4.2.10 kann angenommen werden, dass p;;(C3) = Span(ey, es), p12(C?) =
Span(ez) gilt. mit Lemma 5.8.2 folgt dann sukzessiv:

p21((C3) = Span(eg),p24(C3) = Spaﬂ(el, 62)71934(@3) = Span(eg),
p33(C3) = Span(eh 62)71043(@3) = Spaﬂ(€3)>P42(C?’) = Span(el, 62)-

Damit ist Hy bestimmt und es gilt:

€1, €9 €3 0 0
es 0 0 e1, €
Ho=1" 0
€1, €2 €3
0 €1, €9 €3 0
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Dy besitzt also nur kommutative Losungen, die unter der Operation von Us auf HS(C?, 4) alle
in einer Bahn liegen und insbesondere alle isotop sind.

Fir ¢ € [12] ist eine Losung H; von D; gegeben (wobei fur i € {6,7,8,10,11,12} H; nicht-
kommutativ ist) durch:

1 0 0 0 1 0 O 0
01 00 0 1 0 0
H=10 0 1 0 B2 =10 0 eren e
0 0 0 1 0 0 ez eg,6
1 0 0 0 1 0 0 0
|0 er,en e 0 |0 er,e 0 es
H3 N 0 €3 €1 €9 H4 N 0 €3 €1, €9 0
0 0 €y €1,€3 0 0 €3 €1, €9
1 0 0 0 €1, €9 €3 0 0
i 0 €1 €2 €3 L €3 €1, €9 0 0
H5 - 0 €y €3 €1 H6 . 0 0 €1+ es, e €1 — €3
0 €3 €1 €9 0 0 €1 — €3 e+ €3, €9
e1,€y €3 0 0 e1, € es 0 0
L €3 ()] €1 0 . €3 0 €1, €2 0
H7 T 0 €1 €2+ e3 €9 — €3 HS T 0 ) €3 €1 — €9
0 0 €y — €3 €1,62 + €3 0 €1 — € 0 €1 + eq, e3
€1, €9 €3 0 0 €1, €9 €3 0 0
L €3 0 0 €1, €2 . €3 0 €1 + €9 €1 — €9
Hg o 0 0 €1, €9 €3 HlO - 0 e +ey e — €9, €3 0
0 €1, €9 €3 0 0 €1 — €9 0 €1 + €9, €3
€1, €9 €3 0 0 €1 €y €3 0
Hoi = €3 0 e1+e e —eo H _ € + €3 €1 0 €9 — €3
- 0 e1+e e —eo €3 12 €9 — €3 0 €1 €y +es
0 €1 — €9 €3 €1+ es 0 €3 €9 €1

Frage 5.8.4: Sei fiir ¢ € [12] D; wie in Beispiel 4.5.6. Was sind Repréasentanten fir die kommu-
tativen Losungen von D; fiir ¢ € [12]\{9}. Was sind Représentanten fiir die nicht-kommutativen
Lésungen von D; fur i € {7,8,10,11,12}7

=

Definition 5.8.5: Fiir ein o € C* definieren wir o' :=

Q\\

Bemerkung 5.8.6: Sei o € C*. Dann gilt (/) = « und fiir v,w € " mit v L w und ||v|| = |Jw||
gilt:
(v+a-wv+a -w)=0.

Beispiel 5.8.7 (Der Fall HS(C*%,4)): Sei fiir i € [38] D; € D(4,4) wie in Beispiel 4.5.8 Fiir
i€ I, = {1,2,10,11,12,13, 16,18,20,22, 23,24, 25,29, 30, 33, 34, 35, 37, 38} besitzt D; dann
nur kommutative Losungen. Fiir ¢ € [38]\ ), besitzt D; nicht-kommutative Losungen.

Denn sei ¢ € I;,; := {10,11,12,13,29, 30, 34, 35,38} C I und D; := (d;;), dann existiert ein
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(io,jo) - [N]Z mit diojo =4. Wahle

Gip ‘= {
Gjo = {

I(1,i) € Gy,
id € Gy,

C(140) € G,
id € Gy,

falls 79 # 1,
falls ig = 1,

falls jg # 1,
falls jo = 1.

Fir D] = (dj;) == (9i9j,) - Di gilt dann dj; = 4, und nach Lemma 5.8.1 ist somit jede Lo-
sung H] € HS(C* 4) von D) kommutativ. Da fiir eine Losung H; € HS(C* 4) von D; auch
(9i09j,) - Hi eine Losung von D) ist, ist nach Lemma 4.3.8 auch H; kommutativ.

Sei nun i € Ipo = I\Ix1 = {1,2,16,18,20,22,24,25,33,37}. Angenommen, es sei i €
T2\ {18,20,23} und H; € HS(C* 4) sei eine Losung von D;. Wir kénnen annehmen, dass
die erste Zeile von H; eine Form hat wie in Bemerkung 4.2.10. Dann ergibt sich durch ein

sukzessives Anwenden von Lemma 3.1.11 (analog

zum Fall Dy in 5.8.3):

€1 €9 €3 €4 €1 €9 €3 €4
o, = 0 0 €y  €1,63,€3 H, = 0 0 €4 €1,€3,€3
0 es,e4 €1,6€ 0 0 €9,€3,€4 €9 0
€o,€e3,€4 €1 0 0 €9, €3, 64 0 e1 0
€1, €9 €3 €4 0 €1,€9 €3 €4 0
H16 _ 0 0 €3 €1,€9,€4 H22 — 0 0 €1,€62 €3,€4
0 €1,€9,€4 0 €3 0 €1,€9,€4 €3 0
€3, €4 0 €1, €9 0 €3, €4 0 0 €1, €2
€1, €9 €3 €4 0 €1, €9 €3 €4 0
H24 _ 0 0 €1,€9,€3 €4 H25 _ 0 0 €1,€9,€3 €4
0 e1,ee4 0 €3 €4 0 0 €1, €2, €3
€3, €4 0 0 €1, €2 €3 €1,€9,€4 0 0
e, ea ez, eq 0 0 €1, €2, €3 €4 0 0
H33 — 0 0 €3,€64 €1,€2 H37 _ 0 0 €4 €1,€2,€3
0 €1, €9 0 €3.€4 0 €1,€9,€3 0 €4
€3, €4 0 €1, €9 0 €4 0 €1, €2, €3 0

L('jsungen von Dl, DQ, Dlﬁ, D22, .D247 D25 bzw. D33

sind also nach 4.2.10 vermége der Konjuga-

tion mit einem unitdren Operator isotop zu Hq, Ho, Hig, Hoo, Hoy, Hos bzw. Hss.

Fir Dqg, Doy und D3 funktioniert dieses Argument nicht, wir konnen jedoch NK-Wurzeln auf
Dimensionssudokus nutzen, um die Kommutativitat aller Losungen zu zeigen. Dig besitzt drei
NK-Wurzeln Wy, Wy und W3, die in der folgenden Darstellung von NIC(D1g) schwarz, rot und

griin dargestellt sind:
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NK(Dys) =

Angenommen, Hg := (p;;) € HS(C?, N) wire eine nicht-kommutative Losung von D;g. Dann
wére nach Satz 5.5.10 Wy, W5 oder W3 eine NK-Wurzel von Higz. Wére Wy eine NK-Wurzel von
Hig, wiirde gelten pgipag # paapsr- Daraus wiirde folgen

Pa1Pas = pa1 (1 — pag) # (1 — pos)Pa1 = Paapa,

was im Widerspruch zu py1pys = paapsr = 0 (nach 3.1.2) steht. Also ist W keine NK-Wurzel von
Hig. Die Annahme, dass W5 eine NK-Wurzel von Hig ware fiihrt analog zu einem Widerspruch,
da dann pispos # pospis gelten miisste, und die Annahme, dass W3 eine NK-Wurzel von Hig
ebenfalls, da dann poypsy # paapos gelten miisste. Dig besitzt also keine nicht-kommutative
Losung. Eine kommutative Losung von Dqg ist beispielweise gegeben durch:

€1, €3 €4 0
[ . 0 O €2 €1,€3,€64
Hig :=
€4 €2 €1,€3 0
es epeq 0 €2

Dog besitzt nur eine NK-Wurzel W = NK(Dy):

90



Angenommen, Hy = (p;;) € HS(C?,4) wire eine nicht-kommutative Losung von Dgg. Dann
ware wegen Satz 5.5.10 W auch eine NK-Wurzel von Hyg, und es wiirde gelten pi3pag # pospis-
Dies ist jedoch nicht moglich, da dann gelten wiirde:

P13P23 = p13(11 - P24) # (]1 - P24)p13 = P23P13,

im Widerspruch zu pigpes = paspiz = 0 (nach 3.1.2). Also besitzt Doy nur kommutative Losun-
gen, zum Beispiel:

e1,ey €3 N 0
g 0 0 ene3 ez ey
€2, €4 €1,¢€3

€3, €4 €1 €9 0

Dag besitzt vier NK-Wurzeln Wi, Wy, W3 und Wy, die in der folgenden Darstellung von NX(Ds3)
schwarz, rot, blau, bzw. griin dargestellt sind:
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NK(Dys) =

Angenommen, Hos := (p;;) € HS(C* 4) wire eine nicht-kommutative Losung von Das. Nach
Satz 5.5.10 ist dann Wy, Wy, W3 oder W, eine NK-Wurzel von Ds3. Nach 4.2.10 kénnen wir
annehmen, dass p1;(C*) = Span(ey, e3) und p;2(C*) = Span(es), p13(C*) = Span(ey) gilt. Ange-
nommen, W; wiare NK-Wurzel von Hoz. Dann wiirde gelten piaps1 # p3ipi2. Nach Lemma 3.1.11
gilt p3;1(C*) C Span(es, eq) und nach Proposition 2.3.19 gilt p3;(C?) # p1a(C*), p31 (CY) L
p12(C*). Also gilt p3;(C*) = Span(ez + § - e4) fiir ein § € C*. Dann gilt nach Lemma 3.1.11
pa1(C*) = Span(es + &' - e4) (s.Definition 5.8.5) und pso(C*) = Span(ey, e5). Weiterhin miisste
wegen Lemma 3.1.11 gelten p3p(C?) = {0}, was im Widerspruch zu (Da3)32 = 1 steht. Also ist
W1 keine NK-Wurzel von Has. Ws ist keine NK-Wurzel von Hag, da dann wegen psipaog # PoaapPsi
analog wie im Fall von Dy gelten miisste psipss # p3aps1. Analog wiirde daraus, dass W3 NK-
Wurzel von Hag wére folgen, dass pyspas 7# pospas gelten wiirde, und daraus, dass Wy NK-Wurzel
von Hoz ware, dass paypss 7# paapos gelten wiirde. Dies sind beides Widerspriiche, W3 und Wy
sind also keine NK-Wurzeln von Hss. Also besitzt Doz keine nicht-kommutative Losung. Eine
kommutative Losung von Dsg ist beispielsweise gegeben durch:

€1, €2 €3 €4 0
2 0 0 €1,62 €3,€4
H23 .=
€3 €4 0 €1, €2
e, €1,y €3 0

Fiir i € [38] ist eine Losung H; von D; gegeben (wobei fiir i € [38]\ I} H; nicht-kommutativ ist)
durch:
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€1 €9 €3 €4
H, = 0 0 €4  €1,63,€3
0 €3,€64 €1,€9 0
€9, €3, €4 €1 0 0
€1 €9 €3 €4
H2 _ 0 0 €4 €1,€E9,€3
0 €9,€3,€4 €9 0
€2, €3, €4 0 €1 0
€1 ()] €3 €4
Hy — 0 0 €y €1,63,€3
es + ey es —e4 €e1,6€ 0
€3 — €4, €9 61,€3+64 0 0
€1 €9 €3 €4
H4 — 0 0 €4 €1,€2,€3
€3 + eyq €3 —€4,€1 €9 0
€3 — €4, €9 es3 + ey €1 0
€1 €9 €3 €4
H5 _ 0 0 €1 +ea,e4 €1 — €9,€3
€3 ey e — ey €1+ es
€9,€4 €1,€3 0 0
€1 ()] €3 €4
H@ - 0 0 €9,€64 €1,€3
es+es e1,e3—ey 0 €9
€9,€3 — €4 €3 + ey €1 0
€1 (&) €3 €4
H7 _ 0 €1 — €3 €4 €9,€1 + €3
€4 e +es es €1 —e3
€9, €3 ea el 0
€1 €9 €3 €4
Hy = 0 e1+es e —eqs eg,e3
€3 €1 — €4 €1+ ey4,E 0
€9, €4 €3 0 €1
€1 (&) €3 €4
ng €y +e4 €1+e€3 €9 —€4 €1 —e3
€g—€4 €1 —e3 ex+teq4 e+e3
€3 €y €1 €9
€1, €2 €3 €4 0
g 0 0 0 1
10— 0 es e1,ez,e3 0
€3,€64 €1,€9 0 0
e1,6a €3 es 0O
Hyy = 0 0 0 ]l)
0 €9,€64 €1,€3 0
€3, €4 €1 €9 0
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e1, € es eq 0
0 0 0 1
Hip =
€4 0 €1,€2,€3 0
€3 €1,€2,€4 0 0
€1, €2 €3 €4 0
0 0 0 1
HlS -
ey es ep,es 0O
es3 ej,eq ey 0
€1,62 €3 €4 0
Hyy = 0 0 e1+e3 el —es er,€y
0 €4 €1 — €3,€2 €1+ e3
€3,64 €1,€9 0 0
€1, €2 €3 €4 0
H15 — 0 0 €1+ €2 €1 — €9,€3,€4
0 61+€2,64 €1 — €9,€3 0
€3, €4 €1 — €3 0 e+ es
€1, €2 €3 €4 0
H16 - 0 0 €3 €1,€9,€4
0 e1, 69,64 0 es
es, €4 0 e, e 0
€1, €2 €3 €4 0
Hyr = 0 0 €1 +e3 €1 —€3,62,64
€4 0 €1 — €3,€9 €1+ es
€3 €1,€9,€4 0 0
€1,€2 €3 €4 0
o _ 0 0 €9 €1,€3,€4
18 €4 €9 €1, €3 0
es  eneq 0 €2
1,62 €3 €4 0
ng 0 0 e+ €3,62 €1 —€3,€4
0 €4 €1 — €3 €1+ €3, €9
€3,€64 €1,€9 0 0
€1, €2 €3 €4 0
HQO - 8 0 €1,€63 €92,€4
€9, €4 0 €1,€3
es, €4 €1 e 0
€1, €2 €3 €4 0
Hy, = 0 0 el +e2,e3 €1 —eg,€4
0 €1+ ea,6eyq €1 — €2 €3
€3, €4 €1 — €9 0 €1+ eg
e1, € es ey 0
H22 — 0 0 €1,€62 €3,€4
0 €1,€9,€4 €3 0
€3, €4 O 0 €1, €2




er,e2 €3 €4 0
f‘{ o 0 0 €1,€2 €3,€64
23 ‘=
€3 €4 0 €1, €2
€4 €1, €2 €3 0
€1, €9 €3 €4 0
H24 0 0 €1,€2,€3 €4
0 €1,€9,€4 0 €3
€3, €4 0 0 €1, €
€1, €9 €3 €4 0
H 0 0 €1,€2,€3 €4
25 +=
€y 0 0 €1, €2, €3
€3 €1,€9,€4 0 0
€1, €2 €3 €4 0
H 0 €4 €1 + €3 €2,€1 — €3
26 ‘=
€4 0 €1 — €3,€9 e+ €3
€3  €1,€2 0 €4
€1, €9 €3 €4 0
I 0 es eg,e1+e3 e —e3
27 +=
€4 0 ep —e3 €ey,e1+e3
es  e1,€s 0 €4
e1, e es ey4 0
I 0 €y  €1,63,€3 0
28 1=
es + ey 0 0 e1,69,63 — €4
€3 — €4 €1,€ 0 €3+ ey
€1, €9 €3 €4 0
H 0 0 0 1
0o i=
’ 0 0 1 0
es,eq4 €1, 0 0
€1,6y €3,€4 0 0
) 0 0 0 1
H30 = 0 O
€1,€2 €3,€4
€3, €4 0 e1,es 0
€1,€2 €3,€4 0 0
H 0 0 e1 + €3 €1 — €3,€2,€4
31
0 0 er—es e, e+ es
€3,64 €1,€2 0 0
€1,€2 €3,€4 0 0
H 0 0 e +es, e+ ey €1 — €3,€69 — €4
g 1=
3 0 0 €1 —e3, g —ey €1 +es, ex+ey
€3,64 €1,€9 0 0
e1,6y €3,€4 0 0
Han — 0 0 €3,64 €1,€2
33 ‘=
0 €1, €2 0 €3.€4
€3, €4 0 €1, € 0




€1, €263 €4 0 0
0 0 0 1
Ha = 0 0 1 0
€4 €1,€2€3 0 0
€1, €2€3 ey4 0 0
0 0 0 1
H35 N 0 €1,€2,€3 €4 0
e 0 e1,e9,e3 0
€1,€2,€3 €4 0 O
I 0 0 e1+ey €1 — €4, €9,€3
36— 0 0 €1 — €4, €9, €3 €1+ ey
€4 €1, €2, €3 0 0
e1, €2, €3 €4 0 0
. 0 0 €4 €1, €2, €3
H37 o 0 €1,€2,€3 0 €4
€4 0 €1,€2,€3 0
1 0 0 O
0 0 0 1
s =10 0 1 0
0O 1T 0 O

Frage 5.8.8: Sei fiir ¢ € [38] D; wie in Beispiel 4.5.8. Was sind Représentanten der Isotopieklas-
sen nicht-kommutativer Losungen von D; fiir i € {3,4,5,6,7,8,9,14,15,17,19, 21, 26, 27,28, 31,
32,36}.

Definition 5.8.9: Seien d € N* und ¢ € S;. Dann definieren wir f, : C* — C¢ als die lineare
Fortsetzung der Abbildung

{61,..

Bemerkung 5.8.10: Seien d € N* und o € S;. Dann ist f, nach Lemma 2.2.13 ein unitérer
Operator auf C.

eql = {er, ... eq}, e = eq fir alle i € [d].

Bemerkung 5.8.11: Die Funktion

h:R, — R —
* T

L und da

ist streng monoton wachsend und damit injektiv, da fir x € Ry gilt h(z) = ST

1
h:Ry =Ry, z— —
T

streng monoton fallend ist.

Proposition 5.8.12: Sei

I
oo~
oo N
— OO
N = O O
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wie in Beispiel 4.5.0. Fiir jede Isotopieklassen der nicht-kommutativen Losungen von Dg existiert

dann ein Reprasentant in Hi U Hs,

wobei gilt:

)

—N—
x+
&4
W .
o —N—
W ~ %
& NS
< W
+ .ﬁpwm
) o
Il I~
3 > +
— . N
+ + +
G ¢ ¢
I o
5 SN
S oo o 2
OOwowu g
>
® OO LW
oo 453 8
\8}
&
B & Soo
o —
v 5@ @ )
\8)
Ny
&.3 1;%00
S0 O
\\8) ~—————
(\

Hl =

Die Elemente von Hy sind paarweise nicht isotop.

Beweis: Wir wollen die Isotopieklassen nicht-kommutativer Losungen von

O O —H AN

o O AN H

— AN O O

N — O O

D =

bestimmen. Es gilt:

NK(D) = {{(1,1),(2,2)},{(1,2), (2, D},{3,3), (4,9}, {(3,4), (4,3)}, {(1,1), (3,3) },

{(1L,1),(3,4)},{(1,1),(4,3)},{(1,1), (4,4}, {(2,1), 3,3)}, {(2, 1), (3,4)},
{(2,1),(4,3)},{(2,1),(4,4)},{(1,2),3,3)},{(1,2), 3,4)}, {(1,2), (4,3)},
{(1,2),(4,4)},{(2,2),(3,3)},{(2,2), 3, 4)},{(2,2), (4,3)}, {(2,2), (4,4)}}
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Dg besitzt fiinf NK-Wurzeln W1, ..., W5, die in obiger Darstellung von N (Dg) jeweils rot, blau,
griin, gestrichelt und schwarz dargestellt sind. Die NK-Wurzeln in Wy, Wy, W3 und Wy besitzen nach
Lemma 5.5.15 keine Lésung. Bleibt also nur W5 zu betrachten. Angenommen, H := (j;;) € HS(C3,4)
sei eine Losung von Wy und es gelte f/ij = Dij (C3). Nach Bemerkung 4.2.10 existiert dann ein 7' € Us,
sodass fiir H := (p;;) := THT* gilt:

p11(C?) = Span(ey, e3), p12(C?) = Span(es). (18)
Nach Proposition 5.4.3 ist dann auch H eine Losung von Ws. Sei Vj; := p;;(C?) fiir (i, j) € [4]%. Nach
Lemma 5.8.2 gilt dann V51 = Span(es), Voo = Span(eq, e2). Wegen W5 C NK(H) gilt p1apss # p3apiz-
Wegen rang(pi2) = rang(pss4) = 1 gilt nach Proposition 2.3.19:
Vig # V34 und Vig [ Vag.
Deshalb gilt fiir w mit V34 = Span(w) einer der folgenden Fille:
1. w=-e; +7-es3, mit v € C*,
2. w=eg+v-ez, mit vy € C*,
3. w=e1+ 0 -ey+v-e3, mit 5,y € C*.
Nach Lemma 5.8.2 und Bemerkung 5.8.6 gilt
e in Fall 1. V34 = Vi3 = Span(e; + v - e3), Vs = Vig = Span(e; + 7' - e3, €2),
e in Fall 2. V34 = V3 = Span(ez + 7 - e3), Va3 = Vag = Span(ey, ez + 7' - e3),
e in Fall 3. V34 = V3 = Span(e; + 3 -e2+ - e3), Vzzs = Vg = Span(e; + ' - ea,e1 +7' - e3).

Somit ist H1 U Ho U Hs die Menge aller Losungen H von Wi, wobei gilt:

e, ez €3 0 0
es ep,ez 0 0 ) .
Hi =4 Hiy = 0 0 v w vi=e +y-ez,wi=e;  +7 -e3,7€C},
0 0 w €2,V
€1, 62 es 0 0
€3 €1,€2 0 0 , .
Ho =< Ho = 0 0 erv w vi=eg+y-e3,wi=ey+v -e3,7€C*
0 0 w o oep,v
e1, 62 es 0 0
. . €3 €1, €2 0 0 $::€1+ﬂ'62,y::el+ry.e3’
Ha =4 H3py 1= 0 0 o / / %
By 2 ||zimer+ B ept egy€C
0 0z =zy

Sei v € C*. Dann gilt nach Korollar 2.3.13:

fazyHiyf(12) = H2p,
fazyHaq [(12) = Hip.

Also sind die Isotopieklassen der Elemente von H; dieselben wie die der Elemente von Hs. Wir wollen
nun paarweise nicht-isotope Représentanten fiir die Isotopieklassen der Elemente von H; bestimmen.
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Sei v € C* und w := e +7-e3. Dann gilt (e3,w) = v und |Jw|| = 1+]7/|?. Also gilt nach Lemma 4.3.7:

Auflerdem gilt:

|a’ng|l'11”Y (27 1) = {|ang|(p€1,627pw)v |ang|(p62,vap63)}7 mit v = €1 + Y- €3,y € (C*

jangly,  (1,1) = {{1}.{

Sei T € Pey.ep () mit |3 = 1. Dann existieren a,b € C mit |a|> 4+ [b|> =1 und 5 = a - e1 + b - e2 und

es gilt:

Mit Lemma 4.3.7 folgt somit:

max|ang| (pel,eg ) pv) =

Sei nun W € pe, » () mit ||@| = 1. Dann existieren ¢,d € C mit |c[?+|d|? =1 und @ = c-ea +d-
AuBerdem gilt (v,e3) =~ und |v]| = 1 + |y|?>. Damit gilt:

Mit Lemma 4.3.7 folgt

max|ang|(Pey ess Pes) = max{

I+

a
— a0, 1]} = ———.
el € 010} =

[(w,e3)| = |7— - (v, e3)| = -
les]| 1+

dl €[0,1]} = :
il € 0.1} = 1

v

f[oll*

Angenommen nun, es existieren 7,7 € C*, sodass Hi, und H; 5 isotop sind. Dann muss nach Lem-

ma 4.3.6 also gelten:

HL A1 = gl (1,1) = fangly, - (1,1) = {114

1L+ |v)?

{ 1 1]
L+ [27 14+ |2

Aus Gl. (19) folgt:

Aus Gl. (20) folgt entweder

oder

} max\ang\Hm( ,1) max\ang\Hm( 1) {1+!’~Y'|271+”~Y‘2

(21)
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1 1
— = - (24)
L+ [y[2 1+
A _ bl
L+ 1+ h?

In Fall 1. folgt durch Einsetzen von Gl. (22) und Gl. (23) in GI. (21):

o/d 1o I 10l

L+32 0 1+ ]y?

O o T

VT+A2 T FlI1+ )2
o

1+ ]2 1+

Nach Bemerkung 5.8.11 gilt dann |y|? = |7|2, und wegen |7/, || € Ry auch |y| = ||
In Fall 2. erhdlt man durch Einsetzen von Gl (24) in Gl (21)

A
T+ 1+
<y =1
<Pl = hl:

Also gilt
Hiy~ Hiy = =1l

Seien andererseits 7,4 € C* mit |y| = |¥|, dann bildet die lineare Fortsetzung T von

€] — €1, > €2,3 > — - €3,64 — €4

2 |

nach Lemma 2.2.13 einen unitdren Operator, der nach Korollar 2.3.13 THy ,T* = Hy,, erfiillt. Also
gilt fiir v, € C*:

Hiy~Hiz e |y =7l u
Frage 5.8.13: Seien
€1, €9 €3 0 0
Ho=dH,., = | @ b= 0 0 es =€, +7-e3,e5:=e +7 -e3,v R
1= 1y = 0 0 ey, €5 eq 5= €1 T €3,€6 =€ T7 €37 + (>
0 0 € €2, €5
€1, €9 €3 0 0
. . es ep,ea 0 0 es =€+ 3 e,e6: =€+ €3
Hs = H375,’Y = 0 0 L / / *
€566 €7 eri=e+ 3 -ea+7 -e3,7€C
0 0 €7 €5, €6

Sind Elemente von H; und von Hj paarweise nicht-isotop? Was sind Isotopiekriterien fiir die
Elemente von Hs.
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Bemerkung 5.8.14: Will man in in Proposition 5.8.12 eine Unterscheidung der Isotopieklassen
in H3 auf analoge Weise durchfithren wie fiir H;, so fithrt dies auf komplizierte Polynomglei-
chungen, die hier nicht aufgefiihrt werden.
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6 Rechteckstransformationen

In der folgenden Sektion fiihren wir Rechteckstransformationen ein. Diese lassen sich auf Di-
mensionssudokus (6.1) und auf Hilbertsudokus (6.2) definieren. Wir zeigen, dass sich zwei un-
terschiedliche (N, d)-Dimensionssudokus immer durch eine Folge von Rechteckstransformatio-
nen ineinander tiberfithren lassen (s.6.1.10), und dass sich zwei unterschiedliche gewohnliche
N-Hilbertsudokus auf C? immer durch eine Folge von Rechteckstransformationen ineinander
iiberfithren lassen. Auflerdem zeigen wir, dass unter Vorraussetzung der Giiltigkeit von Vermu-
tung 6.2.16 jedes (N, d)-Dimensionssudoku eine Losung besitzt, die ein gewohnliches Hilberts-
udoku ist (s.6.2.18). Im Folgenden seien immer N, d € N*.

6.1 Rechteckstransformationen auf Dimensionssudokus

Definition 6.1.1: Seien D = (dlj) € D(N, d) und io,jo, k'o, lo S [N] mit {(io,jo), (1{70, lo)} € [N]i
und dyyj, # 0, diyt, 7 0. Dann definieren wir R jo)koto) (D) = (d};) € Mat(N, C), mit

d . = dn, falls (m,n) ¢ { (40, Jo), (Ko, lo), (Ko, jo), (i0, lo)},

d;m = d;yjo —

d}%lo = dgor, — 1,
digy = digly + 1,
Aijo = rojo + 1.

Lemma 6.1.2: Seien D, D’ wie in Definition 6.1.1. Dann gilt D' € D(N,d).

Beweis: Fiir a € [N]\{i0,ko}, 8 € [N]\{Jjo,lo} gilt
Z iy, ivj dan = d,
N
> dn Z =

m=1 m=

Auflerdem gilt:

N
Z dion = Yo dign) + (digjo — 1) + (digty +1) = d,
n=1,n¢{jo,lo}
N

Z dkon = Z dk’on) + (diojo + 1) + (diolo - 1) =d,
n=1,n¢{jo,lo}
N

Z dmjo - Z dmjo) + (diojo - 1) + (diolo + 1) =d,
m= l,mg{i(),k‘o}
N

Z dmlo Z dmlo) + (diolo + 1) =+ (dkolo - 1) =d. u
m=1,mée&{io,ko}

Definition 6.1.3: Seien 4, jo, ko, lo € [N] mit {(io, jo), (ko,lo)} € [N]%. Dann definieren wir

D(imjo)(ko,lo)(Nv d) = {<dij> S D(Nv d) | diojo 7£ 0, dkolo 7£ 0}'
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Definition 6.1.4: Seien iy, jo, ko, lo € [IN] mit {(io, jo), (ko,l0)} € [N]%. Dann wird nach Lem-
ma 6.1.2 durch

R(io,jo)(ko,lo) : ,D(ioyjo)(ko,lo)(Na d) - D(N7 d)v D~ R(io,jo)(kolo)(D)

eine Abbildung definiert, die wir { (4o, jo), (ko, lo) }- Rechteckstransformation auf D(N, d) nennen.
Wir nennen Ry, jo)(ko1o) alich einfach nur eine Rechteckstransformation auf D(N, d).

Notation 6.1.5: Fiir s € [n] seien iy, js, ks, [ € [N] mit {(isJs), (ks, 1)} € [N]%. Sei D €
Dy gk i) (N, d), sodass gilt:

Ry ) (kade) (- - (Biy i) (ker,00) (D)) € Deigr usn) (kogr stoss) (N, d)

fir alle s € [n — 1]. Dann schreiben wir

(Rin o) k) © === © Riy 1) (k1,0)) (D) = Ry i) k) (- - - (R gy ka ) (D)) =2 D,

und sagen, es existieren Reckteckstransformationen Ry, ..., R, auf D(N,d) mit

D'=(R,o0---0Ry)(D).

Bemerkung 6.1.6: Seien 10, J0, k‘o, lo € [N] mit {(io,jo), (k‘(), lo)} € []\/v]%< SeiD e D(io,jo)(ko,lo)(N7 d)
und D’ = R(io,jo)(ko,lo)(D>- Dann gilt D’ € D(io,lo)(ko,jo) und R(io,lo)(kolo)(D/) = D. Analog gilt
fur ein D € D(iolo),(kojo) :

R (kolo) (Riolo) kojo) (D)) = D
Die Abbildungen R, jo)(ko,lo) U0d R(ig10)(ko,lo) Sind also invers und wir schreiben

1 .
R(i07j0)(k01l0) = R(iovlo)(k’o,lo%
_1 L
R(iovlo)(ko,lo) T R(io,jo)(koylo)'

Fiir die Abbildung id : Dy o)) ko.to) (N @) = Do io)koto (N, d), D = D schreiben wir id ™" := id.

Notation 6.1.7: Es sei 1y 4 := (d;;) € D(N,d) mit d;; = dd;;, wobei 6;; =1, falls i = j,6;; =0
sonst ist, fur 4,5 € [N].

Lemma 6.1.8: Sei D € D(N,d) mit D # 1y4. Dann existiert ein n € N* und Rechteckstrans-
formationen Ry, ..., R,, so dass (Ryo-- 0o R,)D = 1y4 gilt.

Beweis: Wir wollen per vollstandiger Induktion zeigen, dass fiir alle s € [N] ein ms; € N und Abbil-
dungen Ry,..., Ry, existieren, die jeweils entweder eine Rechteckstransformationen oder id sind, so
dass fiir

Dy = (dj;) = (R, 0 -+ -0 R1)(D)

gilt df; = d fur alle ¢ € [s]. Dann folgt die zu beweisende Aussage mit dem Fall s = N durch Streichen

der R; mit R; = id, da wegen D # 1y 4 der Fall R; = id fiir alle ¢ € [my] ausgeschlossen werden kann.
Sei s = 1. Gilt di; = d, dann wéahlen wir m; = 1 und R; = id. Angenommen also, es gelte di1 # d.
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Wir zeigen zunichst, dass dann ein n; € N* und Rechteckstransformationen Ri, ... ,R,ll1 existieren,
die fiir

D= (dij) == (Rl o+ o RL)(D)

dy1 = d erfiillen. Wegen D € Mat([d], N) und

N N
ddy=> din=d
i=1 i=1

existieren minimale iy, j; € {2,..., N} mit d;;1 > 0,dy;, > 0. Dann gilt
(R vy (D)1 = din + 1.

Durch (d — dy1)-fache Wiederholung dieses Vorgangs erhilt man die gewiinschten Ri,..., R}, fiir die
(Rio---0oRL(D))1 = d gilt. Sei nun 1 < s < N. Nach Induktionsvorraussetzung existieren ein
ms—1 € N und Abbildungen Ry,..., Ry, ,, die jeweils entweder eine Rechteckstransformation oder id
sind, so dass fiir D" := (d};) := (Rp,_, o+~ o R1)(D) gilt:

d, =dfiri € [s —1].

Wir wollen zeigen, dass dann ein ns € Ny und Abbildungen Rf, ..., R} , die jeweils Rechteckstrans-
formationen oder id sind, existieren, so dass fir

D o= (dy) = (R} o0 RS, )(D)

gilt dj; = d fiir alle i € [s]. Im Fall d,; = d wéhle Rj :=id und ny = 1. Angenommen es gelte d,; < d.
Fiir alle i € [s — 1] gilt dann, wegen d; = d und Y0, d}, = d, dass d}, = 0 gilt, und analogerweise
folgt d., = 0 fur alle ¢ € [s — 1]. Also folgt, dass fiir alle i € [N]\{s} mit d,, > 0 oder d,; > 0,7 > s
gilt. Seien also is, js € [N]\{s} minimal mit d; , > 0,d; > 0. Fiir

D= (d}j) = Ri,s)(s.) (D)

gilt dann d., = d’, + 1 und d};, = d fiir i € [s — 1]. Durch d — d’,-faches Durchfithren dieses Vorgangs
folgt induktiv die Existenz von ng und R3,... 7R71L1- Es folgt:

(R;

Ns

0.0 R0 Ry, ,0--0Ry)(D)=(dy),

wobei CZZ = d fiir i € [s]. Durch die Wahl mg := ns+m,s_1 und R; := R;_,, _ ist die Induktionsaussage
und damit das Lemma bewiesen. [ |

Lemma 6.1.9: Sei D € D(N,d). Dann ezistieren ein n € N* und Rechteckstransformationen

1., R, mit
(Rio-oR)(1na) = D.
Beweis: Seien n und Ry, ..., R, wie in Lemma 6.1.8. Dann wird durch R} := R;}_l_i fir i € [n] wegen
Bemerkung 6.1.6 die Aussage erfiillt. ]
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Proposition 6.1.10: Seien D, D' € D(N,d). Dann existiert ein n € N* und Rechteckstransfor-
mationen Ry, ..., R,, sodass

(Ryo---0oR,)(D)=D'

gilt.
Beweis: Nach Lemma 6.1.8 existiert ein n; € N* und Rechteckstransformationen Ry, ..., R;, mit
(Rio---oR;, )(D)=1nga.
Nach Lemma 6.1.9 existiert ein np € N* und Rechteckstransformationen RY, ..., R;, mit
(R{o---o0 RZ2)(]1N,d) =D
Also gilt:
( ’1’o~--oRZ2oR’lo--~oR;1)(D) =D,
und die Aussage wird erfillt durch die Wahl n := ny + no,
R RY, fir 1 <i<ngy
' R;_nz, flirne+1<i<n;+ns
erfullt. |

6.2 Rechteckstransformationen auf Hilbertsudokus

Definition 6.2.1: Sei H := (ng) € HS(%, N) Existieren 10, J0, ]{?0, lo € [N] mit {(io,jg), (k’g, l())} €
[N]% und eine Projektion p € L£(5) mit p < pigjo. P < Proto- Dann definieren wir Ry, ;o jo)(kolo) (F) :=
(pi;) € Mat(N, L(H)) mit

Pran = Pmn, falls (m,n) & {(io, jo), (Ko, lo), (i, lo), (ko, jo) }
péojo ‘= Piojo — P
P;vozo "= Pkojo — P;
Plglo *= Piolo T P;
Phojo *= Phojo + -

Lemma 6.2.2: Seien die Vorraussetzungen wie in Definition 6.2.1. Dann gilt:

va(iojo)(kolo)(H) € ,HS(%a N)

Beweis: Nach Bemerkung 3.1.3 gilt
Pkojo (t%ﬁ) 1 Pigjo (%)apiolo (%) 1 Piojo (%),
und somit wegen p(H’) C pigjo (#)(s.Satz 2.3.5) damit auch:

p(%) kaojo(’%)vp(%) J-piolo('%ﬂ)‘
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Nach Proposition 2.3.8 gilt dann pp;,;, = 0, ppryjo = 0 und p + pryjo = PV Pkojos P+ Piolo = PV Piglo>
weswegen p}m jo? p;olo Projektionen auf J# sind. Wegen p < p;yio, 2 < Proi, sind nach Proposition 2.3.10
auch p;,;, —p und pg,1, — p Projektionen auf 2. Also ist pgj eine Projektion auf 4 fir alle ¢, j € [N].
AuBerdem gilt fir a € [N]\{i0, ko}, 5 € [N]\{Jo,lo}:

N N
Zpim = Zpom =1,
n=1 n=1

N N
D Pmp = Pmp=1,
m=1 m=1

und
N N
Zp;on = ( Z pion) + (piojo _p) + (piolo +p) =1,
n=1 n=1,n¢{jo,lo}
N N
Zpéon = ( Z Prkon) + (pkojo + ) + (Proto — 1) = 1,
n=1 n=1,n¢{jo,lo}
N N
Z p;njo = ( Z pmjo) + (piojo -p)+ (pkojo +p) =1,
m=1 m=1,mé&{i0,ko}
N
> e =0 D Dmie) + Pigty +P) + (roto —p) = 1.
m=1 m=1,mé{io,ko}V
Also gilt Ry, (iojo)(kolo) (H) € HS(, N). "

Definition 6.2.3: Seien ig, jo, ko, lo € [N] mit {(i0,50), (ko,lo)} € [N]%2 und p € L(H#) eine
Projektion auf .77. Dann definieren wir

HSpv(iovjo)(ko,lo)(t%a N) = {(pij> € 'HS(%, N) | D < Pigjo, P < pkolo}-

Definition 6.2.4: Seien ig, jo, ko, lo € [N] mit {(40,50), (ko,lo)} € [N]%2 und p € L(H#) eine
Projektion auf 2. Dann wird nach Lemma 6.2.2 durch

RP,(iOJO)(ko,lo) . H‘SP»(io,jo)(ko,lo)<%> N) - HS('%’ N), H— R%(io,jo)(kolo)(H)

eine Abbildung definiert, die wir {p, (4o, jo), (ko, lo) }- Rechteckstransformation auf HS(,N)
nennen. Wir nennen R, (5, jo)(ko.io) @uch einfach nur eine Rechteckstransformation auf HS(, N).

Notation 6.2.5: Sei n € N.;. Fiir s € [n] seien i, j,, ks, [; € [N] mit {(is,js), (ks, s} € [N]%
und p, € HS(, N) eine Projektion auf . Sei H € HS,, (i, j1) (k1 11) (NN, d), sodass gilt:

Ry, (105 (ko) (- (Bpis(inin) (ki) () € HSpo 1 (isin dos) (kssr dosn) (FE 5 N)

fur alle s € [n — 1]. Dann schreiben wir

(anv(inyjn)(knvln) ©-+-0 Rpl,(ilyjl)(klall))<H) = anv(inajn)(k'naln)(' t (Rpla(ihjl)(kl,ll)(H))) = H/7

und sagen, es existieren Reckteckstransformationen Ry, ..., R, auf HS(J#, N) mit

H = (R,o0- -0 Ry)(H).
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Bemerkung 6.2.6: Seien i, jo, ko, lo € [N] mit {(ig, jo), (ko,lo)} € [N]% und p € L(IF) ei-
ne Projektion. Sei H € HS) (ig jo) (ko to) (Z€, N) und H' := Ry, iy jo)(ko o) (H ). Dann gilt H' €
%Sp7(i0710)(k0’j0)<%, N) und Rp,(io,lo)(koio)(H/) = H Analog gﬂt fﬁl“ ein H € HSp,(iolo),(kOjO)(%, N)

Ry iojo).(koto) (B (ioto).(kojo) () = H.

Die Abbildungen R, iy jo)(ko,lo) U By (ig.10)(ko,lo) Sind also invers und wir schreiben

71 L
va(io,jo)(ko,lo) T Rpa(iOJO)(koJo)a
_1 L
va(io,lo)(ko,lo) = R%(io,jo)(ko,lo)'

Fir die Abbildung
id : HSP,(’L'O,J'O)(]?OJO)(%7 N) — HSP7(i07jO)(ko,lo)(‘%ﬂ7 N), H— H

schreiben wir

id™! :=id.

Notation 6.2.7: Seien s € [d] und iy, jo, ko, lo € [N] mit { (40, jo), (ko,lo)} € [N]%. Dann notieren
wir die Rechteckstransformation Ry, _ (i jo)(ko,lo) aUf H8p687(i07j0)(k0,10)(((:d, N) als R (iyjo)(koylo)-

Sei im folgenden B := {v1,...,v4} eine Orthogonalbasis von C? Wir zeigen nun, wie sich
Rechteckstransformationen auf beziiglich B gewohnlichen Hilbertsudokus durch die Gruppen-
operation aus 3.2.8 beschreiben lassen:

Lemma 6.2.8: Firoq,...,04 € Sy und H := Hgl .... oq und g, Jo, ko, lo € [N] mit {(Z'(),j(]), (k(], lo)}
sind dquivalent:

1. H € HSp,, (i0)io) (ko))
2. Us(io) = jo,O'S(kfo) = l().
Beweis: Seien fiir (i,7) € [N]? Sj; C B mit H := (pg,,). Dann gilt mit Satz 2.3.5:

H e H‘Sp’usa (i07j0)a (k07 ZO) =D, < pSioj()»pvs < pskolo
Vg € Siojo,vs S Skolo
S0os(io) = jo,0s(ko) = lo. u

Lemma 6.2.9: Sei H € HSPUS,(io,jo)(ko,lo)((Cdv N) gewéhnlich beziglich B, s € [d] und g, jo, ko, lo €
[N] mit {(io, Jo), (ko,lo)} € [N]%. Fir 7 := (id,...,id, (jo,lo),id, . ..,id), wobei der Eintrag
(Jo,lo) an der s-ten Stelle steht, gilt dann:

vas ,(30,50) (ko,lo) (H) =TH.

Beweis: Seien némlich o1,...,04 € Sy mit H = HS . seien fiir (i, ) € [N]? S;; C B mit (7H)y; =
ps,; und fiir (i, 7) € [NJ\{(io, jo). (i0. lo), (Ko, o), (Ko,l0)} S C B mit Hij = pg; . Fiir t € [d] gilt
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dann:

) =17, falls ¢ € [d]\{s}
vy €555 & S oy(i) =74, falls t = s, 04(i) € [N]\{Jo,lo}
ot Z) = (jo,lo) ‘j, falls t = S,O’t(i) c {jo,lo}.

Fiir (i,7) € [N]*\{ (40, j0); (i0,0); (ko, jo), (ko,lo)} gilt dann:
(R, (io.d0) ko to) (H))ij = ps;, = psi; = (TH)ij.
Nach Proposition 2.3.10 gilt fiir (¢, 5) € {(?0, jo), (ko,l0)}
(R, io,jo) (korlo) ()i = Psy\fusy = Psy, = (TH)ij,
und fiir (4, j) € {(io, o), (Ko, jo)}
(R, (io.jo) (korlo) ()i = Psiufe,y = Psy; = (TH)ij. ]

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass sich zwei unterschiedliche, beziiglich B gewohnliche Hil-
bertsudokus immer durch eine Folge von Rechteckstransformationen ineinander iiberfithren
lassen. Dazu werden zunachst

Definition 6.2.10: Wir definieren 1,y := (p;;) € HS(H, N), wobei fiir (i, ) € [N]? gelte

1, falls i =,
Pii= N0, falls i # .

Wir nennen 1, ny das N-Einheitshilbertsudoku auf 2.

Lemma 6.2.11: Sei H := (p;;) € HSp(N) mit p11 # 1. Dann existiert ein n € N* und Recht-
eckstransformationen Ry, ..., R,, so dass fir

H' = (qi;) == (R0 o Ry)(H)

gilt g11 = 1.

Beweis: Seien zu i,j € [N] S;; C B mit p;; = ps,;- Wegen p11 # 1 gilt S11 # B. Sei s € [d] minimal
mit vs ¢ Si1. Nach Lemma 3.2.3 existieren dann g, jo € {2,..., N} mit vy € Sj;1 und v, € Syj,. Fur
H' := (qij) = Ry, (io,1),(1,jo) (H) gilt dann nach Proposition 2.3.8 q11 = pg,,ufv,}- Sei n = d — #B.
Durch n-faches Anwenden dieses Vorgangs auf H erhélt man n Rechteckstransformationen Ry, ..., R,
it (y o -0 Ry) (H)11 = L. -

Lemma 6.2.12: Seien N > 2 und H := (p;;) € HSg(N), so dass ein n € [N — 2| existiert mit
pi = 1 fir 1 <i<n und ppy1,41 # 1. Dann ezistiert ein m € N* und Rechteckstransforma-
tionen Ry, ..., R,,, so dass fir

H' = (g;j) = (Ri oo Ry)(H)

gilt ¢ = 1 fir i € [n+1].
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Beweis: Wegen pp11n41 # 1 gilt Spy1n041 # B. Sei s € [d] minimal mit vg ¢ Sy41,p41. Nach Lem-
ma 3.2.3 existieren dann ig, jo € [N]\{n + 1} mit vs € Sp11jy, Vs € Signt1. Wegen Lemma 3.1.12 gilt
Pin+1 = Pn+1,j = 0 fiir alle ¢, j € [n] und somit ig, jo > N. Fir H' := (¢;;) := Rp,,, (i0,n+1), (n+1, jo)
gilt dann nach Proposition 2.3.8 gni1n+1 = Ps,p1 0w, Wnd @i = pi = 1 fiir i € [n]. Sei
m := d — #Sn+1,n+1. Durch m-faches Anwenden dieses Vorgangs erhilt man m Rechteckstransforma-
tionen Ry,..., Ry, mit (Ryo---0 Ry)(H)); =1 fiir i € [n+1]. [ ]

Lemma 6.2.13: Sei H := (p;;) € HSp(N) mit H # 1ca . Dann existiert ein n € N* und
Rechteckstransformationen Ry, ..., R,, sodass

(Rio--oR,)(H)=1ng4

gilt.
Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Lemma 6.2.11 und Lemma 6.2.12 und der Tatsache, dass H #
]l(chV gllt [ |

Proposition 6.2.14: Seien Hy, Hy € HSg(N) mit Hy # Hy. Dann existiert ein n € N* und
Rechteckstransformationen Ry, ..., R, mit

(Rio---0R,)(H,) = Hs.

Beweis: Ohne Einschrinkung gelte Hy # 1¢a y. Im Fall Hy = 1¢a y ist die Aussage dann durch
Lemma 6.2.13 gegeben. Angenommen nun, es gelte auch Hy # 1ca y Nach Lemma 6.2.13 existieren

dann ny,n2 € N* und Rechteckstransformationen Ry,..., Ry, ,RY,... R} , so dass gilt:

(Ryo---oRy )(Hi)=1cay,
(Rio--oRy,)(Hz) =lca -

Also gilt:
(R;glo...oRlll—loRflo...oR;“)(Hl):H2
Also wird die Aussage durch die Wahl n := ny + na,

/"—1 . .

R Rn2+1—iv fir 1 <1i < ns,

(A - .

Ri_,, firng+1<i<ni+ny

erfullt. [ |

Proposition 6.2.14 und die anderen Aussagen dieser Subsektion lassen sich analog fiir Hilbertsu-
dokus, die gewohnlich beziiglich einer Orthogonalbasis B von C sind formulieren. Dazu machen
wir zunéchst noch eine Definition und eine Hilfsaussage:

Bemerkung 6.2.15: Sei g, jo, ko, lo € [N] mit {(ig, jo), (ko,lo)} € [N]%2, s € [d und H €
HS,,. (i0,jo)0 (C, N) gewohnlich beziiglich B. Dann gilt

Dim(Rva»(iO,jo)(ko,lo)(H)) = R(iodo)(ko,lo) (Dlm(H)> (26)

Die in den Beweisen von Lemma 6.2.11 und Lemma 6.2.12 gewéhlten Rechteckstransforma-
tionen sind alle beziiglich p,, fiir ein s € [d] gewéhlt, und so konnen es auch die aus Pro-
position 6.1.10 sein. Angenommen also, es wére bewiesen, dass fiir jedes Dimensionssuokdu
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D € D(N,d) ein H € HSp(N) mit Dim(H) = D existiert. Dann wiirde mit GIl. (19) aus
Proposition 6.2.14 direkt Proposition 6.1.10 folgen.

Auch an dieser Stelle soll nochmal eine Vermutung aufgestellt werden, unter deren Giiltigkeit
die Existenz einer Losung jedes Dimenionssudoku durch ein beziiglich B gewohnliches Hilberts-
udoku folgen wiirde.

Vermutung 6.2.16: Seien iy, jo, ko, lo € [N] mit {(io, jo), (ko,lo)} € [N]%2, H € HS(N) und
D := (dij) = Dim(H) € Dy jo),(ko,lo) (IV, d). Dann existiert ein H € HSp(N) mit

Dim(H,) = R(iojo)(kol0)<D)’

Frage 6.2.17: Gilt Vermutung 6.2.167

Satz 6.2.18: Unter der Vorraussetzung von Vermutung 6.2.16 gilt:
Zu jedem D € D(N,d) existiert eine Losung H € HSg(N).

Beweis: Sei D := (d;;) € D(N,d). Im Fall D = 1,4 wird D durch 1¢s y € HS5(N) gelést. Ange-
nommen also, es gelte D # 1y 4. Nach Lemma 6.1.9 existiert dann ein n € N* und Dimensionssudoku-
Rechteckstransformationen Ry, ..., R, mit

(Rpo---oRy)(Ing) =D.

Da 1¢a y € HSp(N) eine Losung von 1y 4 ist, folgt nach Vermutung 6.2.16 induktiv fiir ¢ € [n] die
Existenz eines H; € HSp(INV) mit:

Dlm(Hl) = (Rl o---0 Rl)(]lN,d)'

Dann gilt:
Dim(Hy) = (Rp oo R1)(Ina) = D. [

110



7 Liste weiterfiihrender Fragen

Frage 3.1.18: Besitzt jede Hilbertsudokukonfiguration eine erweiterte Losung? Wenn nicht, was
sind Kritieren fiir die Existenz einer erweiterten Losung?

Frage 3.3.10: Sei N € N* und K := HK(CY,N) eine klassische N-Konfiguration, die eine
semiklassische Losung H € HS(CY, N) besitzt. Ist K dann auch klassisch 16sbar?

Frage 3.5.7: Seien N € N > 4,r € {2,...N — 2} und K := ((p;),[r] x [N]) € HK(,N).
Existiert dann immer eine Lésung von K. Spezieller, existiert fir den Fall (r, N) = (2,4)
oder ## = C? immer eine Losung von K? Falls nicht, was sind in den entsprechenden Féllen
Gegenbeispiele?

Frage 3.7.5: Was sind Kriterien fiir die Irreduzibilitdt von Hilbertsudokus?

Frage 4.2.8: Bestimmen Sie eine Klassifikation von HS(C? N) durch Reprisentanten der Iso-
topieklassen.

Frage 4.2.13: Sei N,d € N*. Was muss fiir H € HS(C% N) gelten, damit die Normalform
eindeutig ist?

Frage 4.4.5: Existiert zu jedem D € D(N,d) ein Hilbertsudoku H € HS(C?, N), das D 16st?

Frage 4.4.8: Sei D € D(N,d). Existieren dann o1,...,05 € Sy und N-Permutationsmatrizen
AspyooyAp, mit D=A, + ... A7

Frage 4.4.11: Seien N, d € N*. Was sind Kriterien fiir die Losbarkeit einer Dimensionskonfigu-
ration D € DIK(N,d)? Was sind Kriterien fiir die Eindeutigkeit einer Lésung?

Frage 4.5.4: Seien N,d € N* und D € D(N, d). Was muss fiir D gelten, damit D eine eindeutige
Normalform besitzt?

Frage 5.8.13: Seien

€1, €2 €3 0 0
Hyo=dH =] @ L& 0 0 es:=e; +v-e3e5:=e +7 -e3,vERE
L Ty - 0 0 €o, €5 e 5 1 3,66 - 1 35 + (>

0 0 €g €2, €5

€1, €9 €3 0 0
g | es er,ea 0 0 es =€+ [-ez,66 =€+ 7 €3,
H3 T 37577 T 0 0 . / / *
€s,e6 €71 |ler:=e+ [ -ea+7 -e3,7€C

0 0 €7 €5, €g

Sind Elemente von H; und von Hj paarweise nicht-isotop? Was sind Isotopiekriterien fiir die
Elemente von Hs.

Frage 5.8.4: Sei fiir ¢ € [12] D; wie in Beispiel 4.5.6. Was sind Repréasentanten fir die kommu-
tativen Losungen von D; fiir ¢ € [12]\{9}. Was sind Représentanten fiir die nicht-kommutativen
Losungen von D; fir ¢ € {7,8,10,11,12}7

Frage 5.8.8: Sei fiir ¢ € [38] D; wie in Beispiel 4.5.8. Was sind Représentanten der Isotopieklas-
sen nicht-kommutativer Losungen von D; fiir i € {3,4,5,6,7,8,9,14,15,17,19, 21, 26, 27,28, 31,
32,36}.

Frage 6.2.17: Gilt Vermutung 6.2.167
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8 Appendix

Es folgt der GAP-Quellcode zur Berechnung von D(4, 3), seinen Aquivalenzklassen und deren
Méchtigkeit. Der Aufbau des Quellcodes ist wie folgt: Zunéchst werden alle Matrizen aus D(4, 3)
in der Liste dimmatlist gespeichert. Da die Gruppe G4 von {r,, ¢,, 74, 73, 10ty | 0 € Sym,} und
Sym, von {(12),(1234)} erzeugt wird, wird G4 von S := {r(12), T(1234); C(12), C(1234), T4, T4, TOb4 }
erzeugt. G4 wird als Matrixgruppe OpGroup initialisiert mit den Erzeugern aus &, wobei A12
I(12), A1234 1(1934), A56 C(12), AB678 C1934, Atrans 74, Atrans2 7j und Arot rot, entspricht. Die
Funktion Matop nimmt als Argumente eine 4 x 4-Matrix M und eine invertierbare 16 x 16-
Matrix MOp. M wird in einen 16-Vektor transformiert, in dem die Eintrage die Zeilen von oben
nach unten durchlaufend, zeilenweise von links nach rechts durchlaufend, nacheinander in die
Eintrage des Vektors gesetzt werden, anschlieSend der Vektor von links mit der Inversen von
MOp multipliziert, analog zuriick in eine 4 x 4-Matrix zuriicktransformiert und ausgegeben wird.
Die in GAP implementierte Funktion Orbits bestimmt die Bahnen von von dimmatlist unter
der Gruppenoperation von OpGroup, die durch die Funktion Matop gegeben ist, und speichert
sie in dimorbits ab. Diese Bahnen sind die Bahnen von D(4, 3) unter der Operation von G4 und
werden in dimorbits abgespeichert. Die Anzahl der Elemente von dimorbits ist Anzahl der
Bahnen, die Anzahl der Elemente eines Elements von dimorbits ist die Lange der jeweiligen
Bahn, und als Reprasentanten der Bahnen werden jeweils das erste Element eines Elements
von dimorbits gewdhlt. (Achtung: Der Code muss aus einer Textdatei eingelesen werden, um
richtig kompiliert zu werden.)

n:=3;
dimmatlist:=[];
s:=0;

#In dimmatlist werden alle Dimensionssudokus aus
#D(4,3) gespeichert:
for i1l in [0..n] do

for i2 in [0..n] do

for i3 in [0..n] do

for i4 in [0..n] do

for i5 in [0..n] do

for i6 in [0..n] do

for i7 in [0..n] do

for i8 in [0..n] do

for i9 in [0..n] do

for 110 in [0..n] do
for i11 in [0..n] do
for i12 in [0..n] do
for i13 in [0..n] do
for i14 in [0..n] do
for i15 in [0..n] do
for 116 in [0..n] do

if

(i1+i2+i3+i4=n)
and (i5+i6+i7+i8=n)
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(i9+i10+i11+i12=n)
(i13+i14+i15+i16=n)

and
and

and (i1+i5+i9+i13=n)
and (i2+i6+i10+il4=n)
and (i3+i7+i11+i15=n)
and (i4+i8+i12+il16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist[s]:=NullMat (4,4);
dimmatlist[s][1][1]:=1i1;
dimmatlist[s][1][2]:=1i2;
dimmatlist([s][1][3]:=1i3;
dimmatlist([s][1][4]:=14;
dimmatlist[s][2][1]:=1i5;
dimmatlist[s][2][2]:=1i6;
dimmatlist[s][2][3]:=1i7;
dimmatlist[s][2][4]:=1i8;
dimmatlist[s][3][1]:=19;
dimmatlist[s][3][2]:=110;
dimmatlist[s][3][3]:=111;
dimmatlist[s][3][4]:=1i12;
dimmatlist[s][4][1]:=113;
dimmatlist[s][4]([2]:=1i14;
dimmatlist[s][4]([3]:=1i15;
dimmatlist[s][4][4]:=116;

fi;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

#Die Gruppe G_4 wird durch 16x16-Matrizen,
#tdefiniert werden

A12:=NullMat (16,16);

fuer die die Erzeuger
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A12[5][1]:=1;
A12[1][b]:=1;
A12[2] [6]:=1;
A12[6][2]:=1;
A12[3][7]:=1;
A12[7]1[3]:=1;
A12[4][8]:=1;
A12[8][4]:=1;
A12[9][9]:=1;
A12[10][10]:=1;
A12 [11][11]:=1;
A12[12][12]:=1;
A12[13][13]:=1;
A12[14][14]:=1;
A12[15] [15]:=1;
A12[16][16]:=1;

A1234 :=NullMat (16,16);
A1234[5][1]:=1;
A1234[6][2]:=1;
A1234[7][3]:=1;
A1234[8][4]:=1;
A1234[9] [5] :=1;
A1234[10]1([6]:=1;
A1234[11]1([7]:=1;
A1234[12]1[8]:=1;
A1234[13][9]:=1;
A1234[14][10]:=1;
A1234 [15][11] :=1;
A1234[16][12]:=1;
A1234[1][13]:=1;
A1234[2] [14] :=1;
A1234 [3] [15] :=1;
A1234 [4] [16] :=1;

A56 :=NullMat (16,16);
A56 [2] [1]:=1;
A56 [1][2]:=1;
A56 [3] [3]:=1;
A56 [4] [4]:=1;
A56 [6] [5] :=1;
A56 [5] [6] :=1;
A56 [7]1[7]:=1;
A56 [8] [8]:=1;
A56 [10] [9]:=1;
A56 [9] [10] :=1;
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As6 [11][11]:=1;
A56 [12] [12] :=1;
A56 [14] [13]:=1;
A56 [13][14]:=1;
A56 [15] [15] :=1;
A56[16]1[16]:=1;

A5678 :=NullMat (16,16);
As678[2] [1]:=1;
A5678[3][2]:=1;
A5678 [4] [3]:=1;
A5678 [1] [4] :=1,;
A5678 [6] [5] :=1;
AseT78 [7][6]:=1;
A5678[8] [7]:=1;
A5678 [5] [8]:=1;
A5678 [10]1[9]:=1;
A5678 [11] [10]:=1;
A5678 [12] [11]:=1;
A5678 [9] [12]:=1;
A5678 [14][13]:=1;
A5678 [15] [14] :=1;
A5678 [16] [15] :=1;
A5678 [13] [16]:=1;

Atrans :=NullMat (16,16);
Atrans[1][1]:=1;
Atrans [5] [2]:=1;
Atrans [9] [3]:=1;
Atrans [13] [4]:=1;
Atrans [2] [5] :=1;
Atrans [6] [6] :=1;
Atrans [10] [7]:=1;
Atrans [14][8]:=1;
Atrans [3][9] :=1;
Atrans [7] [10]:=1;
Atrans[11][11]:=1;
Atrans [15][12]:=1;
Atrans[4][13]:=1;
Atrans [8][14] :=1;
Atrans [12] [15]:=1;
Atrans[16][16]:=1;

Atrans2:=NullMat (16,16);
Atrans2[1][16]:=1;
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Atrans2[2][12]"
Atrans2 [3] [8]:
Atrans2[4] [4]:
Atrans2 [5][15]:
Atrans2[6][11]:
Atrans2 [7][7]:
Atrans2[8][3]:
Atrans2[9][14]:
Atrans2 [10] [10]:
Atrans2[11][6]:
Atrans2 [12][2]:
Atrans2 [13][13]:
Atrans2[14][9]:
Atrans2 [15] [5]:
Atrans2[16] [1]:

II
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Arot :=NullMat (16,16);
Arot [1][13]:=
Arot [2][9]:=
Arot [3][5]:=
Arot [4][1]:=1;
Arot [6] [14] :=1;
Arot [6] [10] :=1;
Arot [7][6]:=
Arot [8][2] :=1;
Arot [9] [156]:=1;
Arot [10] [11] :=1;
Arot [11][7]:=
Arot [12] [3]:=1;
Arot [13] [16] :=1;
Arot [14] [12] :=1;
Arot [15][8]:=
Arot [16][4] :=

#Deklaration von G_4:

OpGroup :=Group (A12,A1234 ,A56 ,A5678 ,Atrans ,Atrans2,Arot);
#Deklaration der Operation von G_4 auf D(4,3)
Matop:=function (M, MOp)

local i, j,Mhold,Mhold2,v,w;

Mhold:=NullMat (4,4);#Rueckgabematrix initialisieren
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for i in [1..16] do #4x4-Matrizen in 16-Vektoren
#uebertragen und Operation ausfuehren
v:=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];

v[iil:=1;

if i=1 then v:=M[1][1]x*v;

elif i=2 then v:=M[1][2]%*v;
elif i=3 then v:=M[1][3]x*v;
elif i=4 then v:=M[1][4]x*v;
elif i=5 then v:=M[2][1]*v;
elif i=6 then v:=M[2][2]*v;
elif i=7 then v:=M[2][3]*v;
elif i=8 then v:=M[2][4]x*v;
elif i=9 then v:=M[3][1]*v;
elif i=10 then v:=M[3][2]*v;
elif i=11 then v:=M[3][3]*v;
elif i=12 then v:=M[3][4]x*v;
elif i=13 then v:=M[4][1]x*xv;
elif i=14 then v:=M[4][2]*v;
elif i=15 then v:=M[4][3]*v;
elif i=16 then v:=M[4] [4]x*v;

fi;

w:=Inverse (MOp)*v;

for j in [1..16] do #Rueckuebertragung 16-Vektoren zu
#4x4-Matrizen

Mhold2:=NullMat (4,4);

if j=1 then Mhold2[1][1]:=1;

elif j=2 then Mhold2[1][2]:=1;
elif j=3 then Mhold2[1][3]:=1;
elif j=4 then Mhold2([1][4]:=1;
elif j=5 then Mhold2[2][1]:=1;
elif j=6 then Mhold2[2][2]:=1;
elif j=7 then Mhold2[2][3]:=1;
elif j=8 then Mhold2[2][4]:=1;
elif j=9 then Mhold2[3][1]:=1;
elif j=10 then Mhold2[3][2]:=1;
elif j=11 then Mhold2[3][3]:=1;
elif j=12 then Mhold2[3][4]:=1;
elif j=13 then Mhold2[4][1]:=1;

elif j=14 then Mhold2[4][2]:=1;

elif j=15 then Mhold2[4][3]:=1;
elif j=16 then Mhold2 [4][4]:=1;
fi;
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Mhold:=Mhold+w[j]*Mhold2;
od;
od;
return (Mhold) ;
end ;

#Bestimmung der Aequivalenzklassen von D(4,3):

dimorbits:=0rbits (OpGroup ,dimmatlist ,Matop);

numdimorbits:=Length(dimorbits);

Print ("Anzahl der Aequivalenzklassen von D(4,3):
" numdimorbits ,"\n");

dimrepresents:=[];

orbitsize:=[];

#Bestimmung der Repraesentanten:
for i in [1..numdimorbits] do
dimrepresents[i]:=dimorbits[i] [1];
od;

for i in [1..numdimorbits] do
orbitsize[i] :=Length(dimorbits[i]);
od;

#Ausgabe der Repraesentanten und Aequivalenzklassengroessen:
Print ("Die Aequivalenzklassen von D(4,3) werden repraesentiert
durch\n") ;

for i in [1..numdimorbits] do

Print ("D",i,"=",dimrepresents[i],"\t Groesse von A",i,"=",
orbitsize[i],"\n");
od;

Es folgt GAP-Quellcode zur Berechnung von D(4,4), seinen Aquivalenzklassen und deren
Machtigkeit. er ist vollig analog aufgebaut wie der vorherige, bis auf den Unterschied, dass
in dimmatlist nicht alle Elemente von D(4,4) abgespeichert werden, sondern nur die, deren
Eintréage der ersten Zeile von einer der folgenden Formen sind:

(4,0,0,0),(3,1,0,0),(2,2,0,0),(2,1,1,0), (1,1,1,1).

Dies wurde aus Laufzeitgriinden getan und funktioniert, da bis auf Spaltenpermutationen die
erste Zeile jedes Elements aus D(4, 4) gleich einer der angegebenen Tupel ist. Aulerdem werden
durch Orbits auch die Elemente erzeugt und in dimorbits abgespeichert, die aus der Grup-
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penoperation von OpGroup auf dimmatlist durch Matop hervorgehen, selbst jedoch nicht in
dimmatlist enthalten sind.

#Berechnung von D(4,4):
n:=4;

dimmatlist:=[];
s:=0;

#1.Zeile = (1 1 1 1)

for i5 in [0..3] do
for i6 in [0..3] do
for i7 in [0..3] do
for i8 in [0..3] do
for i9 in [0..3] do
for 110 in [0..3] do
for i11 in [0..3] do
for i12 in [0..3] do
for 113 in [0..3] do
for i14 in [0..3] do
for i15 in [0..3] do
for i16 in [0..3] do

if

(i5+i6+i7+i8=n)
and (i9+i110+il11+i12=n)
and (i13+i14+i15+il16=n)
and (1+i5+i9+i13=n)
and (1+i6+i10+il14=n)
and (1+i7+i11+i15=n)
and (1+i8+i12+i16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist[s]:=NullMat (4,4);
dimmatlist [s][1][1]:=1;
dimmatlist([s][1][2]:=1;
dimmatlist[s][1][3]:=1;
dimmatlist([s][1][4]:=1;
dimmatlist[s][2][1]:=1i5;
dimmatlist[s][2][2]:=i6;
dimmatlist[s] [2][3]:=1i7;
dimmatlist[s][2][4]:=18;
dimmatlist[s][3]1[1]:=19;
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fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

dimmatlist[s][3][2]:=110;
dimmatlist[s][3][3]:=1i11;
dimmatlist[s][3][4]:=1i12;
dimmatlist[s][4][1]:=113;
dimmatlist[s][4][2]:=114;
dimmatlist[s][4][3]:=1i15;
dimmatlist[s][4][4]:=1i16;

#1.Zeile = (2 2 0 0)

for
for
for
for
for
for
for
for
for
for
for
for

if
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ib
i6
i7
i8
i9
i10
i1l
i12
i13
il4
i15
il6

and
and
and
and
and
and

in [0..2] do
in [0..2] do
in [0..4] do
in [0..4] do
in [0..2] do
in [0..2] do
in [0..4] do
in [0..4] do
in [0..2] do
in [0..2] do
in [0..4] do
in [0..4] do

(i5+i6+i7+i8=n)
(i9+i10+i11+i12=n)
(i13+i14+i15+i16=n)
(2+15+i9+i13=n)
(2+i6+110+il1d4=n)
(i7+i11+i15=n)
(i8+1i12+i16=n)




then
s:=s+1;
dimmatlist[s]:=NullMat (4,4);
dimmatlist[s]1[1]1[1]:=2;
dimmatlist [s][1][2]:=2;
dimmatlist[s][1][3]:=0;
dimmatlist[s]1[1][4]:=0;

dimmatlist[s][2][1]:=1i5;
dimmatlist[s][2][2]:=1i6;
dimmatlist[s][2][3]:=1i7;
dimmatlist[s][2][4]:=1i8;
dimmatlist[s][3][1]:=19;
dimmatlist[s][3][2]:=110;
dimmatlist[s][3][3]:=111;
dimmatlist[s][3][4]:=1i12;
dimmatlist[s][4][1]:=113;
dimmatlist[s][4][2]:=1i14;
dimmatlist[s][4]([3]:=1i15;
dimmatlist[s][4][4]:=116;

fi;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

#1.Zeile = (2 1 1 0)

for i5 in [0..2] do

for i6 in [0..3] do

for i7 in [0..3] do

for i8 in [0..4] do

for i9 in [0..2] do

for i10 in [0..3] do

for i11 in [0..3] do

for 112 in [0..4] do

for 113 in [0..2] do
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for i14 in [0..3] do
for 115 in [0..3] do
for i16 in [0..4] do

if
(i5+i6+i7+i8=n)

and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i113+i14+i15+i16=n)
and (2+i5+i19+i13=n)
and (1+i6+i10+il14=n)
and (1+i7+i11+i15=n)
and (i8+i12+il16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist[s]:=NullMat (4,4);
dimmatlist[s][1][1]:=2;
dimmatlist[s][1]1[2]:=1;
dimmatlist[s][1][3]:=1;
dimmatlist([s][1][4]:=0;
dimmatlist[s][2][1]:=1i5;
dimmatlist([s][2][2]:=16;
dimmatlist[s][2][3]:=1i7;
dimmatlist[s][2][4]:=1i8;
dimmatlist[s][3][1]:=1i9;
dimmatlist[s][3][2]:=110;
dimmatlist[s][3][3]:=1il1;
dimmatlist[s][3][4]:=1i12;
dimmatlist[s][4][1]:=113;
dimmatlist[s][4][2]:=114;
dimmatlist[s][4][3]:=1i15;
dimmatlist[s][4][4]:=1i16;

fi;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;

od;
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od;

#1.Zeile = (3 1 0 0)

for
for
for
for
for
for
for
for
for
for
for
for

if

then

i5 in [0..1] do
i6 in [0..3] do
i7 in [0..4] do
i8 in [0..4] do
i9 in [0..1] do
i10 in [0..3] do
i11 in [0..4] do
i12 in [0..4] do
i13 in [0..1] do
i14 in [0..3] do
i15 in [0..4] do
i16 in [0..4] do

(i5+1i6+i7+1i8=n)

and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i13+114+i15+i16=n)

and (3+i5+i9+i13=n)

and (1+i6+110+i14=n)

and (i7+i11+il15=n)
and (i8+il12+il16=n)

s:=s+1;

dimmatlist[s]:=NullMat (4,4);

dimmatlist[s][1][1]
dimmatlist([s][1][2]
dimmatlist[s][1][3]
dimmatlist[s][1][4]
dimmatlist([s][2][1]
dimmatlist[s][2][2]
dimmatlist [s][2] [3]
dimmatlist [s][2] [4]
dimmatlist [s][3][1]
dimmatlist[s][3][2]
dimmatlist [s] [3][3]
dimmatlist [s] [3] [4]
dimmatlist[s] [4][1]
dimmatlist [s] [4][2]
dimmatlist[s][4][3]
dimmatlist [s] [4] [4]

:=3;

:=1;

:=0;

:=0;

=15
=16 ;
1=1i7;
:=1i8;
:=1i9;
:=110;
=111,
=112
:=1i13;
=114 ;
:=115;
:=116;
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fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

#1. Zeile= (4,0,0,0)

for i6 in [0..n] do
for i7 in [0..n] do
for i8 in [0..n] do

for i10 in [0..n] do
for i1l in [0..n] do
for i12 in [0..n] do

for 114 in [0..n] do
for i15 in [0..n] do
for i16 in [0..n] do

if
(i6+i7+i8=n)
and (i10+i11+i12=n)
and (i14+i15+i16=n)

and (i6+i10+il4=n)
and (i7+il11+il15=n)
and (i8+il1l2+il16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist[s]:=NullMat (4,4);
dimmatlist[s][1]1[1]:=4;
dimmatlist[s][1][2]:=0;
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dimmatlist[s][1][3]:=0;
dimmatlist [s][1][4]:=0;
dimmatlist[s]1[2][1]:=0;
dimmatlist[s][2][2]:=1i6;
dimmatlist[s][2][3]:=i7;
dimmatlist[s][2][4]:=1i8;
dimmatlist [s][3][1]:=0;
dimmatlist[s][3][2]:=110;
dimmatlist[s][3][3]:=111;
dimmatlist[s][3][4]:=112;
dimmatlist([s][4][1]:=0;
dimmatlist[s][4][2]:=1i14;
dimmatlist[s][4]([3]:=1i15;
dimmatlist[s][4][4]:=116;

fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

#Deklaration der Erzeuger von G_4:

A12:=NullMat (16,16);
A12[5]1[1]:=1;
A12[1]1[5]:=1;
A12[2]1[6]:=1;
A12[6][2]:=1;
A12[3]1[7]:=1;
A12[7][3]:=1;
A12[4][8]:=1;
A12[8][4]:=1;
A12[9]1[9]:=1;
A12[10][10]:=1;
A12 [11][11]:=1;
A12[12][12]:=1;
A12[13][13]:=1;
A12[14]1[14]:=1;
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A12[15] [15]:=1;
A12[16][16]:=1;

A1234:=NullMat (16,16);
A1234 [5] [1]:=1;
A1234 (6] [2]:=1;
A1234 [7][3]:=1;
A1234 [8] [4]:=1;
A1234[9] [5]:=1;
A1234[10][6] :=1;
A1234[11][7]:=1;
A1234 [12] [8] :=1;
A1234 [13][9]:=1;
A1234[14]1[10]:=1;
A1234[15][11] :=1;
A1234[16]1[12] :=1;
A1234[1][13]:=1;
A1234 [2] [14]:=1;
A1234[3][15]:=1;
A1234[4][16]:=1;

A56:=NullMat (16,16);
As6 [2] [1]:=1;
As6 [1][2]:=1;
A56 [3]1[3]:=1;
A6 [4] [4]:=1;
As6 [6][5]:=1;
As6 [5][6]:=1;
A56 [7][7]:=1;
A56 [8] [8]:=1;
A56 [10] [9] :=1;
A56 [9] [10]:=1;
A56 [11] [11]:=1;
A56 [12] [12] :=1;
A56 [14]1[13]:=1;
A56 [13] [14]:=1;
A56 [15] [15]:=1;
A56[16] [16]:=1;

A5678:=NullMat (16,16);
A5678 [2] [1]:=1;

A5678 [3] [2]:=1;

A5678 [4] [3]:
A5678 [1] [4]:
A5678 [6] [5]:
A5678 [7] [6]:

1;
1 .
1
1

I
I
I
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A5678[8]1[7]:

A5678[5][8]:

A5678[10]1[9]:
A5678 [11][10]:
A5678 [12][11]:
A5678[9][12]:

A5678[14][13]:
A5678[15][14]:
A5678 [16][15]:
A5678 [13][16]:
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II II
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Atrans:=NullMat (16,16);
Atrans [1][1]:=1;
Atrans [5] [2] :=1;
Atrans [9] [3]:=1;
Atrans [13] [4] :=1;
Atrans [2] [5] :=1;
Atrans [6] [6] :=1;
Atrans [10] [7] :=1;
Atrans [14][8]:=1;
Atrans [3][9]:=1;
Atrans [7] [10] :=1;
Atrans [11][11]:=1;
Atrans [15] [12]:=1;
Atrans [4] [13]:=1;
Atrans [8][14] :=1;
Atrans [12][15]:=1;
Atrans[16] [16]:=1;

Atrans2:=NullMat (16,16);
Atrans2[1][16]:=
Atrans2[2][12]:=
Atrans2 [3][8]:=
Atrans2 [4] [4] :=1;
Atrans2 [5][15]:=1;
Atrans2 [6][11]:=1;
Atrans2 [7] [7]:=
Atrans2[8] [3] :=1;
Atrans2[9] [14]:=1;
Atrans2[10][10]:=1;
Atrans2[11][6]:=
Atrans2[12][2]:=1;
Atrans2[13][13]:=1;
Atrans2[14]1[9]:=
Atrans2 [15][5]:=
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Atrans2[16] [1]:=

Arot :=NullMat (16,16);
Arot [1][13]:=
Arot [2][9]:=
Arot [3][5]:=
Arot [4][1]: 1
Arot [5] [14] :=
Arot[6][10]
Arot [7]1[6]:
Arot [8] [2]:
Arot [9] [15]:
Arot [10] [11]:
Arot [11][7]:
Arot [12] [3]:
Arot [13]1[16]:
Arot[14][12]
Arot [15][8]:
Arot [16] [4]:

1
=1;
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#Deklaration von G_4:
OpGroup :=Group (A12,A1234 ,A56 ,A5678 ,Atrans ,Atrans2,Arot);
#Deklaration der Operation von G_4 auf D(4,3)
Matop:=function (M, MOp)
local i,j,Mhold,Mhold2,v,w;
Mhold:=NullMat (4,4); #Rueckgabematrix initialisieren
for i in [1..16] do #4x4-Matrizen in 16-Vektoren

#ubertragen und Operation ausfuehren
v:=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];

v[i]:=

if i=1 then v:=M[1][1]*v;
elif i=2 then v:=M[1][2]*v;
elif i=3 then v:=M[1][3]*v;
elif i=4 then v:=M[1][4]x*v;
elif i=5 then v:=M[2][1]x*v;
elif i=6 then v:=M[2][2]*v;
elif i=7 then v:=M[2][3]x*v;
elif i=8 then v:=M[2][4]*v;
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elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
fi;

i=9 then v:=M[3][1]*v;

i=10 then v:=M[3][2]*v;
i=11 then v:=M[3][3]*v;
i=12 then v:=M[3][4]x*v;
i=13 then v:=M[4][1]*v;
i=14 then v:=M[4][2]*v;
i=15 then v:=M[4][3]*v;
i=16 then v:=M[4][4]*v;

w:=Inverse (MOp)*v;

for j in [1..16] do

##tzu 4x4-Matrizen
Mhold2 :=NullMat (4,4);

if =

elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
elif
fi;

1 then Mhold2[1][1]:=1;

1]
R = O 00 NO O b WN

o

then Mhold2[3][2]:
then Mhold2[3][3]:
then Mhold2[3][4]:
then Mhold2[4][1]:
then Mhold2[4][2]:
then Mhold2[4][3]:
j=16 then Mhold2[4][4]:

]

S S
i |

I

g W N -

.
Il

Mhold :=Mhold+w[j]*Mhold2;

od;
od;

return (Mhold) ;

end ;

#Bestimmung der Aequivalenzklassen von D(4,4):

dimorbits:=0rbits (OpGroup,dimmatlist ,Matop);

numdimorbits

:=Length(dimorbits);

#Rueckuebertragung 16-Vektoren

then Mhold2[1][2]:=
then Mhold2 [1][3]:=
then Mhold2[1][4]:=
then Mhold2[2][1]:=
then Mhold2[2][2]:=
then Mhold2[2][3]:=
then Mhold2 [2][4]:=
then Mhold2[3][1]:=
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Print ("Anzahl der Aequivalenzklassen von D(4,4):
" numdimorbits ,"\n");

dimrepresents:=[];

orbitsize:=[];

#Bestimmung der Repraesentanten:
for i in [1..numdimorbits] do
dimrepresents[i] :=dimorbits[i] [1];
od;

for i in [1..numdimorbits] do
orbitsize[i] :=Length(dimorbits[i]);
od;

#Ausgabe der Repraesentanten und Aequivalenzklassengroessen:
Print ("Die Aequivalenzklassen von D(4,4) werden
repraesentiert durch:\n");

for i in [1..numdimorbits] do

Print ("D",i,"=",dimrepresents[i],"\t Groesse von A",i,"=",
orbitsize[il,"\n");
od;
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