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1 Einleitung

1.1 Einführung

Die folgende Arbeit beschäftigt sich mit dem mathematischen Konzept des Hilbertsudokus.
Ein Hilbertsudoku ist eine N × N -Matrix H := (pij), deren Einträge Projektionen auf einem
Hilbertraum H sind und für alle i ∈ [N ] erfüllen:

N∑
k=1

pki =
N∑
k=1

pik = 1H . (1)

Hilbertsudokus wurden von meinem Bachelorbetreuer Prof. Dr. Moritz Weber eingeführt und
in Anlehnung an Hilberträume und Sudokus so benannt. Zentrales Objekt der Arbeit sind
N -Konfigurationen auf Hilberträumen. Eine N -Konfiguration ((pij),A) auf H ist eine N ×N -
Matrix, die an der (i, j)-ten Stelle für (i, j) ∈ A die Projektion pij auf H als Eintrag, und
für (i, j) ∈ {1, . . . , N}2\A keinen Eintrag hat, wobei A ⊂ {1, . . . , N}2 gilt. Dabei müssen
vollaufgefüllte Zeilen und Spalten obige Summenbedingung erfüllen, und ansonsten Einträge
aus der gleichen Zeile oder Spalte orthogonal zueinander stehen. Die Frage nach der Lösbarkeit
einer N -Konfiguration durch ein Hilbertsudoku (das heißt eine Auffüllung der leeren Einträge,
sodass ein Hilbertsudoku entsteht) ist zentrales Thema der Arbeit und inspiriert durch die
Frage nach Modellen der symmetrischen Quantengruppe S+

n (s. [6]).

1.2 Zentrale Ergebnisse

Hilbertsudokus, N -Konfigurationen und das Konzept der Lösbarkeit werden definiert (s. 3.1).
Genauer werden gewöhnliche Hilbertsudokus (3.2.1) und N -Konfigurationen (3.2.10) unter-
sucht, das heißt solche, in denen jeder Eintrag eine Projektion auf das lineare Erzeugnis
einer Teilmenge einer festen Orthogonalbasis B von Cd (also einer Basis aus paarweise or-
thogonalen Vektoren) ist. Es wird gezeigt, dass die Menge der bezüglich B gewöhnlichen N -
Hilbertsudokus eine Gruppenstruktur trägt und isomorph ist zu (SN)d. Die Lösbarkeit einer
bezüglich der Orthogonalbasis B gewöhnlichen N -Konfiguration durch ein bezüglich B gewöhn-
liches N -Hilbertsudoku wird vollständig charakterisiert (3.2.12). In [6] wird die Frage gestellt,
wann eine N -Konfiguration lösbar ist, deren nicht-leere Einträge genau die der ersten r Zeilen
sind, für ein r ∈ {2, . . . , N − 2}. Es wird gezeigt, dass eine solche N -Konfiguration, wenn sie
gewöhnlich bezüglich B ist, immer durch ein bezüglich B gewöhnliches N -Hilbertsudoku gelöst
wird (3.5.6). Außerdem wird gezeigt, wie man aus einem gewöhnlichen Hilbertsudoku, das eine
bestimmte Form hat, immer ein nicht-kommutatives N -Hilbertsudoku (also eines, in dem zwei
Einträge existieren, die nicht kommutieren) gewinnen kann (3.2.13).
Desweiteren wird eine formale Grundlage für die natürliche Ähnlichkeitsbeziehung von Hil-
bertsudokus gegeben, die wir Isotopie nennen (4.2.7), und es werden Isotopieinvarianten auf-
gezeigt (4.3). Es werden (N, d)-Dimensionssudokus eingeführt (4.4), N ×N -Matrizen mit Ein-
trägen aus {0, . . . , d}, die sich pro Zeile und Spalte zu d aufsummieren. Ersetzt man in ei-
nem N -Hilbertsudoku auf Cd jede Projektion durch ihren Rang, so erhält man ein (N, d)-
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Dimensionssudoku (4.4.2), wie beispielsweise für (N, d) = (4, 5):
〈e2 + i · e3, e5〉 {0} 〈e1, e2 − i · e3〉 〈e4〉

〈e1〉 〈e2, e3, e4〉 〈e5〉 〈0〉
〈e2 − i · e3, e5〉 〈e1 + e5〉 〈e2 + i · e3〉 〈e1 − e5〉

{0} 〈e1 − e5〉 〈e4〉 〈e2, e3, e1 + e5〉

→


2 0 2 1
1 3 1 0
2 1 1 1
0 1 1 3


Auf der Menge der (N, d)-Dimensionssudokus wird eine natürliche Äquivalenzrelation definiert
(4.5.2), die erfüllt, dass isotope N -Hilbertsudokus auf Cd durch obige Transformation in äqui-
valente Dimensionssudokus überführt werden (4.5.5). Sinn der Einführung von Dimensions-
sudokus liegt besonders darin, dass dies eine weitere Isotopieinvariante liefert, und dass die
Berechnung der Isotopieklassen von N -Hilbertsudokus auf Cd so vereinfacht wird, da sich die
Äquivalenzklassen von (N, d)-Hilbertsudokus leicht mit dem Computer berechnen lassen. Für
die Fälle (N, d) = (4, 3), (N, d) = (4, 4) wurde dies mit dem Computeralgebrasystem GAP ge-
tan (4.5.6, 4.5.8). Eine NK-Wurzel W auf einem N -Hilbertsudoku H (5.2.10) ist eine maximale
Menge von Paaren ungleicher Elemente aus {1, . . . , N}2, sodass die Nicht-Kommutativität von
jeweils zwei Paaren von Einträgen aus H mit Indizes aus W unter den Summengleichungen (1)
äquivalent ist. Beispielsweise ist für

H :=


p 1H − p 0 0

1H − p p 0 0
0 0 q 1H − q
0 0 1H − q q


die Nicht-Kommutativität aller Paare von Einträgen von H, bei denen der erste einen Index in
{1, 2}2 und der zweite in {3, 4}2 hat, äquivalent. NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus liefern Isoto-
pieinvarianten nicht-kommutativer Hilbertsudokus (5.4.5) und können hilfreich sein, die Frage
nach der Existenz von nicht-kommutativen Hilbertsudokus bestimmten Typs zu verneinen.
Ähnlich werden NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus so definiert (5.5.8), dass eine NK-Wurzel
auf einem N -Hilbertsudoku auf Cd auch NK-Wurzel auf dem zugehörigen Dimensionssudo-
ku (s. obige Transformation) ist (5.5.10). Da sich die NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus
leicht berechnen lassen, wird so die Berechnung der Isotopieklassen nicht-kommutativer N -
Hilbertsudokus auf Cd vereinfacht. Zuletzt werden noch mit Rechteckstransformationen (6)
eine bestimmte Art von Abbildungen auf Hilbert- und Dimensionssudokus eingeführt, mit de-
nen sich unter Vorraussetzung der Gültigkeit von Vermutung 6.2.16 die nicht-triviale Aussage
zeigen lässt, dass zu jedem Dimensionssudoku ein gewöhnliches Hilbertsudoku existiert, dass
sich durch obige Transformation in dieses überführen lässt (6.2.18).

1.3 Bezug zu anderen Theorien
Ein N -latin square ist eine N ×N -Matrix mit Einträgen aus {1, . . . , N}, sodass jede Zahl aus
{1, . . . , N} pro Zeile und pro Spalte genau einmal vorkommt. Die Angabe eines N -latin square
ist äquivalent zur Angabe eines klassischen N -Hilbertsudokus H auf CN (s. 3.3.1), d.h. dass
jede Projektion aus H auf Span(ei) projiziert, für ein i ∈ {1, . . . , N}. Somit gelten alle Aussagen
über N -latin squares analog für klassische Hilbertsudokus. Insbesondere können Sudokus, die
einen Spezialfall von N -latin squares darstellen (s. [2]), als Speziallfall von klassischen N -
Hilbertsudokus betrachtet werden. N -Hilbertsudokus erweitern N -latin squares in dem Sinne,
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dass es N -partial latin squares (s.3.3.5) gibt, die nicht durch ein N -latin square vervollständigt
werden können, als klassisches N -Hilbertsudoku jedoch lösbar sind (s.3.3.8). In der Theorie
der Quantengruppen werden Hilbertsudokus auch als magic unitaries (s. [9]) und projective
permutation matrix (s. [10]) studiert. Benjamin Musto und Jamie Vicary führten 2016 quantum
latin squares (der Dimension N) ein (s. [5]), N ×N -Matrizen deren Einträge Einheitsvektoren
auf CN sind, sodass die Einträge jeder Zeile und jeder Spalte jeweils zusammengenommen eine
Orthonormalbasis von CN bilden. Die Angabe eines quantum latin square der Dimension N
ist äquivalent zur Angabe eines N -Hilbertsudokus auf CN , in dem jede Projektion Rang 1 hat.
Die meisten Ergebnisse der Arbeit sind nicht im Bezug auf andere Quellen entstanden.

1.4 Aufbau der Arbeit
In Section 2 werden Hilfsaussagen zu Hilberträumen, Operatoren und Projektionen auf Hilber-
träumen gesammelt. In Section 3 werden Hilbertsudokus und N -Konfigurationen eingeführt. Es
werden die Speziallfälle von gewöhnlichen, klassischen und N2-Block- Hilbertsudokus, (r,N)-
Zeilenkonfigurationen, (r, s,N)- Rechteckskonfigurationen und direkten Summen von Hilberts-
udokus diskutiert. In Section 4 wird das Konzept der Isotopie von Hilbertsudokus vermöge der
Gruppen GN (4.1) und U(H ) (4.2) eingeführt und Isotopieinvarianten aufgezeigt (s.4.3). In
Section 4.4 werden Dimensionssudokus eingeführt und die natürliche Gruppenoperation von
GN auf Dimensionsudokus formal erklärt (4.5). In Section 5 werden zunächst NK-Wurzeln auf
Hilbertsudokus eingeführt und gezeigt, dass Isotopietransformationen die NK-Wurzeln eines
Hilbertsudokus eineindeutig in die NK-Wurzeln des Bildes überführen (5.3.4). In 5.5 werden
NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus eingeführt. Es wird gezeigt, dass jede NK-Wurzel auf ei-
nem N -Hilbertsudoku auf Cd auch NK-Wurzel auf dem zugehörigen Dimensionssudoku ist
(5.5.10), wodurch ein Vorgehensweise zur systematischen Berechnung der nicht-kommutativen
N -Hilbertsudokus auf Cd gegeben wird (5.5.12). Es wird gezeigt, wie sich NK- Wurzeln in
übersichtlicher Weise durch Adjazenzmatrizen der Menge der NK-Paare (s. 5.5.1) auf einem
Dimensionssudoku bestimmen und darstellen lassen (s. 5.7). In 5.8 wird gezeigt, welche Äqui-
valenzklassen von (4, 3)- und (4, 4)-Dimensionssudokus nicht-kommutative Lösungen zulassen,
und beispielhaft die Isotopieklassen von nicht-kommutativen Lösungen eines bestimmten (4, 3)-
Dimensionssudokus bestimmt. In Section 6 werden Rechteckstransformationen auf Hilbert-
und Dimensionssudokus eingeführt. Es wird gezeigt, dass zwei unterschiedliche gewöhnliche
N -Hilbertsudokus auf Cd (s.6.2.14), bzw. zwei unterschiedliche (N, d)-Dimensionssudokus (s.
6.1.10) durch eine Folge von Rechteckstransformationen ineinander überführt werden können.
Außerdem wird gezeigt, dass unter Vorraussetzung der Gültigkeit von Vermutung 6.2.16 gilt,
dass jedes (N, d)-Dimensionssudoku durch ein gewöhnlichesN -Hilbertsudoku auf Cd gelöst wird
(s.6.2.18). In 7 werden die über die Arbeit hinweg gestellten offenen Fragen zusammengetragen,
und der Appendix (8) enthält den für 4.5.6 und 4.5.8 genutzten GAP-Quellcode.
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2 Hilberträume
Die folgende Sektion enthält einige Definitionen und Aussagen über Hilberträume, Operatoren
und Projektionen auf Hilberträumen, die für Behandlung von Fragen zu Hilbertsudokus wichtige
Hilfsmittel darstellen. Ein Teil davon ist einschlägigen Lehrbüchern und Vorlesungsskripten
entnommen, ein weiterer Teil besteht aus speziellere Aussagen.

2.1 Komplexe Hilberträume
Definition 2.1.1: (s.[3]) Sei V ein Vektorraum über dem Körper C. Ein Skalarprodukt auf V
ist eine Abbildung 〈·, ·〉 : V × V → V , die erfüllt:

1. 〈x, x〉 ≥ 0, für alle x ∈ V,

2. 〈x, x〉 = 0 genau dann, wenn x = 0 gilt,

3. 〈x+ λ · y, z〉 = 〈x, z〉+ λ · 〈y, z〉, 〈x, y + µ · z〉 = 〈x, y〉+ µ · 〈x, z〉 für alle x, y, z ∈ V und
λ, µ ∈ C,

4. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 für alle x, y ∈ V .

Bemerkung 2.1.2: (s.[3]) Sei V ein Vektorraum über dem Körper C und 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt
auf V . Dann induziert 〈·, ·〉 eine Norm auf V durch die Abbildung ‖·‖ : V → R≥0, x→

√
〈x, x〉.

Das Skalarprodukt 〈·, ·〉 heißt vollständig, wenn die induzierte Norm ‖ · ‖ vollständig ist.

Definition 2.1.3: (s.[3]) Ein komplexer Hilbertraum ist ein Vektorraum H über dem Körper C
zusammen mit einem vollständigen Skalarprodukt 〈., .〉 auf H .

Bemerkung 2.1.4: In der gesamten folgenden Arbeit bezeichne H immer einen beliebigen,
separablen und komplexen Hilbertraum und 〈., .〉 das auf ihm definierte Skalarprodukt.

Satz 2.1.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): (s.[3]) Für x, y ∈H gilt

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉,

und es gilt genau dann Gleichheit, wenn x und y linear abhängig sind.

Definition 2.1.6: (s.[3]) Sei X ⊂H . Dann bezeichnen wir mit

X⊥ := {x ∈H | x ⊥ y für alle y ∈ V }

das orthgonale Komplement von X.

Definition 2.1.7: (s.[3]) Eine Teilmenge V ⊂ H heißt Unterhilbertraum, wenn V ein Teilvek-
torraum von H ist und versehen mit dem eingeschränkten Skalarprodukt 〈·, ·〉|V×V wieder
einen Hilbertraum bildet.

Lemma 2.1.8: (s.[3]) Für eine Teilmenge V ⊂H sind äquivalent:

1. V ist bezüglich 〈·, ·〉 abgeschlossener Teilvektorraum von H ,
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2. V ist ein Unterhilbertraum von H .

Lemma 2.1.9: (s.[3]) Sei V ⊂ H ein abgeschlossener Teilraum, also ein Unterhilbertraum.
Dann ist V ⊥ ebenfalls ein Unterhilbertraum von H und es gilt:

H = V ⊕ V ⊥.

Lemma 2.1.10: Seien V,W ⊂ H abgeschlossene Teilräume mit V ⊥ W, V ⊕W = H . Dann
gilt V = W⊥,W = V ⊥.

Beweis: Aus V ⊥ W folgt V ⊂ W⊥. Sei nun x ∈ W⊥. Dann existiert eine eindeutige Zerlegung
x = xV + xW , mit xV ∈ V, xW ∈W. , und es gilt

0 = 〈x, xW 〉 = 〈xV , xW 〉+ 〈xW , xW 〉 = 〈xW , xW 〉.

Also gilt xW = 0 und x ∈ V . Damit folgt V = W⊥ und analog folgt W = V ⊥. �

Bemerkung 2.1.11: Ist H ein endlich dimensionaler Hilbertraum, so ist jeder Teilvektorraum
V ⊂H abgeschlossen bezüglich 〈·, ·〉 und somit ein Unterhilbertraum.

Notation 2.1.12: Es sei N∗ := {1, 2, 3, . . . }, für ein d ∈ N∗ sei [d] := {m ∈ N | 1 ≤ m ≤ d} und
[0] := ∅.

Im Folgenden sei immer d ∈ N∗

Beispiel 2.1.13: Cd bildet zusammen mit dem Standardskalarprodukt

〈·, ·〉 : Cd × Cd → C, (


x1
...
xd

 ,

y1
...
yd

) 7→
d∑
i=1

xi · yi,

einen Hilbertraum.

Notation 2.1.14: Für i ∈ [d] bezeichnen wir im Folgenden den i-ten kanonischen Basisvektor
von Cd als ei.

Konvention 2.1.15: Sei d ∈ N∗. Dann definieren wir Span(∅) := {0} ⊂ Cd.

Notation 2.1.16: Seien S, S ′ ⊂ H mit S 6= ∅, S ′ 6= ∅. Dann schreiben wir S ⊥ S ′, falls x ⊥ y
für alle x ∈ S, y ∈ S ′ gilt.

Bemerkung 2.1.17: Nach 2.1.16 gilt insbesondere für jede Menge S ⊂H S ⊥ ∅.

Lemma 2.1.18: Seien S, S ′ ⊂H . Dann gilt:

Span(S) ⊥ Span(S ′)⇔ S ⊥ S ′.
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Beweis: Angenommen, eine der beiden Mengen wäre leer, ohne Einschränkung also S = ∅. Dann
gilt Span(S) = {0} nach Konvention 2.1.15 und klarerweise würde Span(S) ⊥ Span(S′) gelten. Nach
Bemerkung 2.1.17 würde gelten S ⊥ S′. Angenommen also, S 6= ∅, S′ 6= ∅. Wegen S ⊂ Span(S),
S′ ⊂ Span(S′) folgt dann die rechte Seite der Äquivalenz aus der linken. Seien nun x ∈ Span(S), y ∈
Span(S′), n,m ∈ N∗, v1, . . . , vn ∈ S,w1, . . . , wm ∈ S′ und λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µm ∈ C mit

x =
n∑
i=1

λi · vi,

y =
m∑
j=1

µj · wj .

Angenommen, die rechte Seite der Äquivalenz würde gelten. Dann würde auch gelten:

〈x, y〉 =〈
n∑
i=1

λi · vi,
m∑
j=1

µj · wj〉

=
∑

i∈[n],j∈[m]
λiµj · 〈vi, wj〉

=
∑

i∈[n],j∈[m]
λiµj · 0

=0.

Damit ist die Aussage bewiesen. �

Lemma 2.1.19: Sei B eine Basis von Cd. Seien S, S ′ ⊂ B. Dann gilt:

Span(S) ∩ Span(S ′) = Span(S ∩ S ′).

Beweis: Im Fall S ∩ C ′ = ∅ gilt wegen der linearen Unabhängigkeit von B und Konvention 2.1.15:

Span(S) ∩ Span(S′) = {0} = Span(∅) = Span(S ∩ S′).

Im Fall S ⊂ S′ gilt auch Span(S) ⊂ Span(S′), und damit

Span(S) ∩ Span(S′) = Span(S) = Span(S ∩ S′).

Im Fall S 6⊂ S′ und S′ 6⊂ S existieren ein s ∈ N∗, paarweise verschiedene x1, . . . , xs ∈ B mit
S ∩ S′ = {x1, . . . , xs}, ein t ∈ N∗ und paarweise verschiedene v1, . . . , vt ∈ B\(S ∩ S′) mit S =
{x1, . . . , xs, v1, . . . , vt}. Außerdem existieren ein t′ ∈ N∗ und paarweise verschiedene w1, . . . , wt′ ∈
B\{S ∩ S′} mit S′ = {x1, . . . , xs, w1, . . . , wt′}. Sei nun x ∈ Span(S) ∩ Span(S′). Dann existieren
λ1, . . . , λs, µ1, . . . , µt, λ

′
1, . . . , λ

′
s, µ
′
1, . . . , µ

′
t ∈ C, sodass

x =
s∑
i=1

λi · xi +
t∑

j=1
µj · vj ,

x =
s∑
i=1

λ′i · xi +
t′∑
j=1

µ′j · wj
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gilt. Also gilt auch

0 =
s∑
i=1

(λi − λ′i) · xi +
t∑

j=1
µj · vj +

t′∑
k=1

µ′k · wk.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von {x1, . . . , xs, v1, . . . , vt, w1, . . . , wt′} gilt also

λi = λ′i für i ∈ [s],
µj = 0, für j ∈ [t],
µ′k = 0, für k ∈ [t′].

Also gilt x ∈ Span(S ∩ S′). Andererseits gilt klarerweise Span(S ∩ S′) ⊂ Span(S),Span(S ∩ S′) ⊂
Span(S′), und daher

Span(S ∩ S′) ⊂ Span(S) ∩ Span(S′).

Die Aussage ist also bewiesen. �

Definition 2.1.20: Eine Orthogonalbasis von Cd ist eine Basis S von Cd, so dass für v, w ∈ S
mit v 6= w gilt v ⊥ w.

Bemerkung 2.1.21: Es ist eigentlich untypisch im Kontext von Hilberträumen mit Orthogo-
nalbasen zu arbeiten, typischerweise werden Orthonormalbasen benuzt. In Section 5.8 sind
Orthogonalbasen bei der Berechnung von bestimmten Hilbertsudokus jedoch hilfreicher als
Orthonormalbasen, da durch den Wegfall von Normierungsfaktoren vor bestimmten Vektoren
mehr Übersichtlichkeit erreicht wird.

Lemma 2.1.22: Sei B eine Orthogonalbasis von Cd. Sei S ⊂ B. Dann gilt:

Span(S)⊥ = Span(B\S).

Beweis: Im Fall S = ∅ gilt nach Konvention 2.1.15

Span(S)⊥ = {0}⊥ = Cd = Span(B) = Span(B\S).

Im Fall S = B gilt ebenfalls nach Konvention 2.1.15

Span(B)⊥ = (Cd)⊥ = {0} = Span(∅) = Span(B\S).

Angenommen nun, es gelte S /∈ {B, ∅}. Seien s ∈ N∗, v1, . . . , vs ∈ B paarweise verschieden mit
S = {v1, . . . , vs}, und w1, . . . wd−s ∈ B paarweise verschieden mit B = {v1, . . . , vd, w1, . . . , wd−s}.
Seien x ∈ Span(S)⊥ und λi, . . . , λs, µ1, . . . , µd−s ∈ C mit

x =
s∑
i=1

λi · vi +
d−s∑
j=1

µj · wj .

8



Dann gilt für alle k ∈ [s]:

0 = 〈vk, x〉

=
s∑
i=1

λi · 〈vk, vi〉+
d−s∑
j=1

µj · 〈vk, wj〉

= λk · ‖vk‖2

Also gilt λk = 0 für alle k ∈ [s] und damit x ∈ Span(B\S). Andererseits existieren für jedes z ∈
Span(B\S)µ1, . . . , µd−s ∈ C mit z =

∑d−s
i=1 µi · wi, und für jedes y ∈ Span(S)λ1, . . . , λs ∈ C mit

y =
∑s
i=1 λi · vi, weshalb gilt

〈y, z〉 =
s∑
i=1

d−s∑
j=1

λiµj · 〈vi, wj〉 = 0.

Die Aussage ist also bewiesen. �

2.2 Operatoren auf Hilberträumen
Im folgenden werden Hilfsaussagen zu Operatoren auf Hilberträumen gesammelt.

Definition 2.2.1: Ein linearer Operator auf H (oder einfach nur Operator auf H ) ist eine
lineare Abbildung T : H →H .

Definition 2.2.2: (s.[3]) Ein linearer Operator T : H →H heißt stetig, wenn er stetig bezüg-
lich der von 〈·, ·〉 induzierten Norm-Topologie ist. Wir definieren

L(H := {T | T ist stetig linearer Operator auf H }.

Notation 2.2.3: Durch 1 : H →H , x 7→ x wird der Identitätsoperator notiert .

Lemma 2.2.4: (s.[3]) Sei T ∈ L(H ). Dann existiert ein eindeutiger Operator T ∗ ∈ L(H ),
sodass

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉

gilt für alle x, y ∈H . T ∗ heißt der zu T adjungierte Operator.

Definition 2.2.5: (s.[3]) Ein Operator T ∈ L(H ) heißt unitär, falls gilt

T ∗T = 1 = TT ∗.

Wir definieren U(H ) := {T ∈ L(H ) | T ist unitär.} und für d ∈ N∗ sei Ud := U(Cd).

Bemerkung 2.2.6: U(H ) ist eine Gruppe, da 1 neutrales Element ist, da zu T ∈ U(H ) das
Inverse T ∗ ∈ U(H ) existiert, und da die Assoziativität von L(H ) vererbt wird.

Satz 2.2.7: (s.[3]) Sei T ∈ L(H ). Dann sind folgende drei Aussagen äquivalent:

1. T ist unitär,
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2. T (H ) = H und 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉 für alle x ∈H , y ∈H ,

3. T (H ) = H und ‖T (x)‖ = ‖x‖ für alle x ∈H .

Definition 2.2.8: (s.[4]) Ein Operator T ∈ L(H ) heißt positiv, falls T ∗ = T und

〈T (x), x〉 ≥ 0 für alle x ∈H

gilt. Es seien

ζ(H ) := {T ∈ L(H ) | T = T ∗},
B+(H ) := {T ∈ L(H ) | T ist positiv}.

Lemma 2.2.9: Auf ζ(H ) wird dann durch T ≤ S :⇔ S − T ∈ B+(H ) eine Ordnungsrelation
definiert.

Definition 2.2.10: (s.[3]) Sei A ∈ L(H ). Dann definieren wir das Spektrum von A:

σ(A) := {λ ∈ C | A− λ · 1 ist nicht invertierbar}.

Satz 2.2.11: (s.[3]) Für einen Operator T ∈ L(H ) mit T ∗ = T sind äquivalent:

1. 〈Tx, x〉 ≥ 0 für alle x ∈H ,

2. T = T ∗, σ(A) ⊂ R+
0 ,

3. T = B∗B für ein B ∈ L(H ).

In diesem Fall schreibt man T ≥ 0.

Lemma 2.2.12: (s. [11]) Seien n ∈ N∗ und A,A1, . . . , An ∈ L(H ) positive Operatoren. Dann
gilt:

1. ∑n
i=1 Ai ≥ 0.

2. Gilt auch −A ≥ 0, so gilt A = 0.

Lemma 2.2.13: Seien {v1, . . . , vd}, {w1, . . . , wd} Orthonormalbasen von Cd. Dann wird durch
die lineare Fortsetzung von

vi 7→ wi für i ∈ [d]

ein unitärer Operator auf Cd definiert.

Beweis: Sei w ∈ Cd mit w =
∑d
i=1 αi · wi und αi ∈ C für alle i ∈ [d]. Dann gilt:

T (
d∑
i=1

αi · vi) =
d∑
i=1

αi · wi = w,
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und somit T (Cd) = Cd. Außerdem gilt für x ∈ Cd und β1, . . . , βd ∈ C mit x =
∑d
i=1 βi · wi:

‖T (x)‖2 = 〈T (
d∑
i=1

βi · vi), T (
d∑
i=1

βi · vi)〉

= 〈
d∑
i=1

βi · wi,
d∑
i=1

βi · wi〉

=
d∑
i=1

ββ〈wi, wi〉

=
d∑
i=1

ββ〈vi, vi〉

= 〈
d∑
i=1

β · vi,
d∑
i=1

β · vi〉

= ‖x‖2,

also ‖T (x)‖ = ‖x‖. Somit folgt die Aussage nach Satz 2.2.7. �
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2.3 Projektionen auf Hilberträumen
In dieser Subsektion werden Projektionen auf Hilberträumen eingeführt und spezielle Hilfsaus-
sagen für die Behandlung von Hilbertsudokus aufgestellt.
Definition 2.3.1: (s.[4]) Sei K ⊆H ein abgeschlossener Teilraum und für z ∈H sei z = x+y
die eindeutige orthogonale Zerlegung bezüglich K , wobei x ∈ K und y ∈ K ⊥ gelte. Dann
heißt die Abbildung p : H →H , x+ y 7→ x die orthogonale Projektion von H auf K .

Satz 2.3.2: (s.[4]) Im Fall von Definition 2.3.1 gilt:

1. p ∈ L(H ); ‖p‖ = 1 oder p = 0.

2. p = p2 = p∗.

3. Im(p) = K , ker(P ) = K ⊥.

4. Sei p̃ ∈ L(H ), so dass p̃2 = p̃ = p̃∗ . Dann existiert ein abgeschlossener Teilraum K̃ von
H , so dass p̃ die orthogonale Projektion auf K̃ im Sinne von Definition 2.3.1 ist.

Bemerkung 2.3.3: Im Folgenden wird eine orthogonale Projektionen p ∈ L(H ) auch einfach
nur Projektion genannt.

Bemerkung 2.3.4: Durch Satz 2.3.2 wird eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der
abgeschlossenen Untervektorräume von H und der Teilmenge der idempotenten, selbstadjun-
gierten Abbildungen in L(H ) gegeben.

Satz 2.3.5: (s.[4]) Seien p, q Projektionen von H auf die abgeschlossenen Teilräume V bezie-
hungsweise W . Dann sind äquivalent:

1. V ⊆ W ,

2. qp = p,

3. pq = p,

4. ‖p(x)‖ ≤ ‖q(x)‖ für alle x ∈H ,

5. p ≤ q.

Proposition 2.3.6: (s.[4]) Ist p die Projektion auf den abgeschlossenen Teilraum V , dann ist
1− p die Projektion auf V ⊥. Die Abbildung p 7→ 1− p auf der Menge der Projektionen auf H
kehrt die Halbordnung ≤ um.

Definition 2.3.7: (s.[4]) Sei H ein Hilbertraum und p, q ∈ L(H ) Projektionen bezüglich den
Teilräumen V und W . Dann bezeichnet p ∧ q die Projektion auf

V ∧W := V ∩W,

den größten abgeschlossenen Teilraum von H , der in V und W enthalten ist, und p ∨ q die
Projektion auf

V ∨W := LH(V ∪W ),

den kleinsten abgeschlossenen Teilraum von H , der V und W enthält.
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Proposition 2.3.8: (s.[4]) Seien p, q kommutierende Projektionen auf H bezüglich den abge-
schlossenen Teilräumen V,W . Dann gilt:

1. p ∨ q = p+ q − pq,

2. p ∧ q = pq,

3. V ∨W = V +W .

Insbesondere ist V +W abgeschlossen. Des Weiteren gilt pq = 0 genau dann, falls V ⊥ W . In
diesem Fall gilt p ∨ q = p+ q.

Proposition 2.3.9: (s.[4]) Seien p und q Projektionen auf H bezüglich den Teilräumen V und
W . Dann gilt:

pq = qp⇔ (V ∧ (V ∧W )⊥) ⊥ (W ∧ (V ∧W )⊥).

Proposition 2.3.10: (s.[4]) Seien p und q Projektionen auf H bezüglich den Teilräumen V,W ⊂
H , für die p ≤ q beziehungsweise V ⊂ W gilt. In diesem Fall ist q−p die Projektion aufW∧V ⊥.

Satz 2.3.11: Sei H ein Hilbertraum, n ∈ N∗ und p1, . . . , pn ∈ L(H ) Projektionen, die
n∑
i=1

pi = 1

erfüllen. Dann gilt pipj = 0 für alle i, j ∈ [n] mit i 6= j.

Beweis: Für ein j ∈ Nn gilt:

pj = p2
j = pj1pj = pj(

n∑
i=1

pi)pj

=
n∑
i=1

pjpipj

= (
n∑

i=1,i 6=j
pjpipj) + p3

j

= (
n∑

i=1,i 6=j
pjpipj) + pj .

Es gilt also
n∑

i=1,i 6=j
pjpipj = 0. (2)

Wegen

pjpipj = pjpipipj = (pipj)∗(pipj)
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ist pjpipj nach Satz 2.2.11 ein positiver Operator für alle i ∈ [n]. Für ein i0 ∈ [n]\{j} gilt wegen
Gl. (2):

pjpi0pj = −
∑

i=1,i 6=j,i6=i0
pjpipj . (3)

Somit ist nach Lemma 2.2.12 (i)
∑
i=1,i 6=j,i6=io pjpipj positiv, und wegen Lemma 2.2.12(ii) gilt pjpi0pj =

0. Es gilt also

pjpipj = 0

für alle i, j ∈ [n] mit i 6= j. Somit folgt

0 = ‖pjpipj‖ = ‖pjp2
i pj‖

= ‖(pipj)∗(pipj)‖
= ‖pipj‖2. �

Dabei gilt die letzte Gleichung wegen der C∗-Eigenschaft von L(H ). Es folgt pipj = 0 für alle i, j ∈ [n]
mit i 6= j.

Lemma 2.3.12: Seien n ∈ N∗, V ⊂ Cd ein Untervektorraum, S := {v1, . . . , vn} eine Orthogo-
nalbasis von V und p die Projektion auf V . Dann gilt für x ∈ Cd:

p =
n∑
i=1

〈vi, x〉
〈vi, vi〉

· vi.

Korollar 2.3.13: Sei T ∈ L(H ) ein unitärer Operator und p ∈ L(H ) eine Projektion mit zu-
gehörigem Unterhilbertraum V . Dann ist TpT ∗ die Projektion auf den Unterhilbertraum T (V ).

Beweis: Es gilt

(TpT ∗)∗ = T ∗∗p∗T ∗ = TpT ∗,

(TpT ∗) = (Tp) (T ∗T )︸ ︷︷ ︸
=1

(pT ) = TpT ∗ = TpT ∗.

Also ist TpT ∗ eine Projektion. Außerdem gilt TpT ∗(H ) = Tp(H ) nach Satz 2.2.7. �

Korollar 2.3.14: Seien n ∈ N∗, V ⊂ Cd ein Unterraum mit dim(V ) = n und zugehöriger
Projektion p. Sei {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis von V . Dann ist {T (v1), . . . , T (vn)} eine
Orthonormalbasis von TpT ∗(H ) und für x ∈ Cd gilt:

(TpT ∗)(x) =
n∑
i=1
〈T (vi), x〉 · T (vi).

Beweis: Wegen Satz 2.2.7 gilt

‖T (vi)‖ = 1, 〈T (vi), T (vj)〉 = 〈vi, vj〉 für i, j ∈ [n].

Da T unitär ist, ist T invertierbar und es gilt rang(T ) = d. Also gilt dim(V ) = dim(T (V )) und
{T (v1), . . . , T (vn)} ist eine Orthonormalbasis von T (V ). Der zweite Teil des Korollars folgt direkt mit
Korollar 2.3.13. �
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Korollar 2.3.15: Seien N ∈ N∗, p1, . . . , pN ∈ L(Cd) Projektionen mit pipj = 0 für i, j ∈ [N ] mit
i 6= j, ∑N

i=1 rang(pi) = d. Dann gilt ∑N
i=1 pi = 1.

Beweis: Wegen pipj = 0 für i 6= j gilt pi(H ) ⊥ pj(H ) für i, j ∈ [N ] mit i 6= j. Wegen
∑N
i=1 rang(pi) =

d gilt damit Cd = ⊕Ni=1pi(Cd). Sei Si := {vi1, . . . , vini} eine Orthonormalbasis von pi(Cd). Dann gilt
pi =

∑ni
j=1〈vij , ·〉 · vij = v, und somit für ein v ∈ Cd:

(
N∑
i=1

pi)(v) =
N∑
j=1

ni∑
j=1
〈vij , v〉 · vij = v,

wobei die letzte Gleichung aus der Linearen Algebra bekannt ist und gilt, da ∪Ni=1Si eine Basis von
Cd bildet. �

Notation 2.3.16: Seien n ∈ N∗,m ∈ [d], v, v1, . . . , vn ∈ Cd und S ⊂ Cd. Dann bezeichne

• pv die Projektion auf Span(v),

• pv1,...,vn die Projektion auf Span(v1, . . . , vn),

• pi die Projektion auf Span(ei) für i ∈ [d], wenn nicht anders vermerkt,

• pS die Projektion auf Span(S)

Lemma 2.3.17: Seien N ∈ N∗, B eine Orthogonalbasis von Cd und S, S ′ ⊂ B. Dann gilt

pSpS′ = pS∩S′ .

Insbesondere sind pS und pS′ kommutativ.

Beweis: Ohne Einschränkung gelte S, S′ /∈ {∅, B}, da dann wegen pS = 0 oder pS = 1 (bzw. pS′ = 0
oder pS′ = 1) die Aussage trivial ist. Für x ∈ Cd gilt dann nach Lemma 2.3.12:

pSpS′(x) = pS(pS′(x))

=
∑
v∈S

〈v,
∑
w∈S′

〈w,x〉
〈w,w〉 · w〉

〈v, v〉
· v

=
∑
v∈S

∑
w∈S′

〈w, x〉〈v, w〉
〈w,w〉〈v, v〉

· v

=
∑

v∈S,w∈S′,v=w

〈w, x〉〈v, w〉
〈w,w〉〈v, v〉

· v

=
∑

v∈S∩S′

〈v, x〉
〈v, v〉

· v

= pS∩S′ . �

Proposition 2.3.18: Seien V,W ⊂H Unterräume und T ∈ L(H ) ein unitärer Operator. Dann
gilt {

〈x, y〉
∣∣∣∣∣ x ∈ V, ‖x‖ = 1,
y ∈ W, ‖y‖ = 1

}
=
{
〈x′, y′〉

∣∣∣∣∣ x
′ ∈ T (V ), ‖x′‖ = 1,
y′ ∈ T (W ), ‖y′‖ = 1

}
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Beweis: Seien x,∈ V, y ∈ W mit ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Dann gilt nach Satz 2.2.7 ‖T (x)‖ = ‖T (y)‖ = 1
und 〈x, y〉 = 〈T (x), T (y)〉. Seien andererseits x′ ∈ T (V ), y′ ∈ T (W ) mit ‖x′‖ = ‖y′‖ = 1. Wegen
T ∗(T (V )) = V gilt T ∗x ∈ V, T ∗y ∈ W . Da mit T auch T ∗ unitär ist gilt außerdem nach Satz 2.2.7
‖T ∗(x)‖ = ‖T ∗(y)‖ = 1, und 〈x′, y′〉 = 〈T ∗(x), T ∗(y)〉. �

Proposition 2.3.19: Seien p, q ∈ L(H ) Projektionen mit

rang(p) = rang(q) = 1.

Seien v, w ∈H mit

p(H ) = Span(v), q(H ) = Span(w).

Dann gilt:

pq 6= qp⇔ Span(v) 6= Span(w) und v 6⊥ w.

Beweis: Angenommen, es gilt Span(v) = Span(w). Dann gilt

v

‖v‖
= w

‖w‖

und nach Korollar 2.3.15 auch

p = 〈v, ·〉
〈v, v〉

· v

= 〈 v
‖v‖

, ·〉 · v

‖v‖

= 〈 w
‖w‖

, ·〉 · w

‖w‖

= 〈w, ·〉
〈w,w〉

· w

= q.

Damit gilt dann

pq = p2 = qp.

Angenommen nun, es gelte v ⊥ w. Dann gilt

p(H ) = Span(v) ⊥ Span(w) = q(H ),

und damit nach Proposition 2.3.8

pq = 0 = qp.

Also ist bereits

(pq 6= qp)⇒ (Span(v) 6= Span(w) und v 6⊥ w)

bewiesen. Angenommen nun, es gelte pq = qp. Dann würde gelten rang(pq ∈ {0, 1}. Im Fall rang(pq) =
0 würde pq = 0, und damit nach Proposition 2.3.8 auch p(H ) ⊥ q(H ) gelten. Angenommen es gelte
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rang(pq) = 1. Wegen

(pq)∗ = (qp)∗ = p∗q∗ = pq

und

(pq)2 = pqpq = ppqq = pq,

was beides gilt, da p und q Projektionen sind, wäre pq dann auch eine Projektion. Außerdem würde
gelten

pq(H ) ⊂ p(H )

und

dim(pq(H )) = dim(p(H )) = 1,

also

pq(H ) = p(H ).

Nach Bemerkung 2.3.4 würde also pq = p gelten. Analog würde außerdem pq = q, und damit p = q
folgen. Also würde gelten

pq = p2 = qp.

Damit ist die andere Richtung der Äquivalenz und somit die gesamte Aussage bewiesen. �

Lemma 2.3.20: Seien {v1, . . . , vd} eine Orthogonalbasis von Cd. Dann gilt für jede Partition
{v1, . . . , vd} = S1∪̇ . . . ∪̇Sm,m ∈ [d]:

m∑
i=1

pSi = 1.

Beweis: Für i, j ∈ [m] mit i 6= j gilt Si ⊥ Sj , daher nach Lemma 2.1.18 Span(Si) ⊥ Span(Sj), und
damit nach Proposition 2.3.8 pSi ⊥ pSj . Mit Korollar 2.3.15 folgt somit die Aussage. �
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3 Hilbertsudokus
In der folgenden Sektion werden zunächst Hilbertsudokus und Hilbertsudokukonfigurationen
eingeführt. Es werden grundlegende, allgemeine Aussagen gesammelt, und anschließend in den
folgenden Subsektionen spezielle Typen von Hilbertsudokus und Hilbertsudokukonfigurationen
diskutiert. Section 3.3 und Section 3.4 zeigen dabei auf, dass Hilbertsudokus die Konzepte
latin square und Sudoku in der Hinsicht erweitern, dass es sowohl partial latin squares, wie
auch Sudokus gibt, die als latin square bzw. Sudokus aufgefasst nicht vervollständigt werden
können, jedoch als Hilbertsudokus aufgefasst Lösungen besitzen Seien im Folgenden immer
N, d ∈ N∗ und H ein separabler, komplexer Hilbertraum.

3.1 Hilbertsudokus und Hilbertsudokukonfigurationen
Es folgt eine zentrale Definition der Arbeit:

Definition 3.1.1 (N-Hilbertsudoku): Ein Hilbertsudoku (der OrdnungN auf H ) ist eineN×N -
Matrix H := (pij), deren Einträge Projektionen auf H sind, so dass für alle i0, j0 ∈ [N ] gilt:

N∑
j=1

pi0j = 1, (4)

N∑
i=1

pij0 = 1. (5)

HS(H , N) bezeichne die Menge aller N -Hilbertsudokus zum Hilbertraum H .

Bemerkung 3.1.2: Sei H := (pij) ∈ HS(H , N) ein Hilbertsudoku. Nach Satz 2.3.11 gilt für
i0, k0, l0 ∈ [N ] mit k0 6= l0 wegen Gl. (4) und Gl. (5):

pi0k0pi0l0 = 0,
pk0i0pl0i0 = 0.

Bemerkung 3.1.3: Sei H ∈ HS(H , N). Für i, k, l ∈ [N ] mit k 6= l gilt dann wegen Bemer-
kung 3.1.2 und Proposition 2.3.8

pik(H ) ⊥ pil(H ),
pki(H ) ⊥ pli(H ).

Bemerkung 3.1.4: N -Hilbertsudokus werden in der Theorie der Quantengruppen auch unter
dem Namen magic unitaries (s.[9]) und projective permutation matrix (s.[10]) studiert. Der
Name magic unitary leitet sich davon ab, dass für ein N -Hilbertsudoku H := (pij) auf H eine
unitäre Matrix ist in dem Sinne, dass für die Matrix HT := (p∗ji) nach 3.1.2 gilt:

(HHT )ij =
N∑
k=1

pikp
∗
jk =

N∑
k=1

pikpjk =

1, falls i = j,

0, sonst,

(HT
H)ij =

N∑
k=1

p∗kipkj =
N∑
k=1

pkipkj =

1, falls i = j,

0, sonst.
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Lemma 3.1.5: Sei H := (pij) ∈ HS(Cd, N). Dann gilt für alle i0, j0 ∈ [N ]:

N∑
j=1

rang(pi0j) =
N∑
i=1

rang(pij0) = d.

Beweis: Wegen Gl. (4) gilt:

Cd = 1(Cd) =
N∑
j=1

pi0j(Cd).

Wegen Bemerkung 3.1.3 ist diese Summe sogar direkt, es gilt also:

d = dim(Cd) =
N∑
j=1

dim(pi0j(Cd) =
N∑
j=1

rang(pi0j).

Analog folgt d =
∑N
i=1 rang(pij0). �

Definition 3.1.6 (Kommutatives Hilbertsudoku): Sei H := (pij) ∈ HS(H , N). H heißt kom-
mutativ, wenn für alle (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2 gilt:

pi0j0pk0l0 = pk0l0pi0j0 .

H heißt nicht-kommutativ, wenn H nicht kommutativ ist.

Es folgt eine weitere zentrale Definition der Arbeit:

Definition 3.1.7 (N -Konfiguration): Seien N ∈ N∗ und H ein Hilbertraum. Eine Hilbertsu-
dokukonfiguration der Ordnung N auf H ist ein Tupel ((pij),A), wobei A ⊂ [N ]2 und pij für
(ij) ∈ A eine Projektion auf H ist. Dabei soll erfüllt sein:

1. Für alle i0, j0, k0 ∈ [N ] mit j0 6= k0 gilt

pi0j0pi0k0 = 0,
pj0i0pk0i0 = 0,

2. Existiert ein i0 ∈ [N ] mit (i0, j) ∈ A für alle j ∈ [N ], so gilt:

N∑
k=1

pi0k = 1,

3. Existiert ein j0 ∈ [N ] existiert mit (i, j0) ∈ A für alle i ∈ [N ], so gilt:

N∑
i=1

pij0 = 1.

Im Folgenden nennen wir eine Hilbertsudokukonfiguration der Ordnung N auf H auch einfach
nur eine N -Konfiguration auf H und bezeichnen die Menge aller N -Konfigurationen auf H
mit HK(H , N).
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Bemerkung 3.1.8: Eine N -Konfiguration auf H entspricht also einer N × N -Matrix, deren
Einträge entweder leer oder mit einer Projektion auf H aufgefüllt sind, sodass ein Einträge,
die in der selben Zeile oder Spalte stehen orthogonal zueinander sind, und Einträge aus einer
vollaufgefüllten Zeile bzw. Spalte sich zu 1 addieren.

Ob eineN -Konfiguration durch Auffüllen der leeren Einträge zu einemN -Hilbertsudoku ergänzt
werden kann, ist zentrale Frage der Arbeit, und gibt Anlass zu folgender zentralen Definition:

Definition 3.1.9 (Lösbarkeit einer N -Konfiguration): Eine N -Konfiguration K := ((pij),A)
heißt lösbar, falls ein Hilbertsudoku H := (pij) ∈ HS(H , N) existiert, so dass pij = qij für
(i, j) ∈ A gilt. Wir sagen in diesem Fall H löst K oder H ist eine Lösung von K.

Bemerkung 3.1.10: Sei ((pij),A) eine N -Konfiguration auf H . Aus Satz 2.3.11 folgt, dass keine
(i0, j0), (k0, j0) ∈ A existieren, mit

1. pi0j0 6= 0, pk0l0 6= 0,

2. (i0, j0) 6= (k0, l0),

3. i0 = k0 oder j0 = l0, und

4. pi0j0 = pk0l0 .

Im Folgenden gelte ohne Einschränkung, dass jede N -Konfiguration die oben aufgeführte Be-
dingung erfüllt.

Lemma 3.1.11: Sei H := (pij) ∈ HS(H , N) ein Hilbertsudoku. Für (i0, j0) ∈ [N ]2, n1, n2 ∈
[N − 1] und i1, . . . , in1 ∈ [N ]\{i0}, j1, . . . , jn2 ∈ [N ]\{j0} gilt:

pi0j0(H ) ⊥ ((
n1∑
m=1

pimj0(H )) + (
n2∑
n=1

pi0jn(H ))).

Beweis: Nach Bemerkung 3.1.3 gilt

pi0j0(H ) ⊥ (
n1⋃
m=1

pimj0(H )) ∪ (
n2⋃
n=1

pi0jn(H )).

Nach Lemma 2.1.18 gilt damit

pi0j0(H ) = Span (pi0j0(H )) ⊥Span
(

(
n1⋃
m=1

pimj0(H )) ∪ (
n2⋃
n=1

pi0jn(H ))
)

=((
n1∑
m=1

pimj0(H )) + (
n2∑
n=1

pi0jn(H ))) �

Lemma 3.1.12: Sei H := (pij) ∈ HS(H , N) ein Hilbertsudoku. Existiert ein (i0, j0) ∈ [N ]2, so
dass pi0j0 = 1 gilt, dann gilt

pi0j = 0, pij0 = 0

für alle i ∈ [N ]\{i0}, j ∈ [N ]\{j0}.
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Beweis: Für i ∈ [N ]\{i0}, j ∈ [N ]\{j0} gilt nach Satz 2.3.11

pij0 = pij01 = pij0pi0j0 = 0,
pi0j = pi0j1 = pi0jpi0j0 = 0. �

Die Frage nach nicht-kommutativen Lösungen von N -Konfigurationen ist im Fall N = 3 trivial:

Proposition 3.1.13: Sei H := (pij) ∈ HS(H , 3). Dann ist H kommutativ.

Beweis: Sei H := (pij) ∈ HS(H , 3). Aus Gründen der Übersichtlichkeit seien die pij bezeichnet durch
p1, . . . , p9 (in Ausnahme zur Notation aus Notation 2.3.16), sodass gelte:

H =

p1 p2 p3
p4 p5 p6
p7 p8 p9

 .
Für i, j ∈ [9], sodass pi, pj in der selben Zeile oder Spalte stehen, gilt nach Bemerkung 3.1.2 pipj = 0 =
pjpi. Wir zeigen nun außerdem p1p9 = p9p1. Da Spalten- und Zeilenpermutationen ein Hilbertsudoku
in ein Hilbertsudoku überführen (s.4.2.1), folgt damit pi′pj′ = pj′pi′ für alle i′, j′ ∈ [9], für die pi′ , pj′
nicht in der selben Spalte oder Zeile stehen. Nach Bemerkung 3.1.2 gilt dann:

0 = p6p5

= (1− p3 − p9)p5

= (1− (1− p1 − p2)− p9)p5

= (p1 + p2 − p9)p5 = p1p5 − p9p5

⇔ p1p5 = p9p5.

Analog folgt aus 0 = p5p6, dass auch p5p1 = p5p9 gilt. Außerdem gilt analog:

0 = p1p4 = p1(1− p5 − p6)
= p1(1− p5 − (1− p3 − p9))
= p1(p9 − p5)

⇔ p1p9 = p1p5

Analog folgt aus 0 = p4p1, dass auch p9p1 = p5p1 gilt. Somit lässt sich unter mehrfacher Anwendung
von Bemerkung 3.1.2 schließen:

p1p9 = p9p5 = p91p5 = p9(p1 + p2 + p3)p5 = p9p1p5

= p5p1p5 = p5p1p9 = p5(p1 + p2 + p3)p9 = p5p9 = p5p1

= p9p1.

Somit ist die Aussage bewiesen. �

Bemerkung 3.1.14: In [12] findet sich ein Beweis dieser Aussage, der die Zeilen- und Spalten-
summeneigenschaft vonH, die Orthogonalität der Einträge mit selbem Zeilen und Spaltenindex,
sowie die Selbstadjungiertheit der Einträge benutzt, und dadurch kürzer ist. Ein alternativer
Beweis findet sich in [13].
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Notation 3.1.15: Sei H := (pij) ∈ HS(Cd, N). Dann notieren wir H auch durch eine N × N -
Matrix, in der der (i, j)-te Eintrag gefüllt wird durch

Sij, wobei Sij eine Basis von pij(H ) ist, falls 0 < rang(pij) < d gilt,
1, falls rang(pij) = d gilt,
0, falls pij = 0 gilt .

Im Fall einer N -Konfiguration K := ((pij),A) ∈ HSK(Cd, N) notieren wir K analog, wobei
wir für (i, j) ∈ [N ]2\A den (i, j)-ten Eintrag durch ∗ befüllen.

Beispiel 3.1.16:  e1 e2 ∗
e2, e3 ∗ ∗
∗ e1 e2

 ∈ HK(C3, 3)

bezeichne die 3-Konfiguration ((pij),A) mit A = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (3, 2), (3, 3)}, p11 = p32 =:
f , p12 = p33 =: g, p21 =: h, wobei gilt:

f : C3 → C3,

αβ
γ

 7→
α0

0

 ,

g : C3 → C3,

αβ
γ

 7→
0
β
0

 ,

h : C3 → C3,

αβ
γ

 7→
0
β
γ

 .
Definition 3.1.17: Sei H := ((pij),A) ∈ HK(H , N). Existiert ein Hilbertraum H2 mit H ⊂
H , ein N2 ∈ N∗ mit N ≤ N2 und ein Hilbertsudoku H := (qij) ∈ HK(H2, N2), sodass gilt:

pij = qij|H für (i, j) ∈ A,

dann nennen wir H eine erweiterte Lösung von K.

Frage 3.1.18: Besitzt jede Hilbertsudokukonfiguration eine erweiterte Lösung? Wenn nicht, was
sind Kritieren für die Existenz einer erweiterten Lösung?

3.2 Der gewöhnliche Fall
Die Frage nach der Lösbarkeit einer N -Konfiguration lässt sich oft leicht beantworten, wenn
die enthaltenen Projektionen in Bezug auf eine gegebene Orthogonalbasis B eine bestimm-
te, unkomplizierte Form besitzen (s.3.2.1). Solche Konfigurationen, oder die entsprechenden
Hilbertsudokus nennen wir gewöhnlich. Außerdem lässt sich aus einem gewöhnlichen Hilbertsu-
doku, das zwingend kommutativ ist (s.3.2.2), und eine bestimmte Form (s.3.2.13) besitzt immer
ein nicht-kommutatives Hilbertsudoku gewinnen.
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Definition 3.2.1 (Gewöhnliches Hilbertsudoku): Seien N, d ∈ N∗, sei H := (pij) ∈ HS(Cd, N)
und sei B := {v1, . . . , vd} eine Orthogonalbasis von Cd. H heißt gewöhnlich bezüglich B, falls
für alle (i, j) ∈ [N ]2 eine Teilmenge Sij ⊂ B existiert (s.2.3.16), sodass gilt:

pij = pSij .

Im Fall B = {e1, . . . , ed} heißt H auch einfach nur gewöhnlich. Wir bezeichnen durch HSB(N)
die Menge der bezüglich B gewöhnlichen N -Hilbertsudokus.

Im Folgenden sei immer B := {v1, . . . , vd} eine Orthogonalbasis von Cd.

Lemma 3.2.2: Sei H ∈ HSB(N). Dann ist H kommutativ.

Beweis: Zu i, j ∈ [N ] existieren Sij ⊂ B mit H = (pSij ). Nach Lemma 2.3.17 gilt dann für i, j, k, s ∈
[N ] :

pijpkl = pklpij .

Also ist H kommutativ. �

Lemma 3.2.3: Sei für (i, j) ∈ [N ]2 Sij ⊂ B, sodass H := (pij) := (pSij) ∈ HSB(N) gilt. Dann
existiert für i0 ∈ [N ] genau ein ji0 ∈ [N ], und für j0 ∈ [N ] genau ein ij0 ∈ [N ] mit:

pvn ≤ pi0ji0 , pvn ≤ pij0j0 , (6)
vn ∈ Si0ji0 , vn ∈ Sij0j0 . (7)

Beweis: Sei i0 ∈ [N ]. Für j ∈ [N ] existiert ein Si0j ⊂ B mit pi0j = pSi0j . Nach Proposition 2.3.8 gilt:

vn /∈ Si0j ⇔ pvnpi0j = 0.

Außerdem gilt nach Bemerkung 3.1.3 und Proposition 2.3.8

Si0j1 ∩ Si0j2 = ∅

für j1, j2 ∈ [N ] mit j1 6= j2. Also existiert höchstens ein j1 ∈ [N ] mit vn ∈ Si0j1 . Andererseits existiert
wegen

pvn = pvn1 = pvn

N∑
k=1

pi0k

mindestens ein ji0 ∈ [N ] mit pnpi0ji0 6= 0, also vn ∈ Si0ji0 . Also existiert nach Satz 2.3.5 genau ein
ji0 ∈ [N ] mit pvn ≤ pi0ji0 . Analog folgt die eindeutige Existenz von ij0 . Die Äquivalenz von (6) und
(7) folgt direkt aus Satz 2.3.5. �

Notation 3.2.4: Sei N ∈ N∗ und M eine nicht-leere Menge. Dann bezeichne Mat(M, N) be-
zeichne die Menge der N ×N -Matrizen mit Einträgen inM.

Notation 3.2.5: Sei M eine endliche Menge. Dann bezeichne wir Sym(M) die symmetrische
Gruppe aufM, die Menge der bijektiven Selbstabbildungen aufM. Im FallM = [N ] schreiben
wir auch SN .

Proposition 3.2.6: Für Teilmengen Sij ⊂ B für i, j ∈ [N ] sind äquivalent:
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1. H := (pSij) ∈ HSB(N),

2. ∪̇Nj=1Si0j = ∪̇Ni=1Sij0 = B,

3. es existieren σ1, . . . , σd ∈ SN , sodass für alle n ∈ [d] gilt:

vn ∈ Sij ⇔ j = σn(i) (8)

für alle i, j ∈ [N ].

Beweis: Angenommen, 1. gelte. Seien i ∈ [N ] und n ∈ [d]. Dann existiert nach Lemma 3.2.3 genau
ein jni ∈ [N ] mit vn ∈ Sijni . Wegen Sij ⊂ B für alle j ∈ [N ] gilt also Sij1 ∩ Sij2 = ∅ für j1, j2 ∈ [N ]
mit j1 6= j2 und ∪̇Nj=1Sij = B. Analog folgt ∪̇Ni=1Sij = B für alle j ∈ [N ]. Angenommen andererseits,
2. gelte. Dann gilt für i0, j0 ∈ [N ] nach Lemma 2.3.20:

N∑
j=1

pSi0j =
N∑
i=1

pSij0 = 1.

Also ist H := (pSij ) ∈ HS(Cd, N) gewöhnlich bezüglich B. Wir zeigen nun, dass aus 2. 3. folgt. Sei
i ∈ [N ]. Dann existiert wegen ∪̇Nj=1Sij = B genau ein jni ∈ [N ] mit vn ∈ Sijni . Somit ist die Abbildung

σn : [N ]→ [N ], i 7→ jni

wohldefiniert. Zu j ∈ [N ] existiert wegen ∪Ni=1Sij = B genau ein inj ∈ [N ] mit vn ∈ Sinj j . Also gilt
σn ∈ SN und vn ∈ Sij ⇔ j = σn(i). Seien hingegen σ1, . . . , σd gegeben. Aus vn ∈ Sij ⇔ 1j = σn(i)⇔
i = σ−1

n (j) für alle i, j ∈ [N ], n ∈ [d] folgt direkt 2. �

Bemerkung 3.2.7: Seien in Proposition 3.2.6 σ1, . . . σd, σ
′
1, . . . , σ

′
d ∈ SN , sodass gilt:

vn ∈ Sij ⇔ j = σn(i)⇔ j = σ′n(i)

für alle i, j ∈ [N ], n ∈ [d]. Dann gilt σn = σ′n für alle n ∈ [d]. Also wird durch:

ΦB : SN → HSB(N), (σ1, . . . , σd) 7→ (pSij) mit vn ∈ Sij ⇔ j = σn(i)

eine Bijektion definiert. Für σ1, . . . , σd ∈ Sd schreiben wir HBσ1,...,σd
:= ΦB(σ1, . . . , σd).

Proposition 3.2.8: Auf HSB(N) wird durch HBσ1,...,σd
HBσ′1,...,σ′d

:= HBσ1σ′1,...,σdσ
′
d
eine Gruppenstruk-

tur definiert, die ΦB zu einem Gruppenisomorphismus macht.

Beweis: Die Aussage folgt direkt daraus, dass ΦB eine Bijektion ist, und dass für σ1, σ
′
1, . . . , σd, σ

′
d ∈ SN

gilt:
ΦB(σ1, . . . , σd)ΦB(σ′1, . . . , σ′d) = ΦB(σ1σ

′
1, . . . , σdσ

′
d) �

Proposition 3.2.9: Es gilt:
#HSB(N) = N !d

Beweis: Dies folgt direkt aus Proposition 3.2.8. �
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Definition 3.2.10 (Gewöhnliche Hilbertsudokukonfiguration): SeienN, d ∈ N∗, K := ((pij),A) ∈
HK(Cd, N) und sei B := {v1, . . . , vd} eine Orthogonalbasis von Cd. K heißt gewöhnlich bezüg-
lich B , falls für alle (i, j) ∈ A eine Teilmenge Sij ⊂ B existiert, sodass gilt:

pij = pSij .

Im Fall B = {e1, . . . , ed} heißt H auch einfach nur gewöhnlich. Wir schreiben HKB(N) für die
Menge der bezüglich B gewöhnlichen N -Konfigurationen.

Definition 3.2.11: Seien A ⊂ [N ]2 und für (i, j) ∈ A Sij ⊂ B, sodass K := ((pSij),A) ∈
HKB(N) gilt. Dann definieren wir:

FBK :[d]→ N,
n 7→ #{(i, j) ∈ A | vn ∈ Sij}.

Im Fall B = {e1, . . . , ed} schreiben wir statt FBK auch FK .

Es wird eine vollständige Klassifikation der Lösbarkeit von bezüglich B gewöhnlichenN -Konfigurationen
durch bezüglich B gewöhnliche N -Hilbertsudokus gegeben:

Satz 3.2.12: Seien A ⊂ [N ]2 und für (i, j) ∈ A Sij ⊂ B, sodass K := ((pSij),A) ∈ HKB(N)
gilt. Seien für n ∈ [d] und s ∈ [FBK(n)] (ins , jns ) ∈ A paarweise verschieden mit vn ∈ Sins jns . Dann
sind äquivalent:

1. K besitzt eine Lösung H ∈ HSB(N),

2. zu n ∈ [d] existiert ein σn ∈ SN , mit σn(ins ) = (jns ) für alle s ∈ [FBK(n)] sodass für alle
i ∈ [N ] gilt:

(i, σn(i)) ∈ A ⇔ i = ins für ein s ∈ [FBK(n)].

Beweis: Angenommen es gelte 1. und zu (i, j) ∈ [N ]2\A sei Sij ⊂ B, sodass H := (pSij ) gilt. Nach
Proposition 3.2.6 existiert dann zu n ∈ [d] ein σn ∈ SN mit vn ∈ Sij ⇔ j = σn(i) für alle i ∈ [N ].
Seien n ∈ [d] und i ∈ [N ]. Gilt i = ins für ein s ∈ [FBK(n)], dann gilt vn ∈ Sijns und vn ∈ Siσn(i). Wegen
Lemma 3.2.3 gilt dann σn(i) = jns , und damit auch (i, σn(i)) = (ins , jns ) ∈ A. Angenommen, es gelte
i 6= ins für alle s ∈ [FBK(n)]. Dann gilt vn /∈ Sij für alle j ∈ [N ] mit (i, j) ∈ A, aber vn ∈ Siσn(i), also
(i, σn(i)) /∈ A. Also gilt 2.
Angenommen nun, es gelte 2. Sei H := HBσ1,...,σd ∈ HSB(N) (s.3.2.7). Wir wollen zeigen, dass H eine
Lösung von K ist. Sei zu (i, j) ∈ [N ]2S′ij ⊂ B, sodass gilt H = (pS′ij ). Für n ∈ [d] und (i, j) ∈ [N ]2 gilt
dann:

vn ∈ S′ij und (i, j) ∈ A ⇔j = σn(i) und (i, σn(i)) ∈ A
⇔(i, j) = (ins , jns ) für ein s ∈ [d]
⇔vn ∈ Sij .

Also ist H eine Lösung von K. �

Proposition 3.2.13: Seien N, d ∈ N∗ mit N ≥ 4, d ≥ 2, B := {v1, . . . , vd} eine Orthogonalbasis
von Cd. Sei für (i, j) ∈ [N ]2 Sij ⊂ B, so dass H := (pSij) ∈ HS(Cd, N) gewöhnlich bezüg-
lich B ist, und sodass i0, j0, k0, l0, s0, t0 ∈ [N ], ω, ρ ∈ [d] existieren mit i0 6= k0, j0 6= l0, s0 /∈
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{i0, k0}, t0 /∈ {j0, l0} und ω 6= ρ, so dass vω ∈ Si0j0 ∩ Sk0l0 , vρ ∈ Si0l0 ∩ Sk0j0 , vω ∈ Ss0t0 und
vρ /∈ Ss0t0 gilt.
Sei H ′α := (qij) ∈ Mat(L(Cd), N) mit

qi0j0 = pS̃i0j0
, qk0l0 := pS̃k0l0

, qi0l0 := pS̃i0l0
, qk0j0 = pS̃k0j0

,

wobei

S̃i0j0 := (Si0j0\{vω}) ∪ {vω + αvρ},
S̃k0l0 := (Sk0l0\{vω}) ∪ {vω + αvρ},

S̃i0l0 := (Si0l0\{vρ}) ∪ {vω −
1
α
vρ},

S̃k0j0 := (Sk0j0\{vρ}) ∪ {vω −
1
α
vρ},

und α ∈ C∗, und

qmn := pSmn für (m,n) ∈ [N ]2\{(i0, j0), (k0, j0), (i0, l0), (k0, l0)}

gelte. Dann gilt H ′α ∈ HS(Cd, N) und H ′α ist nicht-kommutativ.

Beweis: Zunächst soll gezeigt werden, dass H ′ ∈ HS(Cd, N) gilt. Zu zeigen ist

N∑
s=1

qst =
N∑
s=1

qts = 1, für alle t ∈ [N ].

Falls t ∈ [N ]\{i0, j0, k0, l0} gilt, so folgt diese Aussage direkt wegen qst = pSst , qts = pSts für s ∈ [N ].
Durch B′ := (B\{vω, vρ}) ∪̇{vω +α · vρ, vω − 1

α · vρ} wird eine Orthogonalbasis von Cd definiert und es
gilt: (

∪̇s∈[N ]\{i0,k0}Ssj0

)
∪̇
(
S̃i0j0∪̇S̃k0j0

)
= B′.

Also gilt nach Lemma 2.3.20:

N∑
s=1

qsj0 =

 ∑
s∈[N ]\{i0,k0}

pSsj0

+ pS̃i0j0
+ pS̃k0j0

= 1.

Analog folgt:

N∑
s=1

qsl0 =
N∑
s=1

qi0s =
N∑
s=1

qk0s = 1.

Bleibt zu zeigen, dass H ′ nicht-kommutativ ist. Hierzu genügt es nach Proposition 2.3.9 und Definiti-
on 2.3.7 für V1 := qs0t0(Cd) und V2 := qi0j0(Cd) zu zeigen, dass gilt:

(V1 ∩ (V1 ∩ V2)⊥) 6⊥ (V2 ∩ (V1 ∩ V2)⊥).

Sei S := Ss0t0∩ S̃i0j0 . Wir wollen nun zeigen, dass Span(S) = V1∩V2 gil.t Dabei gilt Span(S) ⊂ V1∩V2
wegen S ⊂ V1 ∩ V2. Sei nun v ∈ V1 ∩ V2 und sei S1 := Ss0t0\S. Wegen v ∈ V1 besitzt v eine eindeutige
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Darstellung:

v =
∑
x∈S

λx · x+
∑
x′∈S1

µx′ · x′. (9)

Wir wollen zunächst zeigen, dass dann jeder der Koeffizienten µx′ = 0 ist. Sei dazu S2 := S̃i0j0\S. Wir
machen eine Fallunterscheidung:

1. Angenommen x′ ∈ S1\{vw}. Dann gilt x′ ∈ B\(S∪(S2\{vω+αvρ})). Also gilt x′ ⊥ S∪(S2\{vω+
αvρ}). Wegen vρ /∈ Ss0t0 gilt andererseits x′ ∈ B\{vω, vρ}. Daher gilt x′ ⊥ vω + αvρ. Also gilt
x′ ⊥ S ∪ S2, also auch x′ ∈ Span(S ∪ S2)⊥ = V ⊥2 ⊂ (V1 ∩ V2)⊥. Es folgt, dass in Gl. (9) gilt:

µx′ = 〈x′, v〉 = 0.

2. Angenommen, in Gl. (9) würde µvω 6= 0 gelten. Nach Vorraussetzung gilt in Gl. (9) v ∈ V1 ∩V2.
Also würde mit 1. gelten

vω = v −
∑
x∈S

λx · x ∈ V1 ∩ V2 ⊂ V2,

Damit hätte vω eine eindeutige Darstellung

vω =
∑
x∈S

λ̃x · x+
∑
x′∈S2

µ̃x′ · x′.

Für x ∈ S gilt dann aber

λ̃x = 〈x, vω〉 = 0,

und für x′ ∈ S2\{vω + αvρ} gilt µ̃x′ = 〈x′, vω〉 = 0. Also gilt

vω = µvω+αvρ · (vω + αvρ),

was im Widerspruch zur linearen Abhängigkeit von vω und vρ steht. Also gilt µvω = 0.

Es folgt:

v =
∑
x∈S

λx · x ∈ Span(S),

und somit V1 ∩ V2 ⊂ Span(S), also zusammenfassend:

V1 ∩ V2 = Span(S).

Es gilt vω ⊥ S und vvω+α·vρ ⊥ S, und damit

vω ∈ V1 ∩ Span(S)⊥ = V1 ∩ (V1 ∩ V2)⊥

und

vω + α · vρ ∈ V2 ∩ Span(S)⊥ = V2 ∩ (V1 ∩ V2)⊥.

Wegen vω 6⊥ vω + α · vρ gilt also nach Lemma 2.1.18

(V1 ∩ (V1 ∩ V2)⊥) 6⊥ (V2 ∩ (V1 ∩ V2)⊥),
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und die Nicht-Kommutativität von H ′ ist bewiesen. �

Beispiel 3.2.14: Sei H ∈ HS(C4, 4)) mit

H :=


e1 e2 e3 e4
e2 e3 e4 e1
e3 e4 e1 e2
e4 e1 e2 e3

 .

und sei α ∈ C∗. Dann gilt für

H ′α := (qij) :=


ẽ5 e2 ẽ6 e4
e2 e3 e4 e1
ẽ6 e4 ẽ5 e2
e4 e1 e2 e3

 , wobei ẽ5 := e1 + α · e3, ẽ6 := e1 −
1
α
· e3,

H ′α ∈ HS(C4, 4). Außerdem ist H ′α nicht-kommutativ. Es gilt nämlich Span(e1) 6⊥ Span(ẽ5),
Span(e1) 6= Span(ẽ5), und somit gilt nach Proposition 2.3.19:

q11q24 6= q24q11.

Proposition 3.2.15: Seien N, d ∈ N∗ mit d ≤ N . In einem gewöhnlichen Hilbertsudoku H :=
(pij) ∈ HS(Cd, N) ist die Anzahl der (i, j) ∈ [N ]2 mit pij = 0 stets größer gleich der Anzahl
der (k, l) ∈ [N ]2 mit rang(pkl) > 1.

Beweis: Wir zeigen per Induktion über n ∈ [N ]: Sei k ∈ [N ] und existieren paarweise verschiedene
l1, . . . , ln ∈ [N ] mit rang(pkli) > 1 für i ∈ [n], dann existieren paarweise verschiedene l′1, . . . , l′n ∈ [N ]
mit pkl′i = 0 für i ∈ [n]. Dann folgt direkt die Aussage des Korollars. Sei also n = 1 und (k, l) ∈ [N ]2
mit rang(pkl) > 1. Dann gilt

N∑
s=1,s 6=l

pks = 1− pkl,

und daher

∑
s=1,s 6=l

rang(pks)
(∗)= rang(

N∑
s=1,s 6=l

pks) = rang(1− pkl) ≤ d− 2 ≤ N − 2.

Dabei gilt (∗) wegen Satz 2.3.11 und Proposition 2.3.8. Wegen rang(pks) ∈ N für alle s ∈ N existiert
also ein l′ ∈ [N ]\{l} mit rang(pkl) = 0. Damit ist die Aussage für n = 1 bewiesen. Sei nun die Aussage
für ein n ∈ [N ] bewiesen. Seien l1, . . . , ln+1 ∈ [N ] mit rang(pkli) > 1 für i ∈ [n + 1]. Dann existieren
nach Induktionsvorraussetzung paarweise verschiedene l′1, . . . , l′n ∈ [N ] mit pkl′i = 0 für i ∈ [n]. Es gilt

N∑
s=1,s/∈{l1,...,ln+1,l′1,...,l

′
n}

rang(pks)
(∗)= rang(

∑
s=1,s/∈{l1,...,ln+1,l′1,...,l

′
n}
pks)

= rang(1−
n+1∑
i=1

pkli) ≤ d− 2 · (n+ 1) ≤ N − 2 · (n+ 1).
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Dabei gilt wieder (∗) wegen Satz 2.3.11 und Proposition 2.3.8. Wegen rang(pks) ∈ N für alle s ∈ [N ]
existiert also ein l′ ∈ [N ]\{l1, . . . , ln+1, l

′
1, . . . , l

′
n} mit rang(pkl′) = 0, also pkl′ = 0. Mit l′n+1 := l′ ist

die Aussage für n+ 1 und damit die Induktion bewiesen. Somit folgt die Aussage des Korollars. �

3.3 Klassische Hilbertsudokus
In dieser Subsektion werden klassische Hilbertsudokus und klassische Hilbertsudokukonfigu-
rationen eingeführt, die Analoga zu latin squares (s.3.3.3) bzw. partial latin squares (s.3.3.5)
bilden. Es wird gezeigt, dass es partial latin squares gibt, die nicht zu einem latin square ver-
vollständigt werden können, als Hilbertsudoku jedoch lösbar sind (s.3.3.8).

Definition 3.3.1 (Klassisches Hilbertsudoku): Sei N ∈ N∗. Ein Hilbertsudoku H := (pij) ∈
HS(H , N) heißt klassisch, falls H = CN gilt und für jedes (i0, j0) ∈ [N ]2 ein k ∈ [N ] existiert,
so dass pi0j0 = pk gilt.

Definition 3.3.2 (Klassische Hilbertsudoku-Konfiguration): SeiN ∈ N∗. EineN -Konfiguration
((pij),A) ∈ HK(CN , N) heißt klassisch, falls für jedes (i0, j0) ∈ A ein k ∈ [N ] existiert, so dass
pi0j0 = pk gilt. Eine klassische N -Konfiguration ((pij),A) heißt klassisch lösbar, wenn ein klas-
sisches Hilbertsudoku H ∈ HS(CN , N) existiert, das ((pij),A) löst.

Latin Squares sind N ×N -Matrizen mit Einträgen aus [N ], so dass jede Zahl aus [N ] pro Zeile
und pro Spalte genau einmal vorkommt. Sie bilden ein klassisches Konzept der Kombinatorik,
mit weitreichenden Beiträgen zu . . . , mit dem bereits Euler arbeitete [1].

Definition 3.3.3 (Latin Square): (s.[2]) Sei N ∈ N∗. Ein N -latin square ist eine Matrix A :=
(aij) ∈ Mat([N ], N), so dass für alle i0, k0 ∈ [N ] genau ein j0 ∈ [N ] existiert, mit

ai0j0 = k0, (10)

und für alle j1, k1 ∈ [N ] genau ein i1 ∈ [N ] existiert, mit

ai1j1 = k1. (11)

Der Name latin square stammt daher, dass Euler statt Zahlen oft lateinische Buchstaben als
Einträge für latin squares benutzte. In diesem Sinne lassen sich latin squares auch auf folgen-
de, verallgemeinerte Weise definieren, die die Konzepte der Konjugiertheit, Äquivalenz oder
Orthogonalität von latin squares (s.[1]) vereinfacht:

Definition 3.3.4 (Verallgemeinertes Latin Square): (s.[1]) Ein latin square ist ein Quadrupel
(R,C, S;L), wobei R,C, S Mengen sind mit #R = #C = #S und

L : R× C → S

eine Abbildung ist, sodass für alle i ∈ R, x ∈ S genau ein j ∈ C existiert mit

L(i, j) = x, (12)

und für alle j ∈ C, x ∈ S genau ein i ∈ R existiert mit

L(i, j) = x. (13)
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Im Folgenden verstehen wir latin squares ausschließlich im Sinne von Definition 3.3.3. Im Fall
von Hilbertsudokus besteht eine zentrale Frage darin, wann eine N -Konfiguration lösbar ist.
Analog definiert man im Fall von latin squares partial latin squares, und fragt sich, wann diese
zu latin squares vervollständigt werden können:

Definition 3.3.5 (N -Partial Latin Square): (s.[2]) Sei N ∈ N∗. Ein N -partial latin square ist
eine Matrix M := (mij) ∈ Mat([N ]∪{∗}, N), sodass alle für i0, k0 ∈ [N ] höchstens ein j0 ∈ [N ]
existiert, mit

mi0j0 = k0, (14)

und für alle j1, k1 ∈ [N ] höchstens ein i1 ∈ [N ] existiert, mit

mi1j1 = k1. (15)

M heißt komplettierbar, wenn ein N -latin square A := (aij) existiert mit:

mij 6= ∗ ⇒ aij = mij, für alle (i, j) ∈ [N ]2. (16)

Die folgende Bemerkung erklärt, wie sich latin squares als klassische Hilbertsudokus und um-
gekehrt, und wie sich klassische N -Konfigurationen als partial latin squares und umgekehrt
verstehen lassen:

Bemerkung 3.3.6: Sei N ∈ N∗, A := (aij) ein N -latin square und H := (pij) ∈ Mat(L(CN , N)),
wobei pij die Projektion auf Span(eaij) sei. Dann ist H ein klassisches Hilbertsudoku. Wegen
Gl. (10) (bzw. Gl. (11)) sind nämlich paarweise verschiedene Einträge aus der selben Zeile (bzw.
Spalte) auf H orthogonal, und nach Korollar 2.3.15 folgt für alle i0, j0 ∈ [N ]

N∑
k=1

pi0k = 1,

N∑
k=1

pkj0 = 1.

Andererseits ergibt sich für jedes klassische Hilbertsudoku H ′ := (p′ij) ∈ HS(CN , N) durch die
Matrix A′ := (a′ij) mit

a′ij := k, falls p′ij = pk gilt ,

nach Bemerkung 3.1.3 ein latin square. Die beiden oben aufgeführten Transformationen sind
zueinander invers, und setzen die Menge der N -latin squares daher in eine 1-zu-1-Beziehung
zur Menge der klassischen N -Hilbertsudokus. Für A und H wie oben, nennen wir A das zu H
gehörende latin square und H das zu A gehörende klassische Hilbertsudoku.
In analoger Weise erhält man aus einem partial latin square B := (bij) durch K := ((pij),A,
mit

A := {(i, j) ∈ [N ]2 | bij 6= ∗},
pij := pbij , für (i, j) ∈ A,
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eine klassischeN -Konfiguration. Außerdem folgt analog, dass sich für jede klassische N-Konfiguration
K ′ := ((p′ij),A′) ∈ HK(CN , N) durch die Matrix B′ := (b′ij) mit

b′ij := k, falls (i, j) ∈ A′, p′ij = pk,

b′ij := ∗, sonst

ein N -partial latin square ergibt. Wieder sind die beiden aufgeführten Transformationen zu-
einander invers und setzen die Menge der N -partial latin squares in eine 1-zu-1-Beziehung zur
Menge der klassischen N -Konfigurationen. Für B und K wie oben, nennen wir B das zu K
gehörende N-partial latin square und K die zu B gehörende klassische N-Konfiguration .

Bemerkung 3.3.7: Sei N ∈ N∗. Eine klassische N -Konfiguration K ∈ HK(CN , N) ist genau
dann klassisch lösbar, wenn das zu K gehörende N -partial latin square komplettierbar ist.

Klassische N -Hilbertsudokus und N -Konfigurationen verallgemeinern N -latin squares und N -
partial latin squares. Das folgende Beispiel zeigt, dass es N -partial latin squares, die nicht
komplettierbar sind, die jedoch als klassische N -Konfigurationen aufgefasst lösbar sind.

Beispiel 3.3.8: Die klassische 4-Konfiguration

K :=


e1 e2 ∗ ∗
e3 e4 ∗ ∗
∗ ∗ e2 e4
∗ ∗ e1 e3

 ∈ HK(C4, 4)

besitzt keine klassische Lösung. Sei nämlich H := (pij) ∈ HS(C4, 4) eine Lösung von K. Nach
Lemma 3.1.11 gilt dann

p14(C4) ⊥
4∑
i=1

Span(ei) = C4,

also p14(H ) = {0}, und damit p14 = 0. Damit kann H nicht klassisch sein. Allerdings besitzt
K die gewöhnliche Lösung

e1 e2 e3, e4 0
e3 e4 0 e1, e2
0 e1, e3 e2 e4

e2, e4 0 e1 e3

 ∈ HS(C4, 4).

Benjamin Musto und Jamie Vicary führten 2016 quantum Latin squares ein [5],N×N -Matrizen,
deren Einträge Einheitsvektoren von CN sind, sodass die Einträge jeder Zeile bzw. Spalte zu-
sammengefasst jeweils eine Orthonormalbasis von CN ergeben. Musto und Vicary nutzen quan-
tum Latin squares zur Konstruktion von unitary error bases ([5]). Musto nutzt quantum Latin
squares außerdem zur Konstruktion von mutually unbiased bases, Paare von Orthonormalbasen
{v1, . . . , vd}, {w1, . . . , wd} von Cd, sodass |〈vi, wj|2 = 1

d
für alle i, j ∈ [d] gilt. Musto und Vicary

führen außerdem für quantum Latin squares einen Begriff der Orthogonalität ein ([15]), der den
von klassischen latin squares ([1]) erweitert. Durch den Übergang jedes Eintrags zur Projektion
auf den davon erzeugten Unterraum, ergibt sich nach Lemma 2.3.20 aus einem quantum Latin
square ein Hilbertsudoku, in dem jeder Eintrag Rang 1 hat. Dies motiviert im Rahmen der
Hilbertsudokus folgende Definition:
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Definition 3.3.9 (Semiklassisches Hilbertsudoku): Sei N ∈ N∗ und H := (pij) ∈ HS(CN , N)
ein Hilbertsudoku. H heißt semiklassisch, falls rang(pij) = 1 gilt für alle i, j ∈ [N ].

Die Angabe eines semiklassischen Hilbertsudokus ist äquivalent zur Angabe eines quantum
Latin squares. Im Rahmen der Frage nach Lösungen zu Hilbertsudokukonfigurationen stellt
sich folgende Frage:

Frage 3.3.10: Sei N ∈ N∗ und K := HK(CN , N) eine klassische N -Konfiguration, die eine
semiklassische Lösung H ∈ HS(CN , N) besitzt. Ist K dann auch klassisch lösbar?

3.4 N 2-Block-Hilbertsudokus
Im Folgenden werden N2-Block-Hilbertsudokus eingeführt, die eine Erweiterung der kombi-
natorischen Objekte Sudokus(s.[2]) darstellen. Es wird gezeigt, dass es Sudokus gibt, die als
solche nicht vervollständigt werden können, als N2-Konfigurationen aufgefasst jedoch eine Lö-
sung durch ein N2-Block-Hilbertsudokus besitzen.

Definition 3.4.1: Seien N ∈ N∗ . Ein N2-Block-Hilbertsudoku auf H ist ein Hilbertsudoku
H := (pij) ∈ HS(H , N2), für das erfüllt ist:

N∑
i=1

N∑
j=1

p(k−1)·N+i,(l−1)·N+j = 1,

für alle k, l ∈ [N ]. Gilt H = Cd für ein d ∈ N∗, so nennen wir H auch ein (N2, d)-Block-
Hilbertsudoku.

Definition 3.4.2: Sei H ein Hilbertraum, N ∈ N∗. Eine N2-Block-Hilbertsudokukonfiguration
(oder N2-Block-Konfiguration) auf H ist eine N2-Konfiguration K := (A, (pij)), wobei A ⊂
[N ]2 sei, so dass gilt

p(k−1)·N+i1,(l−1)·N+j1 p(k−1)·N+i2,(l−1)·N+j2 = 0

für alle k, l ∈ [N ], (i1, j1), (i2, j2) ∈ [N ]2, so dass (i1, j1) 6= (i2, j2) und (k ·N + i1, l ·N + j1), (k ·
N + i2, l ·N + j2) ∈ A, und ∑

i,j∈[N ]
pk1·N+i,l1·N+j = 1,

für (k1, l1) ∈ [N ]2), falls gilt

((k1 − 1) ·N + i, (l1 − 1) ·N + j) ∈ A für alle (i, j) ∈ [N ]2.

Ist H = Cd, so nennen wir K auch (N2, d)-Blockkonfiguration.

Definition 3.4.3 (N2-Sudoku): (s.[2]) Ein N2-sudoku ist ein N2-latin square (aij), das für alle
i, j ∈ {0, . . . , N} erfüllt:

Für alle n ∈ [N2] existiert genau ein (k, l) ∈ [N ]2, sodass ai·N+k,j·N+l = n.
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Definition 3.4.4 (N2-Partial Sudoku): (s.[2]) Ein N2-partial sudoku ist ein N2-partial latin
square (aij), das für alle i, j ∈ {0, . . . , N} erfüllt:

Für alle n ∈ [N2] existiert höchstens ein (k, l) ∈ [N ]2, sodass ai·N+k,j·N+l = n.

Bemerkung 3.4.5: Das zu einem N2-sudoku gehörende N2-latin square (s.3.3.6) ist ein klassi-
sches N2-Block-Hilbertsudoku, und das zu einem klassischen N2-Block-Hilbertsudoku gehören-
de latin square ist einN2-sudoku. Analoges gilt fürN2-partial sudokus undN2-Blockkonfigurationen.
Dies folgt direkt aus 2.3.20 und 2.3.11.

Im Fall N = 3 entsprechen klassische N2-Blockkonfigurationen den Sudokuspielen, die auch
außerhalb der Mathematik bekannt sind:

∗ p4 ∗ ∗ p7 ∗ ∗ p1 ∗
∗ ∗ p3 p4 ∗ p1 p2 ∗ ∗
p8 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ p5
p9 ∗ p7 ∗ ∗ ∗ p5 ∗ p6
∗ ∗ ∗ p8 ∗ p7 ∗ ∗ ∗
p2 ∗ p5 ∗ ∗ ∗ p4 ∗ p1
p5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ p4
∗ ∗ p8 p3 ∗ p6 p9 ∗ ∗
∗ p1 ∗ ∗ p4 ∗ ∗ p2 ∗


!

4 7 1
3 4 1 2

8 5
9 7 5 6

8 7
2 5 4 1
5 4

8 3 6 9
1 4 2

Hilbertsudokus erweitern sudokus in dem Sinne, dass es N2-partial sudokus gibt, die nicht
durch ein N2-sudoku komplettiert werden können, jedoch als N2-Blockkonfiguration durch ein
N2-Blockhilbertsudoku gelöst werden können. Im Folgenden wird ein solches Beispiel gezeigt:

Beispiel 3.4.6: Die klassische (4, 4)-Block-Konfiguration

K :=


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ e3 e1
∗ e1 e2 ∗
∗ e3 ∗ ∗


besitzt keine Lösung, die ein klassisches (4, 4)-Block-Hilbertsudoku ist. Sie kann jedoch durch
ein klassisches Hilbertsudoku gelöst werden und besitzt eine Lösung, die ein gewöhnliches (4, 4)-
Block-Hilbertsudoku ist.
Sei nämlich H := (pij) eine klassische Lösung von K. Wegen Lemma 3.1.11, da H klassisch ist,
folgt entweder

1. p43 = p4, oder

2. p43 = p1.

In Fall 1 gilt wiederumg wegen Lemma 3.1.11, und da H klassisch ist p44 = p2, womit H kein
(4, 4)-Block-Hilbertsudoku ist, da damit p33 6= p44 gefordert wäre. In Fall 2 gilt wegen Gl. (5)
und Lemma 2.3.20 p13 = p4. Mit Lemma 3.1.11 und da H klassisch ist, folgt p12 = p2, und
sukzessive folgt mit Gl. (5) und Lemma 2.3.20 p22 = p4, p21 = p2. Also ist auch in Fall 2 H kein
(4, 4)-Block-Hilbertsudoku, da dann p12 6= p21 gefordert wäre.
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K besitzt also keine Lösung, die ein klassisches (4, 4)-Block-Hilbertsudoku ist. Jedoch ist K
klassisch lösbar durch

H1 :=


e2 e4 e1 e3
e4 e2 e3 e1
e3 e1 e2 e4
e1 e3 e4 e2

 ,
und besitzt die gewöhnliche (4, 4)-Block-Hilbertsudoku-Lösung

H2 :=


e1, e3 0 0 e4, e2

0 e2, e4 e3 e1
e4 e1 e2 e3
e2 e3 e4, e1 0

 .

3.5 (r,N)-Zeilenkonfigurationen
In der folgenden Subsektion werden N -Konfigurationen disktutiert, deren Einträge genau die
der ersten r Zeilen für ein r ∈ [N − 1] sind. Aus der Theorie der latin squares ist bekannt, dass
jedes partial latin square von entsprechender Form komplettierbar, und damit jede solche klas-
sische N -Konfiguration klassisch lösbar ist. Dieses Ergebnis wird für den Fall von gewöhnlichen
N -Konfigurationen verallgemeinert.
Definition 3.5.1 ((r, N)-Zeilenkonfiguration): Seien r ∈ [N ] und K := ((pij), [r] × [N ]) ∈
HK(H , N) eine Hilbertsudokukonfiguration. Dann heißt K eine (r,N)-Zeilenkonfiguration
oder (r,N)-Konfiguration auf H .
Aus der Theorie der latin squares lässt sich direkt eine Existenzaussage für die Lösung von
klassischen (r,N)-Konfigurationen übertragen. Hierzu wird zunächst definiert:
Definition 3.5.2 ((r, N)-Latin Rectangle): (s.[1]) Sei r ∈ [N ]. Ein (r,N)-latin rectangle ist ein
N -partial latin square M := (mij) für das gilt:

mij ∈ [N ]⇔ 1 ≤ i ≤ r.

Bemerkung 3.5.3: Seien N ∈ N∗ und r ∈ [N ]. Ein N -partial latin square ist genau dann
ein (r,N)-latin rectangle, wenn die zugehörige klassische N -Konfiguration (s.3.3.6) eine (r,N)-
Zeilenkonfiguration ist.

Proposition 3.5.4: (s.[1]) Seien N ∈ N∗ und r ∈ [N ]. Dann ist jedes (r,N)-latin rectangle
komplettierbar.

Mit Bemerkung 3.3.7 und Bemerkung 3.5.3 folgt daraus also direkt, dass jede klassische (r,N)-
Zeilenkonfiguration eine klassische Lösung besitzt. Die klassischen Lösungen einer klassischen
(2, 4)-Konfiguration lassen sich leicht charakterisieren:
Beispiel 3.5.5: Sei K := (pij) ∈ HK(C4, 4) eine klassische (2, 4)-Konfiguration. Da für (i0, j0) ∈
[2]× [4] ein k ∈ [4] existiert, so dass pi0j0 = pk gilt, lässt sich K darstellen als:

K =


ei ej ek el
eσ(i) eσ(j) eσ(k) eσ(l)
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 ,
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wobei i, j, k, l ∈ [4] gilt, i, j, k, l wegen Bemerkung 3.1.10 paarweise verschieden sind und σ ∈ S4
gilt. Außerdem ist wegen Bemerkung 3.1.10 σ weder die Identität, noch von der Form (αβ),
noch von der Form (αβγ). Also ist σ von der Form (αβ)(γδ) oder von der Form (αβγδ). Im
ersten Fall stellt 

ei ej ek el
eσ(i) eσ(j) eσ(k) eσ(l)
ek el ei ej
eσ(k) eσ(l) eσ(i) eσ(j)


eine Lösung von K dar, wobei ohne Einschränkung σ(i) 6= k angenommen wurde. Im zweiten
Fall stellt 

ei ej ek el
eσ(i) eσ(j) eσ(k) eσ(l)
eσ2(i) eσ2(j) eσ2(k) eσ2(l)
eσ3(i) eσ3(j) eσ3(k) eσ3(l)


eine Lösung von K dar.

Die Aussage, dass jede klassische (r,N)-Konfiguration eine klassische Lösung besitzt, lässt sich
auf den Fall von gewöhnlichen (r,N)-Konfigurationen erweitern:

Proposition 3.5.6: Seien N, d ∈ N∗, r ∈ [N ] und K ∈ HKB(N) eine bezüglich B gewöhnliche
(r,N)-Konfiguration. Dann besitzt K eine bezüglich B gewöhnliche Lösung H ∈ HSB(N).

Beweis: Ohne Einschränkung gelte 1 ≤ r < N . Sei für (i, j) ∈ [r] × [N ] Sij ⊂ B mit pij =
pSij (s.Notation 3.1.15). Sei n ∈ [d]. Genau wie im Beweis von Lemma 3.2.3 folgt, dass für alle i ∈ [r]
genau ein lni ∈ [N ] existiert mit vn ∈ Silni . Nach Bemerkung 3.1.3 und Satz 2.3.5 gilt lni 6= lnk für
i, k ∈ [r] mit i 6= k. Also existieren jn1 , . . . , j

n
N−r ∈ [N ] mit jn1 < · · · < jnN−r und vn /∈ Sijn

k
für alle

i ∈ [r], k ∈ [N − r]. Es sei für n ∈ [d]:

σn : [N ]→ [N ], i 7→
{
lni , i ∈ [r],
jni−r, i ∈ {r + 1, . . . , N}.

Dann gilt für n ∈ [d] σn ∈ SN und für i, j ∈ [N ]

vn ∈ Sij ⇔ j = σn(i).

Also ist H := (pSij ) ∈ HSB(N) nach Proposition 3.2.6 eine Lösung von K. �

Damit ist das Problem der Lösbarkeit einer (r,N)-Zeilenkonfiguration für den Fall von bezüglich
B gewöhnlichen N -Konfigurationen gelöst. In [6] wird allgemeiner jedoch gefragt:

Frage 3.5.7: Seien N ∈ N ≥ 4, r ∈ {2, . . . N − 2} und K := ((pij), [r] × [N ]) ∈ HK(H , N).
Existiert dann immer eine Lösung von K. Spezieller, existiert für den Fall (r,N) = (2, 4)
oder H = Cd immer eine Lösung von K? Falls nicht, was sind in den entsprechenden Fällen
Gegenbeispiele?
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3.6 (r, s,N)-Rechteckskonfigurationen
In dieser Subsektion führen wir (r, s,N)-Konfigurationen ein. Das sindN -Konfigurationen deren
Einträge genau die des Durchschnitts der ersten r Zeilen und s Spalten sind. Eine Charakte-
risierung der Lösbarkeit einer klassischen (r, s,N)-Konfiguration ist bereits durch die analoge
Aussage für partial latin squares gegeben. Wir charakterisieren darüber hinaus die Lösbar-
keit einer bezüglich B gewöhnlichen (r, s,N)-Konfiguration durch ein bezüglich B gewöhnliches
N -Hilbertsudoku.

Definition 3.6.1: Seien N ∈ N∗ und r, s ∈ [N −1]. Eine (r, s,N)-Rechteckskonfiguration auf H
ist eine Hilbertsudokukonfiguration K := ((pij),A) ∈ HK(H , N), sodass A = [r]× [s] gilt.

Die Frage nach der Lösbarkeit einer (r, s,N)-Rechteckskonfiguration wird im Fall einer klas-
sischen Konfiguration schon durch das analoge Ergebnis für partial latin squares beantwortet.
Hierzu:

Definition 3.6.2: (s.[1]) Seien N ∈ N∗ und r, s ∈ [N−1]. Ein N -partial latin squareM := (mij)
heißt (r, s,N)-latin rectangle , falls gilt:

mij ∈ [N ]⇔ 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, für alle (i, j) ∈ [N ]2.

Bemerkung 3.6.3: Sei N ∈ N∗ und r, s ∈ [N − 1]. Ein N -partial latin square ist genau dann
ein (r, s,N)-latin rectangle, wenn die zugehörige klassische N -Konfiguration eine klassische
(r, s,N)-Rechteckstransformation ist.

Proposition 3.6.4: (s.[1]) Seien N ∈ N∗ und r, s ∈ [N ]. Ein (r, s,N)-latin rectangle ist genau
dann komplettierbar, wenn gilt:

#{(i, j) ∈ [N ]2 | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s,mij = n} ≥ r + s−N, für alle n ∈ [N ].

Proposition 3.6.5: Seien N ∈ N∗, r, s ∈ [N ] und K ∈ HK(CN , N) eine klassische (r, s,N)-
Rechteckskonfiguration. Dann besitzt K eine klassische Lösung H ∈ HS(CN , N) genau dann,
wenn

FK(n) ≥ r + s−N

für alle n ∈ [N ] gilt.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.6.4, Bemerkung 3.6.3 und Bemerkung 3.3.7. �

Wir zeigen, dass sich diese Aussage völlig analog auch für gewöhnliche (r, s,N)-Konfigurationen
verallgemeinern lässt:

Proposition 3.6.6: Seien r, s ∈ [N − 1] und K := ((pij), [r] × [s]) ∈ HKB(N) eine bezüglich B
gewöhnliche (r, s,N)-Konfiguration. Dann besitzt K genau dann eine bezüglich B gewöhnliche
Lösung, wenn gilt:

FBK(n) ≥ r + s−N für alle n ∈ [d].

Beweis: Sei für (i, j) ∈ [r] × [s] Sij ⊂ B mit pij = pSij . Angenommen, zu (i, j) ∈ [N ]2\([r] × [s])
sei Sij ⊂ B, sodass H := (pSij ) eine bezüglich B gewöhnliche Lösung von K ist. Sei n ∈ [d]. Nach
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Proposition 3.2.6 existieren dann paarweise verschiedene j1, . . . , jr ∈ [N ] mit vn ∈ Siji und vn /∈ Sij
für i ∈ [r] und j ∈ [N ]\{ji}. Dann gilt:

FBK(n) = #({ji | i ∈ [r]} ∩ [s]) ≥ r − (N − s) = r + s−N.

Angenommen andererseits, es gelte FBK(n) ≥ r+ s−N ⇔ N − s ≥ r−FBK(n) für alle n ∈ [d]. Seien zu
n ∈ [d] und α ∈ [FBK(n)] (inα, jnα) ∈ [r]× [s] paarweise verschieden mit vn ∈ Sinα,jnα . Nach der Definition
von N -Konfigurationen und Lemma 2.3.17 gilt dann inα 6= inβ für α, β ∈ [FBK(n)] mit α 6= β. Dann
gilt vn /∈ Sij für i ∈ [r]\{inα | α ∈ [FBK(n)]}, j ∈ [s]. Für n ∈ [d] mit mn := r − FBK(n) > 0 existieren
kn1 , . . . k

n
mn mit knα < knβ für α, β ∈ [mn] mit α < β und {knα | α ∈ [mn]} = [r]\{inβ | β ∈ [FBK(n)]}. Für

(i, j) ∈ [r]× {s+ 1, . . . , N} definieren wir Sij ⊂ B durch:

vn ∈ Sij ⇔ r − FBK(n) > 0 und i = knα, j = s+ α für ein α ∈ [mn].

Wegen N − s ≥ r − FBK(n) ist dies wohldefiniert. Es gilt ∪̇j∈[N ]Sij = B für i ∈ [r] und Si1j ∩ Si2j = ∅
für i1, i2 ∈ [r] mit i1 6= i2 und j ∈ [s + 1, . . . , N ]. Also ist ((pSij ), [r] × [N ]) nach Lemma 2.3.20 und
Lemma 2.3.17 eine bezüglich B gewöhnliche (r,N)-Zeilenkonfiguration, die nach Proposition 3.5.6 eine
Lösung besitzt, die ein bezüglich B gewöhnliches N -Hilbertsudoku ist. H ist auch eine Lösung von K.
Somit ist die Aussagen bewiesen. �

3.7 Direkte Summen von Hilbertsudokus
Definition 3.7.1: Seien H ein Hilbertraum, N1, N2 ∈ N∗, H1 := (p1

ij) ∈ HS(H , N1), H2 :=
(p2
ij) ∈ HS(H , N2). Sei dann H := (pij) mit

pij =


p1
ij, falls i, j ≤ N1,

p2
ij, falls i, j ≤ N2,

0 sonst.

Dann heißt H die direkte Summe von H1 und H2 und wir schreiben auch H := H1 ⊕H2.

Bemerkung 3.7.2: Im Fall von Definition 3.7.1 gilt H ∈ HS(H , N1 +N2).

Definition 3.7.3: Seien H ein Hilbertraum, N ∈ N∗ und H ∈ HS(H , N). H heißt reduzibel,
falls N1, N2 ∈ [N ], H1 ∈ HS(H , N1), H2 ∈ HS(H , N2) und ein g ∈ GN existieren mit g ·H :=
H1 ⊕H2. H heißt irreduzibel, falls H nicht reduzibel ist.

Bemerkung 3.7.4: Eine Klassifikation der Isotopieklassen von Hilbertsudokus H ∈ HS(H , N)
zu gegebenem Hilbertraum H undN ∈ N∗ lässt sich also auf eine Klassifikation der irreduziblen
Isotopieklassen von Hilbertsudokus H ∈ HS(H , N) beschränken.

Frage 3.7.5: Was sind Kriterien für die Irreduzibilität von Hilbertsudokus?

Lemma 3.7.6: Seien N, d ∈ N∗,H ein Hilbertraum und H := (pij) ∈ HS(H , N), sodass ein
H ′ ∈ HS(H , 3) existiert mit:

H = 1H ,N−3 ⊕H ′.

Dann ist H kommutativ.
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Beweis: Wegen Proposition 3.1.13 ist H ′ kommutativ. Seien (i, j), (k, l) ∈ [N ]2 und p := pij , q := pkl,
und ohne Einschränkung gelte (i, j) /∈ {N − 2, N − 1, N}2. Dann gilt nach Definition 3.7.1 p ∈ {0,1},
also gilt pq = qp. �
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4 Isotopie von Hilbertsudokus
Auf HS(H , N) lässt eine natürliche Ähnlichkeitsbeziehung definieren, die wir Isotopie nennen
und die in der folgenden Sektion eingeführt wird. Zwei Hilbertsudokus H1, H2 ∈ HS(H , N)
heißen isotop, wenn sie durch eine endliche Folge von Zeilenpermutationen, Spaltenpermuta-
tionen, Spiegelung an einer der Diagonalen, 90◦-Rotationen oder Konjugation jedes Eintrags
mit einem unitären Operator ineinander übergeführt werden können. Dies wird in Section 4.1
und Section 4.2 formal durch Operationen der Gruppen GN (4.1.4) und U(H ) (2.2.5) auf
HS(H , N) hergeleitet. In Section 4.3 werden Isotopieinvarianten aufgeführt. Um eine weitere
Isotopieinvariante zu bekommen, werden in Section 4.4 Dimensionssudokus eingeführt und in
4.4 und 4.5 diskutiert. Im Folgenden seien immer N, d ∈ N∗.

4.1 Die Gruppe GN

Wir werden GN über die in der folgenden Definition eingeführten Erzeuger definieren.

Definition 4.1.1: Sei N ∈ N∗. Dann definieren wir

rσ : [N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (σ(i), j), für σ ∈ SN ,
cσ : [N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (i, σ(j)), für σ ∈ SN ,
τN : [N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (j, i),
τ ′N : [N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (N + 1− j,N + 1− i),
rotN : [N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (j,N + 1− i).

Lemma 4.1.2: Sei N ∈ N∗, σ ∈ SN . Dann gilt:

rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN ∈ Sym([N ]2).

Beweis: Man zeigt leicht, dass rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN wohldefinierte Abbildungen auf [N ]2 sind.

rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN ∈ Sym([N ]2)

sieht man nun leicht daran, dass rσ−1 die Umkehrabbildung zu rσ, cσ−1 die Umkehrabbildung zu cσ−1 ,
τN selbstinvers, τ ′N selbstinvers und

rot′N : [N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (N + 1− j, i)

die Umkehrabbildung zu rotN ist. �

Bemerkung 4.1.3: Seien N, d ∈ N∗, σ ∈ SN . Dann gilt:

r−1
σ = rσ−1 ,

c−1
σ = cσ−1 ,

τ−1
N = τN ,

τ ′−1
N = τ ′N ,

rot−1
N = rot3

N = ([N ]2 → [N ]2, (i, j) 7→ (N + 1− j, i)).
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Definition 4.1.4: Sei N ∈ N∗. Dann definieren wir die Gruppe

GN := 〈rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN |σ ∈ SN〉 ⊂ Sym([N ]2).

Bemerkung 4.1.5: Sei N ∈ N∗. Dann operiert Sym([N ]2) von links auf [N ]2 durch die kanoni-
sche Operationsvorschrift

σ · (i, j) := σ((i, j)) für (i, j) ∈ [N ]2.

Da GN eine Untergruppe von Sym([N ]2) ist, wird durch

GN × [N ]2 → [N ]2, g · (i, j) = g((i, j))

eine Linksoperation von GN auf [N ]2 definiert.

Notation 4.1.6: Für N ∈ N∗, g ∈ GN , (i0, j0) ∈ [N ]2 schreiben wir statt g · (i0, j0) auch einfach
g(i0, j0). Für eine nicht-leere MengeM und eine Matrix M := (mij) ∈ Mat(M, N) bezeichne
mg(i0,j0) den Eintrag mi′0j

′
0
, wobei i′0, j0 ∈ [N ] und g(i0, j0) = (i′0, j′0) gelte.

Wir definieren die natürliche Operationsweise von GN auf allgemeinen Matrizen:

Lemma 4.1.7: Sei N ∈ N∗ undM eine nicht-leere Menge. Dann wird durch

GN ×Mat(M, N)→ Mat(M, N), (g, (aij)) 7→ g · (aij) := (ag−1(i,j))

eine Linksoperation von GN auf Mat(M, N) definiert.

Beweis: Seien g, f ∈ GN , A ∈ Mat(M, N). Dann gilt:

1. (idGN ·A)ij = AidGN (i,j) = Aij .

2. ((gf) ·A)ij = A(gf)−1(ij) = A(f−1g−1)(i,j)
(∗)= Af−1(g−1(i,j)) = (f ·A)g−1(i,j) = (g · (f ·A))ij . Dabei

gilt (∗) wegen Bemerkung 4.1.5. �

Bemerkung 4.1.8: SeienN,∈ N∗, g ∈ GNM eine nicht-leere Menge undA := (aij) ∈ Mat(M, N).
Dann gilt:

aij = Ag−1(g(i,j)) = (g · A)g(i,j),

(g · A)ij = ag−1(i,j),

für alle i, j ∈ [N ].

4.2 Isotopie von Hilbertsudokus
Wir zeigen zunächst, dass HS(H , N) unter der in 4.1.7 definierten Operation von GN stabil
ist. Anschließend definieren wir die Operation der unitären Gruppe U(H ) auf HS(H , N),
um schließlich den Begriff der Isotopie zu definieren. Wir zeigen, dass ein Hilbertsudoku auf Cd

immer isotop ist zu einem Hilbertsudoku, in dem die Einträge der ersten Zeile Diagonalmatrizen
absteigenden Rangs sind, und die Einträge der ersten Spalte ebenfalls absteigenden Rang haben
(s.4.2.9).
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Proposition 4.2.1: Sei N ∈ N∗. Dann operiert GN von links auf HS(H , N) durch

GN ×HS(H , N)→ HS(H , N), g · (pij) := (pg−1(i,j)).

Beweis: Es gilt HS(H , N) ⊂ Mat(L(H ), N). Deswegen muss nach Lemma 4.1.7 nur bewiesen wer-
den:

GN · HS(H , N) ⊂ HS(H , N).

Sei H := (pij) ∈ HS(H , N), σ ∈ Sym([N ]2). Dann gilt nach Bemerkung 4.1.3:

N∑
i=1

pr−1
σ (i,j) =

N∑
i=1

pσ−1(i)j =
N∑
i=1

pij = 1, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

pr−1
σ (i,j) =

N∑
j=1

pσ−1(i)j = 1, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

pc−1
σ (i,j) =

N∑
i=1

piσ−1(j) = 1, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

pc−1
σ (i,j) =

N∑
j=1

piσ−1(j) =
N∑
j=1

pij = 1, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

pτ−1
N (i,j) =

N∑
i=1

pji = 1, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

pτ−1
N (i,j) =

N∑
j=1

pji = 1, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

pτ ′−1
N (i,j) =

N∑
i=1

pN+1−j,N+1−i =
N∑
i=1

pN+1−j,i = 1, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

p′−1N (i,j)
τ =

N∑
j=1

pN+1−j,N+1−i =
N∑
j=1

pj,N+1−i = 1, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

prot−1
N (i,j) =

N∑
i=1

pN+1−j,i = 1, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

prot−1
N (i,j) =

N∑
j=1

pN+1−j,i =
N∑
j=1

pj,i = 1, für i ∈ [N ].

Also gilt

rσ ·H, cσ ·H, τN ·H, τ ′N ·H, rotN ·H ∈ HS(H , N).

Analog zeigt man

id ·H, r−1
σ ·H, c−1

σ ·H, τ−1
N ·H, τ

′−1
N ·H, rot−1

N ·H ∈ HS(H , N).

Da GN nur aus Wörtern in {rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN} besteht, folgt somit

GN · HS(H , N) ⊂ HS(H , N). �
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Definition 4.2.2: Seien N ∈ N∗, H := (pij) ∈ HS(H , N) und T ∈ U(H ) ein unitärer Opera-
tor. Dann definieren wir

THT ∗ := (TpijT ∗)

Lemma 4.2.3: Seien N ∈ N∗, H := (pij) ∈ HS(H , N) und T ∈ U(H ) ein unitärer Operator.
Dann gilt THT ∗ ∈ HS(H , N).

Beweis: Nach Korollar 2.3.13 ist TpijT ∗ eine Projektion für alle (i, j) ∈ [N ]2. Es gilt

N∑
k=1

TpikT
∗ = T (

N∑
k=1

pik)T ∗ = T1T = 1,

N∑
k=1

TpkiT
∗ = T (

N∑
k=1

pki)T ∗ = T1T = 1,

für alle i ∈ [N ]. Also gilt THT ∗ ∈ HS(H , N). �

Proposition 4.2.4: Sei N ∈ N∗. Dann operiert U(H ) von links auf HS(H , N) durch

U(H )×HS(H , N)→ HS(H , N), (T,H) 7→ T ∗H = THT−1.

Beweis: Sei H ∈ HS(H , N).

1. Es gilt 1 ∗H = 1H1∗ = (1pij1∗) = (1pij1) = (pij) = H.

2. Für T1, T2 ∈ U(H ) gilt

(T1T2) ∗H = (T1T2)H(T1T2)∗

= ((T1T2)pij(T1T2)∗)
= ((T1T2)pij(T ∗2 T1∗))
= ((T1(T2pijT

∗
2 )T ∗1 )

= T1 ∗ (T2pijT
∗
2 )

= T1 ∗ (T2 ∗H)). �

Bemerkung 4.2.5: Seien N ∈ N∗, T ∈ U(H ), g ∈ GN , H := (pij) ∈ HS(H , N). Dann gilt

g · (T ∗H) = g · (TpijT ∗) = (Tpg−1(i,j)T
∗) = T ∗ (pg−1(i,j)) = T ∗ (g ·H).

Lemma 4.2.6: Seien N, d ∈ N∗. Dann operiert U(H )×GN auf HS(H , N) durch

(U(H )×GN)×HS(H , N)→ HS(H , N), ((T, g), H) 7→ (T, g) ∗H := g · (T ∗H).

Beweis: Sei H := (pij) ∈ HS(H , N). Dann gilt:

1. (1, id) ∗H = id · (1H1∗) = id ·H = H.
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2. Seien T1, T2 ∈ U(H ), g1, g2 ∈ GN . Dann gilt:

((T1, g2) · (T2, g2)) ∗H = (T1T2, g1g2) ∗H
= (g1g2) · ((T1T2) ∗H)
= g1 · (g2 · (T1 ∗ (T2 ∗H)))
= g1 · (T1 ∗ (g2(T2 ∗H)))
= (g1, T1) ∗ ((g2, T2) ∗H2)).

Dabei wurde angewandt, dass U(H ) und GN auf HS(H , N) operieren. Die vorletzte Gleichung
gilt wegen Bemerkung 4.2.5. �

Definition 4.2.7 (Isotopie von Hilbertsudokus): Sei N ∈ N∗, H1, H2 ∈ HS(H , N). Dann hei-
ßen H1, H2 isotop, falls sie unter der Operation von U(H )×GN auf HS(H , N) in der selben
Bahn liegen. Wir schreiben dann H1 ' H2. Für ein g ∈ GN , T ∈ U(H ) bezeichnen wir die
Abbildung (T, g) : HS(H , N)→ HS(H , N), H 7→ (T, g) ∗H auch als Isotopietransformation.

Isotopie definiert eine Äquivalenzrelation auf HS(H , N). Somit ergibt schon für den Fall H =
Cd sich das folgende Problem:

Frage 4.2.8: Bestimmen Sie eine Klassifikation von HS(Cd, N) durch Repräsentanten der Iso-
topieklassen.

Proposition 4.2.9: Seien N, d ∈ N∗ und H ∈ HS(Cd, N). Dann existiert ein zu H isotopes
H ′ := (pij) ∈ HS(Cd, N), für das gilt:

rang(p1j) ≥ rang(p1,j+1)
rang(pi1) ≥ rang(pi+1,1)

für i, j ∈ [N − 1], und p1j(Cd) wird aufgespannt von{e(∑j−1
k=1 rang(p1k))+i | 1 ≤ i < rang(p1j)}, falls rang(p1j) 6= 0,

{0} sonst,

für alle j ∈ [N ]. Dabei gelte ∑0
k=1 rang(p1k) = 0.

Beweis: Angenommen es gelte N = 1. Dann gilt H = (1) und die Aussage folgt trivialerweise für
H ′ := H. Angenommen also, es gelte N > 1. Sei für (i, j) ∈ [N ]2 qij ∈ L(Cd) mit H = (qij).
Sei (i0, j0) ∈ [N ]2 mit rang(qi0j0) = max{rang(qij) | (i, j) ∈ [N ]2}. Dann existiert ein σ ∈ SN mit
σ(j0) = 1 und

rang(qi0σ−1(j)) ≥ rang(qi0σ−1(j+1))

für j ∈ [N − 1]. Wegen rang(qi0σ−1(1)) = max{rang(qiσ−1(1)) | i ∈ [N ]} existiert ein σ̃ ∈ SN mit
σ̃(i0) = 1 und

rang(qσ̃−1(i)σ−1(j0)) ≥ rang(qσ̃−1(i+1)σ−1(j0))
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für alle i ∈ [N − 1]. Für H̃ := (p̃ij) := rσ̃cσ ·H gilt dann:

rang(p̃1j) = rang(qσ̃−1(1)σ−1(j))
= rang(qi0σ−1(j))
≥ rang(qi0σ−1(j+1))
= rang(qσ̃−1(1)σ−1(j+1))
= rang(p̃1,j+1)

für alle j ∈ [N − 1] und

rang(p̃i1) = rang(qσ̃−1σ−1(j0))
≥ rang(qσ̃−1(i+1)σ−1(j0))
= rang(p̃i+1,1)

für alle i ∈ [N − 1]. Seien nj := rang(p̃1j) für j ∈ [N ] und falls nj 6= 0 gilt {vj1, . . . , vjnj} eine
Orthonormalbasis von p1j(Cd) für j ∈ [N ]. Dann gilt nach Lemma 3.1.5

N∑
j=1

nj = d,

weswegen nach Bemerkung 3.1.3 ∪Nj=1,nj 6=0{v
j
1, . . . , v

j
nj} eine Orthonormalbasis von Cd ist. Nach Lem-

ma 2.2.13 wird also durch die lineare Fortsetzung von

vji 7→ e(∑j−1
k=1 nk

)
+i für j ∈ [N ], i ∈ [nj ]

eine unitärer Operator T ∈ Ud definiert, wobei
∑0
k=1 rang(p1k) = 0 gelte und nach Notation 2.1.12

[0] = ∅ gilt. Für H ′ := (pij) := TH̃T ∗ gilt dann

rang(pij) = rang(T p̃1jT
∗)

= rang(p̃1j)
≥ rang(p̃1,j+1)
= rang(T p̃1,j+1T

∗)
= rang(p1j+1)

für alle j ∈ [N − 1]. Außerdem wird nach Lemma 5.5.5 p1j(Cd) aufgespannt durch{
{Tvj1, . . . , T vjnj}, falls nj 6= 0,
{0}, sonst,

also durch {e
(∑j−1

k=1 rang(p1k)
)

+i | 1 ≤ i < rang(p1j)}, falls rang(p1j) 6= 0,

{0} sonst,

für alle j ∈ [N ], da nj = rang(p1j) gilt für alle j ∈ [N ]. �
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Bemerkung 4.2.10: In Proposition 4.2.9 wurden die Zeilen und Spalten von H permutiert und
H anschließend mit einem unitären Operator konjugiert. Ohne Zeilen und Spalten zu permu-
tieren lässt sich H jedoch schon durch Konjugation mit einem unitären Operator auf eine Form
bringen, in der die Einträge der ersten Zeile alle auf ein Erzeugnis einer Teilmenge der Stan-
dardbasis {e1, . . . , ed} projizieren. Sei H := (pij) ∈ HS(Cd, N) und für s ∈ [N ] ns ∈ {0, . . . , d}
und Bs := {vsk | k ∈ [s]} eine Orthogonalbasis von p1s(Cd). Dann ist nach Bemerkung 3.1.3 und
Lemma 3.1.5 ∪̇Ns=1Bs eine Orthogonalbasis von Cd. Durch die lineare Fortsetzung von

f : ∪̇Ns=1Bs → {e1, . . . , ed}, vsk 7→ e(∑s−1
j=1 nj

)
+k
, für s ∈ [N ], k ∈ [ns]

wird nach Lemma 2.2.13 ein unitärer Operator definiert, der nach Korollar 2.3.14 erfüllt, dass
(fHf ∗)1s aufgespannt wird von {e(∑s−1

j=1 nj

)
+k
| k ∈ [ns]}.

Definition 4.2.11: Seien H und H ′ wie in Proposition 4.2.9. Dann heißt H ′ eine Normalform
von H.

Bemerkung 4.2.12: Aus Proposition 4.2.9 folgt, dass für N, d ∈ N∗ jedes H ∈ HS(Cd, N) ein
zu H isotopes H ′ := (qij) ∈ HS(Cd, N) existiert, so dass q1j für j ∈ [N ] als die Diagonalmatrix∑

i∈[rang(q1j)]
E(∑j−1

k=1 rang(p1k))+i,(∑j−1
k=1 rang(p1k))+i

dargestellt werden kann, wobei für (i, j) ∈ [d]2 Eij die Elementarmatrix mit 1 im Eintrag (i, j)
und sonst nur 0-Einträgen bezeichnet.

Frage 4.2.13: Sei N, d ∈ N∗. Was muss für H ∈ HS(Cd, N) gelten, damit die Normalform
eindeutig ist?

4.3 Isotopie-Invarianten auf HS(H , N)
Im folgenden werden Isotopieinvarianten eingeführt, die auf der Invarianz von Winkeln zwi-
schen Vektoren unter der Wirkung unitärer Operatoren beruhen. Außerdem zeigen wir, dass
die (Nicht-)Kommutativität von Hilbertsudokus eine Isotopieinvariante ist.

Definition 4.3.1: Seien p, q ∈ L(H ) Projektionen. Dann definieren wir

ang(p, q) := {〈x, y〉 | x ∈ p(H ), y ∈ q(H ), ‖x‖ = ‖y‖ = 1},
|ang|(p, q) := {|〈x, y〉| | x ∈ p(H ), y ∈ q(H ), ‖x‖ = ‖y‖ = 1},
max|ang|(p, q) := max{|〈x, y〉| | x ∈ p(H ), y ∈ q(H ), ‖x‖ = ‖y‖ = 1}.

Bemerkung 4.3.2: Seien p, q ∈ L(H ) Projektionen. Nach Satz 2.1.5 gilt

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ für x, y ∈H ,

daher ist max|ang|(p, q) wohldefiniert.
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Definition 4.3.3: Seien N ∈ N∗ und H := (pij) ∈ HS(H , N). Dann definieren wir

P(H ) := {p ∈ L(H ) | Es existiert (i, j) ∈ [N ]2 mit p = pij}.

Proposition 4.3.4: Seien N ∈ N∗, H1, H2 ∈ HS(H , N) Hilbertsudokus. Sind H1 und H2 isotop,
dann gilt

{ang(p, q)| p, q ∈ P(H1)} = {ang(p, q)| p, q ∈ P(H2)} .

Existiert ein d ∈ N∗ mit H = Cd, so gilt sogar:

{ang(p, q)× {(rang(p), rang(q))} | p, q ∈ P(H1)}
= {ang(p, q)× {(rang(p), rang(q))} | p, q ∈ P(H2)} .

Beweis: Seien H1 := (p1
ij) und H2 := (p2

ij). Da H1 und H2 isotop sind, existiert ein g ∈ GN und ein
T ∈ U(H ), sodass H1 = (T, g) ∗H2 gilt, also

p1
ij = Tp2

g−1(i,j)T
∗ für (i, j) ∈ [N ]2.

Seien (i, j), (k, l) ∈ [N ]2, x ∈ p1
ij(H ) mit ‖x‖ = 1 und y ∈ p1

kl(H ) mit ‖y‖ = 1. Dann gilt nach
Korollar 2.3.13 x ∈ Tpg−1(i,j)(H ) und y ∈ Tpg−1(k,l)(H ). Also existiert ein x′ ∈ pg−1(i,j)(H ) mit
x = T (x′) und ein y′ ∈ pg−1(k,l)(H ) mit y = T (y′). Nach Satz 2.2.7 gilt ‖x‖ = ‖x′‖, ‖y‖ = ‖y′‖, 〈x, y〉 =
〈x′, y′〉. Also gilt

{ang(p, q) | p, q ∈ P(H1)} ⊂ {ang(p, q) | p, q ∈ P(H2)} .

Im Fall H = Cd für ein d ∈ N∗ gilt auch

rang(p1
ij) = rang(Tp2

g−1(i,j)T
∗) = rang(p2

g−1(i,j)),

rang(p1
kl) = rang(Tp2

g−1(k,l)T
∗) = rang(p2

g−1(k,l)),

da T und T dann als unitäre Vektorraumisomorphismen vollen Rang haben, und damit:

{ang(p, q)× {(rang(p), rang(q))} | p, q ∈ P(H1)}
⊂{ang(p, q)× {(rang(p), rang(q))} | p, q ∈ P(H2)} .

Da H2 = (T−1, g−1) ∗ H1 = (T ∗, g) ∗ H1 gilt, folgen auf analoge Weise die beiden umgekehrten
Inklusionen. �

Definition 4.3.5: Seien N, d ∈ N∗ und H ∈ HS(Cd, N). Für d1, d2 ∈ [d] definieren wir:

angH(d1, d2) := {ang(p, q) | p, q ∈ P(H), rang(p) = d1, rang(q) = d2} ,
|ang|H(d1, d2) := {|ang|(p, q) | p, q ∈ P(H), rang(p) = d1, rang(q) = d2} ,
max|ang|H(d1, d2) := {max|ang|(p, q) | p, q ∈ P(H), rang(p) = d1, rang(q) = d2} .

Lemma 4.3.6: Seien N, d ∈ N∗ und H1, H2 ∈ HS(Cd, N) isotope Hilbertsudokus. Für alle
d1, d2 ∈ [d] gilt dann:

angH1(d1, d2) = angH2(d1, d2),
|ang|H1(d1, d2) = |angH2|(d1, d2),
max|ang|H1(d1, d2) = |angH2|(d1, d2).
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Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem zweiten Teil von Proposition 4.3.4. �

Lemma 4.3.7: Seien p, q ∈ L(H ) Projektionen mit dim(q(H )) = 1 und w ∈ H mit q(H ) =
Span(w). Dann gilt:

|ang|(p, q) =
{

1
‖w‖

· |〈x,w〉| | x ∈ p(H ) mit |x| = 1
}
.

Gilt auch dim(p(H )) = 1 und ist v ∈H mit p(H ) = Span(v), dann gilt:

|ang|(p, q) =
{
|〈v, w〉|
‖v‖ · ‖w‖

}
.

Beweis: Seien x ∈ p(H ) und y ∈ q(H ) mit ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Dann existiert ein α ∈ C∗ mit |α| =
1, y = α · w

‖w‖ und es gilt

|〈x, y〉| = |α|
‖w‖

· |〈x,w〉| = 1
‖w‖

· |〈x,w〉|.

Somit folgt die erste Aussage. Sei nun darüber hinaus auch dim(p(H )) = 1 und v ∈H mit p(H ) =
Span(v). Dann existiert ein β ∈ C∗ mit |β| = 1, x = β · v

‖v‖ und es gilt:

|〈x, y〉| = 1
‖w‖

· |〈x,w〉| = |β|
‖v‖‖w‖

|〈v, w〉| = 1
‖v‖‖w‖

|〈v, w〉|.

Somit folgt auch die zweite Aussage. �

Lemma 4.3.8: Seien N ∈ N∗, H1 := (pij), H2 := (qij) ∈ HS(H , N). Sind H1 und H2 isotop,
dann ist H1 kommutativ, genau dann wenn H2 kommutativ ist.

Beweis: Angenommen, H1 und H2 sind isotop und H1 ist nicht-kommutativ. Dann existieren ein g ∈
GN und ein T ∈ U(H ) mit pij = Tqg−1(i,j)T

∗. Seien (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2 mit pi0j0pk0l0 6= pk0l0pi0j0 ,
dann gilt:

Tqg−1(i0,j0)qg−1(k0,l0T
∗ = (Tqg−1(i0,j0)T

∗)(Tqg−1(k0,l0)T
∗)

= pi0j0pk0l0

6= pk0l0pi0j0

= (Tqg−1(k0,l0)T
∗)(Tqg−1(i0,j0)T

∗)
= Tqg−1(k0,l0)qg−1(i0,j0)T

∗.

Da T unitär ist, folgt somit

qg−1(i0,j0)qg−1(k0,l0) 6= qg−1(k0,l0)qg−1(i0,j0).

Also istH2 nicht-kommutativ. Analog folgt aus der Nicht-Kommutativität vonH2 die Nicht-Kommutativität
von H1. �

4.4 Dimensionssudokus und Dimensionskonfigurationen
Im Folgenden werden Dimensionssudokus eingeführt. Ein (N, d)-Dimensionssudoku ist eine
N×N -Matrix mit Einträgen aus {0, . . . , d}, in der sich die Einträge zeilen- und spaltenweise zu
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d aufsummieren. Geht man bei einem Hilbertsudoku H auf Cd eintragsweise zum Rang des Ein-
trags über, so erhält man das zu H gehörende Dimensionssudoku. Die zentrale Bedeutung von
Dimensionssudokus für Hilbertsudokus auf Cd besteht darin, dass die Gruppe GN(s.4.1) auf der
Menge der (N, d)-Dimensionssudokus operiert und diese in Äquivalenzklassen unterteilt (s.4.5),
und dass isotope Hilbertsudokus auf Cd äquivalente zugehörige Dimensionssudokus besitzen
(s.4.5.5). Die Äquivalenzklassen der (N, d)-Dimensionssudokus lassen sich verhältnismäßig ein-
fach mit einem Computeralgebrasystem berechnen, in das zu einer gegebenen initialisierten
Gruppenoperation auf einer Menge eine Funktion zur Berechnung der Bahnen implementiert
ist. Dies wurde in 4.5.6 und 4.5.8 beispielhaft für die Fälle (N, d) = (4, 3) und (N, d) = (4, 4)
mit Hilfe des Computeralgebrasystems GAP getan.

Definition 4.4.1 ((N, d)-Dimensionssudoku): Seien N, d ∈ N∗. Ein N -d-Dimensionssudoku ist
eine Matrix D = (dij) ∈ ([d] ∪ {0})N×N , so dass für alle i ∈ [N ] gilt:

N∑
k=1

dik = d,

N∑
k=1

dki = d.

D(N, d) bezeichne die Menge aller N -d-Dimensionssudokus. Wir lassen oft die Indizes N und
d weg, und sprechen nur von Dimensionssudokus.

Lemma 4.4.2: Seien N, d ∈ N∗, H := (pij) ∈ HS(Cd, N) und D := (rang(pij)) ∈ Mat([d], N).
Dann gilt D ∈ D(N, d).

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Lemma 3.1.5. �

Definition 4.4.3: Seien H und D wie in Lemma 4.4.2. Dann heißt D das zu H gehörende
Dimensionssudoku und wir schreiben D := Dim(H), und sagen, dass D von H gelöst wird.

Bemerkung 4.4.4: Seien N, d ∈ N∗. Nach Lemma 4.4.2 folgt also, dass zu jedem Hilbertsudoku
H ∈ HS(Cd, N) ein (eindeutiges) Dimensionssudoku D ∈ D(N, d) existiert mit D = Dim(H).
Andererseit kann man sich fragen, ob zu jedem Dimensionssudoku D′ := (d′ij) ∈ D(N, d) ein
Hilbertsudoku H ′ ∈ HS(Cd, N) existiert, das D löst. Diese Frage ist nicht trivial, sie lässt
sich jedenfalls nicht direkt durch eine einfache Induktion über die Einträge jeder Zeilen lösen.
Angenommen nämlich beispielsweise, für ein r ∈ [N − 1] seien für (i, j) ∈ [r] × [N ] bereits
Projektionen pij gefunden, die rang(pij) = d′ij gelte. Für das kleinste j1 ∈ [N ] mit dr+1,j1 6= 0,
kann dann zwar einfach eine Projektion pr+1,j1 gefunden werden mit rang(pr+1,j1) = d′r+1,j1 . Für
das kleinste j2 ∈ [N ]\{j1} mit d′r+1,j2 6= 0 kann allerdings bereits gelten

d− dim(Span(∪ri=1pij1(Cd) ∪ Span(pr+1,j1(Cd))) < d′r+1,j2 ,

weswegen nach Lemma 3.1.11 keine Projektion pr+1,j2 auf Cd existieren kann mit:

pr+1,j1pr+1,j2 = 0,
pi,j2pr+1,j2 = 0, für alle i ∈ [r],
rang(pr+1,j2 = d′r+1,j2).
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Beispielhaft sieht man dies für

D′ :=


2 1 1 0
1 2 0 1
1 1 1 1
0 0 2 2

 ∈ D(4, 4).

Die ersten zwei Zeilen vonD′ könnten kanonisch aufgefüllt werden durch (zur Notation, s.2.3.16):

(qij) :=


pe1,e2 p3 p4 0
p3 pe1,e2 0 p4
q31 q32 q33 q34
0 0 q43 q44.


Dann müsste gelten nach Gl. (5) gelten q31 = p4, und somit nach Lemma 3.1.11 q32 = 0, was
im Widerspruch zu rang(q32) = D′32 = 1 steht. In Section 6 wird allerdings bewiesen, dass
unter Vorraussetzung der Gültigkeit von Vermutung 6.2.16 jedes Dimensionssudoku durch ein
Hilbertsudoku gelöst wird.

Frage 4.4.5: Existiert zu jedem D ∈ D(N, d) ein Hilbertsudoku H ∈ HS(Cd, N), das D löst?

Eine Möglichkeit zur positiven Beantwortung von 4.4.5 besteht darin, zu zeigen, dass jedes
Dimensionssudoku eine Summe von Permutationssmatrizen ist:

Definition 4.4.6: Eine N -Permutationsmatrix ist eine N ×N -Matrix Aσ := (aij), sodass gilt:

aij = 1, falls j = σ(i),
aij = 0, sonst,

für ein σ ∈ SN .

Lemma 4.4.7: Seien σ1, . . . , σd ∈ SN und Aσ1 , . . . , Aσd Permutationsmatrizen wie in 4.4.6. Für
D := (dij) := Aσ1 + · · ·+ Aσd gilt dann D ∈ D(N, d).

Beweis: Für alle i0, j0 ∈ [N ] gilt:

N∑
j=1

di0j =
d∑

k=1
di0σk(i0) = d,

N∑
i=1

dij0 =
N∑
k=1

dσ−1
k

(j0)j0 = d. �

Frage 4.4.8: Sei D ∈ D(N, d). Existieren dann σ1, . . . , σN ∈ SN und N -Permutationsmatrizen
Aσ1 , . . . , Aσd mit D = Aσ1 + . . . Aσd?

Proposition 4.4.9: Unter Annahme, dass sich Frage 4.4.8 positiv beantworten lässt, gilt: Zu je-
dem D ∈ D(N, d) existiert ein H ∈ HSB(N), mit Dim(H) = D, wobei B eine Orthogornalbasis
von Cd ist.
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Beweis: Sei D := (dij) ∈ D(N, d) und σ1, . . . , σd ∈ SN mit D = Aσ1 + · · ·+Aσd . Wähle H := HBσ1,...,σd
(s.3.2.7). Dann gilt für Dim(H) := (d′ij):

d′ij =
∑

k∈[d],σk(i)=j
1 = dij . �

In Analogie zu N -Konfigurationen im Fall von Hilbertsudokus, ist es naheliegend, folgende
Definition zu machen:

Definition 4.4.10 ((N, d)-Dimensionskonfiguration): SeienN, d ∈ N∗. Eine (N, d)-Dimensionssudoku-
konfiguration ist ein Tupel ((dij),A), wobei A ⊂ [N ]2 und dij ∈ {0, . . . , d} für (i, j) ∈ A gilt,
sodass

∑
k∈[N ],(i,k)∈A

dik ≤ d und
N∑
k=1

dik = d, falls (i, k) ∈ A für alle k ∈ [N ],

N∑
k∈[N ],(k,j)∈A

dkj ≤ d und
N∑
k=1

dkj = d, falls (k, j) ∈ A für alle k ∈ [N ],

für alle i, j ∈ [N ]. Wir nennen eine (N, d)-Dimensionssudokukonfiguration auch (N, d)-Dimensionskonfiguration.
Wir bezeichnen mit DK(N, d) die Menge aller (N, d)-Dimensionkonfigurationen. Eine (N, d)-
Dimensionskonfiguration (D′ := (d′ij),A) heißt lösbar, falls ein D := (dij) ∈ D(N, d) existiert
mit dij = d′ij für alle (i, j) ∈ A.

Nicht jede Dimensionskonfiguration besitzt eine Lösung. Beispielsweise müsste eine Lösung
D := (dij) ∈ D(4, 6) von

D′ :=


3 ∗ 1 0
3 1 ∗ 2
∗ 2 2 1
∗ 1 ∗ 1

 ∈ DK(4, 6)

erfüllen:

3 + 3 + d31 + d41 = d11 + d21 + d31 + d41 = 6,

also d31 = d41 = 0, und

d31 + 2 + 2 + 1 = d31 + d32 + d33 + d34 = 6,

also d31 = 1. Somit ergibt sich die Frage:

Frage 4.4.11: Seien N, d ∈ N∗. Was sind Kriterien für die Lösbarkeit einer Dimensionskonfigu-
ration D ∈ DK(N, d)? Was sind Kriterien für die Eindeutigkeit einer Lösung?

Auch im Übergang jedes Eintrags einer N -Konfiguration auf Cd zum jeweiligen Rang des
Eintrags erhält man eine Dimensionskonfiguration:

Lemma 4.4.12: Seien N, d ∈ N∗, K := ((pij),A) ∈ HK(Cd, N) und D := ((rang(pij)),A).
Dann gilt D ∈ DK(N, d).
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Beweis: Sei für(i, j) ∈ A dij := rang(pij). Sei i ∈ [N ]. Im Fall (i, l) ∈ A für alle l ∈ [N ] folgt

N∑
l=1

dil = d

genau wie im Beweis von Lemma 4.4.2. Analog folgt für j ∈ [N ] mit (k, j) ∈ A für alle k ∈ [N ]:

N∑
k=1

dki = d.

Außerdem gilt für i ∈ [N ] wegen Bemerkung 3.1.3

⊕
l∈[N ],(i,l)∈A

pil(H ) =
∑

l∈[N ],(i,l)∈A
pil(H ) ⊂H ,

und damit ∑
l∈[N ],(i,l)∈A

dil =
∑

l∈[N ],(i,l)∈A
rang(pil) =

∑
l∈[N ],(i,l)∈A

dim(pil(H ) ≤ d.

Analog folgt für alle j ∈ [N ] ∑
k∈[N ],(i,k)∈A

dkj ≤ d. �

Dies gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 4.4.13: SeienK undD wie in Lemma 4.4.12. Dann nennen wirD die zu K gehörende
Dimensionskonfiguration und schreiben Dim(K) := D.

4.5 Die Operation von GN auf D(N, d)

In dieser Subsektion zeigen wir formal, dass D(N, d) abgeschlossen ist unter der Operation von
GN (s.4.1), das heißt anschaulich unter Zeilen- und Spaltenpermutationen, Spiegelung eines
Dimensionssudokus an einer der Diagonalen und Rotationen um 90◦. Daraus ergibt sich der
Begriff der Äquivalenz von Dimensionssudokus (s.4.5.2). Wir zeigen anschließend, dass isotope
Hilbertsudokus auf Cd äquivalente zugehörige Dimensionssudokus besitzen.

Lemma 4.5.1: Seien N, d ∈ N∗. Dann gilt:

GN · D(N, d) = D(N, d).

Beweis: Es gilt D(N, d) ⊂ Mat([d], N). Deswegen muss nach Lemma 4.1.7 nur bewiesen werden:

GN · D(N, d) ⊂ D(N, d).
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Sei D := (dij) ∈ D(N, d), σ ∈ Sym([N ]2). Dann gilt nach Bemerkung 4.1.3:

N∑
i=1

dr−1
σ (i,j) =

N∑
i=1

dσ−1(i)j =
N∑
i=1

dij = d, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

dr−1
σ (i,j) =

N∑
j=1

dσ−1(i)j = d, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

dc−1
σ (i,j) =

N∑
i=1

diσ−1(j) = d, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

dc−1
σ (i,j) =

N∑
j=1

diσ−1(j) =
N∑
j=1

dij = d, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

dτ−1
N (i,j) =

N∑
i=1

dji = d, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

dτ−1
N (i,j) =

N∑
j=1

dji = d, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

dτ ′−1
N (i,j) =

N∑
i=1

dN+1−j,N+1−i =
N∑
i=1

dN+1−j,i = d, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

d′−1N (i,j)
τ =

N∑
j=1

dN+1−j,N+1−i =
N∑
j=1

dj,N+1−i = d, für i ∈ [N ],

N∑
i=1

drot−1
N (i,j) =

N∑
i=1

dN+1−j,i = d, für j ∈ [N ],

N∑
j=1

drot−1
N (i,j) =

N∑
j=1

dN+1−j,i =
N∑
j=1

dj,i = d, für i ∈ [N ].

Also gilt

rσ ·D, cσ ·D, τN ·D, τ ′N ·D, rotN ·D ∈ D(N, d).

Analog zeigt man

id ·D, r−1
σ ·D, c−1

σ ·D, τ−1
N ·D, τ

′−1
N ·D, rot−1

N ·D ∈ D(N, d).

Da GN nur aus Wörtern in {rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN} besteht, folgt somit

GN · D(N, d) ⊂ D(N, d). �

Definition 4.5.2: Seien N, d ∈ N∗ und A,B ∈ D(N, d). A,B heißen äquivalent, wenn sie unter
der Operation von GN auf D(N, d) in der selben Bahn liegen.

Bemerkung 4.5.3: Analog zum Fall von Hilbertsudokus auf Cd (4.2.11) lässt sich zeigen, lässt
sich wie im ersten Teil des Beweis von Proposition 4.2.9 zeigen, dass zu einem Dimensionssudoku
D := (dij) ∈ D(N, d) immer ein äquivalentes D′ := (d′ij) existiert, das erfüllt:

d′1j ≥ d′1,j+1, d
′
i1 ≥ d′i+1,1,
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für alle i, j ∈ [N − 1]. So ein D′ nennen wir dann analog Normalform von D.

Somit ergibt sich die Frage:

Frage 4.5.4: Seien N, d ∈ N∗ undD ∈ D(N, d). Was muss fürD gelten, damitD eine eindeutige
Normalform besitzt?

Satz 4.5.5: Seien N, d ∈ N∗ und H1 := (pij), H2 := (qij) ∈ HS(Cd, N) isotop, dann sind
Dim(H1),Dim(H2) äquivalent.

Beweis: Sind H1 und H2 isotop, dann existiert ein g ∈ GN und ein T ∈ U(Cd) mit qij = Tpg−1(i,j)T
∗

für alle (i, j) ∈ [N ]2. Also gilt

rang(qij) = rang(Tpg−1(i,j)T
∗) = rang(pg−1(i,j)).

Damit folgt
Dim(H2) = Dim(gH1) = g ·Dim(H1).

Also sind Dim(H1) und Dim(H2) äquivalent. �

Im Folgenden sind die Repräsentanten der Äquivalenzklassen von D(4, 3) und D(4, 4) aufge-
führt. Diese wurden mit dem Computeralgebrasystem GAP ausgerechnet. Der Quellcode dazu,
zusammen mit einer Erläuterung, befindet sich im Appendix (8).

Beispiel 4.5.6: D(4, 3) zerfällt in 12 Äquivalenzklassen Ai, i ∈ [12]. Für i ∈ [12] besitzt Ai den
Repräsentanten Di, wobei gilt:

D1 :=


3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 , |A1| = 24 D2 :=


3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 , |A2| = 144

D3 :=


3 0 0 0
0 2 1 0
0 1 1 1
0 0 1 2

 , |A3| = 288 D4 :=


3 0 0 0
0 2 0 1
0 1 2 0
0 0 1 2

 , |A4| = 192

D5 :=


3 0 0 0
0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1

 , |A5| = 16 D6 :=


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 , |A6| = 72

D7 :=


2 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 1
0 0 1 2

 , |A7| = 288 D8 :=


2 1 0 0
1 0 2 0
0 1 1 1
0 1 0 2

 , |A8| = 576

D9 :=


2 1 0 0
1 0 0 2
0 0 2 1
0 2 1 0

 , |A9| = 144 D10 :=


2 1 0 0
1 0 1 1
0 1 2 0
0 1 0 2

 , |A10| = 96

D11 :=


2 1 0 0
1 0 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1

 , |A11| = 144 D12 :=


1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1

 , |A12| = 24
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Bemerkung 4.5.7: Die Repräsentanten in Beispiel 4.5.6, die durch GAP berechnet wurden,
wurden durch Zeilen- und Spaltenpermutationen noch in Normalform gebracht.

Beispiel 4.5.8: D(4, 4) zerfällt in 38 Äquivalenzklassen Ai, i ∈ [38]. Für i ∈ [38] besitzt Ai den
Repräsentanten Di, wobei gilt:
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D1 :=


1 1 1 1
0 0 1 3
0 2 2 0
3 1 0 0

 , |A1| = 576 D2 :=


1 1 1 1
0 0 1 3
0 3 1 0
3 0 1 0

 , |A2| = 96

D3 :=


1 1 1 1
0 0 1 3
1 1 2 0
2 2 0 0

 , |A3| = 576 D4 :=


1 1 1 1
0 0 1 3
1 2 1 0
2 1 1 0

 , |A4| = 288

D5 :=


1 1 1 1
0 0 2 2
1 1 1 1
2 2 0 0

 , |A5| = 72 D6 :=


1 1 1 1
0 0 2 2
1 2 0 1
2 1 1 0

 , |A6| = 576

D7 :=


1 1 1 1
0 1 1 2
1 1 1 1
2 1 1 0

 , |A7| = 72 D8 :=


1 1 1 1
0 1 1 2
1 1 2 0
2 1 0 1

 , |A8| = 192

D9 :=


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 , |A9| = 1 D10 :=


2 1 1 0
0 0 0 4
0 1 3 0
2 2 0 0

 , |A10| = 576

D11 :=


2 1 1 0
0 0 0 4
0 2 2 0
2 1 1 0

 , |A11| = 144 D12 :=


2 1 1 0
0 0 0 4
1 0 3 0
1 3 0 0

 , |A12| = 288

D13 :=


2 1 1 0
0 0 0 4
1 1 2 0
1 2 1 0

 , |A13| = 96 D14 :=


2 1 1 0
0 0 1 3
0 1 2 1
2 2 0 0

 , |A14| = 576

D15 :=


2 1 1 0
0 0 1 3
0 2 2 0
2 1 0 1

 , |A15| = 576 D16 :=


2 1 1 0
0 0 1 3
0 3 0 1
2 0 2 0

 , |A16| = 576

D17 :=


2 1 1 0
0 0 1 3
1 0 2 1
1 3 0 0

 , |A17| = 288 D18 :=


2 1 1 0
0 0 1 3
1 1 2 0
1 2 0 1

 , |A18| = 576

D19 :=


2 1 1 0
0 0 2 2
0 1 1 2
2 2 0 0

 , |A19| = 288 D20 :=


2 1 1 0
0 0 2 2
0 2 0 2
2 1 1 0

 , |A20| = 288

D21 :=


2 1 1 0
0 0 2 2
0 2 1 1
2 1 0 1

 , |A21| = 288 D22 :=


2 1 1 0
0 0 2 2
0 3 1 0
2 0 0 2

 , |A22| = 576
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D23 :=


2 1 1 0
0 0 2 2
1 1 0 2
1 2 1 0

 , |A23| = 288 D24 :=


2 1 1 0
0 0 3 1
0 3 0 1
2 0 0 2

 , |A24| = 288

D25 :=


2 1 1 0
0 0 3 1
1 0 0 3
1 3 0 0

 , |A25| = 576 D26 :=


2 1 1 0
0 1 1 2
1 0 2 1
1 2 0 1

 , |A26| = 72

D27 :=


2 1 1 0
0 1 2 1
1 0 1 2
1 2 0 1

 , |A27| = 144 D28 :=


2 1 1 0
0 1 3 0
1 0 0 3
1 2 0 1

 , |A28| = 288

D29 :=


2 2 0 0
0 0 0 4
0 0 4 0
2 2 0 0

 , |A29| = 72 D30 :=


2 2 0 0
0 0 0 4
0 2 2 0
2 0 2 0

 , |A30| = 96

D31 :=


2 2 0 0
0 0 1 3
0 0 3 1
2 2 0 0

 , |A31| = 72 D32 :=


2 2 0 0
0 0 2 2
0 0 2 2
2 2 0 0

 , |A32| = 18

D33 :=


2 2 0 0
0 0 2 2
0 2 0 2
2 0 2 0

 , |A33| = 72 D34 :=


3 1 0 0
0 0 0 4
0 0 4 0
1 3 0 0

 , |A34| = 144

D35 :=


3 1 0 0
0 0 0 4
0 3 1 0
1 0 3 0

 , |A35| = 192 D36 :=


3 1 0 0
0 0 1 3
0 0 3 1
1 3 0 0

 , |A36| = 72

D37 :=


3 1 0 0
0 0 1 3
0 3 0 1
1 0 3 0

 , |A37| = 144 D38 :=


4 0 0 0
0 0 0 4
0 0 4 0
0 4 0 0

 , |A38| = 24
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5 NK-Wurzeln
In dieser Sektion werden NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus und auf Dimensionssudokus einge-
führt. Eine NK-Wurzel W auf einem Hilbertsudoku H ist ist eine maximale Menge von Paaren
ungleicher Elemente aus [N ]2, sodass die Nicht-Kommutativität von jeweils zwei Paaren von
Einträgen aus H mit Indizes aus W unter den Summengleichungen (1) äquivalent ist. <Unter
einem abgeleiteten Konzept der Nicht-Kommutativität für Einträge eines Dimensionsionssu-
dokus werden dann auch für Dimensionssudokus eingeführt (5.5.8). NK-Wurzeln auf Hilberts-
udokus liefern Isotopieinvarianten für nicht-kommutative Hilbertsudokus. Zentrales Ergebnis
der Sektion ist, dass NK-Wurzeln auf einem Hilbertsudoku auf Cd auch NK-Wurzeln auf dem
zugehörigen Dimensionssudoku sind. Somit wird eine Möglichkeit gegeben, die Isotopieklassen
von nicht-kommutativen Hilbertsudokus, die das gleiche Dimensionssudoku lösen, zu berechnen
(beispielhaft in 5.8.12). Im Folgenden seien immer N, d ∈ N∗.

5.1 Vorbereitung
Diese Subsektion führt zunächst einige technische Hilfsaussagen für die folgenden Aussagen zu
NK-Wurzeln auf.

Definition 5.1.1: Sei N ∈ N∗. Dann definieren wir:

[N ]2× :=
{
{(i, j), (k, l)} | (i, j), (k, l) ∈ [N ]2, i 6= k, j 6= l

}
. (17)

Lemma 5.1.2: Sei X eine nicht-leere Menge und R ⊂ X2 eine symmetrische Relation auf X,
die notiert wird durch :

x
R∼ y :⇔ (x, y) ∈ R.

Dann wird durch R̃ ⊂ X2, mit

x
R̃∼ y :⇔(x, y) ∈ R̃

:⇔Es existiert ein n ∈ N, x0, . . . , xn ∈ X mit xi R∼ xi−1,

für 1 ≤ i ≤ n und x0 = x, xn = y oder x = y,

eine Äquivalenzrelation auf X definiert.

Beweis: Seien x, y, z ∈ X. Dann gilt:

1. x R̃∼ x per Definition.

2. Angenommen es gelte x R̃∼ y. Dann existiert ein n ∈ N, x0, . . . , xn ∈ X mit xi
R∼ xi−1 für

1 ≤ i ≤ n und x0 = x, xn = y. Für x′i := xn−i für 0 ≤ i ≤ n gilt wegen der Symmetrie von R:
x′i

R∼ x′i−1 für 1 ≤ i ≤ n, x′0 = y und x′n = x. Also gilt y R̃∼ x.

3. Angenommen es gelte x R̃∼ y und y R̃∼ z. Dann existieren n, n′ ∈ N und x0, . . . , xn, y0, . . . , yn′ ∈ X
mit x0 = x, xn = y, xi

R∼ xi−1 für 0 ≤ i ≤ n, sowie y0 = y, yn = z, yj
R∼ yj−1 für 1 ≤ j ≤ n′. Für
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die Wahl

x′i :=
{
xi, für 0 ≤ i ≤ n,
yi−n−1, für n+ 1 ≤ i ≤ n+ n′ + 1,

gilt dann x′0 = x, x′n+n′+1 = z und x′i
R∼ xi−1 für 1 ≤ i ≤ n+ n′ + 1. Also gilt x R̃∼ z. �

Bemerkung 5.1.3: SeienM eine nicht-leere Menge und g ∈ Sym(M). Dann wird durch

g × g :M×M→M×M, (x, y) 7→ (g · x, g · y)

eine Bijektion definiert, da die Abbildung

g−1 × g−1 :M×M→M×M, (x, y) 7→ (g−1 × x, g−1 × y)

eine Umkehrabbildung zu g × g bildet.

Lemma 5.1.4: Seien N ∈ N∗, (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2, g ∈ GN und (i1, j1), (k1, l1) ∈ [N ]2 mit

g(i0, j0) = (i1, j1),
g(k0, l0) = (k1, l1).

Dann gilt

i0 6= k0, j0 6= l0 ⇔ i1 6= k1, k1 6= l1.

Beweis: Sei σ ∈ SN . Dann sieht man leicht mit Bemerkung 4.1.3, dass die Aussage für

g ∈ {id, rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN , r−1
σ , c−1

σ , τ−1
N , τ ′−1

N , rot−1
N }

erfüllt ist. da GN nur aus Wörtern in {rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN} besteht, folgt die Aussage induktiv für
jedes g ∈ GN . �

Konvention 5.1.5: Sei N ∈ N∗, g ∈ GN und (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2 mit (i0, j0) 6= (k0, l0). Dann
definieren wir

g × g({(i0, j0), (k0, l0)}) := {g(i0, j0), g(k0, l0)}.

Man vergewissert sich leicht, dass die Zuordnung Unabhängig von der Darstellung von ({(i0, j0), (k0, l0)})
ist, und somit eine wohldefinierte Selbstabbildung Abbildung auf{

{(i0, j0), (k0, l0)} | (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2 mit (i0, j0) 6= (k0, l0)
}

definiert.

Proposition 5.1.6: Seien N ∈ N∗ und g ∈ GN . Dann wird durch

g × g : [N ]2× → [N ]2×, a 7→ g × g(a)

eine bijektive Selbstabbildung definiert.
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Beweis: Nach Lemma 5.1.4 gilt für alle a ∈ [N ]2× g × g(a) ∈ [N ]2×. Nach Bemerkung 5.1.3 ist die
Abbildung bijektiv. �

Bemerkung 5.1.7: Seien N ∈ N∗ und g, g′ ∈ GN . Dann gilt auf [N ]2×:

(g′ × g′) ◦ (g × g) = g′g × g′g.

5.2 NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus
In dieser Subsektion werden NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus eingeführt. Dazu definieren wir
zunächst die Indexmenge von ungeordneten Paaren von Projektionen eines Hilbertsudokus H,
die nicht miteinander kommutieren, als die Menge der NK-Paare auf H, NK(H). NK-Wurzeln
werden dann als maximale Teilmengen von NK(H) eingeführt, deren Elemente unter den Sum-
mengleichungen (4) und (5) äquivalent sind.

Definition 5.2.1 (NK-Paar auf Hilbertsudoku): Sei N ∈ N∗, H := (pij) ∈ HS(H , N) ein
nicht-kommutatives Hilbertsudoku und seien (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2, so dass pi0j0pk0l0 6= pk0l0pi0j0
gilt. Dann heißt {(i0, j0), (k0, l0)} NK-Paar auf H. NK(H) bezeichne die Menge der NK-Paare
auf H und wird NK-Struktur von H genannt.

Bemerkung 5.2.2: Seien N ∈ N∗ und H ∈ HS(H , N). Wegen Bemerkung 3.1.2 gilt:

NK(H) ⊂ [N ]2×.

Bemerkung 5.2.3: Seien N ∈ N∗, H := (pij) ∈ HS(H , N) ein nicht-kommutatives Hilbertsu-
doku und sei {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ NK(H), dann gilt pi0j0 , pk0l0 /∈ {1, 0}.

Für manche Hilbertsudokus folgt die Nicht-Kommutativität eines Paares von enthaltenen Pro-
jektion durch die Summenrelationen Gl. (4) und Gl. (5) zwingend aus der Nicht-Kommutativität
eines anderen Paares von enthaltenen Projektionen. Diese wird hier formal durch die beiden
folgenden Defintionen und das folgende Lemma 5.2.6 gegeben:

Definition 5.2.4 (Zeilenabhängigkeit auf Hilbertsudokus): Seien N ∈ N∗ und H := (pij) ∈
HS(H , N). Existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ], sodass gilt l1 6= l2, a := {(i0, j0), (k0, l1} ∈ NK(H), b :=
{(i0, j0), (k0, l2)} ∈ [N ]2×, pk0,l2 6= 0 und pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}, dann nennen wir b
zeilenabhängig von a.

Definition 5.2.5 (Spaltenabhängigkeit auf Hilbertsudokus): Seien N ∈ N∗ und H := (pij) ∈
HS(H , N). Existieren i0, j0, k1, k2, l0 ∈ [N ], sodass gilt l1 6= l2, a := {(i0, j0), (k1, l1} ∈ NK(H), b :=
{(i0, j0), (k2, l0)} ∈ [N ]2×, pk2l0 6= 0 und pml0 = 0 für alle n ∈ [N ]\{i0, k1, k2}, dann nennen wir b
spaltenabhängig von a.

Lemma 5.2.6: Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N), a ∈ NK(H) und b ∈ [N ]2×, sodass b zeilen- oder
spaltenabhängig von a ist. Dann gilt b ∈ NK(H).

Beweis: Wir zeigen die Aussage nur für die Zeilenabhängigkeit von b von a, da sie für die Spalten-
abhängigkeit völlig analog folgt. Sei also b zeilenabhängig von a. Dann existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ]
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mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)}, pk0l2 6= 0 und pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}.
Also folgt:

1 =
N∑
s=1

pk0s = pk0j0 + pk0l1 + pk0l2 ,

und somit

pk0l2 = 1− pk0j0 − pk0l1 .

Es folgt :

pi0j0pk0l2 = pi0j0 − pi0j0pk0j0 − pi0j0pk0l1

= pi0j0 − pi0j0pk0l1

6= pi0j0 − pk0l1pi0j0

= pi0j0 − pk0j0pi0j0 − pk0l1pi0j0

= pk0l1pi0j0 .

Hierbei wurde Bemerkung 3.1.2 und a ∈ NK(H) angewandt. Also gilt b ∈ NK(H). �

Beispiel 5.2.7: Seien H ∈ NK(H ) ein Hilbertsudoku der Form:

H :=


p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 0 0
0 0 p43 p44

 ∈ HS(H , 4).

Für a := {(1, 1), (3, 3)}, b := {(1, 1), (4, 3)}, c := {(1, 1), (4, 4)} nach Lemma 5.2.6:

a ∈ NK(H)⇔ b ∈ NK(H)⇔ c ∈ NK(H),

da a und b spaltenabhängig sind (angenommen, eines von beiden ist NK-Paar), und b und c
zeilenabhängig sind. Der Name Spaltennabhängigkeit kommt daher, dass a ∈ NK(H) ⇔ b ∈
NK(H) wegen der Spaltensummenbedingung (5) gilt. Der Name Zeilennabhängigkeit kommt
daher, dass b ∈ NK(H)⇔ c ∈ NK(H) wegen der Zeilensummenbedingung (4) gilt.

Definition 5.2.8 (Die Relation crH auf Hilbertsudokus): Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N) und
a, b ∈ NK(H). Ist b zeilenabhängig von a, dann ist auch a zeilenabhängig von b. Ist b spalten-
abhängig von a, dann ist auch a spaltenabhängig von b. Also wird durch

crH(a, b) :⇔ a und b sind zeilen- oder spaltenabhängig auf H

eine symmetrische Relation auf NK(H) definiert.

Bemerkung 5.2.9: Seien N ∈ N∗ und H ∈ HS(H , N). Da für a, b ∈ NK(H) äquivalent sind,
dass a zeilenabhängig von b ist, und dass b zeilenabhängig von a ist, sagen wir in diesem Fall
einfach, dass a und b zeilenabhängig sind. Analoges gilt für Spaltenabhängigkeit.

Es folgt eine zentrale Definition der Sektion:
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Definition 5.2.10 (NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus): Seien N, d ∈ N∗ und H ∈ HS(Cd, N).
Dann wird nach Definition 5.2.8 durch crH eine symmetrische Relation auf NK(H) definiert.
Nach Lemma 5.1.2 wird also durch

c̃rH(a, b) :⇔ Es existieren ein n ∈ N, a0, . . . , an ∈ NK(H) mit
a0 = a, an = b und crH(ai, ai−1) für 1 ≤ i ≤ n

oder a = b,

wobei a, b ∈ NK(H) gilt, eine Äquivalenzrelation auf NK(H) definiert. Die Äquivalenzklassen
von c̃rH nennen wir NK-Wurzeln auf H. Für ein a ∈ NK(H) nennen wir die NK-Wurzel W
mit a ∈ W die NK-Wurzel von a auf H.

Notation 5.2.11: Sei H := (pij) ∈ HS(H , N) nicht-kommutativ. Wir notieren NK(H) durch
die MatrixH, in der die Einträge pij und pkl durch eine Linie verbunden sind, falls {(i, j), (k, l)} ∈
NK(D) gilt. Ist W ⊂ NK(H) eine NK-Wurzel, dann notieren wir W durch die Matrix H, in
der die Einträge pij und pkl durch eine Linie verbunden sind, falls {(i, j), (k, l)} ∈ W gilt.

Bemerkung 5.2.12: Sei H ∈ HS(H , N) nicht-kommutativ undW ⊂ NK(H) eine NK-Wurzel.
Dann bilden ([N ]2,NK(H)) und ([N ]2,W ) endliche, einfache, ungerichtete Graphen.

Beispiel 5.2.13: Sei

H :=


e1 e2 e3 e4

e3 + e4 e3 − e4 e1 + e2 e1 − e2
e3 − e4, e2 e3 + e4, e1 0 0

0 0 e1 − e2, e4 e1 + e2, e3

 ∈ HS(C4, 4).

Dann gilt: 



NK(H) =

e1 e2 e3 e4

e3 + e4 e3 − e4 e1 + e2 e1 − e2

e3 − e4, e2 e3 + e4, e1 0 0

0 0 e1 − e2, e4 e1 + e2, e3
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NK(H) zerfällt in drei NK-Wurzeln W1,W2 und W3 mit:





W1 :=

e1 e2 e3 e4

e3 + e4 e3 − e4 e1 + e2 e1 − e2

e3 − e4, e2 e3 + e4, e1 0 0

0 0 e1 − e2, e4 e1 + e2, e3





W2 :=

e1 e2 e3 e4

e3 + e4 e3 − e4 e1 + e2 e1 − e2

e3 − e4, e2 e3 + e4, e1 0 0

0 0 e1 − e2, e4 e1 + e2, e3
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W3 :=

e1 e2 e3 e4

e3 + e4 e3 − e4 e1 + e2 e1 − e2

e3 − e4, e2 e3 + e4, e1 0 0

0 0 e1 − e2, e4 e1 + e2, e3

In Beispiel 5.2.13 kann man sehen, wie sich NK-Wurzeln graphisch bestimmen lassen: Man trägt
in die Matrix H zunächst ein erstes NK-Paar durch eine Linie ein, die die zwei entsprechenden
Einträge verbindet, im Fall von W1 beispielsweise {(1, 1), (2, 3)}, und trägt dann sukzessive
die NK-Paare ein, die zeilen- oder spaltenabhängig von den bereits eingetragenen sind, bis
der Prozess terminiert. NK-Wurzeln können helfen zu zeigen, dass Hilbertsudokus von einer
bestimmten Form immer kommutativ sein müssen:

Beispiel 5.2.14: Ein Hilbertsudoku der Form

H =


p11 p12 0 0
0 p22 p23 p24
p31 p32 0 p34
p41 0 p43 0


ist immer kommutativ. Denn angenommen, es würde gelten p11p23 6= p23p11, also a := {(1, 1), (2, 3)} ∈
NK(H) und W wäre die NK-Wurzel von a auf H. Dann würde gelten:
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W =

p11 p12 0 0

0 p22 p23 p24

p31 p32 0 p34

p41 0 p42 0

Da a und {(1, 2), (4, 1)} die selbe NK-Wurzel haben würden, wäre p11p23 6= p23p11 also äquivalent
zu p12p41 6= p41p12, was nicht möglich ist, da dann gelten würde:

p11p41 = (1− p12)p41 6= (1− p12)p41 = p41p11,

im Widerspruch zu Bemerkung 3.1.2. Für alle i, j, k, l ∈ [N ] mit b := {(i, j), (k, l)} ∈ [N ]2×,
pij 6= 0, pkl 6= 0, außer {(i, j), (k, l)} = {(2, 3), (4, 1)}, wäre im Fall b ∈ NK(H) W die NK-
Wurzel von b, und es folgt analog, ein Widerspruch. {(2, 3), (4, 1)} ∈ NK(H) führt ebenfalls zu
einem Widerspruch , da dann wegen

p23(p11 + p31) = p23(1− p41) 6= (1− p41)p23 = p23(p11 + p31)

gelten müsste {(1, 1), (2, 3)} ∈ NK(H) oder {(3, 1), (2, 3)} ∈ NK(H), im Widerspruch zu zuvor
gezeigtem. Also ist H kommutativ.

5.3 Die Wirkung von GN auf nicht-kommutativen Hilbertsudokus
In der folgenden Subsektion zeigen wir, dass die Operation eines Elements g aus GN auf einem
nicht-kommutativen Hilbertsudoku H die NK-Paare und NK-Wurzeln von H in die NK-Paare
und NK-Wurzeln von g ·H überführt(s.5.3.4).

Lemma 5.3.1: Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N), a ∈ NK(H) und g ∈ GN . Dann gilt:

a ∈ NK(H)⇔ g × g(a) ∈ NK(g ·H).

Insbesondere ist die Abbildung

g × g : NK(H)→ NK(g ·H), a 7→ g × g(a)
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bijektiv.

Beweis: Seien H = (pij) und H ′ := (p′ij) := g ·H. Für (i, j) ∈ [N ]2 gilt dann nach Bemerkung 4.1.8

p′g(i,j) = pij .

Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l0)}. Dann gilt:

a ∈ NK(H)⇔ {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ NK(H)
⇔ pi0j0pk0l0 6= pk0l0pi0j0

⇔ p′g(i0j0)p
′
g(k0l0) 6= p′g(k0l0)p

′
g(i0j0)

⇔ g × g({(i0, j0), (k0, l0)}) ∈ NK(g ·H)
⇔ g × g(a) ∈ NK(g ·H).

Die Abbildung
g × g : NK(H)→ NK(g ·H), a 7→ g × g(a)

ist also wohldefiniert. Sie ist injektiv, da nach Proposition 5.1.6 die Abbildung

g × g : [N ]2× → [N ]2×, a 7→ g × g(a)

bijektiv ist. Außerdem gilt für ein a′ ∈ NK(g ·H) nach zuvor gezeigtem:

a := g−1 × g−1(a′) ∈ NK(g−1 · (g ·H)) = NK(H),

und wegen Bemerkung 5.1.7 somit

g × g(a) = (gg−1)× (gg−1)(a′) = a′.

Somit ist die Abbildung auch surjektiv und die Aussage folgt. �

Lemma 5.3.2: Seien N ∈ N∗, H := (pij) ∈ HS(H , N), σ ∈ SN . Dann gilt für a, b ∈ NK(H):

crH(a, b)⇔ crrσ ·H(rσ × rσ(a), rσ × rσ(b))
⇔ crcσ ·H(cσ × cσ(a), cσ × cσ(b))
⇔ crτN ·H(τN × τN(a), τN × τN(b))
⇔ crτ ′N ·H(τ ′N × τ ′N(a), τ ′N × τ ′N(b))
⇔ crrotN ·H(rotN × rotN(a), rotN × rotN(b))

Beweis: Sei (p′mn) := rσ ·H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p′σ(m)n = pmn für alle m,n ∈ [N ]. Für
a, b ∈ NK(H) gilt also:
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a, b sind zeilenabhängig auf H
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit

rσ × rσ(a) = {(σ(i0), j0), (σ(k0), l1)}, rσ × rσ(b) = {(σ(i0), j0), (σ(k0), l2)},
l1 6= l2, p

′
σ(k0)n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔rσ × rσ(a), rσ × rσ(b) sind zeilenabhängig auf rσ ·H.

Sei nun (p′mn) := τN · H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p′nm = pmn für alle m,n ∈ [N ]. Für
a, b ∈ NK(H) gilt also:

a, b sind zeilenabhängig auf H
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit
τN × τN (a) = {(j0, i0), (l1, k0)}, τN × τN (b) = {(j0, i0), (l2, k0)},
l1 6= l2, p

′
mk0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔τN × τN (a), τN × τN (b) sind spaltenabhängig auf τN ·H.

Sei nun (p′mn) := τ ′N ·H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p′N+1−n,N+1−m = pmn für alle m,n ∈ [N ].
Für a, b ∈ NK(H) gilt also:

a, b sind zeilenabhängig auf H
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit
τ ′N × τ ′N (a) = {(N + 1− j0, N + 1− i0), (N + 1− l1, N + 1− k0)},
τ ′N × τ ′N (b) = {(N + 1− j0, N + 1− i0), (N + 1− l2, N + 1− k0)},
N + 1− l1 6= N + 1− l2, p′m,N+1−k0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{N + 1− j0, N + 1− l1, N + 1− l2}
⇔τ ′N × τ ′N (a), τ ′N × τ ′N (b) sind spaltenabhängig auf τ ′N ·H.

Sei nun (p′mn) := rotN ·H. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann p′n,N+1−m = pmn für alle m,n ∈ [N ].
Für a, b ∈ NK(H) gilt also:
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a, b sind zeilenabhängig auf H
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit

rotσ × rotN (a) = {j0, N + 1− i0), (l1, N + 1− k0)}, rotN × rotN (b) = {(j0, N + 1− i0), (l2, N + 1− k0)},
l1 6= l2, p

′
m,N+1−k0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔rotN × rotN (a), rotN × rotN (b) sind spaltenabhängig auf rotN ·H.

Analog zeigt man

a, b sind spaltenabhängig auf H
⇔rσ × rσ(a), rσ × rσ(b) sind spaltenabhängig auf rσ ·H,
⇔rσ × rσ(a), rσ × rσ(b) sind spaltenabhängig auf rσ ·H,
⇔τN × τN (a), τN × τN (b) sind zeilenabhängig auf τN ·H,
⇔τ ′N × τ ′N (a), τ ′N × τ ′N (b) sind zeilenabhängig auf τ ′N ·H,
⇔rotN × rotN (a), rotN × rotN (b) sind zeilenabhängig auf rotN ·H.

Damit ist die Aussage bewiesen. �

Lemma 5.3.3: Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N), g ∈ GN , a, b ∈ NK(H). Dann gilt:

crH(a, b)⇔ crg·H(g × g(a), g × g(b)).

Beweis: Sei σ ∈ SN . Wegen Bemerkung 4.1.3 gilt dann nach Lemma 5.3.2:

crH(a, b)
⇔crrσ−1 ·H(rσ−1 × rσ−1(a), rσ−1 × rσ−1(b)),

⇔crr−1
σ ·H(r−1

σ × r−1
σ (a), r−1

σ × r−1
σ (b)),

⇔crcσ−1 ·H(cσ−1 × cσ−1(a), cσ−1 × cσ−1(b)),

⇔crc−1
σ ·H(c−1

σ × c−1
σ (a), c−1

σ × c−1
σ (b)),

⇔crτN ·H(τN × τN (a), τN × τN (b)),

⇔crτ
−1
N ·H(τ−1

N × τ
−1
N (a), τ−1

N × τ
−1
N (b)),

⇔crτ ′N ·H(τ ′N × τ ′N (a), τ ′N × τ ′N (b)),

⇔crτ
′−1
N ·H(τ ′−1

N × τ ′−1
N (a), τ ′−1

N × τ ′−1
N (b)),

⇔crrotN ·H(rotN × rotN (a), rotN × rotN (b)),
⇔crrotN ·(rotN ·H)(rotN × rotN (rotN × rotN (a)), rotN × rotN (rotN × rotN (b)))
(∗)⇔crrot2·H(rot2

N × rot2
N (a), rot2

N × rot2
N (b)),

⇔crrotN ·(rot2·H)(rotN × rotN (rot2
N × rot2

N (a)), rotN × rotN (rot2
N × rot2

N (b))),
(∗)⇔crrot3

N ·H(rot3
N × rot3

N (a), rot3
N × rot3

N (b)),

⇔crrot−1
N ·H(rot−1

N × rot−1
N (a), rot−1

N × rot−1
N (b)),

67



wobei (∗) wegen Bemerkung 5.1.7 und, da GN auf [N ]2 operiert, gilt.
Also gilt für g′ ∈ {id, rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN , r−1

σ , c−1
σ , τ−1

N , τ ′−1
N , rot−1

N }:

crH(a, b)⇔ crg′·H(g′ × g′(a), g′ × g′(b)).

Da für g′1, g′2 ∈ B := {id, rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN , r−1
σ , c−1

σ , τ−1
N , τ ′−1

N , rot−1
N } gilt:

crH(a, b)⇔ crg′2·D(g′2 × g′2(a), g′2 × g′2(b)),
⇔ crg′1(g′2·H)(g′1 × g′1((g′2 × g′2(a))), g′1 × g′1((g′2 × g′2(b)))),
(∗)⇔ cr(g′1g′2)·H((g′1g′2)× (g′1g′2)(a), (g′1g′2)× (g′1g′2)(b)),

wobei (∗) wegen Bemerkung 5.1.7 und, daGN auf [N ]2 operiert, gilt. Induktiv folgt für n ∈ N∗, g′1, . . . , g′n ∈
B:

crH(a, b)⇔ cr(g′1·····g′n)·H((g′1 · · · · · g′n)× (g′1 · · · · · g′n)(a), (g′1 · · · · · g′n)× (g′1 · · · · · g′n)(b)),

wobei Bemerkung 5.1.7 und, dass GN auf [N ]2 operiert, n-fach angewandt wurde,. Da für jedes g ∈ GN
ein n ∈ N∗ und g′1, . . . , g′n ∈ B existieren mit

g = g′1 · · · · · g′2

folgt damit die Aussage. �

Zentrale Aussage dieser Subsektion ist die folgende:

Proposition 5.3.4: Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N) und g ∈ GN . Für eine Teilmenge W ⊂ [N ]2×
gilt:

W ist NK-Wurzel auf H ⇔ g × g(W ) ist NK-Wurzel auf g ·H.

Insbesondere gilt:

{W ′ | W ′ ⊂ NK(g ·H) ist NK-Wurzel auf g ·H}
={g × g(W ) | W ⊂ NK(H) ist NK-Wurzel auf H}.

Beweis: Angenommen, W sei eine NK-Wurzel auf H. Seien a, b ∈ W . Dann gilt nach Lemma 5.3.1
g × g(a), g × g(b) ∈ NK(g · H). Sei W ′ die NK-Wurzel von g × g(a) auf g · H. Im Fall a = b
gilt dann trivialerweise g × g(b) ∈ W ′. Angenommen also, a 6= b. Dann existieren ein n ∈ N∗ und
a0, . . . , an ∈ NK(H) mit

a0 = a, an = b, crH(ai, ai−1) für i ∈ [n].

Nach Lemma 5.3.1 gilt dann g × g(ai) ∈ NK(g · H) für i ∈ {0, . . . , n} und nach Lemma 5.3.3 gilt
crg·H(g × g(ai), g × g(ai−1)) für i ∈ [n]. Also gilt g × g(an) = g × g(b) ∈W ′. Somit folgt:

g × g(W ) ⊂W ′.

Sei nun andererseits c ∈W ′. Im Fall c = g×g(a) gilt klarerweise c ∈ {g×g(a′)|a′ ∈W}. Angenommen
nun, es gelte c 6= g × g(a). Dann existieren ein m ∈ N∗ und c0, . . . , cm ∈ NK(g ·H) mit

c0 = g × g(a), cm = c und crg·H(ci, ci−1) für i ∈ [m].
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Nach Bemerkung 5.2.2 exisiert dann zu i ∈ {0, . . . ,m} ein bi ∈ NK(H) mit g × g(bi) = ci, und nach
Lemma 5.3.3 gilt crH(bi, bi−1) für i ∈ [m]. Es gilt b0 = g−1×g−1(g×g(a)) = a und bm = g−1×g−1(c).
Also gilt g−1 × g−1(c) ∈W , und damit c ∈ g × g(W ). Also gilt

W ′ ⊂ g × g(W ),

und damit

g × g(W ) = W ′.

Also ist g×g(W ) eine NK-Wurzel auf g ·H. Sei nunW ⊂ [N ]2× sodass W̃ := g×g(W ) eine NK-Wurzel
auf g ·H ist. Wegen H = g−1 · (g ·H), dem ersten Teil des Beweises und Bemerkung 5.1.3 ist dann
W = g−1 × g−1(W̃ ) ⊂ NK(H) eine NK-Wurzel auf H. Somit folgt die erste Aussage. Die zweite
Aussage folgt direkt nach Lemma 5.3.1 direkt aus der Bijektivität von g× g : NK(H)→ NK(g ·H).�

Aus Proposition 5.3.4 ergibt sich direkt, dass die Operation von GN die Anzahl der NK-Wurzeln
eines Hilbertsudokus, wie auch deren Mächtigkeit erhält.

Definition 5.3.5: Seien N ∈ N∗ und H ∈ HS(H , N) ein nicht-kommutatives Hilbertsudoku.
Wir definieren:

WH :N∗ → N,
n 7→ |{W ⊂ [N ]2× | W ist NK-Wurzel auf H, |W | = n}|.

Lemma 5.3.6: Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N) und g ∈ GN . Dann gilt:

WH(n) = W g·H(n) für alle n ∈ N∗.

Beweis: Nach Proposition 5.3.4 bildet g× g die Menge der NK-Wurzeln von H bijektiv auf die Menge
der NK-Wurzeln auf g ·H ab. Da g × g nach Lemma 5.3.1 NK(H) bijektiv auf NK(g ·H) abbildet,
gilt für eine NK-Wurzel W ⊂ NK(H):

|W | = |g × g(W )|.

Somit folgt die Aussage. �

5.4 Eigenschaften von NK-Wurzeln auf Hilbertsudokus unter
Isotopietransformationen

Im folgenden zeigen wir zunächst, dass die Operation von U(H ) auf HS(H , N) NK-Paare
und NK-Wurzeln erhält. Zusammen mit den Ergebnissen aus 5.3 zeigen wir dann, dass Iso-
topietransformationen auf Hilbertsudokus bijektiv. NK-Paare in NK-Paare und NK-Wurzeln
in NK-Wurzeln überführen (s.5.4.4). Daraus ergibt sich auch eine Isotopieinvariante für nicht-
kommutative Hilbertsudokus (s.5.4.5)

Lemma 5.4.1: Sei N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N) und T ∈ U(H ). Dann gilt:

NK(H) = NK(THT ∗).
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Beweis: Seien H := (pij) und (i0, j0), (k0, l0) ∈ [N ]2. Dann gilt:

pi0j0 · pk0l0 = pk0l0 · pi0j0
⇔ (Tpi0j0T ∗) · (Tpk0l0T

∗) = (Tpk0l0T
∗) · (Tpi0j0T ∗).

Somit folgt direkt die Aussage. �

Lemma 5.4.2: Sei N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N), T ∈ U(H ) und a, b ∈ NK(H). Dann gilt:

crH(a, b)⇔ crTHT ∗(a, b).

Beweis: Sei H =: (pij). Dann gilt:

a, b sind zeilenabhängig auf H ⇔ Es gibt i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = (i0, j0) ∈ [N ]2×,
b = (k0, l0), (k0, l

′
0) ∈ [N ]2×, l0 6= l′0,

pk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l0, l′0}
⇔ Es gibt i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = (i0, j0) ∈ [N ]2×,

b = (k0, l0), (k0, l
′
0) ∈ [N ]2×, l0 6= l′0,

Tpk0nT
∗ = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l0, l′0}

⇔ a, b sind zeilenabhängig auf THT ∗

Analog folgt für a, b ∈ NK(H)

a und b sind spaltenabhängig auf H ⇔ a und b sind spaltenabhängig auf THT ∗. �

Proposition 5.4.3: Seien N ∈ N∗, H ∈ HS(H , N) und T ∈ U(H ). Für eine Teilmenge W ⊂
[N ]2× gilt:

W ist NK-Wurzel auf H ⇔ W ist NK-Wurzel auf THT ∗.

Beweis: Angenommen, W ⊂ NK(H) ist eine NK-Wurzel auf H. Seien a, b ∈ W . Nach Lemma 5.4.1
gilt dann auch a, b ∈ NK(THT ∗). Sei W ′ ⊂ NK(T ∗HT ) die NK-Wurzel von a auf THT ∗. Im Fall
a = b gilt trivialerweise b ∈ W ′. Angenommen also, es gelte a 6= b. Dann existieren ein n ∈ N∗
und a0, . . . , an ∈ NK(H) mit a0 = a, an = b und crH(ai, ai−1) für i ∈ [n]. Nach Lemma 5.4.1 gilt
ai ∈ NK(THT ∗) und nach Lemma 5.4.2 crTHT ∗(ai, ai−1) für i ∈ [n]. Also gilt b ∈ W ′ und damit
W ⊂ W ′. Sei andererseits c ∈ W ′. Im Fall c = a gilt trivialerweise c ∈ W . Angenommen also, es
gelte c 6= a. Dann existieren ein m ∈ N∗ und c0, . . . , cm ∈ NK(THT ∗) mit c0 = a, cm = c und
crTHT ∗(ci, ci−1) für i ∈ [m]. Nach Lemma 5.4.1 gilt ci ∈ NK(H) und nach Lemma 5.4.2 crH(ci, ci−1)
für alle i ∈ [m]. Also gilt auch c ∈W , also W ′ ⊂W und somit:

W = W ′.

Sei nun W̃ ⊂ NK(T ∗HT ) eine NK-Wurzel auf THT ∗. Dann ist nach dem ersten Teil des Beweises,
W̃ eine NK-Wurzel auf T ∗(THT ∗)T = H. Somit ist die Aussage bewiesen. �

Zentrale Aussage der Subsektion ist die folgende:
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Proposition 5.4.4: Seien N ∈ N∗, g ∈ GN , T ∈ U(H ) und H1, H2 ∈ HS(H , N) isotop mit
H2 = (T, g) ∗H1. Für a ∈ [N ]2× und W ⊂ [N ]2× gilt:

a ∈ NK(H1)⇔ g × g(a) ∈ NK(H2),
W ist NK-Wurzel auf H1 ⇔ g × g(W ) ist NK-Wurzel auf H2.

Insbesondere gilt dann:

{W ′ | W ′ ⊂ NK(H2) ist NK-Wurzel auf H2}
={g × g(W ) | W ⊂ NK(H1) ist NK-Wurzel auf H1}.

Beweis: Nach Bemerkung 4.2.5 gilt H2 = T (g ·H1)T ∗. Für ein a ∈ [N ]2× gilt nach Lemma 5.3.1 und
Lemma 5.4.1 also:

a ∈ NK(H1)⇔g × g(a) ∈ NK(g ·H1)
⇔g × g(a) ∈ NK(T (g ·H1)T ∗)
⇔g × g(a) ∈ NK(H2).

Analog gilt nach Proposition 5.3.4 und Proposition 5.4.3:

W ist NK-Wurzel auf H1 ⇔g × g(W ) ist NK-Wurzel auf g ·H1

⇔g × g(W ) ist NK-Wurzel auf T (g ·H1)T ∗

⇔g × g(W ) ist NK-Wurzel auf H2.

Somit folgt die ersten beiden Aussagen. Nach Lemma 5.3.1 und Lemma 5.4.1 ist die Abbildung

g × g : NK(H1) 7→ NK(H2)

bijektiv. Somit folgt mit der zweiten Aussage auch die dritte Aussage. �

Korollar 5.4.5: Seien N ∈ N∗ und H1, H2 ∈ HS(H , N) zwei isotope, nicht-kommutative Hil-
bertsudokus. Dann gilt:

WH1(n) = WH2(n)

für alle n ∈ N∗.

Beweis: Da H1 und H2 isotop sind, existieren ein g ∈ GN und ein T ∈ U(H ) mit H2 = (T, g) ∗H1.
Nach Proposition 5.4.4 bildet g × g die NK-Wurzeln auf H1 bijektiv auf die NK-Wurzeln auf H2 ab,
und da nach Lemma 5.3.1 NK(H1) von g × g bijektiv auf NK(g · H1) abbildet wird, gilt für eine
NK-Wurzel W ⊂ NK(H1):

|W | = |g × g(W )|.

Damit ist die Aussage bewiesen. �

Bemerkung 5.4.6: Damit ein gegebenes Hilbertsudoku H nicht nur NK-Wurzeln der Mäch-
tigkeit 1 besitzt, muss es mindestens zwei NK-Paare auf H geben, die zeilen - beziehungs-
weise spaltenabhängig sind. Angenommen {(i0, j0), (k0, l1}, {(i0, j0), (k0, l2} wären zeilenabhän-
gig auf H := (pij) ∈ HS(H , N). Dann muss nach Definition 5.2.4 gelten pk0,n = 0 für alle
n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}. Korollar 5.4.5 dient daher tendenziell eher bei Hilbertsudokus, die viele
0-Einträge haben, als Hilfsmittel zur Unterscheidung der Isotopieklassen.
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5.5 NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus
In dieser Subsektion führen wir NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus ein. Es wird das zentra-
le Ergebnis der Sektion gezeigt, dass eine NK-Wurzel auf einem Hilbersudoku auf Cd auch
NK-Wurzel auf dem zugehörigen Dimensionssudoku ist (5.5.10). Um NK-Wurzeln auf Dimen-
sionssudokus zu definieren, gehen wir völlig analog wie in 5.2 vor und definieren als erstes
NK-Paare auf Dimensionssudokus. Zwei Einträge eines Dimensionssudoku D werden dabei als
nicht-kommutativ aufgefasst, wenn die Nicht-Kommutativität der entsprechenden Einträge ei-
ner Lösung von D nicht dadurch ausgeschlossen ist, dass sie gleichen Zeilen- und Spaltenindex
haben, oder einer der beiden Einträge gleich 1 bzw. 0 ist:

Definition 5.5.1 (NK-Paar auf Dimensionssudoku): Seien N, d ∈ N∗, D = (dij) ∈ D(N, d) ein
Dimensionssudoku und seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ], sodass a := {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2× und
di0j0 , dk0l0 /∈ {0, d} gilt. Dann heißt a NK-Paar auf D. NK(D) bezeichne die Menge der NK-
Paare auf D.

Wie das folgende Lemma zeigt, umfasst NK(D) für ein Dimensionssudoku D die Menge der
NK-Paare, die auf einem Hilbertsudoku, das D löst, möglich sind:

Lemma 5.5.2: Seien N, d ∈ N∗, H = (pij) ∈ HS(Cd, N) ein nicht-kommutatives Hilbertsudoku
und D := Dim(H) = (dij) ∈ D(N, d) das zugehörige Dimensionssudoku. Dann gilt NK(H) ⊂
NK(Dim(H)).

Beweis: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ], so dass a = {(i0, j0), (k0, l0)} gilt. Dann gilt wegen Bemerkung 3.1.2
i0 6= k0 und j0 6= l0. Nach Bemerkung 5.2.3 gilt di0j0 , dk0l0 /∈ {0, d}. �

Formal völlig analog zum Fall von Hilbertsudokus (5.2.4, 5.2.5) lassen sich Zeilen- und Spal-
tenabhängigkeit auf Dimensionssudokus definieren:

Definition 5.5.3 (Zeilenabhängigkeit auf Dimensionssudokus): SeienN, d ∈ N∗ undD := (dij) ∈
D(N, d). Existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2, a := {(i0, j0), (k0, l1)}, b := {(i0, j0), (k0, l2)} ∈
NK(D), sodass für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2} gilt dk0n = 0, dann nennen wir a und b zeilenabhängig
auf D.

Definition 5.5.4 (Spaltenabhängigkeit auf Dimensionssudokus): Seien N, d ∈ N∗ und D :=
(dij) ∈ D(N, d). Existieren i0, j0, k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2, a := {(i0, j0), (k1, l0)}, b :=
{(i0, j0), (k2, l0)} ∈ NK(D), sodass für alle m ∈ [N ]\{i0, k1, k2} gilt dml0 = 0, dann nennen
wir a und b spaltenabhängig auf D.

Auch die Relation der Zeilen- bzw. Spaltenabhängigkeit auf Dimensionssudokus erweitert die
Relation der Zeilen- bzw. Spaltenabhängigkeit auf Hilbertsudokus aus Cd:

Lemma 5.5.5: Seien N, d ∈ N∗, H = (pij) ∈ HS(Cd, N) und D := Dim(H) = (dij) ∈ D(N, d).
Seien a, b ∈ NK(H) zeilenabhängig (bzw. spaltenabhängig) auf H. Dann sind a und b auch als
NK-Paare auf D zeilenabhängig (bzw. spaltenabhängig).

Beweis: Seien a, b ∈ NK(H) zeilenabhängig auf H. Nach Lemma 5.5.2 gilt a, b ∈ NK(D). Seien
i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ], so dass a = {(i0, j0), (k0, l1)} und b = {(i0, j0), (k0, l2)} gilt. Wegen Bemer-
kung 5.2.3 gilt di0j0 , dk0l1 , dk0l2 /∈ {0, d}. Wegen der Zeilenabhängigkeit von a und b auf H gilt l1 6= l2
und dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}. Also sind a und b zeilenabhängig auf D. Analog folgt für
a′, b′ ∈ NK(H), die spaltenabhängig auf H sind, dass diese auch spaltenabhängig auf D sind. �
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In Analogie zu Lemma 5.2.6 beschreibt das folgende Lemma, dass für zwei zeilen/-spaltenabhängige
NK-Paare a und b auf D die Eigenschaft, NK-Paar auf einer Lösung von D zu sein für a bzw.
b zwingend aus der Eigenschaft für b bzw. a folgt, und dass a und b dann auf der Lösung von
D auch zeilen/-spaltenabhängig sind.
Lemma 5.5.6: Seien N, d ∈ N∗, H ∈ HS(Cd, N), D := Dim(H) = (dij) und a ∈ NK(H). Nach
Lemma 5.5.2 gilt dann auch a ∈ NK(D). Seien b ∈ NK(D), sodass a und b zeilenabhängig
(bzw. spaltenabhängig) auf D sind. Dann gilt b ∈ NK(H) und a und b sind zeilenabhängig (bzw.
spaltenabhängig) auf H.
Beweis: Seien a und b zeilenabhängig auf D und seien i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}
und b = {(i0, j0), (k0, l2)}. Ohne Einschränkung gelte d ≥ 2. Wegen der Zeilenabhängigkeit von a und
b auf D gilt l1 6= l2, 0 < dk0l2 < d, also pk0l2 6=0 und dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}, also pk0n = 0
für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}. Also ist b zeilenabhängig von a auf H, und somit gilt nach Lemma 5.2.6
b ∈ NK(H). Analog folgt die Aussage, falls a und b spaltenabhängig auf D sind. �

Definition 5.5.7 (Die Relation crD auf Dimensionssudokus): Seien N, d ∈ N∗, D := (dij) ∈
D(N, d) ein Hilbertsudoku und a, b ∈ NK(D). Dann wird durch

crD(a, b) :⇔ a und b sind zeilenabhängig oder spaltenabhängig auf D

eine symmetrische Relation auf NK(D) definiert.
Analog zum Fall von Hilbertsudokus definieren NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus:
Definition 5.5.8 (NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus): Seien N, d ∈ N∗ und D ∈ D(N, d).
Dann wird nach Definition 5.5.7 durch crD eine symmetrische Relation auf NK(D) definiert.
Nach Lemma 5.1.2 wird also durch

c̃rD(a, b) :⇔ Es existieren ein n ∈ N, a0, . . . , an ∈ NK(D) mit
a0 = a, an = b und crD(ai, ai−1) für 1 ≤ i ≤ n

oder a = b,

wobei a, b ∈ NK(D) gilt, eine Äquivalenzrelation auf NK(D) definiert. Die Äquivalenzklassen
von c̃rD nennen wir NK-Wurzeln auf D.
Bemerkung 5.5.9: Seien N, d ∈ N∗, D := (dij) ∈ D(N, d). Für a, b ∈ NK(D) gilt dann:

a und b sind zeilenabhängig auf D
⇔Es gibt i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2, a := {(i0, j0)(k0, l1)}, b := {(i0, j0), (k0, l2)} ∈ NK(D),
dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2},
⇔Es gibt i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2, a := {(i0, j0), (k0, l1)}, b := {(i0, j0), (k0, l2)} ∈ NK(D),
{(i0, j0), (k0, n)} /∈ NK(D) für alle n ∈ [N ]\{l1, l2},

Analog gilt:

a und b sind spaltenabhängig auf D
⇔Es gibt i0, j0, k1, k2, l0 ∈ [N ] mit a := {(i0, j0), (k1, l0)}, b := {(i0, j0), (k2, l0)} ∈ NK(D),
{(i0, j0), (m, l0)} /∈ NK(D) für alle m ∈ [N ]\{k1, k2}.
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Es folgt der zentrale Satz der Sektion:

Satz 5.5.10: Seien N, d ∈ N∗ und H := (pij) ∈ HS(Cd, N). Sei W ⊂ NK(H) eine NK-Wurzel
auf H. Dann ist W auch eine NK-Wurzel auf Dim(H).

Beweis: Sei D := Dim(H) und a ∈ W ⊂ NK(H). Nach Lemma 5.5.2 gilt dann auch a ∈ NK(D).
Sei W ′ die NK-Wurzel von a auf D und sei b ∈ W . Im Fall a = b gilt dann trivialerweise b ∈ W ′.
Angenommen also, es gelte a 6= b. Dann existieren ein n ∈ N∗, a0, . . . , an ∈ NK(H) mit a0 = a, an = b
und crH(ai, ai−1) für 1 ≤ i ≤ n. Nach Lemma 5.5.2 gilt dann ai ∈ NK(D) für 0 ≤ i ≤ n und nach
Lemma 5.5.5 gilt crD(ai, ai−1) für 1 ≤ i ≤ n. Somit gilt auch b = an ∈W ′. Also gilt W ⊂W ′. Sei nun
c ∈W ′. Im Fall c = a gilt trivialerweise c ∈W . Angenommen also c 6= a. Dann existieren ein n′ ∈ N∗
und c0, . . . , cn′ ∈ NK(D) mit c0 = a, cn′ = c und crD(ci, ci−1) für 1 ≤ i ≤ n′. Nach Lemma 5.5.6 folgt
dann induktiv ci ∈ NK(H) und crH(ci, ci−1) für 1 ≤ i ≤ n′. Also gilt auch c = cn′ ∈ W . Somit gilt
W = W ′ und die Aussage ist bewiesen. �

Definition 5.5.11: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d),W ⊂ NK(D) eine NK-Wurzel von D, und
H ∈ HS(Cd, N) mit Dim(H) = D und W ⊂ NK(H). Dann sagen wir, H ist eine Lösung von
W .

Bemerkung 5.5.12: Um die nicht-kommutativen Lösungen eines DimensionssudokusD ∈ D(N, d)
zu berechnen, kann man also zuerst die NK-Wurzeln von D berechnen und anschließend be-
rechnen welche NK-Wurzeln von D welche Lösungsmengen in HS(Cd, N) zulassen (s.5.8.12 für
ein Beispiel).

Für ein Dimensionssudoku D notieren wir völlig analog zum Fall von nicht-kommutativen
Hilbertsudokus (s.5.2.11) NK(D) und eine NK- Wurzel W auf D:

Notation 5.5.13: Sei D := (dij) ∈ D(N, d) nicht-kommutativ. Wir notieren NK(D) durch die
Matrix D, in der die Einträge dij und dkl durch eine Linie verbunden sind, falls {(i, j), (k, l)} ∈
NK(D) gilt. Ist W ⊂ NK(D) eine NK-Wurzel, dann notieren wir W durch die Matrix D, in
der die Einträge dij und dkl durch eine Linie verbunden sind, falls {(i, j), (k, l)} ∈ W gilt.

Bemerkung 5.5.14: Sei D ∈ D(N, d) nicht-kommutativ und W ⊂ NK(D) eine NK-Wurzel.
Dann bilden ([N ]2,NK(D)) und ([N ]2,W ) endliche, einfache, ungerichtete Graphen.

Es folgt eine Hilfsaussage, die aussagt, welche Art von NK-Paaren eines Dimensionssudokus
D bei der Suche nach einer nicht-kommutativen Lösung von D vernächlässigt werden können.

Lemma 5.5.15: Seien N, d ∈ N∗ und D := (dij) ∈ D(N, d). Angenommen, es existieren
i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×, sodass

di0j0 6= 0, di0l0 6= 0, dk0j0 6= 0, dk0l0 6= 0,
dmn = 0 für alle (m,n) ∈ [N ]2 mit m ∈ {i0, k0}n /∈ {j0, l0} oder mit m /∈ {i0, k0}, n ∈ {j0, l0}

Dann existiert kein H ∈ HS(Cd, N), das D löst, und für das {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ NK(H) oder
{(i0, l0), (k0, j0)} ∈ NK(H) gilt.

74



Beweis: Angenommen, es existiere eine Lösung H := (pij) ∈ HS(Cd, N) von D. Dann gilt nach
Bemerkung 3.1.2:

pi0j0pk0l0 = pi0j0pi0l0 + pi0j0pk0l0

= pi0j0(pi0l0 + pk0l0)

= pi0j0(
N∑
s=1

psl0)

= pi0j01

= 1pi0j0

= (pi0l0 + pk0l0)pi0j0
= pk0l0pi0j0

pi0l0pk0j0 = pi0l0pi0j0 + pi0l0pk0j0

= pi0l0(pi0j0 + pk0j0)

= pi0l0(
N∑
s=1

psj0)

= pi0l01

= 1pi0l0

= (pi0j0 + pk0j0)pi0l0
= pi0l0pk0j0

Also gilt {(i0, j0), (k0, l0)}, {(i0, l0), (k0, j0)} /∈ NK(H). �

Bemerkung 5.5.16: Seien N, d ∈ N∗ und D ∈ D(N, d). Dann bildet ([N ]2,NK(D)) einen end-
lichen, einfachen, ungerichteten Graphen.

5.6 Eigenschaften von NK-Wurzeln auf Dimensionssudokus unter der
Wirkung von GN

In Section 5.3 wurde beschrieben, wie sich die Operation von GN auf NK-Paare und NK-
Wurzeln auf Hilbertsudokus aus HS(Cd, N) auswirkt. Die Aussagen dort lassen sich völlig
analog auf den Fall der Operation von GN auf D(N, d) übertragen und werden in der folgenden
Subsektion aufgeführt. Analog wie in 5.3 für den Fall der Isotopie von Hilbertsudokus liefern
NK-Wurzeln auch ein Mittel zur Unterscheidung der Äquivalenzklassen von Dimensionssudokus
(s.5.6.5).

Lemma 5.6.1: Seien N, d ∈ N∗, D := (dij) ∈ D(N, d), g ∈ GN und a ∈ [N ]2×. Dann gilt:

a ∈ NK(D)⇔ g × g(a) ∈ NK(g ·D).

Insbesondere ist die Abbildung

g × g : NK(D)→ NK(g ·D), a 7→ g × g(a)

bijektiv.
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Beweis: Sei D′ := (d′ij) := g ·D. Für (i, j) ∈ [N ]2 gilt dann nach Bemerkung 4.1.8:

d′g(i,j) = dij .

Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l0)}. Dann gilt:

a ∈ NK(H)⇔ {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ NK(H)
⇔ di0j0 , dk0l0 /∈ {0, d}
⇔ d′g(i0,j0), d

′
g(k0,l0) /∈ {0, d}

⇔ g × g({(i0, j0), (k0, l0)}) ∈ NK(g ·H)
⇔ g × g(a) ∈ NK(g ·H).

Somit folgt die erste Aussage. Die Abbildung aus der zweiten Aussage ist also wohldefiniert. Sie ist
injektiv, da nach Proposition 5.1.6 die Abbildung

g × g : [N ]2× → [N ]2×, a 7→ g × g(a)

bijektiv ist. Außerdem gilt für ein a′ ∈ NK(g ·D) nach zuvor gezeigtem:

a := g−1 × g−1(a′) ∈ NK(g−1 · (g ·D)) = NK(D),

und wegen Bemerkung 5.1.7 somit

g × g(a) = (gg−1)× (gg−1)(a′) = a′.

Somit ist die Abbildung auch surjektiv und die Aussage folgt. �

Lemma 5.6.2: Seien N, d ∈ N∗, D := (dij) ∈ D(N, d), σ ∈ SN . Dann gilt für a, b ∈ NK(D):

crD(a, b)⇔ crrσ ·D(rσ × rσ(a), rσ × rσ(b))
⇔ crcσ ·D(cσ × cσ(a), cσ × cσ(b))
⇔ crτN ·D(τN × τN(a), τN × τN(b))
⇔ crτ ′N ·D(τ ′N × τ ′N(a), τ ′N × τ ′N(b))
⇔ crrotN ·D(rotN × rotN(a), rotN × rotN(b))

Beweis: Seien (d′mn) := rσ ·D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d′σ(m)n = dmn für alle m,n ∈ [N ]. Für
a, b ∈ NK(H) gilt also:

a, b sind zeilenabhängig auf D
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit

rσ × rσ(a) = {(σ(i0), j0), (σ(k0), l1)}, rσ × rσ(b) = {(σ(i0), j0), (σ(k0), l2)},
l1 6= l2, d

′
σ(k0)n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔rσ × rσ(a), rσ × rσ(b) sind zeilenabhängig auf rσ ·D.

Sei nun (d′mn) := cσ · D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d′mσ(n) = pmn für alle m,n ∈ [N ]. Für
a, b ∈ NK(H) gilt also:
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a, b sind zeilenabhängig auf D
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit

cσ × cσ(a) = {(i0, σ(j0)), (k0, σ(l1))}, cσ × cσ(b) = {(i0, σ(j0)), (k0, σ(l2))},
σ(l1) 6= σ(l2), d′k0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{σ(j0), σ(l1), σ(l2)}
⇔cσ × cσ(a), cσ × cσ(b) sind zeilenabhängig auf cσ ·D.

Sei nun (d′mn) := τN · D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d′nm = pmn für alle m,n ∈ [N ]. Für
a, b ∈ NK(D) gilt also:

a, b sind zeilenabhängig auf D
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit
τN × τN (a) = {(j0, i0), (l1, k0)}, τN × τN (b) = {(j0, i0), (l2, k0)},
l1 6= l2, d

′
mk0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔τN × τN (a), τN × τN (b) sind spaltenabhängig auf τN ·D.

Sei nun (d′mn) := τ ′N ·D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d′N+1−n,N+1−m = dmn für alle m,n ∈ [N ].
Für a, b ∈ NK(D) gilt also:

a, b sind zeilenabhängig auf D
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit
τ ′N × τ ′N (a) = {(N + 1− j0, N + 1− i0), (N + 1− l1, N + 1− k0)},
τ ′N × τ ′N (b) = {(N + 1− j0, N + 1− i0), (N + 1− l2, N + 1− k0)},
N + 1− l1 6= N + 1− l2, d′m,N+1−k0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{N + 1− j0, N + 1− l1, N + 1− l2}

⇔τ ′N × τ ′N (a), τ ′N × τ ′N (b) sind spaltenabhängig auf τ ′N ·D.

Sei nun (d′mn) := rotN ·D. Nach Bemerkung 4.1.8 gilt dann d′n,N+1−m = dmn für alle m,n ∈ [N ].
Für a, b ∈ NK(D) gilt also:
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a, b sind zeilenabhängig auf D
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit a = {(i0, j0), (k0, l1)}, b = {(i0, j0), (k0, l2)},
l1 6= l2, dk0n = 0 für alle n ∈ [N ]\{j0, l1, l2}
⇔Es existieren i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit

rotσ × rotN (a) = {j0, N + 1− i0), (l1, N + 1− k0)}, rotN × rotN (b) = {(j0, N + 1− i0), (l2, N + 1− k0)},
l1 6= l2, d

′
m,N+1−k0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{j0, l1, l2}

⇔rotN × rotN (a), rotN × rotN (b) sind spaltenabhängig auf rotN ·D.

Analog zeigt man

a, b sind spaltenabhängig auf D
⇔rσ × rσ(a), rσ × rσ(b) sind spaltenabhängig auf rσ ·D,
⇔rσ × rσ(a), rσ × rσ(b) sind spaltenabhängig auf rσ ·D,
⇔τN × τN (a), τN × τN (b) sind zeilenabhängig auf τN ·H,
⇔τ ′N × τ ′N (a), τ ′N × τ ′N (b) sind zeilenabhängig auf τ ′N ·D,
⇔rotN × rotN (a), rotN × rotN (b) sind zeilenabhängig auf rotN ·D.

Damit ist die Aussage bewiesen. �

Lemma 5.6.3: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d), g ∈ GN , a, b ∈ NK(D). Dann gilt:

crD(a, b)⇔ crg·D(g × g(a), g × g(b)).

Beweis: Sei σ ∈ SN . Wegen Bemerkung 4.1.3 gilt dann nach Lemma 5.6.2:

crD(a, b)
⇔crrσ−1 ·D(rσ−1 × rσ−1(a), rσ−1 × rσ−1(b)),

⇔crr−1
σ ·D(r−1

σ × r−1
σ (a), r−1

σ × r−1
σ (b)),

⇔crcσ−1 ·D(cσ−1 × cσ−1(a), cσ−1 × cσ−1(b)),

⇔crc−1
σ ·D(c−1

σ × c−1
σ (a), c−1

σ × c−1
σ (b)),

⇔crτN ·D(τN × τN (a), τN × τN (b)),

⇔crτ
−1
N ·D(τ−1

N × τ
−1
N (a), τ−1

N × τ
−1
N (b)),

⇔crτ ′N ·D(τ ′N × τ ′N (a), τ ′N × τ ′N (b)),

⇔crτ
′−1
N ·D(τ ′−1

N × τ ′−1
N (a), τ ′−1

N × τ ′−1
N (b)),

⇔crrotN ·D(rotN × rotN (a), rotN × rotN (b)),
⇔crrotN ·(rotN ·D)(rotN × rotN (rotN × rotN (a)), rotN × rotN (rotN × rotN (b)))
(∗)⇔crrot2·D(rot2

N × rot2
N (a), rot2

N × rot2
N (b)),

⇔crrotN ·(rot2·D)(rotN × rotN (rot2
N × rot2

N (a)), rotN × rotN (rot2
N × rot2

N (b))),
(∗)⇔crrot3

N ·D(rot3
N × rot3

N (a), rot3
N × rot3

N (b)),

⇔crrot−1
N ·D(rot−1

N × rot−1
N (a), rot−1

N × rot−1
N (b)),
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wobei (∗) wegen Bemerkung 5.1.7 und, da GN auf [N ]2 operiert, gilt.
Also gilt für g′ ∈ {id, rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN , r−1

σ , c−1
σ , τ−1

N , τ ′−1
N , rot−1

N }:

crD(a, b)⇔ crg′·D(g′ × g′(a), g′ × g′(b)).

Da für g′1, g′2 ∈ B := {id, rσ, cσ, τN , τ ′N , rotN , r−1
σ , c−1

σ , τ−1
N , τ ′−1

N , rot−1
N } gilt:

crD(a, b)⇔ crg′2·D(g′2 × g′2(a), g′2 × g′2(b)),
⇔ crg′1(g′2·D)(g′1 × g′1((g′2 × g′2(a))), g′1 × g′1((g′2 × g′2(b)))),
(∗)⇔ cr(g′1g′2)·D((g′1g′2)× (g′1g′2)(a), (g′1g′2)× (g′1g′2)(b)),

wobei (∗) wegen Bemerkung 5.1.7 und, daGN auf [N ]2 operiert, gilt. Induktiv folgt für n ∈ N∗, g′1, . . . , g′n ∈
B:

crD(a, b)⇔ cr(g′1·. . . ·g′n)·D((g′1 · . . . · g′n)× (g′1 · . . . · g′n)(a), (g′1 · . . . · g′n)× (g′1 · . . . · g′n)(b)),

wobei Bemerkung 5.1.7 und, dass GN auf [N ]2 operiert, n-fach angewandt wurde,. Da für jedes g ∈ GN
ein n ∈ N∗ und g′1, . . . , g′n ∈ B existieren mit

g = g′1 · . . . · g′2

folgt damit die Aussage. �

Proposition 5.6.4: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d) und g ∈ GN . Für eine Teilmenge W ⊂ [N ]2×
gilt:

W ist NK-Wurzel auf D ⇔ g × g(D) ist NK-Wurzel auf g ·D.

Insbesondere gilt:

{W ′ | W ′ ⊂ NK(g ·D) ist NK-Wurzel auf g ·D}
={g × g(W ) | W ⊂ NK(D) ist NK-Wurzel auf D}.

Beweis: Angenommen, W sei eine NK-Wurzel auf D. Seien a, b ∈ W . Dann gilt nach Lemma 5.6.1
g × g(a), g × g(b) ∈ NK(g ·H). Sei W ′ die NK-Wurzel von g × g(a) auf g ·D. Im Fall a = b gilt dann
trivialerweise g × g(b) ∈ W ′. Angenommen also, a 6= b. Dann existieren ein n ∈ N∗ und a0, . . . , an ∈
NK(H) mit

a0 = a, an = b, crD(ai, ai−1) für i ∈ [n].

Nach Lemma 5.6.1 gilt dann g × g(ai) ∈ NK(g · D) für i ∈ {0, . . . , n} und nach Lemma 5.6.3 gilt
crg·D(g × g(ai), g × g(ai−1)) für i ∈ [n]. Also gilt g × g(an) = g × g(b) ∈W ′. Somit folgt:

g × g(W ) ⊂W ′.

Sei nun andererseits c ∈W ′. Im Fall c = g×g(a) gilt klarerweise c ∈ {g×g(a′)|a′ ∈W}. Angenommen
nun, es gelte c 6= g × g(a). Dann existieren ein m ∈ N∗ und c0, . . . , cm ∈ NK(g ·D) mit

c0 = g × g(a), cm = c und crg·D(ci, ci−1) für i ∈ [m].

Nach Bemerkung 5.2.2 exisiert dann zu i ∈ {0, . . . ,m} ein bi ∈ NK(D) mit g × g(bi) = ci, und nach
Lemma 5.3.3 gilt crD(bi, bi−1) für i ∈ [m]. Es gilt b0 = g−1×g−1(g×g(a)) = a und bm = g−1×g−1(c).
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Also gilt g−1 × g−1(c) ∈W , und damit c ∈ g × g(W ). Also gilt

W ′ ⊂ g × g(W ),

und damit

g × g(W ) = W ′.

Also ist g×g(W ) eine NK-Wurzel auf g ·D. Sei nunW ⊂ [N ]2× sodass W̃ := g×g(W ) eine NK-Wurzel
auf g ·D ist. Nach dem ersten Teil des Beweises und Bemerkung 5.1.3 ist dann W = g−1 × g−1(W̃ ) ⊂
NK(D) eine NK-Wurzel auf g−1 · (g ·D). Die zweite Aussage folgt nach Lemma 5.6.1 direkt aus der
Bijektivität von g × g : NK(D)→ NK(g ·D). �

Lemma 5.6.5: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d) und g ∈ GN . Dann gilt:

WD(n) = W g·D(n) für alle n ∈ N∗.

Beweis: Nach Proposition 5.6.4 bildet g× g die Menge der NK-Wurzeln von D bijektiv auf die Menge
der NK-Wurzeln auf g ·D ab. Da g × g nach Lemma 5.6.1 NK(D) bijektiv auf NK(g ·D) abbildet,
gilt für eine NK-Wurzel W ⊂ NK(D):

|W | = |g × g(W )|.

Somit folgt die Aussage. �

5.7 Bestimmung von NK-Wurzeln durch Adjazenzmatrizen von NK(D)
Man kann für ein DimensionssudokuD ∈ D(N, d) die Indexmenge [N ]2 als Ecken eines Graphen
mit Kantenmenge NK(D) auffassen. Analoges gilt für [N ]2 und eine NK-Wurzel W . In dieser
Subsektion wird gezeigt, wie man die NK-Wurzeln von D dann anhand der Adjazenzmatrix des
Graphen ([N ]2,NK(D)) bestimmt. Die Ergebnisse dieser Subsektion lassen sich völlig analog
auch auf den Fall von Hilbertsudokus übertragen.
Definition 5.7.1: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d), ι : [N ]2 → [N2] eine Bijektion. Wir definieren
AιD := (aij) ∈ Mat({0, 1}, N2) mit

aij :=

1, falls {ι−1(i), ι−1(j)} ∈ NK(D),
0, sonst,

und nennen AιD die ι-Adjazenzmatrix von NK(D).

Bemerkung 5.7.2: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d), ι : [N ]2 → [N2] eine Bijektion, AιD := (aij)
die ι-Adjazenzmatrix von D. Für i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2, a := {(i0, j0), (k0, l1)}, b :=
{(i0, j0), (k0, l2)} ∈ [N ]2× gilt dann nach Bemerkung 5.5.9:

{(i0, j0), (k0, l1)}, {(i0, j0), (k0, l2)} ∈ NK(D) sind zeilenabhängig auf D
⇔{(i0, j0), (k0, l1)}, {(i0, j0), (k0, l2)} ∈ NK(D),
{(i0, j0), (k0, n)} /∈ NK(D) für alle n ∈ [N ]\{l1, l2}
⇔aι(i0,j0),ι(k0,l1) = aι(i0,j0),ι(k0,l2) = aι(k0,l1),ι(i0,j0) = aι(k0,l2),ι(i0,j0) = 1,
aι(i0,j0),ι(k0,n) = aι(k0,n),ι(i0,j0) = 0, für alle n ∈ [N ]\{l1, l2}.
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Analog gilt für i0, j0, k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2, {(i0, j0), (k1, l0)}, {(i0, j0), (k2, l0)} ∈ [N ]2×:

{(i0, j0), (k1, l0)}, {(i0, j0), (k2, l0)} sind spaltenabhängig auf D
⇔aι(i0,j0),ι(k1,l0) = aι(i0,j0),ι(k2,l0) = aι(k1,l0),ι(i0,j0) = aι(k2,l0),ι(i0,j0) = 1,
aι(i0,j0),ι(m,l0) = aι(m,l0),ι(i0,j0) = 0 für alle m ∈ [N ]\{k1, k2}.

Beispiel 5.7.3: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d) und

ι : [N ]2 → [N2], (i, j) 7→ (i− 1) ·N + j.

Werden die (i, j) ∈ [N ]2 in kanonischer Weise in einer N × N -Matrix aufgetragen, dann
nummeriert ι die Einträge dieser Matrix zeilenweise von oben nach unten und pro Zeile ein-
tragsweise von links nach rechts von 1 bis N2 durch. Sei AιD := (aij) die ι-Adjazenzmatrix
von D. In diesem Fall gilt dann nach Bemerkung 5.7.2 für i0, j0, k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6=
l2, {(i0, j0), (k0, l1)}, {(i0, j0), (k0, l2)} ∈ [N ]2×:

{(i0, j0), (k0, l1)}, {(i0, j0), (k0, l2)} ∈ NK(D) sind zeilenabhängig auf D
⇔a(i0−1)N+j0,(k0−1)N+l1 = a(i0−1)N+j0,(k0−1)N+l2 = a(k0−1)N+l1,(i0−1)N+j0 = a(k0−1)N+l2,(i0−1)N+j0 = 1,
a(i0−1)N+j0,(k0−1)N+n = a(k0−1)N+n,(i0−1)N+j0 = 0 für n ∈ [N ]\{l1, l2},

und für i0, j0, k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2, {(i0, j0), (k1, l0)}, {(i0, j0), (k2, l0)} ∈ [N ]2× gilt:

{(i0, j0), (k1, l0)}, {(i0, j0), (k2, l0)} sind spaltenabhängig auf D
⇔a(i0−1)N+j0,(k1−1)N+l0 = a(i0−1)N+j,(k2−1)N+l0 = a(k1−1)N+l0,(i0−1)N+j0 = a(k2−1)N+l0,(i0−1)N+j0 = 1,
a(i0−1)N+j0,(m−1)N+l0 = a(m−1)N+l0,(i−1)N+j0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{k1, k2}.

Definition 5.7.4: Wir bezeichnen

ιN : [N ]2 → [N2], (i, j) 7→ (i− 1)N + j

als kanonisch gewählt.

Proposition 5.7.5: (s. [7]) Seien a, b ∈ Z mit b > 0. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen
q, r ∈ Z mit

a = qb+ r, 0 ≤ r < b.

Bemerkung 5.7.6: Seien a, b, q, r wie in Proposition 5.7.5. Ist a ≥ 0, so ist auch q ≥ 0. Wir
nennen q den Ganzzahlquotienten von a bezüglich b und schreiben q := gqb(a).

Das folgende Lemma zeigt eine Möglichkeit, für gegebene N, d ∈ N∗ und D ∈ D(N, d) die NK-
Wurzeln von D graphisch anhand der ι-Adjazenzmatrix von D zu bestimmen, wenn ι kanonisch
gewählt ist.

Lemma 5.7.7: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d), ι : [N ]2 7→ [N2], (i, j) 7→ (i− 1)N + j, AιD := (aij)
die ι-Adjazenzmatrix von D. Unterteilt man AιD in N2 viele N ×N-Blöcke der Form

{(i0 − 1)N + i, (j0 − 1)N + j | i, j ∈ [N ]}, i0, j0 ∈ [N ]
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dann gilt für (s1, t1), (s2, t2) ∈ [N2]2:

crD({ι−1(s1), ι−1(t1)}, {ι−1(s2), ι−1(t2)})

genau dann, wenn einer der folgenden acht Fälle gilt:

1. s1 = s2, t1 6= t2, as1t1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Zeile
mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge,

2. t1 = t2, s1 6= s2, as1t1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Spalte
mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge.

3. t1 = s2, s1 6= t2, at1s1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Zeile
mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge,

4. s1 = t2, t1 6= s2, at1s1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt ihrer Spalte
mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge,

5. s1 = s2, t1 6= t2, t1 ≡ t2 mod N , und as1t1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge in
ihrer Zeile mit Spaltenindex kongruent t1 mod N ,

6. t1 = t2, s1 6= s2, s1 ≡ s2 mod N, und as1t1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge in
ihrer Spalte mit Zeilenindex kongruent s1 mod N ,

7. t1 = s2, s1 6= t2, s1 ≡ t2 mod N , und at1s1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge in
ihrer Zeile mit Spaltenindex kongruent s1 mod N,

8. s1 = t2, t1 6= s2, t1 ≡ s2 mod N , und at1s1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge in
ihrer Spalte mit Zeilenindex kongruent t1 mod N .

Beweis: Für s1, t1, s2, t2 ∈ [N2] ist

{ι−1(s1), ι−1(t1)}, {ι−1(s2), ι−1(t2)} sind zeilenabhängig auf D

nach Beispiel 5.7.3 wegen der Symmetrie von AιD äquivalent dazu, dass einer der folgenden Fälle
vorliegt:

1. as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(s1) = ι−1(s2), es existieren k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2,
ι−1(t1) = (k0, l1), ι−1(t2) = (k0, l2), as1,(k0−1)N+n = 0 für alle n ∈ [N ]\{l1, l2},

2. as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(t1) = ι−1(t2), es existieren k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2,
ι−1(s1) = (k0, l1), ι−1(s2) = (k0, l2), a(k0−1)N+n,t1 = 0 für alle n ∈ [N ]\{l1, l2},

3. as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(t1) = ι−1(s2), es existieren k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2,
ι−1(s1) = (k0, l1), ι−1(t2) = (k0, l2), a(k0−1)N+n,t1 = 0 für alle n ∈ [N ]\{l1, l2},

4. as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(s1) = ι−1(t2), es existieren k0, l1, l2 ∈ [N ] mit l1 6= l2,
ι−1(t1) = (k0, l1), ι−1(s2) = (k0, l2), as1,(k0−1)N+n = 0 für alle n ∈ [N ]\{l1, l2}.
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Es gilt:

1.⇔as1t1 = as2t2 = 1, s1 = s2, t1 6= t2, gqN (t1) = gqN (t2),
as1n = 0 für alle n ∈ [N2]\{t1, t2} mit gqN (n) = gqN (t1)
⇔s1 = s2, t1 6= t2, as1t1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt
ihrer Zeile mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge.

Dabei gilt die erste Äquivalenz wegen Bemerkung 5.5.9. Analog folgt:

2.⇔t1 = t2, s1 6= s2, as1t1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt
ihrer Spalte mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge.

Außerdem gilt:

3.⇔as1t1 = as2t2 = 1, t1 = s2, s1 6= t2, gqN (s1) = gqN (t2),
amt1 = 0 für alle m ∈ [N2]\{s1, t2} mit gqN (m) = gqN (s1)
⇔t1 = s2, s1 6= t2, at1s1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt

ihrer Zeile mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge.

Analog folgt:

4.⇔s1 = t2, t1 6= s2, at1s1 , as2t2 stehen im gleichen Block und sind im Durchschnitt
ihrer Spalte mit diesem Block die einzigen Nicht-Null-Einträge.

Für s1, t1, s2, t2 ∈ [N2] ist

{ι−1(s1), ι−1(t1)}, {ι−1(s2), ι−1(t2)} sind spaltenabhängig auf D

äquivalent dazu, dass einer der folgenden Fälle vorliegt:

(a) as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(s1) = ι−1(s2), es existieren k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2,
ι−1(t1) = (k1, l0), ι−1(t2) = (k2, l0), as1,(m−1)N+l0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{k1, k2},

(b) as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(t1) = ι−1(t2), es existieren k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2,
ι−1(s1) = (k1, l0), ι−1(s2) = (k2, l0), a(m−1)N+l0,t1 = 0 für alle m ∈ [N ]\{k1, k2},

(c) as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(t1) = ι−1(s2), es existieren k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2,
ι−1(s1) = (k1, l0), ι−1(t2) = (k2, l0), a(m−1)N+l0,t1 = 0 für alle m ∈ [N ]\{k1, k2},

(d) as1t1 = as2t2 = 1, ι−1(s1) = ι−1(t2), es existieren k1, k2, l0 ∈ [N ] mit k1 6= k2,
ι−1(t1) = (k1, l0), ι−1(s2) = (k2, l0), as1,(m−1)N+l0 = 0 für alle m ∈ [N ]\{k1, k2}.

Es gilt:

(a)⇔as1t1 = as2t2 = 1, s1 = s2, t1 6= t2, t1 ≡ t2 mod N,

as1n = 0 für alle n ∈ [N2]\{t1, t2} mit n ≡ t1 mod N

⇔s1 = s2, t1 6= t2, t1 ≡ t2 mod N, und as1t1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge
in ihrer Zeile mit Spaltenindex kongruent t1 mod N.
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Analog folgt:

(b)⇔t1 = t2, s1 6= s2, s1 ≡ s2 mod N, und as1t1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge
in ihrer Spalte mit Zeilenindex kongruent s1 mod N.

Außerdem gilt:

(c)⇔as1t1 = as2t2 = 1, t1 = s2, s1 6= t2, s1 ≡ t2 mod N,

amt1 = 0 für alle m ∈ [N2]\{s1, t2} mit m ≡ s1 mod N

⇔t1 = s2, s1 6= t2, s1 ≡ t2 mod N, und at1s1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge
in ihrer Zeile mit Spaltenindex kongruent s1 mod N.

Dabei gilt die erste Äquivalenz wegen Bemerkung 5.5.9. Analog folgt:

(d)⇔s1 = t2, t1 6= s2, t1 ≡ s2 mod N, und at1s1 , as2t2 sind die einzigen Nicht-Null-Einträge
in ihrer Spalte mit Zeilenindex kongruent t1 mod N. �

Definition 5.7.8: Seien N, d ∈ N∗, D ∈ D(N, d), ι : [N ]2 7→ [N2] eine Bijektion und W ⊂
NK(D) eine NK-Wurzel von D. Dann definieren wir AιW := (aWij ) ∈ Mat({0, 1}, N2), wobei
gilt:

aWij :=

1, falls (ι−1(i), ι−1(j)) ∈ W,
0, sonst.

Beispiel 5.7.9: Sei

D6 =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 ∈ D(4, 3)
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wie in Beispiel 4.5.6. Dann ist die Adjazenzmatrix von ([N ]2,NK(D6)) gegeben durch:

AιD6
:=

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4)
(1,1) 1 1 1 1 1
(1,2) 1 1 1 1 1
(1,3)
(1,4)
(2,1) 1 1 1 1 1
(2,2) 1 1 1 1 1
(2,3)
(2,4)
(3,1)
(3,2)
(3,3) 1 1 1 1 1
(3,4) 1 1 1 1 1
(4,1)
(4,2)
(4,3) 1 1 1 1 1
(4,4) 1 1 1 1 1

,

wobei ι : [4]2 7→ [16], (i, j) 7→ 3 · i + j kanonisch gewählt ist und die 0-Einträge von AιD6 der
Übersichtlichkeit wegen leergelassen sind. Mit Lemma 5.7.7 kann man an AιD6 die NK-Wurzeln
von D6 ablesen. Diese sind:

W1 := {{(1, 1), (2, 2)}} =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 ,W2 := {{(1, 2), (2, 1)}} =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 ,

W3 := {{(3, 3), (4, 4)}} =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 ,W4 := {{(3, 4), (4, 3)}} =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 ,
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und W5 mit mit

AιW5 =

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4)
(1,1) 1 1 1 1
(1,2) 1 1 1 1
(1,3)
(1,4)
(2,1) 1 1 1 1
(2,2) 1 1 1 1
(2,3)
(2,4)
(3,1)
(3,2)
(3,3) 1 1 1 1
(3,4) 1 1 1 1
(4,1)
(4,2)
(4,3) 1 1 1 1
(4,4) 1 1 1 1

.

5.8 Nicht-kommutative Hilbertsudokus in HS(C3, 4) und HS(C4, 4)
Im Folgenden soll gezeigt werden, welche Äquivalenzklassen in D(4, 3) und D(4, 4) nicht-
kommutative Lösungen in HS(C3, 4) bzw. HS(C4, 4) besitzen und es werden jeweils Beispiele
gegeben. Für die Klassen, die nur kommutative Lösungen zulassen, werden ebenfalls Beispiele
von Lösungen gegeben. Außerdem werden einige der gesammelten Isotopieinvarianten auf den
Fall der Äquivalenzklasse von D6 ∈ D(4, 3) (s.Proposition 6.2.14) angewant, um alle Isotopie-
klassen von nicht-kommutativen Lösungen in HS(C3, 4) zu bestimmen und durch Repräsentan-
ten auszuzeichnen. Die Angabe der Repräsentanten ist jedoch nicht exakt, in dem Sinne, dass
Repräsentanten angegeben werden, für die nicht bestimmt wird, ob diese zueinander isotop sind
oder nicht. Zunächst wird der Fall HS(C3, 4) behandelt:

Lemma 5.8.1: Seien N, d ∈ N∗, N > 3 und D := (dij) ∈ D(N, d) mit dii = d für i ∈ [N − 3].
Dann ist jede Lösung von H ∈ HS(Cd, N) von D kommutativ.

Beweis: Für ein H := (pij) ∈ HS(Cd, N) mit Dim(H) = D gilt pii = 1 für i ∈ [N − 3]. Also gilt nach
Lemma 3.1.12

pi0j = 0,
pij0 = 0

für alle i0, j0 ∈ [N − 3], i ∈ [N ]\{j0}, j ∈ [N ]\{i0}. Daher ist H ′ := (pij)N−2 ≤ i, j ≤ N ein Hilbertsu-
doku und es gilt:

H = 1N−3,d ⊕H ′.

Nach Lemma 3.7.6 ist H also kommutativ. �
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Lemma 5.8.2: Sei N ∈ N∗,H ein Hilbertraum und H ∈ HS(H , N). Existieren i, k, l ∈ [N ]
mit i 6= k, so dass pmj = 0 für alle m ∈ [N ]\{i, k} gilt, dann gilt

pij(H ) = pkj(H )⊥,
pkj(H ) = pij(H )⊥.

Analog, existieren i, j, l ∈ [N ] mit j 6= l, so dass pin = 0 für alle n ∈ [N ]\{j, l} gilt, dann gilt
auch

pij(H ) = pil(H )⊥,
pil(H ) = pij(H )⊥.

Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage, da die zweite völlig analog folgt. Nach Proposition 2.3.8
und Bemerkung 3.1.2 gilt pij(H ) ⊥ pkj(H ). Daraus folgt insbesondere pij(H ) ∩ pkj(H ) = 0, denn
für y ∈ pij(H ) ∩ pkj(H ) gilt:

〈y, y〉 = 0⇔ y = 0.

Nach Gl. (5) gilt für ein x ∈H :

x = 1(x) = pij(x) + pkj(x) ∈ pij(H ) + pkj(H ).

Also gilt pij(H )⊕ pkj(H ) = H und aus Lemma 2.1.10 folgt die erste Aussage. �

Im folgenden Beispiel zeigen wir, für welche Äquivalenzklassen von D(4, 3) (s. Beispiel 4.5.6)
nur kommutative Lösungen existieren. Außerdem wird eine Liste von Lösungen für
Beispiel 5.8.3 (Der Fall HS(C3, 4)): Sei für i ∈ [12] Di ∈ D(4, 3) wie in Beispiel 4.5.6. Dann
ist für i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 9} jede Lösung von Di kommutativ. Für i ∈ {6, 7, 8, 10, 11, 12} besitzt
Di nicht-kommutative Lösungen.
Für i ∈ [5] ist nämlich jede Lösung Hi ∈ HS(C3, 4) von Di nach Lemma 5.8.1 kommutativ. Sei
H9 := (pij) ∈ HS(C3, 4) eine Lösung von

D9 =


2 1 0 0
1 0 0 2
0 0 2 1
0 2 1 0

 .

Nach Bemerkung 4.2.10 kann angenommen werden, dass p11(C3) = Span(e1, e2), p12(C3) =
Span(e3) gilt. mit Lemma 5.8.2 folgt dann sukzessiv:

p21(C3) = Span(e3), p24(C3) = Span(e1, e2), p34(C3) = Span(e3),
p33(C3) = Span(e1, e2), p43(C3) = Span(e3), p42(C3) = Span(e1, e2).

Damit ist H9 bestimmt und es gilt:

H9 =


e1, e2 e3 0 0
e3 0 0 e1, e2
0 0 e1, e2 e3
0 e1, e2 e3 0

 .
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D9 besitzt also nur kommutative Lösungen, die unter der Operation von U3 auf HS(C3, 4) alle
in einer Bahn liegen und insbesondere alle isotop sind.
Für i ∈ [12] ist eine Lösung Hi von Di gegeben (wobei für i ∈ {6, 7, 8, 10, 11, 12} Hi nicht-
kommutativ ist) durch:

H1 :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 H2 :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 e1, e2 e3
0 0 e3 e1, e2



H3 :=


1 0 0 0
0 e1, e2 e3 0
0 e3 e1 e2
0 0 e2 e1, e3

 H4 :=


1 0 0 0
0 e1, e2 0 e3
0 e3 e1, e2 0
0 0 e3 e1, e2



H5 :=


1 0 0 0
0 e1 e2 e3
0 e2 e3 e1
0 e3 e1 e2

 H6 :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e1 + e3, e2 e1 − e3
0 0 e1 − e3 e1 + e3, e2



H7 :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e2 e1 0
0 e1 e2 + e3 e2 − e3
0 0 e2 − e3 e1, e2 + e3

 H8 :=


e1, e2 e3 0 0
e3 0 e1, e2 0
0 e1 + e2 e3 e1 − e2
0 e1 − e2 0 e1 + e2, e3



H9 :=


e1, e2 e3 0 0
e3 0 0 e1, e2
0 0 e1, e2 e3
0 e1, e2 e3 0

 H10 :=


e1, e2 e3 0 0
e3 0 e1 + e2 e1 − e2
0 e1 + e2 e1 − e2, e3 0
0 e1 − e2 0 e1 + e2, e3



H11 :=


e1, e2 e3 0 0
e3 0 e1 + e2 e1 − e2
0 e1 + e2 e1 − e2 e3
0 e1 − e2 e3 e1 + e2

 H12 :=


e1 e2 e3 0

e2 + e3 e1 0 e2 − e3
e2 − e3 0 e1 e2 + e3

0 e3 e2 e1



Frage 5.8.4: Sei für i ∈ [12] Di wie in Beispiel 4.5.6. Was sind Repräsentanten für die kommu-
tativen Lösungen von Di für i ∈ [12]\{9}. Was sind Repräsentanten für die nicht-kommutativen
Lösungen von Di für i ∈ {7, 8, 10, 11, 12}?

Definition 5.8.5: Für ein α ∈ C∗ definieren wir α′ := −1
α
.

Bemerkung 5.8.6: Sei α ∈ C∗. Dann gilt (α′)′ = α und für v, w ∈H mit v ⊥ w und ‖v‖ = ‖w‖
gilt:

〈v + α · w, v + α′ · w〉 = 0.

Beispiel 5.8.7 (Der Fall HS(C4, 4)): Sei für i ∈ [38] Di ∈ D(4, 4) wie in Beispiel 4.5.8 Für
i ∈ Ik := {1, 2, 10, 11, 12, 13, 16, 18, 20, 22, 23, 24, 25, 29, 30, 33, 34, 35, 37, 38} besitzt Di dann
nur kommutative Lösungen. Für i ∈ [38]\Ik besitzt Di nicht-kommutative Lösungen.
Denn sei i ∈ Ik,1 := {10, 11, 12, 13, 29, 30, 34, 35, 38} ⊂ Ik und Di := (dij), dann existiert ein
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(i0, j0) ∈ [N ]2 mit di0j0 = 4. Wähle

gi0 :=

r(1,i0) ∈ G4, falls i0 6= 1,
id ∈ G4, falls i0 = 1,

gj0 :=

c(1,j0) ∈ G4, falls j0 6= 1,
id ∈ G4, falls j0 = 1.

Für D′i := (d′ij) := (gi0gj0) · Di gilt dann d′11 = 4, und nach Lemma 5.8.1 ist somit jede Lö-
sung H ′i ∈ HS(C4, 4) von D′i kommutativ. Da für eine Lösung Hi ∈ HS(C4, 4) von Di auch
(gi0gj0) ·Hi eine Lösung von D′i ist, ist nach Lemma 4.3.8 auch Hi kommutativ.
Sei nun i ∈ Ik,2 := Ik\Ik,1 = {1, 2, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 33, 37}. Angenommen, es sei i ∈
Ik,2\{18, 20, 23} und Hi ∈ HS(C4, 4) sei eine Lösung von Di. Wir können annehmen, dass
die erste Zeile von Hi eine Form hat wie in Bemerkung 4.2.10. Dann ergibt sich durch ein
sukzessives Anwenden von Lemma 3.1.11 (analog zum Fall D9 in 5.8.3):

H1 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e4 e1, e2, e3
0 e3, e4 e1, e2 0

e2, e3, e4 e1 0 0

 H2 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e4 e1, e2, e3
0 e2, e3, e4 e2 0

e2, e3, e4 0 e1 0



H16 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e3 e1, e2, e4
0 e1, e2, e4 0 e3

e3, e4 0 e1, e2 0

 H22 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2 e3, e4
0 e1, e2, e4 e3 0

e3, e4 0 0 e1, e2



H24 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2, e3 e4
0 e1, e2, e4 0 e3

e3, e4 0 0 e1, e2

 H25 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2, e3 e4
e4 0 0 e1, e2, e3
e3 e1, e2, e4 0 0



H33 :=


e1, e2 e3, e4 0 0

0 0 e3, e4 e1, e2
0 e1, e2 0 e3.e4

e3, e4 0 e1, e2 0

 H37 :=


e1, e2, e3 e4 0 0

0 0 e4 e1, e2, e3
0 e1, e2, e3 0 e4
e4 0 e1, e2, e3 0



Lösungen von D1, D2, D16, D22, D24, D25 bzw. D33 sind also nach 4.2.10 vermöge der Konjuga-
tion mit einem unitären Operator isotop zu H1, H2, H16, H22, H24, H25 bzw. H33.
Für D18, D20 und D23 funktioniert dieses Argument nicht, wir können jedoch NK-Wurzeln auf
Dimensionssudokus nutzen, um die Kommutativität aller Lösungen zu zeigen. D18 besitzt drei
NK-Wurzeln W1, W2 und W3, die in der folgenden Darstellung von NK(D18) schwarz, rot und
grün dargestellt sind:

89







NK(D18) =

2 1 1 0

0 0 1 3

1 1 2 0

1 2 0 1

Angenommen, H18 := (pij) ∈ HS(Cd, N) wäre eine nicht-kommutative Lösung von D18. Dann
wäre nach Satz 5.5.10 W1,W2 oder W3 eine NK-Wurzel von H18. Wäre W1 eine NK-Wurzel von
H18, würde gelten p41p24 6= p24p41. Daraus würde folgen

p41p44 = p41(1− p24) 6= (1− p24)p41 = p44p41,

was im Widerspruch zu p41p44 = p44p41 = 0 (nach 3.1.2) steht. Also istW1 keine NK-Wurzel von
H18. Die Annahme, dassW2 eine NK-Wurzel von H18 wäre führt analog zu einem Widerspruch,
da dann p13p23 6= p23p13 gelten müsste, und die Annahme, dass W3 eine NK-Wurzel von H18
ebenfalls, da dann p24p44 6= p44p24 gelten müsste. D18 besitzt also keine nicht-kommutative
Lösung. Eine kommutative Lösung von D18 ist beispielweise gegeben durch:

H̃18 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e2 e1, e3, e4
e4 e2 e1, e3 0
e3 e1, e4 0 e2


D20 besitzt nur eine NK-Wurzel W = NK(D20):
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2 1 1 0

0 0 2 2

0 2 0 2

2 1 1 0

W =

Angenommen, H20 := (pij) ∈ HS(C3, 4) wäre eine nicht-kommutative Lösung von D20. Dann
wäre wegen Satz 5.5.10 W auch eine NK-Wurzel von H20, und es würde gelten p13p24 6= p24p13.
Dies ist jedoch nicht möglich, da dann gelten würde:

p13p23 = p13(1− p24) 6= (1− p24)p13 = p23p13,

im Widerspruch zu p13p23 = p23p13 = 0 (nach 3.1.2). Also besitzt D20 nur kommutative Lösun-
gen, zum Beispiel:

H̃20 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e3 e2, e4
0 e2, e4 0 e1, e3

e3, e4 e1 e2 0

 .

D23 besitzt vier NK-WurzelnW1,W2,W3 undW4, die in der folgenden Darstellung vonNK(D23)
schwarz, rot, blau, bzw. grün dargestellt sind:
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NK(D23) =

2 1 1 0

0 0 2 2

1 1 0 2

1 2 1 0

Angenommen, H23 := (pij) ∈ HS(C4, 4) wäre eine nicht-kommutative Lösung von D23. Nach
Satz 5.5.10 ist dann W1,W2,W3 oder W4 eine NK-Wurzel von D23. Nach 4.2.10 können wir
annehmen, dass p11(C4) = Span(e1, e2) und p12(C4) = Span(e3), p13(C4) = Span(e4) gilt. Ange-
nommen,W1 wäre NK-Wurzel von H23. Dann würde gelten p12p31 6= p31p12. Nach Lemma 3.1.11
gilt p31(C4) ⊂ Span(e3, e4) und nach Proposition 2.3.19 gilt p31(C4) 6= p12(C4), p31(C4) 6⊥
p12(C4). Also gilt p31(C4) = Span(e3 + δ · e4) für ein δ ∈ C∗. Dann gilt nach Lemma 3.1.11
p41(C4) = Span(e3 + δ′ · e4) (s.Definition 5.8.5) und p42(C4) = Span(e1, e2). Weiterhin müsste
wegen Lemma 3.1.11 gelten p32(C4) = {0}, was im Widerspruch zu (D23)32 = 1 steht. Also ist
W1 keine NK-Wurzel von H23. W2 ist keine NK-Wurzel von H23, da dann wegen p31p24 6= p24p31
analog wie im Fall von D20 gelten müsste p31p34 6= p34p31. Analog würde daraus, dass W3 NK-
Wurzel von H23 wäre folgen, dass p43p23 6= p23p43 gelten würde, und daraus, dassW4 NK-Wurzel
von H23 wäre, dass p24p34 6= p34p24 gelten würde. Dies sind beides Widersprüche, W3 und W4
sind also keine NK-Wurzeln von H23. Also besitzt D23 keine nicht-kommutative Lösung. Eine
kommutative Lösung von D23 ist beispielsweise gegeben durch:

H̃23 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2 e3, e4
e3 e4 0 e1, e2
e4 e1, e2 e3 0



Für i ∈ [38] ist eine Lösung Hi von Di gegeben (wobei für i ∈ [38]\Ik Hi nicht-kommutativ ist)
durch:
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H1 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e4 e1, e2, e3
0 e3, e4 e1, e2 0

e2, e3, e4 e1 0 0



H2 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e4 e1, e2, e3
0 e2, e3, e4 e2 0

e2, e3, e4 0 e1 0



H3 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e4 e1, e2, e3

e3 + e4 e3 − e4 e1, e2 0
e3 − e4, e2 e1, e3 + e4 0 0



H4 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e4 e1, e2, e3

e3 + e4 e3 − e4, e1 e2 0
e3 − e4, e2 e3 + e4 e1 0



H5 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e1 + e2, e4 e1 − e2, e3
e3 e4 e1 − e2 e1 + e2

e2, e4 e1, e3 0 0



H6 :=


e1 e2 e3 e4
0 0 e2, e4 e1, e3

e3 + e4 e1, e3 − e4 0 e2
e2, e3 − e4 e3 + e4 e1 0



H7 :=


e1 e2 e3 e4
0 e1 − e3 e4 e2, e1 + e3
e4 e1 + e3 e2 e1 − e3

e2, e3 e4 e1 0



H8 :=


e1 e2 e3 e4
0 e1 + e4 e1 − e4 e2, e3
e3 e1 − e4 e1 + e4, e2 0

e2, e4 e3 0 e1



H9 :=


e1 e2 e3 e4

e2 + e4 e1 + e3 e2 − e4 e1 − e3
e2 − e4 e1 − e3 e2 + e4 e1 + e3
e3 e4 e1 e2



H10 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 0 1

0 e4 e1, e2, e3 0
e3, e4 e1, e2 0 0



H11 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 0 1

0 e2, e4 e1, e3 0
e3, e4 e1 e2 0
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H12 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 0 1

e4 0 e1, e2, e3 0
e3 e1, e2, e4 0 0



H13 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 0 1

e4 e2 e1, e3 0
e3 e1, e4 e2 0



H14 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1 + e3 e1 − e3, e2, e4
0 e4 e1 − e3, e2 e1 + e3

e3, e4 e1, e2 0 0



H15 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1 + e2 e1 − e2, e3, e4
0 e1 + e2, e4 e1 − e2, e3 0

e3, e4 e1 − e2 0 e1 + e2



H16 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e3 e1, e2, e4
0 e1, e2, e4 0 e3

e3, e4 0 e1, e2 0



H17 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1 + e3 e1 − e3, e2, e4
e4 0 e1 − e3, e2 e1 + e3
e3 e1, e2, e4 0 0



H18 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e2 e1, e3, e4
e4 e2 e1, e3 0
e3 e1, e4 0 e2



H19 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1 + e3, e2 e1 − e3, e4
0 e4 e1 − e3 e1 + e3, e2

e3, e4 e1, e2 0 0



H20 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e3 e2, e4
0 e2, e4 0 e1, e3

e3, e4 e1 e2 0



H21 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1 + e2, e3 e1 − e2, e4
0 e1 + e2, e4 e1 − e2 e3

e3, e4 e1 − e2 0 e1 + e2



H22 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2 e3, e4
0 e1, e2, e4 e3 0

e3, e4 0 0 e1, e2
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H̃23 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2 e3, e4
e3 e4 0 e1, e2
e4 e1, e2 e3 0



H24 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2, e3 e4
0 e1, e2, e4 0 e3

e3, e4 0 0 e1, e2



H25 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 e1, e2, e3 e4
e4 0 0 e1, e2, e3
e3 e1, e2, e4 0 0



H26 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 e4 e1 + e3 e2, e1 − e3
e4 0 e1 − e3, e2 e1 + e3
e3 e1, e2 0 e4



H27 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 e4 e2, e1 + e3 e1 − e3
e4 0 e1 − e3 e2, e1 + e3
e3 e1, e2 0 e4



H28 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 e4 e1, e2, e3 0
e3 + e4 0 0 e1, e2, e3 − e4
e3 − e4 e1, e2 0 e3 + e4



H29 :=


e1, e2 e3 e4 0

0 0 0 1

0 0 1 0
e3, e4 e1, e2 0 0



H30 :=


e1, e2 e3, e4 0 0

0 0 0 1

0 e1, e2 e3, e4 0
e3, e4 0 e1, e2 0



H31 :=


e1, e2 e3, e4 0 0

0 0 e1 + e3 e1 − e3, e2, e4
0 0 e1 − e3, e2, e4 e1 + e3

e3, e4 e1, e2 0 0



H32 :=


e1, e2 e3, e4 0 0

0 0 e1 + e3, e2 + e4 e1 − e3, e2 − e4
0 0 e1 − e3, e2 − e4 e1 + e3, e2 + e4

e3, e4 e1, e2 0 0



H33 :=


e1, e2 e3, e4 0 0

0 0 e3, e4 e1, e2
0 e1, e2 0 e3.e4

e3, e4 0 e1, e2 0
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H34 :=


e1, e2e3 e4 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0
e4 e1, e2e3 0 0



H35 :=


e1, e2e3 e4 0 0

0 0 0 1

0 e1, e2, e3 e4 0
e4 0 e1, e2, e3 0



H36 :=


e1, e2, e3 e4 0 0

0 0 e1 + e4 e1 − e4, e2, e3
0 0 e1 − e4, e2, e3 e1 + e4
e4 e1, e2, e3 0 0



H37 :=


e1, e2, e3 e4 0 0

0 0 e4 e1, e2, e3
0 e1, e2, e3 0 e4
e4 0 e1, e2, e3 0



H38 :=


1 0 0 0
0 0 0 1

0 0 1 0
0 1 0 0


Frage 5.8.8: Sei für i ∈ [38] Di wie in Beispiel 4.5.8. Was sind Repräsentanten der Isotopieklas-
sen nicht-kommutativer Lösungen von Di für i ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 17, 19, 21, 26, 27, 28, 31,
32, 36}.

Definition 5.8.9: Seien d ∈ N∗ und σ ∈ Sd. Dann definieren wir fσ : Cd → Cd als die lineare
Fortsetzung der Abbildung

{e1, . . . , ed} → {e1, . . . , ed}, ei 7→ eσ(i) für alle i ∈ [d].

Bemerkung 5.8.10: Seien d ∈ N∗ und σ ∈ Sd. Dann ist fσ nach Lemma 2.2.13 ein unitärer
Operator auf Cd.

Bemerkung 5.8.11: Die Funktion

h : R+ → R+, x 7→
x

1 + x

ist streng monoton wachsend und damit injektiv, da für x ∈ R+ gilt h(x) = 1
1+ 1

x

, und da

h̃ : R+ → R+, x 7→
1
x

streng monoton fallend ist.

Proposition 5.8.12: Sei

D6 =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2
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wie in Beispiel 4.5.6.Für jede Isotopieklassen der nicht-kommutativen Lösungen von D6 existiert
dann ein Repräsentant in H1 ∪H3, wobei gilt:

H1 :=

H1,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e2, v w
0 0 w e2, v


∣∣∣∣∣∣∣∣∣v := e1 + γ · e3, w := e1 + γ′ · e3, γ ∈ R∗+

 ,

H3 :=

H3,β,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 x, y z
0 0 z x, y


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x := e1 + β · e2, y := e1 + γ · e3,

z := e1 + β′ · e2 + γ′ · e3, γ ∈ C∗

 .

Die Elemente von H1 sind paarweise nicht isotop.

Beweis: Wir wollen die Isotopieklassen nicht-kommutativer Lösungen von

D6 =


2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2


bestimmen. Es gilt:

NK(D) = {{(1, 1), (2, 2)}, {(1, 2), (2, 1)}, {(3, 3), (4, 4)}, {(3, 4), (4, 3)}, {(1, 1), (3, 3)},
{(1, 1), (3, 4)}, {(1, 1), (4, 3)}, {(1, 1), (4, 4)}, {(2, 1), (3, 3)}, {(2, 1), (3, 4)},
{(2, 1), (4, 3)}, {(2, 1), (4, 4)}, {(1, 2), (3, 3)}, {(1, 2), (3, 4)}, {(1, 2), (4, 3)},
{(1, 2), (4, 4)}, {(2, 2), (3, 3)}, {(2, 2), (3, 4)}, {(2, 2), (4, 3)}, {(2, 2), (4, 4)}}





=

2 1 0 0

1 2 0 0

0 0 2 1

0 0 1 2
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D6 besitzt fünf NK-Wurzeln W1, . . . ,W5, die in obiger Darstellung von NK(D6) jeweils rot, blau,
grün, gestrichelt und schwarz dargestellt sind. Die NK-Wurzeln in W1,W2,W3 und W4 besitzen nach
Lemma 5.5.15 keine Lösung. Bleibt also nur W5 zu betrachten. Angenommen, H̃ := (p̃ij) ∈ HS(C3, 4)
sei eine Lösung von W5 und es gelte Ṽij := p̃ij(C3). Nach Bemerkung 4.2.10 existiert dann ein T ∈ U3,
sodass für H := (pij) := TH̃T ∗ gilt:

p11(C3) = Span(e1, e2), p12(C3) = Span(e3). (18)

Nach Proposition 5.4.3 ist dann auch H eine Lösung von W5. Sei Vij := pij(C3) für (i, j) ∈ [4]2. Nach
Lemma 5.8.2 gilt dann V21 = Span(e3), V22 = Span(e1, e2). Wegen W5 ⊂ NK(H) gilt p12p34 6= p34p12.
Wegen rang(p12) = rang(p34) = 1 gilt nach Proposition 2.3.19:

V12 6= V34 und V12 6⊥ V34.

Deshalb gilt für w mit V34 = Span(w) einer der folgenden Fälle:

1. w = e1 + γ · e3, mit γ ∈ C∗,

2. w = e2 + γ · e3, mit γ ∈ C∗,

3. w = e1 + β · e2 + γ · e3, mit β, γ ∈ C∗.

Nach Lemma 5.8.2 und Bemerkung 5.8.6 gilt

• in Fall 1. V34 = V43 = Span(e1 + γ · e3), V33 = V44 = Span(e1 + γ′ · e3, e2),

• in Fall 2. V34 = V43 = Span(e2 + γ · e3), V33 = V44 = Span(e1, e2 + γ′ · e3),

• in Fall 3. V34 = V43 = Span(e1 + β · e2 + γ · e3), V33 = V44 = Span(e1 + β′ · e2, e1 + γ′ · e3).

Somit ist H1 ∪H2 ∪H3 die Menge aller Lösungen H von W5, wobei gilt:

H1 :=

H1,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e2, v w
0 0 w e2, v


∣∣∣∣∣∣∣∣∣v := e1 + γ · e3, w := e1 + γ′ · e3, γ ∈ C∗

 ,

H2 :=

H2,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e1, v w
0 0 w e1, v


∣∣∣∣∣∣∣∣∣v := e2 + γ · e3, w := e2 + γ′ · e3, γ ∈ C∗

 ,

H3 :=

H3,β,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 x, y z
0 0 z x, y


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x := e1 + β · e2, y := e1 + γ · e3,

z := e1 + β′ · e2 + γ′ · e3, γ ∈ C∗

 .
Sei γ ∈ C∗. Dann gilt nach Korollar 2.3.13:

f(12)H1,γf
∗
(12) = H2,γ ,

f(12)H2,γf
∗
(12) = H1,γ .

Also sind die Isotopieklassen der Elemente von H1 dieselben wie die der Elemente von H2. Wir wollen
nun paarweise nicht-isotope Repräsentanten für die Isotopieklassen der Elemente von H1 bestimmen.

98



Sei γ ∈ C∗ und w := e1 +γ′ ·e3. Dann gilt 〈e3, w〉 = γ′ und ‖w‖ = 1+ |γ′|2. Also gilt nach Lemma 4.3.7:

|ang|H1,γ
(1, 1) = {{1}, { |γ′|

1 + |γ′|2 }}.

Außerdem gilt:

|ang|H1,γ (2, 1) = {|ang|(pe1,e2 , pw), |ang|(pe2,v, pe3)}, mit v = e1 + γ · e3, γ ∈ C∗.

Sei ṽ ∈ pe1,e2(H ) mit ‖ṽ‖ = 1. Dann existieren a, b ∈ C mit |a|2 + |b|2 = 1 und ṽ = a · e1 + b · e2 und
es gilt:

1
‖w‖
|〈ṽ, w〉| = 1

‖w‖
|a〈e1, e1〉| =

|a|
1 + |γ′|2 .

Mit Lemma 4.3.7 folgt somit:

max|ang|(pe1,e2 , pv) = max{ |a|
1 + |γ′|2 | |a| ∈ [0, 1]} = 1

1 + |γ′|2 .

Sei nun w̃ ∈ pe2,v(H ) mit ‖w̃‖ = 1. Dann existieren c, d ∈ C mit |c|2 + |d|2 = 1 und w̃ = c · e2 +d · v
‖v‖ .

Außerdem gilt 〈v, e3〉 = γ und ‖v‖ = 1 + |γ|2. Damit gilt:

|〈w, e3〉| = |
d

‖e5‖
· 〈v, e3〉| =

|d| · |γ|
1 + |γ|2 .

Mit Lemma 4.3.7 folgt

max|ang|(pe2,e5 , pe3) = max{ |d| · |γ|1 + |γ|2 | |d| ∈ [0, 1]} = |γ|
1 + |γ|2 .

Angenommen nun, es existieren γ, γ̃ ∈ C∗, sodass H1,γ und H1,γ̃ isotop sind. Dann muss nach Lem-
ma 4.3.6 also gelten:

{{1}, { |γ′|
1 + |γ′|2 }} = |ang|H1,γ

(1, 1) = |ang|H1,γ̃
(1, 1) = {{1}, { |γ̃′|

1 + |γ̃′|2 }}, (19){ 1
1 + |γ′|2 ,

|γ|
1 + |γ|2

}
= max|ang|H1,γ (2, 1) = max|ang|H1,γ̃ (2, 1) =

{ 1
1 + |γ̃′|2 ,

|γ̃|
1 + |γ̃|2

}
. (20)

Aus Gl. (19) folgt:

|γ̃′|
1 + |γ̃′|2

= |γ′|
1 + |γ′|2 . (21)

Aus Gl. (20) folgt entweder

1.

1
1 + |γ̃′|2

= |γ|
1 + |γ|2 , (22)

1
1 + |γ′|2 = |γ̃|

1 + |γ̃|2 , (23)

oder
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2.

1
1 + |γ̃′|2

= 1
1 + |γ′|2 , (24)

|γ̃|
1 + |γ̃|2 = |γ|

1 + |γ|2 . (25)

In Fall 1. folgt durch Einsetzen von Gl. (22) und Gl. (23) in Gl. (21):

|γ′||γ̃|
1 + |γ̃|2 = |γ̃′||γ|

1 + |γ|2

⇔ 1
|γ|

|γ̃|
1 + |γ̃|2 = 1

|γ̃|
|γ|

1 + |γ|2

⇔ |γ|2

1 + |γ|2 = |γ̃|2

1 + |γ̃|2 .

Nach Bemerkung 5.8.11 gilt dann |γ|2 = |γ̃|2, und wegen |γ|, |γ̃| ∈ R+ auch |γ| = |γ̃|.
In Fall 2. erhält man durch Einsetzen von Gl. (24) in Gl. (21)

|γ̃′|
1 + |γ′|2 = |γ′|

1 + |γ′|2

⇔|γ̃′| = |γ′|
⇔|γ̃| = |γ|.

Also gilt
H1,γ ' H1,γ̃ ⇒ |γ| = |γ̃|.

Seien andererseits γ, γ̃ ∈ C∗ mit |γ| = |γ̃|, dann bildet die lineare Fortsetzung T von

e1 7→ e1, e2 7→ e2, e3 7→
γ̃

γ
· e3, e4 7→ e4

nach Lemma 2.2.13 einen unitären Operator, der nach Korollar 2.3.13 TH1,γT
∗ = H1,γ erfüllt. Also

gilt für γ, γ̃ ∈ C∗:
H1,γ ' H1,γ̃ ⇔ |γ| = |γ̃|. �

Frage 5.8.13: Seien

H1 :=

H1,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e2, e5 e6
0 0 e6 e2, e5


∣∣∣∣∣∣∣∣∣e5 := e1 + γ · e3, e6 := e1 + γ′ · e3, γ ∈ R∗+

 ,

H3 :=

H3,β,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e5, e6 e7
0 0 e7 e5, e6


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e5 := e1 + β · e2, e6 := e1 + γ · e3,

e7 := e1 + β′ · e2 + γ′ · e3, γ ∈ C∗

 .

Sind Elemente von H1 und von H3 paarweise nicht-isotop? Was sind Isotopiekriterien für die
Elemente von H3.
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Bemerkung 5.8.14: Will man in in Proposition 5.8.12 eine Unterscheidung der Isotopieklassen
in H3 auf analoge Weise durchführen wie für H1, so führt dies auf komplizierte Polynomglei-
chungen, die hier nicht aufgeführt werden.
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6 Rechteckstransformationen
In der folgenden Sektion führen wir Rechteckstransformationen ein. Diese lassen sich auf Di-
mensionssudokus (6.1) und auf Hilbertsudokus (6.2) definieren. Wir zeigen, dass sich zwei un-
terschiedliche (N, d)-Dimensionssudokus immer durch eine Folge von Rechteckstransformatio-
nen ineinander überführen lassen (s.6.1.10), und dass sich zwei unterschiedliche gewöhnliche
N -Hilbertsudokus auf Cd immer durch eine Folge von Rechteckstransformationen ineinander
überführen lassen. Außerdem zeigen wir, dass unter Vorraussetzung der Gültigkeit von Vermu-
tung 6.2.16 jedes (N, d)-Dimensionssudoku eine Lösung besitzt, die ein gewöhnliches Hilberts-
udoku ist (s.6.2.18). Im Folgenden seien immer N, d ∈ N∗.

6.1 Rechteckstransformationen auf Dimensionssudokus
Definition 6.1.1: Seien D = (dij) ∈ D(N, d) und i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×
und di0j0 6= 0, dk0l0 6= 0. Dann definieren wir R(i0j0)(k0l0)(D) := (d′ij) ∈ Mat(N,C), mit

d′mn := dmn falls (m,n) /∈ {(i0, j0), (k0, l0), (k0, j0), (i0, l0)},
d′i0j0 := di0j0 − 1,
d′k0l0

:= dk0l0 − 1,
d′i0l0 := di0l0 + 1,
d′k0j0

:= dk0j0 + 1.

Lemma 6.1.2: Seien D,D′ wie in Definition 6.1.1. Dann gilt D′ ∈ D(N, d).

Beweis: Für α ∈ [N ]\{i0, k0}, β ∈ [N ]\{j0, l0} gilt

N∑
n=1

d′αn =
N∑
n=1

dαn = d,

N∑
m=1

d′mβ =
N∑
m=1

dmβ = d.

Außerdem gilt:

N∑
n=1

d′i0n = (
N∑

n=1,n/∈{j0,l0}
di0n) + (di0j0 − 1) + (di0l0 + 1) = d,

N∑
n=1

d′k0n = (
N∑

n=1,n/∈{j0,l0}
dk0n) + (di0j0 + 1) + (di0l0 − 1) = d,

N∑
m=1

d′mj0 = (
N∑

m=1,m/∈{i0,k0}
dmj0) + (di0j0 − 1) + (di0l0 + 1) = d,

N∑
m=1

d′ml0 = (
N∑

m=1,m/∈{i0,k0}
dml0) + (di0l0 + 1) + (dk0l0 − 1) = d. �

Definition 6.1.3: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×. Dann definieren wir

D(i0,j0)(k0,l0)(N, d) := {(dij) ∈ D(N, d) | di0j0 6= 0, dk0l0 6= 0}.
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Definition 6.1.4: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×. Dann wird nach Lem-
ma 6.1.2 durch

R(i0,j0)(k0,l0) : D(i0,j0)(k0,l0)(N, d)→ D(N, d), D 7→ R(i0,j0)(k0l0)(D)

eine Abbildung definiert, die wir {(i0, j0), (k0, l0)}-Rechteckstransformation auf D(N, d) nennen.
Wir nennen R(i0,j0)(k0,l0) auch einfach nur eine Rechteckstransformation auf D(N, d).

Notation 6.1.5: Für s ∈ [n] seien is, js, ks, ls ∈ [N ] mit {(isjs), (ks, ls)} ∈ [N ]2×. Sei D ∈
D(i1,j1)(k1,l1)(N, d), sodass gilt:

R(is,js)(ks,ls)(. . . (R(i1,j1)(k1,l1)(D))) ∈ D(is+1,js+1)(ks+1,ls+1)(N, d)

für alle s ∈ [n− 1]. Dann schreiben wir

(R(in,jn)(kn,ln) ◦ · · · ◦R(i1,j1),(k1,l1))(D) := R(in,jn)(kn,ln)(. . . (R(i1,j1)(k1,l1)(D))) =: D′,

und sagen, es existieren Reckteckstransformationen R1, . . . , Rn auf D(N, d) mit

D′ = (Rn ◦ · · · ◦R1)(D).

Bemerkung 6.1.6: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×. SeiD ∈ D(i0,j0)(k0,l0)(N, d)
und D′ := R(i0,j0)(k0,l0)(D). Dann gilt D′ ∈ D(i0,l0)(k0,j0) und R(i0,l0)(k0,l0)(D′) = D. Analog gilt
für ein D̃ ∈ D(i0l0),(k0j0) :

R(i0j0),(k0l0)(R(i0l0)(k0j0)(D̃)) = D̃.

Die Abbildungen R(i0,j0)(k0,l0) und R(i0,l0)(k0,l0) sind also invers und wir schreiben

R−1
(i0,j0)(k0,l0) := R(i0,l0)(k0,l0),

R−1
(i0,l0)(k0,l0) := R(i0,j0)(k0,l0).

Für die Abbildung id : D(i0,j0))(k0,l0)(N, d)→ D(i0,j0)(k0,l0(N, d), D 7→ D schreiben wir id−1 := id.

Notation 6.1.7: Es sei 1N,d := (dij) ∈ D(N, d) mit dij = dδij, wobei δij = 1, falls i = j, δij = 0
sonst ist, für i, j ∈ [N ].

Lemma 6.1.8: Sei D ∈ D(N, d) mit D 6= 1N,d. Dann existiert ein n ∈ N∗ und Rechteckstrans-
formationen R1, . . . , Rn, so dass (R1 ◦ · · · ◦Rn)D = 1N,d gilt.

Beweis: Wir wollen per vollständiger Induktion zeigen, dass für alle s ∈ [N ] ein ms ∈ N und Abbil-
dungen R1, . . . , Rms existieren, die jeweils entweder eine Rechteckstransformationen oder id sind, so
dass für

Ds := (dsij) := (Rms ◦ · · · ◦R1)(D)

gilt dsii = d für alle i ∈ [s]. Dann folgt die zu beweisende Aussage mit dem Fall s = N durch Streichen
der Ri mit Ri = id, da wegen D 6= 1N,d der Fall Ri = id für alle i ∈ [mN ] ausgeschlossen werden kann.
Sei s = 1. Gilt d11 = d, dann wählen wir m1 = 1 und R1 = id. Angenommen also, es gelte d11 6= d.
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Wir zeigen zunächst, dass dann ein n1 ∈ N∗ und Rechteckstransformationen R1
1, . . . , R

1
n1 existieren,

die für

D̃ := (d̃ij) := (R1
1 ◦ · · · ◦R1

n1)(D)

d̃11 = d erfüllen. Wegen D ∈ Mat([d], N) und

N∑
i=1

d1i =
N∑
i=1

di1 = d

existieren minimale i1, j1 ∈ {2, . . . , N} mit di11 > 0, d1j1 > 0. Dann gilt

(R(i11)(1j1)(D))11 = d11 + 1.

Durch (d− d11)-fache Wiederholung dieses Vorgangs erhält man die gewünschten R1
1, . . . , R

1
n, für die

(R1
1 ◦ · · · ◦ R1

n(D))11 = d gilt. Sei nun 1 < s < N . Nach Induktionsvorraussetzung existieren ein
ms−1 ∈ N und Abbildungen R1, . . . , Rms−1 , die jeweils entweder eine Rechteckstransformation oder id
sind, so dass für D′ := (d′ij) := (Rms−1 ◦ · · · ◦R1)(D) gilt:

d′ii = d für i ∈ [s− 1].

Wir wollen zeigen, dass dann ein ns ∈ NN und Abbildungen Rs1, . . . , Rsns , die jeweils Rechteckstrans-
formationen oder id sind, existieren, so dass für

D̃′ := (d̃′ij) := (Rs1 ◦ · · · ◦Rsns)(D
′)

gilt d̃′ii = d für alle i ∈ [s]. Im Fall d′ss = d wähle Rs1 := id und ns = 1. Angenommen es gelte d′ss < d.
Für alle i ∈ [s − 1] gilt dann, wegen d′ii = d und

∑N
k=1 d

′
ik = d, dass d′is = 0 gilt, und analogerweise

folgt d′si = 0 für alle i ∈ [s − 1]. Also folgt, dass für alle i ∈ [N ]\{s} mit d′is > 0 oder d′si > 0, i > s
gilt. Seien also is, js ∈ [N ]\{s} minimal mit d′iss > 0, d′sjs > 0. Für

D̃′ := (d̃′ij) := R(iss)(sjs)(D
′)

gilt dann d̃′ss = d′ss + 1 und d̃′ii = d für i ∈ [s− 1]. Durch d− d′ss-faches Durchführen dieses Vorgangs
folgt induktiv die Existenz von ns und Rs1, . . . , R1

n1 . Es folgt:

(Rsns ◦ · · · ◦R
s
1 ◦Rms−1 ◦ · · · ◦R1)(D) = (d̃′ii),

wobei d̃′ii = d für i ∈ [s]. Durch die Wahlms := ns+ms−1 und Ri := Rsi−ms−1 ist die Induktionsaussage
und damit das Lemma bewiesen. �

Lemma 6.1.9: Sei D ∈ D(N, d). Dann existieren ein n ∈ N∗ und Rechteckstransformationen
R′1, . . . , R

′
n mit

(R′1 ◦ · · · ◦R′n)(1N,d) = D.

Beweis: Seien n und R1, . . . , Rm wie in Lemma 6.1.8. Dann wird durch R′i := R−1
n+1−i für i ∈ [n] wegen

Bemerkung 6.1.6 die Aussage erfüllt. �
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Proposition 6.1.10: Seien D,D′ ∈ D(N, d). Dann existiert ein n ∈ N∗ und Rechteckstransfor-
mationen R1, . . . , Rn, sodass

(R1 ◦ · · · ◦Rn)(D) = D′

gilt.

Beweis: Nach Lemma 6.1.8 existiert ein n1 ∈ N∗ und Rechteckstransformationen R′1, . . . , R′n1 mit

(R′1 ◦ · · · ◦R′n1)(D) = 1N,d.

Nach Lemma 6.1.9 existiert ein n2 ∈ N∗ und Rechteckstransformationen R′′1 , . . . , R′′n2 mit

(R′′1 ◦ · · · ◦R′′n2)(1N,d) = D′.

Also gilt:

(R′′1 ◦ · · · ◦R′′n2 ◦R
′
1 ◦ · · · ◦R′n1)(D) = D′,

und die Aussage wird erfüllt durch die Wahl n := n1 + n2,

Ri :=
{
R′′i , für 1 ≤ i ≤ n2

R′i−n2 , für n2 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2

erfüllt. �

6.2 Rechteckstransformationen auf Hilbertsudokus
Definition 6.2.1: SeiH := (pij) ∈ HS(H , N). Existieren i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈
[N ]2× und eine Projektion p ∈ L(H ) mit p ≤ pi0j0 , p ≤ pk0l0 . Dann definieren wirRp,(i0j0)(k0l0)(H) :=
(p′ij) ∈ Mat(N,L(H )) mit

p′mn := pmn, falls (m,n) /∈ {(i0, j0), (k0, l0), (i0, l0), (k0, j0)}
p′i0j0 := pi0j0 − p,
p′k0l0

:= pk0j0 − p,
p′i0l0 := pi0l0 + p,

p′k0j0
:= pk0j0 + p.

Lemma 6.2.2: Seien die Vorraussetzungen wie in Definition 6.2.1. Dann gilt:

Rp,(i0j0)(k0l0)(H) ∈ HS(H , N).

Beweis: Nach Bemerkung 3.1.3 gilt

pk0j0(H ) ⊥ pi0j0(H ), pi0l0(H ) ⊥ pi0j0(H ),

und somit wegen p(H ) ⊂ pi0j0(H )(s.Satz 2.3.5) damit auch:

p(H ) ⊥ pk0j0(H ), p(H ) ⊥ pi0l0(H ).
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Nach Proposition 2.3.8 gilt dann ppi0l0 = 0, ppk0j0 = 0 und p+ pk0j0 = p ∨ pk0j0 , p+ pi0l0 = p ∨ pi0l0 ,
weswegen p′k0j0

, p′i0l0 Projektionen auf H sind. Wegen p ≤ pi0j0 , p ≤ pk0l0 sind nach Proposition 2.3.10
auch pi0j0 − p und pk0l0 − p Projektionen auf H . Also ist p′ij eine Projektion auf H für alle i, j ∈ [N ].
Außerdem gilt für α ∈ [N ]\{i0, k0}, β ∈ [N ]\{j0, l0}:

N∑
n=1

p′αn =
N∑
n=1

pαn = 1,

N∑
m=1

p′mβ =
N∑
m=1

pmβ = 1,

und
N∑
n=1

p′i0n = (
N∑

n=1,n/∈{j0,l0}
pi0n) + (pi0j0 − p) + (pi0l0 + p) = 1,

N∑
n=1

p′k0n = (
N∑

n=1,n/∈{j0,l0}
pk0n) + (pk0j0 + p) + (pk0l0 − p) = 1,

N∑
m=1

p′mj0 = (
N∑

m=1,m/∈{i0,k0}
pmj0) + (pi0j0 − p) + (pk0j0 + p) = 1,

N∑
m=1

p′ml0 = (
∑

m=1,m/∈{i0,k0}N
pml0) + (pi0l0 + p) + (pk0l0 − p) = 1.

Also gilt Rp,(i0j0)(k0l0)(H) ∈ HS(H , N). �

Definition 6.2.3: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2× und p ∈ L(H ) eine
Projektion auf H . Dann definieren wir

HSp,(i0,j0)(k0,l0)(H , N) := {(pij) ∈ HS(H , N) | p ≤ pi0j0 , p ≤ pk0l0}.

Definition 6.2.4: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2× und p ∈ L(H ) eine
Projektion auf H . Dann wird nach Lemma 6.2.2 durch

Rp,(i0,j0)(k0,l0) : HSp,(i0,j0)(k0,l0)(H , N)→ HS(H , N), H 7→ Rp,(i0,j0)(k0l0)(H)

eine Abbildung definiert, die wir {p, (i0, j0), (k0, l0)}-Rechteckstransformation auf HS(H , N)
nennen. Wir nennenRp,(i0,j0)(k0,l0) auch einfach nur eine Rechteckstransformation aufHS(H , N).

Notation 6.2.5: Sei n ∈ N>1. Für s ∈ [n] seien is, js, ks, ls ∈ [N ] mit {(is, js), (ks, ls} ∈ [N ]2×
und ps ∈ HS(H , N) eine Projektion auf H . Sei H ∈ HSp1,(i1,j1)(k1,l1)(N, d), sodass gilt:

Rps,(is,js)(ks,ls)(. . . (Rp,s(i1,j1)(k1,l1)(H))) ∈ HSps+1,(is+1,js+1)(ks+1,ls+1)(H , N)

für alle s ∈ [n− 1]. Dann schreiben wir

(Rpn,(in,jn)(kn,ln) ◦ · · · ◦Rp1,(i1,j1)(k1,l1))(H) := Rpn,(in,jn)(kn,ln)(. . . (Rp1,(i1,j1)(k1,l1)(H))) =: H ′,

und sagen, es existieren Reckteckstransformationen R1, . . . , Rn auf HS(H , N) mit

H ′ = (Rn ◦ · · · ◦R1)(H).
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Bemerkung 6.2.6: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2× und p ∈ L(H ) ei-
ne Projektion. Sei H ∈ HSp,(i0,j0)(k0,l0)(H , N) und H ′ := Rp,(i0,j0)(k0,l0)(H). Dann gilt H ′ ∈
HSp,(i0,l0)(k0,j0)(H , N) undRp,(i0,l0)(k0,l0)(H ′) = H. Analog gilt für ein H̃ ∈ HSp,(i0l0),(k0j0)(H , N)

Rp,(i0j0),(k0l0)(Rp,(i0l0),(k0j0)(H̃)) = H̃.

Die Abbildungen Rp,(i0,j0)(k0,l0) und Rp,(i0,l0)(k0,l0) sind also invers und wir schreiben

R−1
p,(i0,j0)(k0,l0) := Rp,(i0,l0)(k0,l0),

R−1
p,(i0,l0)(k0,l0) := Rp,(i0,j0)(k0,l0).

Für die Abbildung

id : HSp,(i0,j0)(k0,l0)(H , N)→ HSp,(i0,j0)(k0,l0)(H , N), H 7→ H

schreiben wir
id−1 := id.

Notation 6.2.7: Seien s ∈ [d] und i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×. Dann notieren
wir die Rechteckstransformation Rpes ,(i0,j0)(k0,l0) auf HSpes ,(i0,j0)(k0,l0)(Cd, N) als Rs,(i0,j0)(k0,l0).

Sei im folgenden B := {v1, . . . , vd} eine Orthogonalbasis von Cd. Wir zeigen nun, wie sich
Rechteckstransformationen auf bezüglich B gewöhnlichen Hilbertsudokus durch die Gruppen-
operation aus 3.2.8 beschreiben lassen:

Lemma 6.2.8: Für σ1, . . . , σd ∈ SN und H := Hσ1,...,σd und i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)}
sind äquivalent:

1. H ∈ HSpvs ,(i0)(j0),(k0)(l0),

2. σs(i0) = j0, σs(k0) = l0.

Beweis: Seien für (i, j) ∈ [N ]2 Sij ⊂ B mit H := (pSij ). Dann gilt mit Satz 2.3.5:

H ∈ HSpvs , (i0, j0), (k0, l0)⇔pvs ≤ pSi0j0 , pvs ≤ pSk0l0

⇔vs ∈ Si0j0 , vs ∈ Sk0l0

⇔σs(i0) = j0, σs(k0) = l0. �

Lemma 6.2.9: Sei H ∈ HSpvs ,(i0,j0)(k0,l0)(Cd, N) gewöhnlich bezüglich B, s ∈ [d] und i0, j0, k0, l0 ∈
[N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×. Für τ := (id, . . . , id, (j0, l0), id, . . . , id), wobei der Eintrag
(j0, l0) an der s-ten Stelle steht, gilt dann:

Rpvs ,(i0,j0)(k0,l0)(H) = τH.

Beweis: Seien nämlich σ1, . . . , σd ∈ SN mit H = HBσ1,...,σd , seien für (i, j) ∈ [N ]2 Sij ⊂ B mit (τH)ij =
pSij und für (i, j) ∈ [N ]2\{(i0, j0), (i0, l0), (k0, j0), (k0, l0)} S′ij ⊂ B mit Hij = pS′ij . Für t ∈ [d] gilt
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dann:

vt ∈ S′ij ⇔ σt(i) = j,

vt ∈ Sij ⇔


σt(i) = j, falls t ∈ [d]\{s}
σt(i) = j, falls t = s, σt(i) ∈ [N ]\{j0, l0}
σt(i) = (j0, l0) · j, falls t = s, σt(i) ∈ {j0, l0}.

Für (i, j) ∈ [N ]2\{(i0, j0), (i0, l0), (k0, j0), (k0, l0)} gilt dann:

(Rpvs ,(i0,j0)(k0,l0)(H))ij = pS′ij = pSij = (τH)ij .

Nach Proposition 2.3.10 gilt für (i, j) ∈ {(i0, j0), (k0, l0)}

(Rpvs ,(i0,j0)(k0,l0)(H))ij = pS′ij\{vs} = pS′ij = (τH)ij ,

und für (i, j) ∈ {(i0, l0), (k0, j0)}

(Rpvs ,(i0,j0)(k0,l0)(H))ij = pS′∪{vs} = pSij = (τH)ij . �

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass sich zwei unterschiedliche, bezüglich B gewöhnliche Hil-
bertsudokus immer durch eine Folge von Rechteckstransformationen ineinander überführen
lassen. Dazu werden zunächst

Definition 6.2.10: Wir definieren 1H ,N := (pij) ∈ HS(H , N), wobei für (i, j) ∈ [N ]2 gelte

pij :=

1, falls i = j,

0, falls i 6= j.
.

Wir nennen 1H ,N das N -Einheitshilbertsudoku auf H .

Lemma 6.2.11: Sei H := (pij) ∈ HSB(N) mit p11 6= 1. Dann existiert ein n ∈ N∗ und Recht-
eckstransformationen R1, . . . , Rn, so dass für

H ′ := (qij) := (R1 ◦ · · · ◦Rn)(H)

gilt q11 = 1.

Beweis: Seien zu i, j ∈ [N ] Sij ⊂ B mit pij = pSij . Wegen p11 6= 1 gilt S11 6= B. Sei s ∈ [d] minimal
mit vs /∈ S11. Nach Lemma 3.2.3 existieren dann i0, j0 ∈ {2, . . . , N} mit vs ∈ Si01 und vs ∈ S1j0 . Für
H ′ := (qij) := Rpvs ,(i0,1),(1,j0)(H) gilt dann nach Proposition 2.3.8 q11 = pS11∪{vs}. Sei n := d − #B.
Durch n-faches Anwenden dieses Vorgangs auf H erhält man n Rechteckstransformationen R1, . . . , Rn
mit ((R1 ◦ · · · ◦Rn)(H))11 = 1. �

Lemma 6.2.12: Seien N > 2 und H := (pij) ∈ HSB(N), so dass ein n ∈ [N − 2] existiert mit
pii = 1 für 1 ≤ i ≤ n und pn+1,n+1 6= 1. Dann existiert ein m ∈ N∗ und Rechteckstransforma-
tionen R1, . . . , Rm, so dass für

H ′ := (qij) = (R1 ◦ · · · ◦Rm)(H)

gilt qii = 1 für i ∈ [n+ 1].
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Beweis: Wegen pn+1,n+1 6= 1 gilt Sn+1,n+1 6= B. Sei s ∈ [d] minimal mit vs /∈ Sn+1,n+1. Nach Lem-
ma 3.2.3 existieren dann i0, j0 ∈ [N ]\{n+ 1} mit vs ∈ Sn+1,j0 , vs ∈ Si0,n+1. Wegen Lemma 3.1.12 gilt
pi,n+1 = pn+1,j = 0 für alle i, j ∈ [n] und somit i0, j0 > N . Für H ′ := (qij) := Rpvs , (i0, n+1), (n+1, j0)
gilt dann nach Proposition 2.3.8 qn+1,n+1 = pSn+1,n+1∪{vs} und qii = pii = 1 für i ∈ [n]. Sei
m := d−#Sn+1,n+1. Durch m-faches Anwenden dieses Vorgangs erhält man m Rechteckstransforma-
tionen R1, . . . , Rm mit (R1 ◦ · · · ◦Rm)(H))ii = 1 für i ∈ [n+ 1]. �

Lemma 6.2.13: Sei H := (pij) ∈ HSB(N) mit H 6= 1Cd,N . Dann existiert ein n ∈ N∗ und
Rechteckstransformationen R1, . . . , Rn, sodass

(R1 ◦ · · · ◦Rn)(H) = 1N,d

gilt.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Lemma 6.2.11 und Lemma 6.2.12 und der Tatsache, dass H 6=
1Cd,N gilt. �

Proposition 6.2.14: Seien H1, H2 ∈ HSB(N) mit H1 6= H2. Dann existiert ein n ∈ N∗ und
Rechteckstransformationen R1, . . . , Rn mit

(R1 ◦ · · · ◦Rn)(H1) = H2.

Beweis: Ohne Einschränkung gelte H1 6= 1Cd,N . Im Fall H2 = 1Cd,N ist die Aussage dann durch
Lemma 6.2.13 gegeben. Angenommen nun, es gelte auch H2 6= 1Cd,N Nach Lemma 6.2.13 existieren
dann n1, n2 ∈ N∗ und Rechteckstransformationen R′1, . . . , R′n1 , R

′′
1 , . . . R

′′
n2 , so dass gilt:

(R′1 ◦ · · · ◦R′n1)(H1) = 1Cd,N ,

(R′′1 ◦ · · · ◦R′′n2)(H2) = 1Cd,N .

Also gilt:

(R′′−1
n2 ◦ · · · ◦R

′′−1
1 ◦R′1 ◦ · · · ◦R′n1)(H1) = H2

Also wird die Aussage durch die Wahl n := n1 + n2,

Ri :=
{
R′′−1
n2+1−i, für 1 ≤ i ≤ n2,

R′i−n2 , für n2 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2

erfüllt. �

Proposition 6.2.14 und die anderen Aussagen dieser Subsektion lassen sich analog für Hilbertsu-
dokus, die gewöhnlich bezüglich einer Orthogonalbasis B von C sind formulieren. Dazu machen
wir zunächst noch eine Definition und eine Hilfsaussage:

Bemerkung 6.2.15: Sei i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×, s ∈ [d] und H ∈
HSpvs ,(i0,j0)()(C,N) gewöhnlich bezüglich B. Dann gilt

Dim(Rpvs ,(i0,j0)(k0,l0)(H)) = R(i0,j0)(k0,l0)(Dim(H)) (26)

Die in den Beweisen von Lemma 6.2.11 und Lemma 6.2.12 gewählten Rechteckstransforma-
tionen sind alle bezüglich pvs für ein s ∈ [d] gewählt, und so können es auch die aus Pro-
position 6.1.10 sein. Angenommen also, es wäre bewiesen, dass für jedes Dimensionssuokdu
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D ∈ D(N, d) ein H ∈ HSB(N) mit Dim(H) = D existiert. Dann würde mit Gl. (19) aus
Proposition 6.2.14 direkt Proposition 6.1.10 folgen.

Auch an dieser Stelle soll nochmal eine Vermutung aufgestellt werden, unter deren Gültigkeit
die Existenz einer Lösung jedes Dimenionssudoku durch ein bezüglich B gewöhnliches Hilberts-
udoku folgen würde.

Vermutung 6.2.16: Seien i0, j0, k0, l0 ∈ [N ] mit {(i0, j0), (k0, l0)} ∈ [N ]2×, H ∈ HSB(N) und
D := (dij) := Dim(H) ∈ D(i0,j0),(k0,l0)(N, d). Dann existiert ein H ′ ∈ HSB(N) mit

Dim(H ′) = R(i0j0)(k0l0)(D).

Frage 6.2.17: Gilt Vermutung 6.2.16?

Satz 6.2.18: Unter der Vorraussetzung von Vermutung 6.2.16 gilt:
Zu jedem D ∈ D(N, d) existiert eine Lösung H ∈ HSB(N).

Beweis: Sei D := (dij) ∈ D(N, d). Im Fall D = 1N,d wird D durch 1Cd,N ∈ HSB(N) gelöst. Ange-
nommen also, es gelte D 6= 1N,d. Nach Lemma 6.1.9 existiert dann ein n ∈ N∗ und Dimensionssudoku-
Rechteckstransformationen R1, . . . , Rn mit

(Rn ◦ · · · ◦R1)(1N,d) = D.

Da 1Cd,N ∈ HSB(N) eine Lösung von 1N,d ist, folgt nach Vermutung 6.2.16 induktiv für i ∈ [n] die
Existenz eines Hi ∈ HSB(N) mit:

Dim(Hi) := (Ri ◦ · · · ◦R1)(1N,d).

Dann gilt:
Dim(Hn) = (Rn ◦ · · · ◦R1)(1N,d) = D. �
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7 Liste weiterführender Fragen
Frage 3.1.18: Besitzt jede Hilbertsudokukonfiguration eine erweiterte Lösung? Wenn nicht, was
sind Kritieren für die Existenz einer erweiterten Lösung?
Frage 3.3.10: Sei N ∈ N∗ und K := HK(CN , N) eine klassische N -Konfiguration, die eine
semiklassische Lösung H ∈ HS(CN , N) besitzt. Ist K dann auch klassisch lösbar?
Frage 3.5.7: Seien N ∈ N ≥ 4, r ∈ {2, . . . N − 2} und K := ((pij), [r] × [N ]) ∈ HK(H , N).
Existiert dann immer eine Lösung von K. Spezieller, existiert für den Fall (r,N) = (2, 4)
oder H = Cd immer eine Lösung von K? Falls nicht, was sind in den entsprechenden Fällen
Gegenbeispiele?
Frage 3.7.5: Was sind Kriterien für die Irreduzibilität von Hilbertsudokus?
Frage 4.2.8: Bestimmen Sie eine Klassifikation von HS(Cd, N) durch Repräsentanten der Iso-
topieklassen.
Frage 4.2.13: Sei N, d ∈ N∗. Was muss für H ∈ HS(Cd, N) gelten, damit die Normalform
eindeutig ist?
Frage 4.4.5: Existiert zu jedem D ∈ D(N, d) ein Hilbertsudoku H ∈ HS(Cd, N), das D löst?
Frage 4.4.8: Sei D ∈ D(N, d). Existieren dann σ1, . . . , σN ∈ SN und N -Permutationsmatrizen
Aσ1 , . . . , Aσd mit D = Aσ1 + . . . Aσd?
Frage 4.4.11: Seien N, d ∈ N∗. Was sind Kriterien für die Lösbarkeit einer Dimensionskonfigu-
ration D ∈ DK(N, d)? Was sind Kriterien für die Eindeutigkeit einer Lösung?
Frage 4.5.4: Seien N, d ∈ N∗ undD ∈ D(N, d). Was muss fürD gelten, damitD eine eindeutige
Normalform besitzt?
Frage 5.8.13: Seien

H1 :=

H1,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e2, e5 e6
0 0 e6 e2, e5


∣∣∣∣∣∣∣∣∣e5 := e1 + γ · e3, e6 := e1 + γ′ · e3, γ ∈ R∗+

 ,

H3 :=

H3,β,γ :=


e1, e2 e3 0 0
e3 e1, e2 0 0
0 0 e5, e6 e7
0 0 e7 e5, e6


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e5 := e1 + β · e2, e6 := e1 + γ · e3,

e7 := e1 + β′ · e2 + γ′ · e3, γ ∈ C∗

 .

Sind Elemente von H1 und von H3 paarweise nicht-isotop? Was sind Isotopiekriterien für die
Elemente von H3.
Frage 5.8.4: Sei für i ∈ [12] Di wie in Beispiel 4.5.6. Was sind Repräsentanten für die kommu-
tativen Lösungen von Di für i ∈ [12]\{9}. Was sind Repräsentanten für die nicht-kommutativen
Lösungen von Di für i ∈ {7, 8, 10, 11, 12}?
Frage 5.8.8: Sei für i ∈ [38] Di wie in Beispiel 4.5.8. Was sind Repräsentanten der Isotopieklas-
sen nicht-kommutativer Lösungen von Di für i ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 17, 19, 21, 26, 27, 28, 31,
32, 36}.
Frage 6.2.17: Gilt Vermutung 6.2.16?
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8 Appendix
Es folgt der GAP-Quellcode zur Berechnung von D(4, 3), seinen Äquivalenzklassen und deren
Mächtigkeit. Der Aufbau des Quellcodes ist wie folgt: Zunächst werden alle Matrizen aus D(4, 3)
in der Liste dimmatlist gespeichert. Da die Gruppe G4 von {rσ, cσ, τ4, τ

′
4, rot4 | σ ∈ Sym4} und

Sym4 von {(12), (1234)} erzeugt wird, wird G4 von S := {r(12), r(1234), c(12), c(1234), τ4, τ
′
4, rot4}

erzeugt. G4 wird als Matrixgruppe OpGroup initialisiert mit den Erzeugern aus S, wobei A12
r(12), A1234 r(1234), A56 c(12), A5678 c1234, Atrans τ4, Atrans2 τ ′4 und Arot rot4 entspricht. Die
Funktion Matop nimmt als Argumente eine 4 × 4-Matrix M und eine invertierbare 16 × 16-
Matrix MOp. M wird in einen 16-Vektor transformiert, in dem die Einträge die Zeilen von oben
nach unten durchlaufend, zeilenweise von links nach rechts durchlaufend, nacheinander in die
Einträge des Vektors gesetzt werden, anschließend der Vektor von links mit der Inversen von
MOp multipliziert, analog zurück in eine 4×4-Matrix zurücktransformiert und ausgegeben wird.
Die in GAP implementierte Funktion Orbits bestimmt die Bahnen von von dimmatlist unter
der Gruppenoperation von OpGroup, die durch die Funktion Matop gegeben ist, und speichert
sie in dimorbits ab. Diese Bahnen sind die Bahnen von D(4, 3) unter der Operation von G4 und
werden in dimorbits abgespeichert. Die Anzahl der Elemente von dimorbits ist Anzahl der
Bahnen, die Anzahl der Elemente eines Elements von dimorbits ist die Länge der jeweiligen
Bahn, und als Repräsentanten der Bahnen werden jeweils das erste Element eines Elements
von dimorbits gewählt. (Achtung: Der Code muss aus einer Textdatei eingelesen werden, um
richtig kompiliert zu werden.)

n:=3;
dimmatlist :=[];
s:=0;

#In dimmatlist werden alle Dimensionssudokus aus
#D(4 ,3) gespeichert :
for i1 in [0..n] do
for i2 in [0..n] do
for i3 in [0..n] do
for i4 in [0..n] do
for i5 in [0..n] do
for i6 in [0..n] do
for i7 in [0..n] do
for i8 in [0..n] do
for i9 in [0..n] do
for i10 in [0..n] do
for i11 in [0..n] do
for i12 in [0..n] do
for i13 in [0..n] do
for i14 in [0..n] do
for i15 in [0..n] do
for i16 in [0..n] do
if

(i1+i2+i3+i4=n)
and (i5+i6+i7+i8=n)
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and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i13+i14+i15+i16=n)
and (i1+i5+i9+i13=n)
and (i2+i6+i10+i14=n)
and (i3+i7+i11+i15=n)
and (i4+i8+i12+i16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist [s]:= NullMat (4 ,4);
dimmatlist [s ][1][1]:= i1;
dimmatlist [s ][1][2]:= i2;
dimmatlist [s ][1][3]:= i3;
dimmatlist [s ][1][4]:= i4;
dimmatlist [s ][2][1]:= i5;
dimmatlist [s ][2][2]:= i6;
dimmatlist [s ][2][3]:= i7;
dimmatlist [s ][2][4]:= i8;
dimmatlist [s ][3][1]:= i9;
dimmatlist [s ][3][2]:= i10;
dimmatlist [s ][3][3]:= i11;
dimmatlist [s ][3][4]:= i12;
dimmatlist [s ][4][1]:= i13;
dimmatlist [s ][4][2]:= i14;
dimmatlist [s ][4][3]:= i15;
dimmatlist [s ][4][4]:= i16;

fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
#Die Gruppe G_4 wird durch 16x16 -Matrizen , fuer die die Erzeuger
# definiert werden

A12 := NullMat (16 ,16);
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A12 [5][1]:=1;
A12 [1][5]:=1;
A12 [2][6]:=1;
A12 [6][2]:=1;
A12 [3][7]:=1;
A12 [7][3]:=1;
A12 [4][8]:=1;
A12 [8][4]:=1;
A12 [9][9]:=1;
A12 [10][10]:=1;
A12 [11][11]:=1;
A12 [12][12]:=1;
A12 [13][13]:=1;
A12 [14][14]:=1;
A12 [15][15]:=1;
A12 [16][16]:=1;

A1234 := NullMat (16 ,16);
A1234 [5][1]:=1;
A1234 [6][2]:=1;
A1234 [7][3]:=1;
A1234 [8][4]:=1;
A1234 [9][5]:=1;
A1234 [10][6]:=1;
A1234 [11][7]:=1;
A1234 [12][8]:=1;
A1234 [13][9]:=1;
A1234 [14][10]:=1;
A1234 [15][11]:=1;
A1234 [16][12]:=1;
A1234 [1][13]:=1;
A1234 [2][14]:=1;
A1234 [3][15]:=1;
A1234 [4][16]:=1;

A56 := NullMat (16 ,16);
A56 [2][1]:=1;
A56 [1][2]:=1;
A56 [3][3]:=1;
A56 [4][4]:=1;
A56 [6][5]:=1;
A56 [5][6]:=1;
A56 [7][7]:=1;
A56 [8][8]:=1;
A56 [10][9]:=1;
A56 [9][10]:=1;
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A56 [11][11]:=1;
A56 [12][12]:=1;
A56 [14][13]:=1;
A56 [13][14]:=1;
A56 [15][15]:=1;
A56 [16][16]:=1;

A5678 := NullMat (16 ,16);
A5678 [2][1]:=1;
A5678 [3][2]:=1;
A5678 [4][3]:=1;
A5678 [1][4]:=1;
A5678 [6][5]:=1;
A5678 [7][6]:=1;
A5678 [8][7]:=1;
A5678 [5][8]:=1;
A5678 [10][9]:=1;
A5678 [11][10]:=1;
A5678 [12][11]:=1;
A5678 [9][12]:=1;
A5678 [14][13]:=1;
A5678 [15][14]:=1;
A5678 [16][15]:=1;
A5678 [13][16]:=1;

Atrans := NullMat (16 ,16);
Atrans [1][1]:=1;
Atrans [5][2]:=1;
Atrans [9][3]:=1;
Atrans [13][4]:=1;
Atrans [2][5]:=1;
Atrans [6][6]:=1;
Atrans [10][7]:=1;
Atrans [14][8]:=1;
Atrans [3][9]:=1;
Atrans [7][10]:=1;
Atrans [11][11]:=1;
Atrans [15][12]:=1;
Atrans [4][13]:=1;
Atrans [8][14]:=1;
Atrans [12][15]:=1;
Atrans [16][16]:=1;

Atrans2 := NullMat (16 ,16);
Atrans2 [1][16]:=1;
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Atrans2 [2][12]:=1;
Atrans2 [3][8]:=1;
Atrans2 [4][4]:=1;
Atrans2 [5][15]:=1;
Atrans2 [6][11]:=1;
Atrans2 [7][7]:=1;
Atrans2 [8][3]:=1;
Atrans2 [9][14]:=1;
Atrans2 [10][10]:=1;
Atrans2 [11][6]:=1;
Atrans2 [12][2]:=1;
Atrans2 [13][13]:=1;
Atrans2 [14][9]:=1;
Atrans2 [15][5]:=1;
Atrans2 [16][1]:=1;

Arot := NullMat (16 ,16);
Arot [1][13]:=1;
Arot [2][9]:=1;
Arot [3][5]:=1;
Arot [4][1]:=1;
Arot [5][14]:=1;
Arot [6][10]:=1;
Arot [7][6]:=1;
Arot [8][2]:=1;
Arot [9][15]:=1;
Arot [10][11]:=1;
Arot [11][7]:=1;
Arot [12][3]:=1;
Arot [13][16]:=1;
Arot [14][12]:=1;
Arot [15][8]:=1;
Arot [16][4]:=1;

# Deklaration von G_4:

OpGroup := Group(A12 ,A1234 ,A56 ,A5678 ,Atrans ,Atrans2 ,Arot );

# Deklaration der Operation von G_4 auf D(4 ,3)

Matop := function (M,MOp)
local i,j,Mhold ,Mhold2 ,v,w;

Mhold := NullMat (4 ,4);# Rueckgabematrix initialisieren
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for i in [1..16] do #4x4 - Matrizen in 16- Vektoren
# uebertragen und Operation ausfuehren
v:=[0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0];
v[i]:=1;

if i=1 then v:=M [1][1]* v;
elif i=2 then v:=M [1][2]* v;
elif i=3 then v:=M [1][3]* v;
elif i=4 then v:=M [1][4]* v;
elif i=5 then v:=M [2][1]* v;
elif i=6 then v:=M [2][2]* v;
elif i=7 then v:=M [2][3]* v;
elif i=8 then v:=M [2][4]* v;
elif i=9 then v:=M [3][1]* v;
elif i=10 then v:=M [3][2]* v;
elif i=11 then v:=M [3][3]* v;
elif i=12 then v:=M [3][4]* v;
elif i=13 then v:=M [4][1]* v;
elif i=14 then v:=M [4][2]* v;
elif i=15 then v:=M [4][3]* v;
elif i=16 then v:=M [4][4]* v;
fi;

w:= Inverse (MOp )*v;
for j in [1..16] do # Rueckuebertragung 16- Vektoren zu
#4x4 - Matrizen
Mhold2 := NullMat (4 ,4);

if j=1 then Mhold2 [1][1]:=1;
elif j=2 then Mhold2 [1][2]:=1;
elif j=3 then Mhold2 [1][3]:=1;
elif j=4 then Mhold2 [1][4]:=1;
elif j=5 then Mhold2 [2][1]:=1;
elif j=6 then Mhold2 [2][2]:=1;
elif j=7 then Mhold2 [2][3]:=1;
elif j=8 then Mhold2 [2][4]:=1;
elif j=9 then Mhold2 [3][1]:=1;
elif j=10 then Mhold2 [3][2]:=1;
elif j=11 then Mhold2 [3][3]:=1;
elif j=12 then Mhold2 [3][4]:=1;
elif j=13 then Mhold2 [4][1]:=1;
elif j=14 then Mhold2 [4][2]:=1;
elif j=15 then Mhold2 [4][3]:=1;
elif j=16 then Mhold2 [4][4]:=1;
fi;
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Mhold := Mhold+w[j]* Mhold2;
od;
od;
return(Mhold );

end;

# Bestimmung der Aequivalenzklassen von D(4 ,3):

dimorbits := Orbits(OpGroup ,dimmatlist ,Matop );

numdimorbits := Length( dimorbits );
Print (" Anzahl der Aequivalenzklassen von D(4 ,3):
",numdimorbits ,"\n");
dimrepresents :=[];
orbitsize :=[];

# Bestimmung der Repraesentanten :
for i in [1.. numdimorbits ] do
dimrepresents [i]:= dimorbits [i][1];
od;

for i in [1.. numdimorbits ] do
orbitsize [i]:= Length( dimorbits [i]);
od;

# Ausgabe der Repraesentanten und Aequivalenzklassengroessen :
Print (" Die Aequivalenzklassen von D(4 ,3) werden repraesentiert
durch\n");
for i in [1.. numdimorbits ] do
Print ("D",i ,"=" , dimrepresents [i],"\t Groesse von A",i ,"=" ,
orbitsize [i],"\n");
od;

Es folgt GAP-Quellcode zur Berechnung von D(4, 4), seinen Äquivalenzklassen und deren
Mächtigkeit. er ist völlig analog aufgebaut wie der vorherige, bis auf den Unterschied, dass
in dimmatlist nicht alle Elemente von D(4, 4) abgespeichert werden, sondern nur die, deren
Einträge der ersten Zeile von einer der folgenden Formen sind:

(4, 0, 0, 0), (3, 1, 0, 0), (2, 2, 0, 0), (2, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1).

Dies wurde aus Laufzeitgründen getan und funktioniert, da bis auf Spaltenpermutationen die
erste Zeile jedes Elements aus D(4, 4) gleich einer der angegebenen Tupel ist. Außerdem werden
durch Orbits auch die Elemente erzeugt und in dimorbits abgespeichert, die aus der Grup-
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penoperation von OpGroup auf dimmatlist durch Matop hervorgehen, selbst jedoch nicht in
dimmatlist enthalten sind.

# Berechnung von D(4 ,4):
n:=4;

dimmatlist :=[];
s:=0;

#1. Zeile = (1 1 1 1)

for i5 in [0..3] do
for i6 in [0..3] do
for i7 in [0..3] do
for i8 in [0..3] do
for i9 in [0..3] do
for i10 in [0..3] do
for i11 in [0..3] do
for i12 in [0..3] do
for i13 in [0..3] do
for i14 in [0..3] do
for i15 in [0..3] do
for i16 in [0..3] do

if
(i5+i6+i7+i8=n)

and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i13+i14+i15+i16=n)
and (1+ i5+i9+i13=n)
and (1+ i6+i10+i14=n)
and (1+ i7+i11+i15=n)
and (1+ i8+i12+i16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist [s]:= NullMat (4 ,4);
dimmatlist [s ][1][1]:=1;
dimmatlist [s ][1][2]:=1;
dimmatlist [s ][1][3]:=1;
dimmatlist [s ][1][4]:=1;
dimmatlist [s ][2][1]:= i5;
dimmatlist [s ][2][2]:= i6;
dimmatlist [s ][2][3]:= i7;
dimmatlist [s ][2][4]:= i8;
dimmatlist [s ][3][1]:= i9;
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dimmatlist [s ][3][2]:= i10;
dimmatlist [s ][3][3]:= i11;
dimmatlist [s ][3][4]:= i12;
dimmatlist [s ][4][1]:= i13;
dimmatlist [s ][4][2]:= i14;
dimmatlist [s ][4][3]:= i15;
dimmatlist [s ][4][4]:= i16;

fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

#1. Zeile = (2 2 0 0)

for i5 in [0..2] do
for i6 in [0..2] do
for i7 in [0..4] do
for i8 in [0..4] do
for i9 in [0..2] do
for i10 in [0..2] do
for i11 in [0..4] do
for i12 in [0..4] do
for i13 in [0..2] do
for i14 in [0..2] do
for i15 in [0..4] do
for i16 in [0..4] do

if
(i5+i6+i7+i8=n)

and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i13+i14+i15+i16=n)
and (2+ i5+i9+i13=n)
and (2+ i6+i10+i14=n)
and (i7+i11+i15=n)
and (i8+i12+i16=n)
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then
s:=s+1;
dimmatlist [s]:= NullMat (4 ,4);
dimmatlist [s ][1][1]:=2;
dimmatlist [s ][1][2]:=2;
dimmatlist [s ][1][3]:=0;
dimmatlist [s ][1][4]:=0;
dimmatlist [s ][2][1]:= i5;
dimmatlist [s ][2][2]:= i6;
dimmatlist [s ][2][3]:= i7;
dimmatlist [s ][2][4]:= i8;
dimmatlist [s ][3][1]:= i9;
dimmatlist [s ][3][2]:= i10;
dimmatlist [s ][3][3]:= i11;
dimmatlist [s ][3][4]:= i12;
dimmatlist [s ][4][1]:= i13;
dimmatlist [s ][4][2]:= i14;
dimmatlist [s ][4][3]:= i15;
dimmatlist [s ][4][4]:= i16;

fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

#1. Zeile = (2 1 1 0)

for i5 in [0..2] do
for i6 in [0..3] do
for i7 in [0..3] do
for i8 in [0..4] do
for i9 in [0..2] do
for i10 in [0..3] do
for i11 in [0..3] do
for i12 in [0..4] do
for i13 in [0..2] do
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for i14 in [0..3] do
for i15 in [0..3] do
for i16 in [0..4] do

if
(i5+i6+i7+i8=n)

and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i13+i14+i15+i16=n)
and (2+ i5+i9+i13=n)
and (1+ i6+i10+i14=n)
and (1+ i7+i11+i15=n)
and (i8+i12+i16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist [s]:= NullMat (4 ,4);
dimmatlist [s ][1][1]:=2;
dimmatlist [s ][1][2]:=1;
dimmatlist [s ][1][3]:=1;
dimmatlist [s ][1][4]:=0;
dimmatlist [s ][2][1]:= i5;
dimmatlist [s ][2][2]:= i6;
dimmatlist [s ][2][3]:= i7;
dimmatlist [s ][2][4]:= i8;
dimmatlist [s ][3][1]:= i9;
dimmatlist [s ][3][2]:= i10;
dimmatlist [s ][3][3]:= i11;
dimmatlist [s ][3][4]:= i12;
dimmatlist [s ][4][1]:= i13;
dimmatlist [s ][4][2]:= i14;
dimmatlist [s ][4][3]:= i15;
dimmatlist [s ][4][4]:= i16;

fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

122



od;

#1. Zeile = (3 1 0 0)

for i5 in [0..1] do
for i6 in [0..3] do
for i7 in [0..4] do
for i8 in [0..4] do
for i9 in [0..1] do
for i10 in [0..3] do
for i11 in [0..4] do
for i12 in [0..4] do
for i13 in [0..1] do
for i14 in [0..3] do
for i15 in [0..4] do
for i16 in [0..4] do

if
(i5+i6+i7+i8=n)

and (i9+i10+i11+i12=n)
and (i13+i14+i15+i16=n)
and (3+ i5+i9+i13=n)
and (1+ i6+i10+i14=n)
and (i7+i11+i15=n)
and (i8+i12+i16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist [s]:= NullMat (4 ,4);
dimmatlist [s ][1][1]:=3;
dimmatlist [s ][1][2]:=1;
dimmatlist [s ][1][3]:=0;
dimmatlist [s ][1][4]:=0;
dimmatlist [s ][2][1]:= i5;
dimmatlist [s ][2][2]:= i6;
dimmatlist [s ][2][3]:= i7;
dimmatlist [s ][2][4]:= i8;
dimmatlist [s ][3][1]:= i9;
dimmatlist [s ][3][2]:= i10;
dimmatlist [s ][3][3]:= i11;
dimmatlist [s ][3][4]:= i12;
dimmatlist [s ][4][1]:= i13;
dimmatlist [s ][4][2]:= i14;
dimmatlist [s ][4][3]:= i15;
dimmatlist [s ][4][4]:= i16;
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fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

#1. Zeile= (4 ,0 ,0 ,0)

for i6 in [0..n] do
for i7 in [0..n] do
for i8 in [0..n] do

for i10 in [0..n] do
for i11 in [0..n] do
for i12 in [0..n] do

for i14 in [0..n] do
for i15 in [0..n] do
for i16 in [0..n] do

if
(i6+i7+i8=n)

and (i10+i11+i12=n)
and (i14+i15+i16=n)

and (i6+i10+i14=n)
and (i7+i11+i15=n)
and (i8+i12+i16=n)

then
s:=s+1;
dimmatlist [s]:= NullMat (4 ,4);
dimmatlist [s ][1][1]:=4;
dimmatlist [s ][1][2]:=0;
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dimmatlist [s ][1][3]:=0;
dimmatlist [s ][1][4]:=0;
dimmatlist [s ][2][1]:=0;
dimmatlist [s ][2][2]:= i6;
dimmatlist [s ][2][3]:= i7;
dimmatlist [s ][2][4]:= i8;
dimmatlist [s ][3][1]:=0;
dimmatlist [s ][3][2]:= i10;
dimmatlist [s ][3][3]:= i11;
dimmatlist [s ][3][4]:= i12;
dimmatlist [s ][4][1]:=0;
dimmatlist [s ][4][2]:= i14;
dimmatlist [s ][4][3]:= i15;
dimmatlist [s ][4][4]:= i16;

fi;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

# Deklaration der Erzeuger von G_4:

A12 := NullMat (16 ,16);
A12 [5][1]:=1;
A12 [1][5]:=1;
A12 [2][6]:=1;
A12 [6][2]:=1;
A12 [3][7]:=1;
A12 [7][3]:=1;
A12 [4][8]:=1;
A12 [8][4]:=1;
A12 [9][9]:=1;
A12 [10][10]:=1;
A12 [11][11]:=1;
A12 [12][12]:=1;
A12 [13][13]:=1;
A12 [14][14]:=1;
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A12 [15][15]:=1;
A12 [16][16]:=1;

A1234 := NullMat (16 ,16);
A1234 [5][1]:=1;
A1234 [6][2]:=1;
A1234 [7][3]:=1;
A1234 [8][4]:=1;
A1234 [9][5]:=1;
A1234 [10][6]:=1;
A1234 [11][7]:=1;
A1234 [12][8]:=1;
A1234 [13][9]:=1;
A1234 [14][10]:=1;
A1234 [15][11]:=1;
A1234 [16][12]:=1;
A1234 [1][13]:=1;
A1234 [2][14]:=1;
A1234 [3][15]:=1;
A1234 [4][16]:=1;

A56 := NullMat (16 ,16);
A56 [2][1]:=1;
A56 [1][2]:=1;
A56 [3][3]:=1;
A56 [4][4]:=1;
A56 [6][5]:=1;
A56 [5][6]:=1;
A56 [7][7]:=1;
A56 [8][8]:=1;
A56 [10][9]:=1;
A56 [9][10]:=1;
A56 [11][11]:=1;
A56 [12][12]:=1;
A56 [14][13]:=1;
A56 [13][14]:=1;
A56 [15][15]:=1;
A56 [16][16]:=1;

A5678 := NullMat (16 ,16);
A5678 [2][1]:=1;
A5678 [3][2]:=1;
A5678 [4][3]:=1;
A5678 [1][4]:=1;
A5678 [6][5]:=1;
A5678 [7][6]:=1;
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A5678 [8][7]:=1;
A5678 [5][8]:=1;
A5678 [10][9]:=1;
A5678 [11][10]:=1;
A5678 [12][11]:=1;
A5678 [9][12]:=1;
A5678 [14][13]:=1;
A5678 [15][14]:=1;
A5678 [16][15]:=1;
A5678 [13][16]:=1;

Atrans := NullMat (16 ,16);
Atrans [1][1]:=1;
Atrans [5][2]:=1;
Atrans [9][3]:=1;
Atrans [13][4]:=1;
Atrans [2][5]:=1;
Atrans [6][6]:=1;
Atrans [10][7]:=1;
Atrans [14][8]:=1;
Atrans [3][9]:=1;
Atrans [7][10]:=1;
Atrans [11][11]:=1;
Atrans [15][12]:=1;
Atrans [4][13]:=1;
Atrans [8][14]:=1;
Atrans [12][15]:=1;
Atrans [16][16]:=1;

Atrans2 := NullMat (16 ,16);
Atrans2 [1][16]:=1;
Atrans2 [2][12]:=1;
Atrans2 [3][8]:=1;
Atrans2 [4][4]:=1;
Atrans2 [5][15]:=1;
Atrans2 [6][11]:=1;
Atrans2 [7][7]:=1;
Atrans2 [8][3]:=1;
Atrans2 [9][14]:=1;
Atrans2 [10][10]:=1;
Atrans2 [11][6]:=1;
Atrans2 [12][2]:=1;
Atrans2 [13][13]:=1;
Atrans2 [14][9]:=1;
Atrans2 [15][5]:=1;
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Atrans2 [16][1]:=1;

Arot := NullMat (16 ,16);
Arot [1][13]:=1;
Arot [2][9]:=1;
Arot [3][5]:=1;
Arot [4][1]:=1;
Arot [5][14]:=1;
Arot [6][10]:=1;
Arot [7][6]:=1;
Arot [8][2]:=1;
Arot [9][15]:=1;
Arot [10][11]:=1;
Arot [11][7]:=1;
Arot [12][3]:=1;
Arot [13][16]:=1;
Arot [14][12]:=1;
Arot [15][8]:=1;
Arot [16][4]:=1;

# Deklaration von G_4:

OpGroup := Group(A12 ,A1234 ,A56 ,A5678 ,Atrans ,Atrans2 ,Arot );

# Deklaration der Operation von G_4 auf D(4 ,3)

Matop := function (M,MOp)
local i,j,Mhold ,Mhold2 ,v,w;

Mhold := NullMat (4 ,4); # Rueckgabematrix initialisieren

for i in [1..16] do #4x4 - Matrizen in 16- Vektoren
# ubertragen und Operation ausfuehren
v:=[0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0];
v[i]:=1;

if i=1 then v:=M [1][1]* v;
elif i=2 then v:=M [1][2]* v;
elif i=3 then v:=M [1][3]* v;
elif i=4 then v:=M [1][4]* v;
elif i=5 then v:=M [2][1]* v;
elif i=6 then v:=M [2][2]* v;
elif i=7 then v:=M [2][3]* v;
elif i=8 then v:=M [2][4]* v;
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elif i=9 then v:=M [3][1]* v;
elif i=10 then v:=M [3][2]* v;
elif i=11 then v:=M [3][3]* v;
elif i=12 then v:=M [3][4]* v;
elif i=13 then v:=M [4][1]* v;
elif i=14 then v:=M [4][2]* v;
elif i=15 then v:=M [4][3]* v;
elif i=16 then v:=M [4][4]* v;
fi;

w:= Inverse (MOp )*v;
for j in [1..16] do # Rueckuebertragung 16- Vektoren
#zu 4x4 - Matrizen
Mhold2 := NullMat (4 ,4);

if j=1 then Mhold2 [1][1]:=1;
elif j=2 then Mhold2 [1][2]:=1;
elif j=3 then Mhold2 [1][3]:=1;
elif j=4 then Mhold2 [1][4]:=1;
elif j=5 then Mhold2 [2][1]:=1;
elif j=6 then Mhold2 [2][2]:=1;
elif j=7 then Mhold2 [2][3]:=1;
elif j=8 then Mhold2 [2][4]:=1;
elif j=9 then Mhold2 [3][1]:=1;
elif j=10 then Mhold2 [3][2]:=1;
elif j=11 then Mhold2 [3][3]:=1;
elif j=12 then Mhold2 [3][4]:=1;
elif j=13 then Mhold2 [4][1]:=1;
elif j=14 then Mhold2 [4][2]:=1;
elif j=15 then Mhold2 [4][3]:=1;
elif j=16 then Mhold2 [4][4]:=1;
fi;

Mhold := Mhold+w[j]* Mhold2;
od;
od;
return(Mhold );

end;

# Bestimmung der Aequivalenzklassen von D(4 ,4):

dimorbits := Orbits(OpGroup ,dimmatlist ,Matop );

numdimorbits := Length( dimorbits );
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Print (" Anzahl der Aequivalenzklassen von D(4 ,4):
",numdimorbits ,"\n");
dimrepresents :=[];
orbitsize :=[];

# Bestimmung der Repraesentanten :
for i in [1.. numdimorbits ] do
dimrepresents [i]:= dimorbits [i][1];
od;

for i in [1.. numdimorbits ] do
orbitsize [i]:= Length( dimorbits [i]);
od;

# Ausgabe der Repraesentanten und Aequivalenzklassengroessen :
Print (" Die Aequivalenzklassen von D(4 ,4) werden
repraesentiert durch :\n");
for i in [1.. numdimorbits ] do
Print ("D",i ,"=" , dimrepresents [i],"\t Groesse von A",i ,"=" ,
orbitsize [i],"\n");
od;
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