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Aufgabe 1 (10 Punkte).
Die von Null verschiedene Lösung x̃ der Gleichung

ln(1− x) + 2x = 0 (x < 1)

soll durch eine Fixpunktiteration approximiert werden.

(a) Transformieren Sie die Gleichung durch Äquivalenzumformungen in eine Fixpunkt-
gleichung f(x) = x.

(b) Beweisen Sie die Konvergenz der Fixpunktiteration xn+1 = f(xn) gegen x̃ ∈ M =
[0.7, 0.9] für alle Startwerte x0 ∈ M , indem Sie alle Voraussetzungen des Banach-
schen Fixpunktsatzes überprüfen.
Hinweis: Falls Sie die Konvergenz nicht beweisen können überlegen Sie, ob eine andere Darstellung von f in Auf-

gabenteil (i) sinnvoll ist.

(c) Berechnen Sie, wie viele Schritte n ∈ N a priori nötig sind, um ausgehend vom
Startwert x0 = 0.7 einen Fehler |xn − x̃| < 10−4 zu garantieren.

Aufgabe 2 (10 Punkte).
Sei A = (aij)i,j ∈ RN×N eine reelle N ×N Matrix. Dann ist die Zeilensummennorm von
A definiert durch

∥A∥Z := max(
N∑
i=1

|aik|; i = 1, . . . N).

Gegeben sei das nicht-lineare Gleichungssystem(
x
y

)
=
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4
(sin(x) + sin(y))

)
in M = [−1, 0] × [−1, 0]. Zeigen Sie mithilfe des Banchschen Fixpunktsatzes, dass die-
ses Gleichungssystem genau eine Lösung in M hat. Weisen Sie dabei die Kontraktion
bezüglich der Zeilensummennorm nach.



Aufgabe 3 (10 Punkte).

(a) Es seien eine Folge {x(k)} in Rn und x∗ ∈ Rn gegeben mit

x(k) =

x
(k)
1
...

x
(k)
n

 , x∗ =

x∗
1
...
x∗
n

 .

Zeigen Sie, dass {x(k)} genau dann gegen x∗ konvergiert, wenn

lim
k→∞

x
(k)
i = x∗

i

für alle i = 1, . . . , n gilt.

(b) Es sei {x(k)} eine konvergente Folge in Rn. Zeigen Sie, dass die Folge {∥x(k)∥} eine
konvergente reelle Zahlenfolge ist. Gilt die Umkehrung?

Hinweis: Zeigen (und benutzen) Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ für alle x,y ∈ Rn.

Aufgabe 4 (10 Punkte).
Es seien D ⊂ R und Φ: D → R gegeben durch Φ(x) = x2.

(a) Bestimmen Sie alle Fixpunkte von Φ im Fall D = R.

(b) Damit wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden können müssen die folgenden
drei Bedingungen erfüllt sein:

• Die Menge D ist abgeschlossen.

• Es gilt Φ(D) ⊂ D.

• Φ ist eine Kontraktion, d.h. es gibt C ∈ [0, 1) so, dass

|Φ(x)− Φ(y)| ≤ C|x− y|

für alle x, y ∈ D.

Überprüfen Sie in den folgenden Fällen, welche der obigen Voraussetzungen erfüllt
sind und welche nicht.

(i) D = (0, 1
4
) (ii) D = [1

8
, 1
4
] (iii) D = [0, 1]


