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Miration: Numerik

· Berechung von Integraten, lin
.
/nichtlin . GLS

, ger/part . DGL

"Entwicklung , Analyse und Implementierung von Algorithmen zur Lösung math
. Fragestellungen"

· viel im Alltag eingesetzt
· Ziel : wo kehe erakte Lösungsverfahren bekannt sind oder zu aufwändig :

Näherung liefen
~ math : Konstruktion & Implomationy von Aly , Konvergenzgesche., Fehleranalyse

Unterschied zwischen exakte und Näherysverfahren
·

pranis
: Lsg . taglich ? Verbesserg bestehende Legen ?

· Ziel der Un : Verfahren kennenlese (Wikipedia : Liste unmerischer Verfahren)
vornehmlich Näherungen
Nichtlin .

GLS
,
Banachsche Fürpunktsatz , Newtonverfahren,

iterative Lise for Lin
.
GLS

,
unnerische logs for gew. /part . DGL



1 Iterative Verfahren zur Lösung von Gleichungen
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& 1.

1 Banachscher Fixpunktsatz

Sei f : D+ IR" eine Elt
,
DE"

.

Will Gleiching löse :

f(x) = b

Suche also XED
,
bERM gegebe (typischereS, mit SG

grope Unterschied : F lieeodernichty) = af(x) +Bf(y) , aber , +y =))
linear us muss also Ax = b Lisa

,
AEMux(R)

,
bEIR"

(HMl 2 : LCLS
,

z .
B

.
mit Gaußschen Eliminierungsverfahren)

nichtliner : Schwierige suche iteratives Verfahren, also Nabern
wichtig : f stetig .

Suche (50
,
%

, 52
,
5... ) mit fixul+ b

und An-> X
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1.1 pa) filR-> /R , fix = Ex - X + E Polyron
Suche Mullstelle

,

also EIR mit f(x) = 0.

b) f : IR -> IR
, f(x = cos() - -

Suche Nullstelle . f(x) =0 Excos(x) = X

Suche also Fixpunkt der Funktio g(H
: = cos(x) Nullstelle Es Fixpunkt

X

⑧

&
1 . 2 ef Sei DEIR"

, f: (+D .

Eine Lösung D der punktgleichung
f(x =X heißt Erkt ,

↓ es kann mehrere geben
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Übrigens kann man auch Gleichunge der Form

f(x) = 3

als Fixpktgl . Schreben : g(x) : = f(x) + X- b
.

Dann g(x)
= x

Ex f(x) + x - b = x

-
- >C f(x) = b

Wie findet man nun einen Fixpunkt ?
Idee : XoED · Xm : = f(xu) = f(f (n)) hte

wel kopritin

= f(f) . . . f(x) . - () = f (X)

Est jetzt f stetig und Kulnei Konverget mit X:= ste , so ist

X = Kat=f(x) ( = linf
-N

=> X ist Firpkt .

↑ stegEf(link)
= f(x)
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= cos(Xo)
= cos (X1)

-> Fixpkt .

de Glechy cos(x) = X

X = 0
,
73

....

"0
.
73%
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1. 5 fi a) Ein Electionsverfahren es Verfahren) ist eine Folge (l-eEIR"
↓sanre mit einer Vorschrift D : D"-> ID" (Verfahrensfiktion") ,
so dass Xut = DK)

, neN
,
mit Aufget X EIR"

3) Ein Eterationsverfahren heißt bugent , falls de Folge (n)new Konvegret,
mit Greezmet E

.

Es haßt konvegetde Ordnny peN , falls
es ein NEN und ein 30 gibt mit

11xu +-Ell =CIIx-ElP FIN

Für p
= 1 mass (11 Sein

1
.6: Sei DER -d fiD-IR". - haßt hiced /oder Kontaktion)

, falls
(i) f(D) =D
(ii) und es ein OLC1 gibt ut 11f(x)-f(g)ll [ (IIX-y11 Erycl

X
& · Y

in R2 :
f(x) · Fly)

*f(,,%((()
.



-8 -

1 . 7 t (Banachscher Fixpunktsatz) : Sei DEIR" abgeschlossen , fiD+ IR" eine Kontraktion .

Dan gilt:
(c) f besitzt einen Fixpunkt EED und diese ist eindatig
(6) Fr pade Startet toeD) Konvergret de Erpuktiferation Kate = fixul
(dh . E(X) : = f(x) als Iterationverfahre gegen

den Fixpkt
mit der Ordny p =1

.

( Es gilt des priori Fehlerabschätzung 11-Ell1141-toll
und die
aPosteriori Fehlerabschätzung 11-Ell = Ec 114-t-Il&-kann war Begin das Verzehrens genutzt werden um HEIN zu erwitte

,
so cass

-

In nah
genng

an E liegt

kanAbschluss des Verfahrens (oder Währenddesse)
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t
Bar Ex : (IXute-Xull = 11 f(x) - f(xu-)11 =ClIx-Kell C"11x-roll

↓ naw gilt : 11x-XellSixm - Knoll + 11km-e-kall +.. + 11km - Tel

= ((m
-1

+ (h
-

+. -

+ (")11 % - toll

= c)E(k)1It-roll
k = p

OLC1 Ityear . Reine
Zu FueN

Da 2" (E) Ilt-roll-> 0 fir us so
,

ist 115m-tell bet
.
Klen fi alle usneN

=> (Vulnei Canchyflye , sei F := Late de Grazmert

Dan 1If(El-EllS (If(F)-Xull + 1x - Ell =CIIF-X-1l + 1k-Ell
1

f(ru- 1)
↳o

↳
j

=> IIFE-Ell =0
,
dh

. E ist Expl . [1

Eind : Sex mit fixl =5. Dan 11x-E11 = 11f(x) - fllECIIx'-FIlQIX-Ell
-- x=

~ falls 1Ix'-Ill
o- dann

Ordny : 11 Xum-Ell = 11 f(x) = f(F)ll = (IIx-Ell = C /IV-E/B, p = 1
.

E
E
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Whl
.
: 1 . 6 Kontraktion : DER"

, fiD-> IR"
, f Kontraktion , falls

(i) FID)ED
(ii) 501 : 1f(x-figil = CIIX-y11 fageD

L
irgenden Norm (meist Enklidische)

1 . 7 Epktsatz : DEth" abgeschl, f :D+ 12 "Iutickten

=> 7) FED mit f(F) =F line
, Yurif(t) ,

to <D bet
.

& a priori/a posteriori Fahler abschatty
-

Wann gibt es nun eine Kontraktion ?

I 1. 8 Motsatz
: f : [ab)-> 12 stetig ,

auf 19.3) differ (oder fe (V[a,bi)
.

Dann er. St(a , b) mit f(s)-f(a) = f (3) (b -a)

*broller: f wie in 1 . 8
,

C:= war (f131/ < 1 =2 f Kontrahierend
Je[a,b)

Ba Sei +
,4[ab) .

Dan erfellt flig : [4] -> 12 die Vor
,

von Selt 1. 8

=> 75yEylstab) mit fly)-fu = f (3x)(y - + /
=> |f(y) - f(x) - (f (3

=)((y
- x) = <(y - - L
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1. Bsp: a) Suche Nullstelle un p : /R + IR

, p( = Ex - * +
Teste : plo) = E>0 , p(1) = E-1 +E0 = 1 auf To. 13 Liegt

stelle
Setze f(x = Ex+ E = plai + +, f : 50

,
1-> IR

"DDann & Fixpkt of (dh · f(x) = + ) (=- p(x) = 0

Vor v B . Fixplotsatz ? a D abgesch.
· f([0 . 13) = [0

, 11
· F Kontr.? Witze 1

. %

↓ ist diff auf 50. 13
, f(x = 3x2 und C = mar (f(3) = 3 1

350, 1)f Kontraktion E f besitzt genau einen Fixpunkt auf To, 1)
wo liegt er ? Yutn = f(x) wähle verschredere to To. 1)

I
I

I
I
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Wieviele Iterationen Turn = f(x) benötigt man für Genauigkeit 2= 10-3 =0
,
001 ?

1) a prioritable : In-El * 1-tol= 0
,
2875

= 4 . (3) 0
,
26871 - C

also 4. (3) . 0
,
26875 <2 = 0

,
001

Ex (2) < 10
,

56875 : 0
, 001

Es n)
In /5 25 875

· 0
,
001)

-- 24
, 2698 ...In (3)

Also und 25 Iterationen ist der Fehle kleine als 0
,

001
.

2) a posterori File : Ix-E1EEIn-trel = 4 /k-kmel
* n =U (xn - =1 = 0

,
0001228

...

<0
,
001

Also nach 4 Iteratione ist der Fehler schon klahr als 0
,

001 .

-s habe de endetge Ist .
von p auf 50, 13 gefunden

gibt aber noch mehr - allerdings außerhalt vo 50
.
11
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5) Suche Nullsteller vo FIN = COSCH-X
,
also Fixpkt .

v g(x : = cos(X)

Auf To,
1) ist

g differ mit gi(x) = -sinst
,

< = nar(g (3)) < 1
, g(0, 1) To

, 1)
1

. 7 + 1
. 9 JETo

, 1)

=> 7 ! Fet1) mit g(E) = F
.

1. 11 Imp: DEIR abgesch, f :D->DC-Fl
, Cil1Jf(3

=> f kontrahierend und hat Eipkt .

vo Jf(31= (5) ... 15 Jacobinatrit/Funktionalmatrix

( i ((3) -


