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Kapitel 1

Komplexe Zahlen

1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen

In welchem Sinne ist die Gleichung 2> = —1 16sbar?

Das Studium von Gleichungen 2!" und 3'" Grades fiihrt im 16"
Jahrhundert zur Einfiihrung der komplexen Zahlen und geht u.a. auf
Cardono und Bombelli zuriick.

Euler etabliert schlieilich 1777 die imaginére Einheit mit dem Symbol
i, d.h. es gilt (in gewissem Sinne)

i2=—1.

Eine Standardanwendung in der Elektrotechnik ist beispielsweise ein
komplexer Ansatz zur Beschreibung eines Wechselstromkreises (Fre-
quenz w) mit Spule (Induktivitdt L) und Ohmschen Widerstand R in
Reihenschaltung, der den komplexen Wechselstromwiderstand (die Im-
pedanz) liefert:

R*=R+iwl .

Da die Gleichung 2> = —1 auf der ,eindimensionalen Zahlengera-
den® nicht 16sbar ist, liegt es nahe, als Erweiterung eine Zahlenebene
zu betrachten, die die reellen Zahlen als eine Koordinatenachse enthélt.
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In dieser Zahlenebene muss insbesondere eine neue Multiplikation ein-
gefiihrt werden, wobei auf der reellen Achse die bekannten Rechenregeln
ihre Giiltigkeit behalten sollen.

Eine vorlaufige Definition.
Ein Paar (z,y) € R? schreibe man als
r+wy, x,yeR.
Hier bezeichne i eine Losung der Gleichung
P =-1.

Die geometrische Deutung in der sogenannten Gaufischen Zahlenebene
folgt in Kiirze.

Es heifit z der Realteil und y der Imaginarteil
z=x+1y, x=:Rez, =:Imz.

Der Realteil und der Imaginérteil einer komplexen Zahl sind wie bei
einem geordneten Paar unabhéngig voneinander zu betrachten, d.h.

r+iy=u+iv <& xr=u und y=v.
In der obigen Schreibweise ist
(x+iy) + (u+iv) = (x+u) +i(y +v)
und aus 7> = —1 folgt formal

(x +iy) - (u+iv) = (zu — yv) +i(zv + yu) .
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Beispiel.

Es ist

1+i  (L+4)2+10) 1 o, 13
— — (243 =47
Pl o 1o W A G (R A4

Im obigen Sinne ist die Menge der komplexen Zahlen definiert als
C:={x+iy: =, yeR}.

Mit dem bisher skizzierten Ansatz bleibt jedoch vollig unklar, um
welches Objekt es sich bei der imaginédren Einheit handeln soll und was
die Multiplikation dieses Objektes mit sich selbst (i* = —1) tatséchlich
bedeuten soll.

Nebenbei bemerkt, kann ¢ auch als nicht als DIE Lésung der Gleichung

22 = —1 definiert werden, da (—i) die Gleichung ebenso 16sen wiirde

und es konnte noch weitere Losungen geben.

Was sind komplexe Zahlen tatsichlich?
Man betrachte die Menge R? der Paare (a,b) reeller Zahlen.

Erinnerung.

i) Der R? ist eine kommutative Gruppe bzgl. der iiblichen kompo-
nentenweise Addition

(a1,b1) + (a2, b2) = (a1 + ag, by + ba) .
i1) Eine Multiplikation ist definiert mittels

(a1,01) - (ag,be) = (ajag — biba, a1be + ashy) .
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ii1) Diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ.

iv) Es existiert ein neutrales Element, namlich (1,0):
(a,b) - (1,0) = (a,b) .

v) Ist (a,b) # (0,0), so ist

a B b
a2 + b2 a?+ b?

das eindeutig bestimmte multiplikative inverse Element:

a b
b) - — =(1,0) .
(CL, ) (CL2 bg: CL2 b2) ( 70)

Zusammen mit dem Distributivgesetz folgt

Definition 1.1. Der R? mit der oben definierten Addition und Multi-
plikation st ein Kdrper.

Er heifst der Kérper der komplexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Bemerkungen

i) Einerseits konnen die komplexen Zahlen per definitionem mit dem
R? identifiziert werden (vgl. Abbildung 1.1 und Abbildung 1.2).

Damit sind insbesondere konvergente Folgen, offene und abge-
schlossene Mengen etc. definiert.

Zusétzlich ist eine Multiplikation erklart, die C zu einem Korper
macht.



Kapitel 1. Komplexe Zahlen 9

Abbildung 1.1: Die GauBlsche Zahlenebene

z+w

Abbildung 1.2: Kréfteparallelogramm zur Addition komplexer Zahlen

i1) Eine reelle Zahl a € R identifiziert man mit dem Paar (a,0) € C,
a = (a,0).

Diese Identifikation ist vertrdglich mit den Multiplikationen in R
bzw. C, da fiir alle a, ¢ € R gilt:

(a,0) - (¢,0) = (ac,0) Z ac .

Damit ldsst sich jede komplexe Zahl darstellen in der Form (a,
beR)
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(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + b(0, 1) .
02)

Mit der Abkiirzung (0,1) =: ¢ (imaginére Einheit) gilt folglich
(a,b) = a+1ib
und wegen der Identitét
i =1(0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1

ist mit C ein Korper konstruiert, der den Korper der reellen Zahlen
R enthélt und in dem die Gleichung 2> = —1 lésbar ist, ndmlich
mit ¢ und —i (vgl. Diskussion der Einheitswurzeln in Kapitel 1.3).

Zu beachten ist, dass 12 = i - i bzgl. der komplexen Multiplikation

definiert ist.

i71) Formal wird mit komplexen Zahlen (unter Beriicksichtigung von

i = —1) ebenso gerechnet wie mit reellen (s.o.).

So berechnet man als weiteres Beispiel

Bezeichnungen und erste Eigenschaften.

Ohne den Anspruch auf Vollstédndigkeit sei hier kurz aufgelistet:

i) Komplexe Zahlen werden hiufig mit z oder w bezeichnet.
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i1) Wie bereits erwahnt, wird z in der Regel als z = x + iy, z, y € R,
dargestellt.

Es heifit x =: Re z der Realteil der komplexen Zahl z, y =: Im z
der Imaginérteil.

W =Ww,-1W,

Abbildung 1.3: Zur konjugiert komplexen Zahl.

i1i) Die Zahl z := x — iy heifit die zu z = x + iy konjugiert komplexe
Zahl (vgl. Abbildung 1.3) und hat die Eigenschaft

z=a4+y*eR.

iv) In Ubereinstimmung mit der Euklidischen Norm im R? heifit

|z| = Va2 +y?2 =V2z2Z

der Betrag (oder die Norm) der komplexen Zahl z = = + iy.

v) Die multiplikativ inverse Zahl berechnet sich zu (s.o.)
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l_a__* .y _z2_Z
> x2+y2 x2+y2 »7 |Z’27

(c) zeRe 2z=7%;
(d) [¢[ >0, [:[=0 & 2=0;
(e) [z122] = [21]]22] ;

(f) Dreiecksungleichung: |2y + 25| < |z1]| 4 |22] -

1.2 Potenzreihen im Komplexen

Grob gesprochen kann bis auf eine Ausnahme im Korper der komplexen
Zahlen genauso gerechnet werden wie im Reellen.

Die Ausnahme ist: In C gibt es keine Ordnungsrelation ,,<“ im Sinne
der Axiomatik der reellen Zahlen.

Allerdings ist der Betrag einer komplexen Zahl reell und die Betrage
von komplexen Zahlen konnen mit ,,<“ verglichen werden.

Mit anderen Worten: |z| < |w| ist auch im Komplexen definiert,
wohingegen z < w im Komplexen nicht erklért ist.
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Ersetzt man beispielsweise bei der Diskussion von Grenzwerten die
reellen Zahlen R durch die komplexen Zahlen C und tauscht man dabei
die Betragsfunktion im Reellen gegen die komplexe Betragsfunktion, so
bleiben als Merkregel die Definitionen und Sétze gleich, in denen nicht
komplexe Zahlen durch ,,<* miteinander verglichen werden miissten.

Beispiele

i) Die Definition der Konvergenz reller Zahlenfolgen kann unmittel-
bar auf den Fall komplexer Zahlenfolgen {ibertragen werden.

ii) Die komplexe geometrische Reihe Y ° 2" ist konvergent fiir |z| <
1 mit

o0
gz”:

n=0

Fiir |z|] > 1 divergiert die Reihe, wobei auch im Komplexen die
Punkte mit |z| = 1 gesondert untersucht werden miissen.

i11) Das Konvergenzkriterium von Leibniz ist nicht auf den komplexen
Fall iibertragbar.

Definition und Konvergenzverhalten komplexer Potenzreihen.

Ebenfalls vollig analog zur reellen Situation ist eine komplexe Potenz-
reihe eine Reihe der Form

(0. ¢]
g an(z — z)"

n=0
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Die a,, € C sind die Koeffizienten, zy € C heifit der Entwicklungspunkt.

Das komplexe Analogon Konvergenz komplexer Potenzreihen lautet
(vgl. Abbildung 1.4):

Divergenz

\\
// B\
;P \,

Abbildung 1.4: Zum Konvergenzverhalten einer komplexen Potenzreihe: In der offenen
Kreisscheibe liegt Konvergenz vor, der (punktierte) Rand ist genau zu analysieren,
auerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe divergiert die Reihe.

Satz 1.2. Zu einem fixierten Entwicklungspunkt zo € C und zu gegebe-
nen Koeffizienten a, € C, n € N, sei eine Potenzreihe gegeben:

(0.¢]
g an(z — z)"

n=0

Dann gibt es eine reelle Zahl p > 0, sodass:

i) Im Fall p = 0 konvergiert die Rethe nur im Punkt z = zy, im
(formalen) Fall p = oo konvergiert sie fir alle z € C.

i1) Ist 0 < p < 00, so konvergiert die Potenzreihe punktweise auf
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By(z0) :={z€C: |z— 2| < p}.

Sie konvergiert absolut gleichmdijf$ig auf jeder Kreisscheibe B, (zg)
mit 0 <17 < p.

iii) Ist 0 < p < oo, so divergiert die Potenzreihe fiir alle z aus der
Menge

{zeC: |z—2z|>p}.

iv) Die Zahl p heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe, B,(2)
(fiir p > 0) heifit der Konvergenzkreis.

= 0 gqult die Formel

v) Mit der formalen Vereinbarung % ‘= 00, é

von Cauchy-Hadamard

n—oo

1
— = limsup /|a,| .
p

Wie ist exp im Komplexen definiert?

Die Exponentialfunktion ist im Reellen als die Potenzreihe

exp(z) := Z %

definiert. Dies soll nun so verallgemeinert werden, dass die Exponen-
tialfunktion auch als Funktion exp: C — C definiert ist, wobei im
Spezialfall z € R beide Definitionen iibereinstimmen sollen.

Da die reelle Exponentialfunktion als Potenzreihe fiir alle € R konver-
giert, zeigt Satz 1.2 die Konvergenz der natiirlichen Verallgemeinerung
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1
Z—z" fiir alle z € C
— n!

d.h. es ist ein geeigneter Kandidat gefunden.

Die Frage nach anderen moglichen Kandidaten verneint der sogenannte
Identitatssatz fiir Potenzreihen.

Aus diesem folgt u.a., dass zwei Potenzreihen, die auf R iibereinstim-
men, notwendigerweise schon gleich sind.

Insbesondere gibt es nur die obige Moglichkeit, die reelle Exponential-
funktion zu einer Potenzreihe exp: C — C fortzusetzen.

Gleiches gilt fiir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus
sowie die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus und Kosinus hyper-

bolicus.

Als Funktionen C — C erhalt man:

exp(z) = Z %z” ,
n=0 "
. L - (_1)71 2n+1
sin(z) = nz:% @+ 1) ;
- (_1)n 2n
cos(z) = ; (Qn)!z :
inh L - 1 2n+1
sinh(z) = TLE:% Gn 1) ,
- 1 2n
cosh(z) := Z (2n)!z
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1.3 Die Gauf3ische Zahlenebene

Die komplexen Zahlen sind in Definition 1.1 als reelle Zahlenpaare ver-
sehen mit einer Korperstruktur eingefiihrt, wobei der Begriff Gaufische
Zahlenebene bereits gefallen ist.

Um die Geometrie der Gaufischen Zahlenebene zu verstehen, werden
nun mithilfe der Exponentialfunktion Polarkoordinaten diskutiert.

Eulersche Formeln und Polarkoordinaten.

In der Reihendarstellung des Sinus bzw. des Kosinus kann (—1)" durch
(%)™ ersetzt werden, d.h.

oo

. _ ol - \2n+1
isin(z) = ZE:O 1 = ;(2n+1)!(zz) :

n=

cos(z) = Z

n—=

und es gilt fiir alle z € C (die Summe der Reihen auf der rechten Seite
ergibt exp(iz))

exp(iz) = cos(z) + isin(z) . (1)

Ersetzt man weiter in (1) z durch —z und beachtet, dass per definitio-
nem cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z), so folgt fir alle z € C

exp(—iz) = cos(z) — isin(z) .

Zusammen ergeben sich die Eulerschen Formeln
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cos(z) = %(exp(iz)wtexp(—iZ)) :

1

sin(z) = 2—Z,<exp(z'z) —eXp(—iz)) :

Da die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion auch im Komple-
xen gilt, folgt unmittelbar

sin?(z) +cos?(z) =1 fiiralle z € C. (2)

Man beobachtet nun, indem speziell z =t, t € R, in (1) gewdhlt wird:

e := exp(it) = cos(t) + isin(t) . (3)

Identifiziert man komplexe Zahlen wieder mit dem R?, so bedeutet (3)
it ~ [ cos(t)

= (i ) ¥

d.h. die Funktion e”: R — C durchliuft in Abhingigkeit von ¢ die
Einheitskreislinie im R2.!

Folgerung.

Die rechte Seite von (4) als Definition der trigonometrischen Funktio-
nen iiber Potenzreihen ist mit der elementargeometrischen Definition
vertraglich.

!Die Funktionen cos(t) und sin(#) sind bisher noch nicht mit den bekannten trigonometrischen
Funktionen identifiziert. Tatséchlich liegt aber e wegen (3) fiir alle t € R auf der Einheitskreislinie
und die Periodizitiit folgt aus e?™ = 1: Wegen der Funktionalgleichung ist namlich e*+2k7¢ = ¢* .
(e2™)k = e*. Fiir Details sei hier etwa auf [Fo], Kapitel 14 verwiesen.
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Ist schlieBlich z = x + iy, x, y € R, so folgt nach (3) aus (1)

exp(z) = exp(x) exp(iy) = exp(z)( cos(y) + isin(y)) . (5)

Vorsicht.
i) Die Darstellung (5) zeigt, dass die komplexe Exponentialfunktion

nicht bijektiv sein kann (siehe Fufnote!).

i1) Die Eulerschen Formeln zeigen weiter, dass der komplexe Sinus
und der komplexe Kosinus nicht beschrankt sein konnen.

Aus (3) bzw. (4) folgt, dass jede komplexe Zahl z # 0 geschrieben
werden kann als

z=re¥ =r(cos(p) +isin(p)), 0<r, peR.
Hierbei ist r = |z| die Lange des blau dargestellten Vektors in Abbil-
dung 1.1 und ¢ =: arg z der Winkel im Bogenmaf}, der mit der reellen

Achse eingeschlossen wird.

¢ heifit ein (man beachte die Periodizitét der reellen trigonometrischen
Funktionen) Argument von z.

Mit dieser Darstellung in Polarkoordinaten kann auch die Multipli-
kation komplexer Zahlen in der Gauflschen Zahlenebene geometrisch
interpretiert werden:

Ist w = |w|e’” und z = |z|e, so gilt

wz = |w]| 2" = |wl[z] (cos(p + ) +isin(e +4)) ,
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d.h. bei der komplexen Mulitiplikation werden die Betrége multipliziert
und die Argumente addiert.

Beispiel.

In Abbildung 1.5 wird

1 1 .
21 ==(14+1i) = —=e™* (rot symbolisiert)

2 V2

mit der komplexen Zahl
2= (—=1+1) = 2eB7*  (griin symbolisiert)

multipliziert und das Ergebnis ist (blau dargestellt) die Zahl —1 = ¢,

1.57

-0.5-

Abbildung 1.5: Zur Multiplikation in der Gauflschen Zahlenebene.
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Einheitswurzeln.

Die Gleichung 2% = 1 hat die zwei reellen Losungen 2 = 1 und 2z; = —1
und auch eine komplexe Rechnung liefert keine weiteren Losungen.

Die Gleichung 2® = 1 wiederum hat im Reellen nur die Losung zy = 1.

Hier liefern Polarkoordinaten in der Gaufischen Zahlenebene unmittel-
bar weitere komplexe Losungen — sind nédmlich

: (0425 (04 Az
=e0=1, 2z =% 5 =0FF)

so gilt (siche Abbildung 1.6)

3 _ .3 _ 3 _
g =21 =2y =1.

C

Abbildung 1.6: Die drei Losungen der Gleichung 23 = 1.

Man beachte, dass die Fortfithrung
2y = o (0+5) _ i(0+2m) L= o (0+5) _ i3 +2m) ’

aufgrund der Periodizitdt von e wieder auf zy, z; und 2y fithrt. Es
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gibt genau diese drei Losungen.

Allgemein ist festzuhalten: Es gibt genau n verschiedene komplexe
Zahlen zy, ..., z,_1, die der Gleichung 2" = 1 geniigen.
Sie heiflen Einheitswurzeln und berechnen sich zu

2mk
zp=¢e¢n ., k=0,1,...,n—1.
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Einfiihrung in die
Funktionentheorie

In der Differentialrechnung von Funktionen f: R™ — R"™ mehrerer
Veradnderlicher ist der Ableitungsbegriff nicht als Verallgemeinerung
der eindimensionalen Diskussion evident.

Fiir Funktionen einer Variablen kann die Ableitung als Grenzwert des
Differenzenquotienten definiert werden,

P (R (C0)

T—T0, TEL Tr — X

Im Fall mehrerer Verénderlicher ist das nicht moglich, da nicht ,,durch
einen Vektor geteilt werden kann“. Deshalb sind partielle Ableitungen,
Richtungsableitungen und die totale Ableitung zu unterscheiden.

Diese Problematik &dndert sich zunéchst nicht, wenn Abbildungen f:
R? — R? zu untersuchen sind.

Die Situation #ndert sich erst dann dramatisch, wenn der R? als
Gauflsche Zahlenebene mit der komplexen Multiplikation versehen

wird, d.h. beim Studium von Abbildungen f: C — C.

Bzgl. der komplexen Multiplikation existiert ein Inverses, ,,durch
komplexe Zahlen kann geteilt werden®. Damit ist es moglich analog
zum eindimensionalen Fall eine Ableitung als Grenzwert von Differen-
zenquotienten zu definieren.

23
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In der Funktionentheorie geht es um die (auf den ersten Blick) wirklich
erstaunlichen Konsequenzen dieser Tatsache, die kein Analogon in der
reellen Analysis haben.

2.1 Holomorphe Funktionen

In diesem Paragraphen wird die komplexe Differenzierbarkeit als
zentraler Begriff in der Funktionentheorie eingefiihrt.

Die Notation ist dabei wie iiblich: z =z + 1y, x, y € R,
f+COU—=fU)CC, [f(z)=ulz,y) +iv(z,y),

mit reellwertigen Funktionen wu(z,y), v(z,y): R? — R. Die Menge
U C C sei im Folgenden stets offen.

Die skizzenhafte Veranschaulichung ist in Abbildung 2.1 wiedergegeben.
N3 /\ C v
C f
(’m C f)
N

Abbildung 2.1: Eine Funktion f: C — C.

Wie oben angedeutet, kann die komplexe Differenzierbarkeit iiber den
Grenzwert des Differenzenquotienten eingefiihrt werden.
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Definition 2.1. i) Es sei U C C offen und f: U — C.

Die Funktion f heifft im Punkt zo € C (komplex) differenzierbar,
falls der Grenzwert (die (komplexe) Ableitung f'(zy))

lm f(z) = f(20)

Z—20, 2720 Z— 20

existiert (in C).

it) Die Funktion f heifit (komplex) differenzierbar auf U (oder:
holomorph auf U, oder: requlir auf U), falls f in jedem Punkt
29 € U differenzierbar ist.

Wie tiblich kann in diesem Fall die komplexe Ableitung als Funk-
tion f': U — C aufgefasst werden.

Notation:
o f(2) = fl20) df df
1 = = — = — .
z—>z$7nzl7ézo Z— 20 f (ZO) dz (ZO) dZ|z:zO
Bemerkungen.

i) Die Definition der Ableitung erfolgt analog zum Fall einer
Funktion einer reellen Variablen als Grenzwert von Differenzen-
quotienten.

Fasst man f lediglich als Funktion R? — R? auf (ohne komplexe
Multiplikation), so ergibt eine solche Definition keinen Sinn.

i1) Rekursiv werden hohere Ableitungen definiert:
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ii1) Eine in zy komplex differenzierbare Funktion ist dort stetig.

Beispiele.

i) Konstante Funktionen sind holomorph auf C. Ist ndmlich

f(z)=c=a+ib, ce€C, a, beR,
so folgt fiir z # 2z
f(2) = f(20) —0 also lim f(z) = f(20)

Z— 20 z—2z0, 2720 Z— 2

= f(20) =0.

i1) Es sei f(z) = z und ein beliebiges z; € C sei fixiert. Es folgt
f(z) = f(20) Z— 20

lim = lim ——=1,
Z—20, 2#£2 zZ— 2 220, 27F20 2 — 2

also f'(z9) =1 fiir alle zp € C, d.h. f'(2) =1

ii1) Hier sei f(z) = Z und 2y = xg + iyy € C fixiert. Ist speziell z =
x + 1o, so folgt

f(2) = f(20) _ (z—iyo) — (w0 — i)

= - - =1.
s (@) — (o + i)
Ist andererseits z = x( + 1y, so folgt
f(2) = fl=) _ (ro—y) — (w0 — i) _

z—z (w0 +iy) — (wo +iyo)
Die Funktion f(z) = Z ist folglich nicht holomorph.

Nach dem letzten Beispiel ist die Klasse der holomorphen Funktionen
nicht so grol wie man es zunéchst vielleicht erwartet héatte. Um einzu-
sehen (ohne die Definition heranzuziehen), dass zumindest Polynome
etc. holomorph sind, werden wie iiblich Rechenregeln benotigt:
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Satz 2.2. Es seiten U, V C C offen.

i) Summe und Produkt zweier (in zy € U) komplex differenzierbarer
Funktionen f, g sind komplex differenzierbar. Es gilt

(f+9)(20) = f(20)+9'(20) ,
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20) -

it) Es sei f: U — C in zy komplex differenzierbar und f(zy) # 0.
Dann ist % in einer Umgebung von zy wohl definiert, in zo komplex
differenzierbar und es gilt

iii) Es seien f: U — V und g: V — C in zy € U bzw. in wy = f(z)
komplex differenzierbar. Dann ist die Verkettung go f in zo komplex
differenzierbar mat

(g0 f)(20) = g'(wo) f'(20) -

Beispiele.
i) Es sei f(z) = z%. Dann gilt

fl(z)=1z+ 21 =2z

Induktiv folgt fir n =1, 2, 3, ...
d 1

—2t=n"" .

dz

ii) Es sei f(z) =1, 2 # 0. Dann gilt
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Fir k = 41, £2, 43, ... (2 # 0 im Fall £ < 0) folgt

Ruft man sich die Notation

f(z) =ulz,y) +iv(x,y), z=x+1iy,

mit zwei Funktionen u, v: R? — R ins Gedichtnis, so stellt sich an
dieser Stelle die natiirliche Frage:

Wie héangt die reelle Differenzierbarkeit von u und v mit der komplexen
Differenzierbarkeit von f zusammen?

Im Zusammenhang mit dieser Frage sei daran erinnert, dass die Funk-
tion f(z) = zZ = = + i(—y) nicht komplex differenzierbar ist, obwohl in
diesem Fall u, v beliebig glatt sind.

2.2 Die Cauchy- Riemannschen Differentialglei-
chungen

Zur Beantwortung obiger Frage wird die zusétzliche Notation ein-
gefiihrt:

ou ou
or = gy
ov ov
i il

Heuristische Idee. Es sei f als Funktion R?> — R? differenzierbar.
Man schreibt dementsprechend auch

z,y) > |

,y)

1) = o = (

(o
(%

/N
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Die Diskussion differenzierbarer Funktionen in mehreren Veranderli-
chen zeigt mit der Notation

r= (i) mea=(3)

Zo

fiir fixiertes 2y = < ) € R? die Entwicklung (,, Approximation erster

Yo
Ordnung*)

F&) = e () e (00
= f(20) + fo(20)(x — x0) + fy(20)(y —v0) + - .. .

Wegen
1
r—x) = 5(‘(Z—Zo)+(2_20))7
Y=y = _%((Z—ZO)_(Z_Z()))

folgt daraus
f(z) = fl(z0) + %f:c(zo)((z —2) + (2 — 20))

—Efy(zo)((z —20) — (2 — zo)) + ...

= f(z0) + (2 — 20) {%(f:c(ZO) - @fy(z()))}

e m) [5(fuleo) iy (o)) + .- 1)

Ist andererseits f komplex differenzierbar, so muss gelten

f(2) = f(z0) + f(20)(z — 20) + ... .
Der Vergleich mit (1) zeigt
Flao) = 5[felz) —ify ()] &)
0 = fuleo) +ify(z0) - g
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Die Formel (2) stellt die komplexe Ableitung in Termen der reellen
partiellen Ableitungen dar.

Die Gleichungen (3) heifien die Cauchy- Riemannschen Differentialglei-
chungen. Wegen

fot+ify = (uy+ivy) +i(uy +ivy)
= (uz —vy) +i(vs + uy)

schreibt man sie in der Form

Tatsdchlich kann aus der heuristischen Idee ein préziser Beweis ge-
macht werden und es folgt:

Satz 2.3. Fiir eine Funktion f: U — C, U C C offen sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) f istin zg € U komplex differenzierbar.

it) f st in zg € U reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen (4).

Beispiele.
i) Es sei
f(z) = 20+ 32+ 42

= 3z + 4a* — 4y2/—|—z'(\2 + 3y + 8xy) .

~"

:u(x,y) :U(x’y)
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Dann gilt
u, = 3+8x = v,

u, = -8y = —u,.

Die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichung sind also erfiillt
und folglich ist f komplex differenzierbar.

i1) Es sei
flz) =2 = +i(—y).
Hier gilt
u, =1#-1=v,.

Die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen sind in diesem
Beispiel nicht erfiillt und f ist wie bereits bekannt nicht komplex
differenzierbar.

i1i) Es sei f(z) = Rez. Auch hier kénnen die Cauchy- Riemannschen
Differentialgleichungen nicht gelten.

2.3 Kurvenintegrale (Das komplexe Integral)

Nahezu alle folgenden Betrachtungen und Aussagen beruhen auf dem
Studium von Kurvenintegralen (Wegintegralen).

Im R" versteht man unter einer (differenzierbaren) Kurve eine (diffe-
renzierbare) Abbildung v: I — R", wobei I C R ein Intervall bezeichne.

Ist 7 stetig auf I = [a,b] und existiert +'(¢) bis auf héchstens endlich
viele Aussnahmen, so heifit v stiickweise glatt.

Identifiziert man die komplexe Ebene mit dem R? C = R2?, so
{ibertrigt sich die Diskussion von Kurven im R? direkt auf Kurven in
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der komplexen Ebene C.

Notation.

i) Mit 4 wird im Folgenden die Ableitung einer Kurve in C nach dem
reellen Parameter (der Zeit) bezeichnet. Ist also

v:I=[a,)) CR=C, ~()=pt)+ip(l)= (ZZ%) 7

SO 1St

50 = G0 = e+ w0 = (70 )

i1) Eine stiickweise glatte Kurve v: [a,b] — U C C heifit im Folgenden
ein Integrationsweg in U C C.

ii1) Fiir stetiges &: [a,b] C R — C ist

/abf(t) dt = /abRef(t) dt+z’/ab1m§(t) dt

Mit dieser Notation kann das (komplexe) Kurvenintegral eingefiihrt
werden.

Definition 2.4. Es sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg und f:
v(I) — C eine stetige Funktion.

Dann ist das (kompleze) Kurvenintergal (Wegintegral) lings v definiert
als

b
/ £(2) dz = / FO®)3(0) dt
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Bemerkungen.

i) Die Bildung des komplexen Integrals erfolgt analog zu der des
reellen Kurvenintegrals, wobei das Skalarprodukt durch die kom-
plexe Multiplikation zu ersetzen ist.

i1) Die Invarianz unter orientierungserhaltenden Parametertransfor-
mationen und der Vorzeichenwechsel bei orientierungsumkehren-
den Parametertransformationen sind genau wie im reellen Fall zu
zeigen.

Dementsprechend kann wieder von Wegen gesprochen werden.
Auf die genaue Unterscheidung wird im Folgenden jedoch wie
iblich nicht immer eingegangen.

ii1) Es gelten die bekannten Rechenregeln, beispielsweise

[ £(2) dz

[eae)as = [iGra+ [ o).

Y Y

< [ lre] heia.

/()\f)(z)dz = N[ f(z)dz, XeC.

7y

Diese Regeln konnen unmittelbar anhand der Definition verifiziert
werden.
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iv) Ist y(t) = p(t) +iv(t), f(2) = u(z,y) +iv(z,y), so gilt

Beispiele.

i) Es seien 2y € C und r > 0 fixiert. Man betrachte den Integrati-
onsweg (positiv orientierte Kreislinie, vgl. Abbildung 2.2)

v:[0,27] = C, tr>zg+ret.

C

o' I 27 \/

Abbildung 2.2: Eine positiv orientierte Kreislinie.

Es gilt
v(t) = 2o+ r(cos(t) +isin(t)) ,

Y(t) = —rsin(t) +ircos(t) = ire .
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i1) Essei f(z) = |z| (insbesondere ist f nicht holomorph). Betrachtet
sei zunéchst der Integrationsweg (vgl. Abbildung 2.3)

v:[0,71] > C, trs el

1 ' C

e

Abbildung 2.3: Der Integrationsweg 7 aus Beispiel ii.).

Mit der Notation v = ¢ + iy folgt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen
Veranderlichen

/7\:4 dz = /Oﬂw(t) dt

_ /Oﬂgb(t)dtﬂ/oﬁzb(t)dt

= ¢(m) = ¢(0) +i(¥(r) — ¥(0))

— A(m) —(0) = 2.

Betrachtet sei jetzt der Intergrationsweg

y: [-L1]—-C, t—t.

1
/\z|dz:/\t|dt:17é/|z]dz.
y -1 Y

Hier gilt
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v 1 C

Abbildung 2.4: Der Integrationsweg 4 aus Beispiel ii.).

Beobachtung.

Kurvenintegrale hangen i.A. nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Integrationsweges ab.

Das wichtigste Beispiel.

Y
+ C
/\ “

OI IZT[ o

Abbildung 2.5: Zu Satz 2.5.
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Satz 2.5. Es seien zg € C, r > 0 fixiert und
v:[0,27] = C, trszg+ret.

Dann gilt

0 fir keZ—{-1},
/(z—zo)kdz:
gl 2mi fir k= —1.

Beweis. O.E. sei zp = 0. Es ist
27 . ‘
/zk dz = / rFetftirel dt
¥ 0
21
_ iTk+1/ 6i(k+1)t dt . (5)
0

Fir k£ = —1 berechnet man

1 2T
/—dz:i/ 1dt =2me .
v < 0

Ist £ # —1, so beachtet man

iei(k—I—l)t ik 4 1) o ik 1 iei(ml)t_

dt i(k + 1) dt

Eingesetzt in (5) ergibt dies

2w
/Zk dz = iTk+1_ 1 / iei(k‘—i—l)t dt
v Z(k —|— 1) 0 dt

2

T,k‘Jrl

i(k+1)t
k+1C

~0. (6)
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Interpretation der Formel.

)

i)

i)

Fiir k € NU {0} ist die Abbildung z — 2* auf C holomorph mit
der Stammfunktion (siehe Definition 2.6)

Deshalb verschwindet das Umlaufintegral in diesem Fall.

Fiir k = —1 ist die Abbildung z — 2% = 27! _singuldr in 0“ im
Sinne von ,dort nicht definiert aber sonst holomorph“, das Um-
laufintegral kann aber nicht im Sinne der ersten Gleichung von (6)
als Integral iiber eine entsprechende Ableitung geschrieben werden.

Préaziser ausgedriickt hat die Abbildung z — 1/z keine Stamm-
funktion auf C — {0}. Das Umlaufintegral verschwindet in diesem
Fall nicht.

Fir k = —2, —3, ...ist die Abbildung z — z* im obigen Sin-
ne ebenfalls singuldr (und intuitiv deutlich schlimmer als 1/z2), es
existiert jedoch eine Stammfunktion auf C — {0} und das Umlau-
fintegral verschwindet.

Es stellt sich die Frage nach dem prinzipiellen Zusammenhang zwi-
schen der Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals und der Existenz
von Stammfunktionen.

Definition 2.6. Es sei U C C offen und f: U — C stetig.

Fine Funktion F: U — C heifst Stammfunktion von f, falls F' holo-
morph ist und F' = f gilt.
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Fiir die folgenden Betrachtungen sei eine Art Kettenregel fiir Kurven
in der komplexen Ebene vorausgeschickt. Man beachte den Unterschied
zu Satz 2.2, 1i1). O

Proposition 2.7. Es sei F': U — C holomorph auf der offenen Menge
U und v: [a,b] — U eine glatte Kurve in U.

Dann gilt ’
5 F0@) = F(y(@)3() -

Es sei betont, dass F” die komplexe Ableitung bezeichnet, wohingegen

d/dt und 4 Ableitungen nach der reellen Variablen ¢ bezeichnen.

Beweis der Proposition. Nach Formel (2) aus Kapitel 2.2 ist (F =
u(a,y) +w(z,y))

F' = % (uy + ivy) — i(uy + wy)] = %[(um +v,) +i(vy — uy)} :
Es folgt
PO = [+, — (o — )]

+1 [(ux + Uy)")/Z + (Ux - Uy)’Yl] }

= [ +uyin] +ilvyde + v

wobei die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ausgenutzt
wurden und wobei die Ableitungen von w und v an der Stelle ()
auszuwerten sind.

Andererseits ist nach der (reellen) Kettenregel

d d

S FO0) = [utn(t).72(0) + iv(n(t). 7a(t)]

= [wn + wyie] + i[orin + vyie]

und die Proposition ist bewiesen. ]
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Mit Proposition 2.7 kann zunichst die Frage nach der Eindeutigkeit
von Stammfunktionen gekléart werden.

Es heifit G C C ein Gebiet, falls G # ) offen ist und sich jeweils zwei
Punkte aus G durch eine Kurve in G verbinden lassen (vgl. Abbildung
2.6).

Abbildung 2.6: G ist ein Gebiet, die Menge M := G; U G ist kein Gebiet.

Sind auf einem Gebiet zwei Funktionen F, F: G — C Stammfunktion
derselben Funktion f: G — C, so fixiere man einen Punkt z; € G und
ein beliebiges z € G sei iiber v: [0,1] — G mit 2y verbunden, sodass
7(0) = 2o und (1) = z.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Pro-
position 2.7 gilt
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Es folgt fiir alle z € G
F(z)=F(Z)+ F(z) — F(z) ,

d.h. auf Gebieten sind Stammfunktionen, sofern sie existieren, eindeu-
tig bestimmt bis auf Konstanten.

Ist G kein Gebiet (wie etwa die Menge M in Abbildung 2.6), so iiberlegt
man sich leicht, dass Stammfunktionen nicht eindeutig bis auf Konstan-
ten sein miissen.

Mithilfe von Proposition 2.7 wird auch der erste zentrale Satz dieses
Paragraphen gezeigt:

Satz 2.8. i) Es sei f: U — C eine stetige Funktion, die eine
Stammfunktion F besitze. y: [a,b] — U sei ein Integrationsweg in
U von y(a) = zy nach y(b) = z.

Dann ist

/f(z) dz = F(z) — F(2) -

i1) Ist insbesondere v geschlossen (zy = z1), so folgt

Lf(z)dz=0.

Beweis. Man betrachte einen Integrationsweg v wie im ersten Teil des
Satzes. Es ist F' Stammfunktion von f und per definitionem gilt

[sra= [swnwa= [ Famyioe

Proposition 2.7 liefert

b
/f(z) dz = / %F(v(t}) dt = F(v(b)) — F(v(a)) .
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Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite Teil folgt als
Spezialfall. ]

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 2.8 im Sinne von

Satz 2.9. Es sei f auf einem Gebiet G stetig. Fiir jeden geschlossenen
Integrationsweg v in G gelte

Lf(z)dz:O.

Dann hat f auf G eine Stammfunktion.

Der Beweis von Satz 2.9 beruht auf der Tatsache, dass auf einem Gebiet
gesetzt werden kann

wobei der Integrationsweg = einen fixierten Punkt 2y € G mit z € G
verbinde.

Die Definition von F'(z) ist dabei unabhéngig von der speziellen Wahl
von v, da nach Voraussetzung das Kurvenintegral {iber geschlossene

Wege verschwindet.

Eine sorgfiltige Analyse von F' beweist dann den Satz. []

Beispiele.

i) Die Funktion f(z) = 2%, k € Z, k # —1, hat auf C bzw. C — {0}
im Fall £ < 0 die Stammfunktion
1

Fe =

T (4 konst.) .
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Demnach folgt

1
k k k
/f 4= /<;+1(Zl+1_20+1) ’

wobei 2y, z; den Anfangs- bzw. Endpunkt von ~ bezeichnen.

ii) Ist y: [0,27] — C, y(t) = re', r > 0 fixiert, so gilt nach Satz 2.5:
1
/— dz =27 .
oy

Die auf C— {0} holomorphe Funktion z~! kann dort keine Stamm-
funktion besitzen (vgl. das Beispiel , unendlich langer Leiter® bei
der Diskussion reeller Kurvenintegrale).

Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu der Funktion 27", n > 1,
der im Folgenden noch wiederholt deutlich wird.
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Kapitel 3

Cauchys Integralsatz und Cauchys
Integralformel

Der Cauchysche Integralsatz und die Cauchysche Integralformel
gehoren zu den herausragenden Aussagen der Funktionentheorie.

Grob gesprochen besagen bzw. implizieren diese, dass fiir eine holomor-
phe Funktion f: G — C definiert auf einem ,,unkomplizierten“ Gebiet
G, z.B. einer Kreisscheibe, die folgenden Aussagen gelten

i) Alle Umlaufintegrale verschwinden, was nach Satz 2.8 die Existenz
einer Stammfunktion impliziert.

i1) Die Funktion f ist beliebig oft komplex differenzierbar.

ii1) Die Funktion f kann lokal in eine Taylor-Reihe entwickelt werden.

Notation.

Um insbesondere im Zusammenhang mit der Cauchyschen Integralfor-
mel Verwechslungen zu vermeiden, wird im Folgenden die komplexe
Integrationsvariable in der Regel mit ( bezeichnet.

45
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3.1 Der Cauchysche Integralsatz

Der Cauchysche Integralsatz besagt, dass holomorphe Funktionen eine
Stammfunktion haben, sofern der Definitionsbereich von geeigneter
Gestalt ist.

Definition 3.1. Ein Gebiet G C C (offen und zusammenhdngend)
heifit einfach zusammenhdngend, falls jeder

> Polygonzug v: |a,b] — G,
> der geschlossen ist (Anfangs- gleich Endpunkt, v(a) = (b))

> und der doppelpunktfrei ist (y(t1) # y(t2) fir alle t1 # to mit
a<t,lr < b)

nur Punkte von G umschliefst.

Bemerkungen.

i) Ein ,Polygonzug® besteht aus einer Aneinanderreihung von
Strecken.

i1) Fiir einen geschlossenen, doppelpunktfreien Polygonzug ist die
Anschauung vollig ausreichend, um die Eigenschaft ,,umschlieffen*
zu verstehen.

i11) Die Eigenschaft ,doppelpunktfrei“ bedeutet bei Poygonziigen wie
bei Kurven wie bei Integrationswegen, dass kein Punkt zweimal
durchlaufen wird (vgl. Abbildung 3.1).

iv) Die Menge G auf der linken Seite von Abbildung 3.2 ist einfach
zusammenhéngend, die Menge M auf der rechten Seite der Abbil-
dung ist nicht einfach zusammenh#ngend.

Anschaulich bedeutet ,einfach zusammenhingend®“: ,G' hat keine
Locher®.
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O~4

Abbildung 3.1: Doppelpunktfrei sind v; und 7, (falls nur einmal durchlaufen), ge-
schlossen sind v, und ;.

&

Abbildung 3.2: Eine Funktion f: C — C.

Beispiele.

Die wichtigsten Beispiele im Folgenden sind:
i) Die Einheitskreisscheibe
Bi(0):={z€C: |2| <1}

ist einfach zusammenhéngend.

i1) Das Gebiet (die ,,punktierte Kreisscheibe*)
Bl(O) — {0} = {Z c Bl(O) Tz 7é O}

ist nicht einfach zusammenhéngend.
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Um die Darstellung in diesem und in den folgenden Kapiteln moglichst

einfach zu halten, wird vereinbart:

Konvention 3.2. Alle im Folgenden betrachteten geschlossenen Kur-
ven seien doppelpunktfrei, sofern es nicht explizit anders erwdihnt ist.

Der Cauchysche Integralsatz lautet mit den oben vereinbarten Begrif-
fen:

Satz 3.3. Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und
f: G — C sei holomorph.

Dann gilt

Af(é)dCIO-

fiir jeden geschlossenen Integrationsweq in G.

Beweisidee. Im Beweis wird die Situation sukzessive auf die Betrach-
tung eines Dreiecks reduziert.

Auf kleinen Dreiecken wird approximiert

f(z) = f(z0) + fl(z0)(z —20) + ...,

wobei f(z9) + f'(20)(z — 29) als Funktion von z eine Stammfunktion
hat, sodass das Umlaufintegral verschwindet.

Als wesentliche Aufgabe bleibt, die Terme ... hoherer Ordnung genau
zu kontrollieren. [
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Bemerkungen.

i) Ist wie oben ~y(t) = re®, so folgt aus
1
—d¢ = 2m
Ik

kein Widerspruch, da C — {0} nicht einfach zusammenhéngend
ist.

i1) Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3 folgt die Wegunabhéngig-
keit des Kurvenintegrals und damit die Existenz von Stammfunk-
tionen.

Anwendung.

Mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes konnen auch reelle Integrale
berechnet werden.

Hier soll die Behauptung

/0 " sin(#?) dt /O " cos(t?) dt:% /2 (1)

verifiziert werden (Fresnelsche Integrale).

Betrachtet sei das Gebiet G = C, die Funktion
f(z)=¢e"

2

sowie das Kurvenintegral

L 1(¢) d¢ = / e dC .

Dabei sei der geschlossene Integrationsweg stiickweise gegeben durch
(vgl. Abbildung 3.3, R > 0 fixiert)



50 Kapitel 3: Cauchys Integralsatz und Cauchys Integralformel

fir te[0,R] dh () =1,

-2

=
Y
~
N—

I
~

Yo(t) = Re® fir te€[0,7/4] dh. Ao(t) =iRe",

3(t) = —te™*  fiir te[-R,0] dh. Ag(t) = —e/1.

Yi— R

Abbildung 3.3: Der zusammengesetzte Integrationsweg ~.

Die Funktion f(z) = e ist holomorph, G ist einfach zusam-
menhédngend, der aus 7y, 72 und 73 zusammengesetzte Weg v ist ein
geschlossener Integrationsweg (stiickweise glatt).

Der Cauchysche Integralsatz impliziert

/e@dg:o.
.

Mit Hilfe der Wegadditivitédt erhédlt man

0 = /6—42 d¢
Y

R I , 0 ,
= / e 1dt + /4 e i Re At — / e e e gy
0 0 ~R

3
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Dies ergibt

R s
0 — / et dt+iR/4 o~ Tt*[cos(2t)+isin(2t)]+it 14
0 0

N 7 A 7

::?f(R) ::?QF(R)
. O . 2
_em/4/ e—zt di
N —R J/
—I3(R)

Es gilt (zum Beweis vgl. etwa [Hi], pp. 270)

lim I,(R) = %\/E.

R—o0
Mit Hilfe von |¢’*| = 1 kann man weiter zeigen:

lim |I(R)| = 0.

R—

Wegen (Substitution 7 = —t)
0 12 R 12
/ e dt = / e " dt
-R 0

1 1

ist also

2 R—00 2

R
0==v7— lim —(vV2+ 2\/5)/0 (cos(t?) — isin(t?)) dt .

Die Trennung in Real- und Imaginérteil ergibt

0 = %\/%— %\/5/000 (cos(t?) +sin(t?)) dt

0 = /0 (cos(t?) — sin(t7)) dt,

d.h. die Behauptung.

o1
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Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes.

Es sei G C C ein beliebiges Gebiet, d.h. G ist nicht mehr als einfach
zusammenhéngend vorausgesetzt.

Man betrachte etwa die in Abbildung 3.4 dargestellte Situation, wobei
f: G — C holomorph sei.

Abbildung 3.4: Zur Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes.

Fiir die Integrationswege ~; gilt i.A.

f(&)yd¢c#0, =1, 2.
Vi

Es gilt aber die Behauptung (G, ;, i = 1, 2 wie in Abbildung 3.4)

f(Qd¢= [ f(¢)dC.
gs! 72

Die obige Gleichheit sieht man mit einer typischen Idee ein: Gegeben
seien zwei Integrationswege 71, 2 wie in Abbildung 3.4 angedeutet.
Mit zwei ,Schnitten“ wird das (nicht einfach zusammenhéngende)
Gebiet in zwei einfach zusammenhéngende Teilgebiete zerlegt, die von
der roten Kurve o bzw. von der blauen Kurve f (sieche Abbildung 3.5)
berandet sind.



Kapitel 3: Cauchys Integralsatz und Cauchys Integralformel 53

G

Abbildung 3.5: Zerlegung in einfach zusammenhéngende Gebiete.

Fiir diese Kurven kann der Cauchysche Integralsatz angewendet wer-
den:

/af(C)d<=0, /ﬁf(()d<=0-

Anschliefend iiberlegt man sich:

> Die beiden ,inneren“ Kurvenstiicke von « und [ entsprechen
zusammen der Kurve —vy; (,71 in umgekehrter Richtung durch-
laufen®).

> Die beiden ,dufleren” Kurvenstiicke von « und [ entsprechen
zusammen der Kurve v, (,,in gleicher Richtung durchlaufen®).

> Die Integrale iiber die Wegstiicke an der ,,Schnittstelle heben sich
gegenseitig auf, da sie in ,,entgegengesetzter Richtung durchlaufen
werden®.

Insgesamt ist damit gezeigt:
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0 = /af(C) dé+/ﬂf(<) ac

= [ f(Qd¢— [ f(§)d¢,

4!

Konsequenz.

Eine der wichtigsten Schlussfolgerungen aus der obigen Verallgemeine-
rung des Cauchyschen Integralsatzes ist:

Es sei G = C — {0} und
1
f(z):;-

/V%dC:/mm%dC:m'

fiir jeden positiv orientierten geschlossenen Integrationsweg ~, der den
Nullpunkt im Inneren enthélt.

Dann gilt

Dabei bezeichnet «,(0) wie in Abbildung 3.6 angedeutet eine Parame-
trisierung der positiv orientierten Kreislinie vom Radius 7 um 0.

,Positiv orientiert“ bedeutet, dass beim Durchlaufen der Kurve das
,Innere“ auf der linken Seite liegt.

Enthélt v den Nullpunkt nicht im Innern (vgl. Abbildung 3.7), so gilt

(warum?)
1
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A

AN
T

C

Abbildung 3.6: v enthélt den Nullpunkt im Innern und ist positiv orientiert.

A

C< N

Abbildung 3.7: v enthélt den Nullpunkt nicht im Innern.

3.2 Die Cauchysche Integralformel

Notation.

Es seien 7 > 0 und 2y € C fixiert. Im Folgenden bezeichnet
B(z) ={z€C: |z— 2| <r}

die offene Kreisscheibe vom Radius » um den Punkt z

Die positiv orientierte Kreislinie vom Radius » um den Punkt z, sei im
Folgenden parametrisiert durch

kr(20) 0 [0,27] Dt 29 +re .
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Mit dieser Notation lautet die Cauchysche Integralformel fiir die
Kreisscheibe (vgl. Abbildung 3.8):

Satz 3.4. Es sei f holomorph auf einer offenen Menge U C C und es
gelte B.(zp) C U.

Dann ist

f(z) = ! / EO) d¢  fiir alle z € B, (z) .

_% T(ZO)C_Z

Abbildung 3.8: Zur Cauchyschen Integralformel.

Bemerkungen.

i) Der Satz besagt:

Allein aus der Kenntnis einer holomorphen Funktion f auf dem
Rand einer Kreisscheibe 0B, (zj) ergeben sich die Funktionswerte
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auf der ganzen Kreisscheibe B,.(z).

Eine vergleichbare Aussage wére fiir reell differenzierbare Funk-
tionen f: U — R? vollig falsch.

i1) Ist z € U — B,(20), so gilt (warum?)

1 f(©)

2711 kor(20) g —Z

dC=0.

i1i) Als Verallgemeinerung ist festzuhalten:

Es sei f: U — C holomorph. Ist v ein geschlossener Integrations-
weg (nach Konvention 3.2 doppelpunktfrei), positiv orientiert und
verlauft v in einem einfach zusammenhédngenden Teilbereich von
U (wie in Abbildung 3.8 angedeutet), so gilt

f<z>:271m/g(_<)zd<

fiir alle z aus dem von v umschlossenen offenen Bereich.

Punkte 2z auf dem Integrationsweg diirfen natiirlich nicht eingesetzt
werden.

Beweisidee.

Der Beweis wird iiber die Verallgemeinerung des Cauchyschen Inte-
gralsatzes gefiihrt.

Dazu betrachte man in Abbildung 3.8 zu € > 0 hinreichend klein ei-
ne Kreislinie x.(z), die ganz in B,(zp) verlauft und beachtet, dass die
Funktion
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holomorph auf einer Umgebung von B,.(zy) — B-(2) ist.

Es folgt

f(<) B f(<)
/sz)C—Z = /n€<z>C—Z “

Da f nach Voraussetzung holomorph ist, konvergiert das Integral auf
der rechten Seite im Grenzwert ¢ — 0 gegen Null und es ergibt sich die
Cauchysche Integralformel. H

Beispiel.
Zu berechnen sei

1
——— d¢,
/m(%) (2 +4

sofern dieses Integral iiberhaupt definert ist.

Dazu beobachtet man zunéchst, dass

P24+4=0 & z€{—2i,2z’}.

Der Integrand ist also stetig auf x1(2i) (vgl. Abbildung 3.9) und das
Integral ist wohl definiert.

Zur Berechnung des Integrals soll die Cauchysche Integralformel mit
z = zp = 21 angewandt werden, d.h. mit geeigneter holomorher Funk-

tion f: U — C sei
1 Q)

44 -2




Kapitel 3: Cauchys Integralsatz und Cauchys Integralformel 59

Abbildung 3.9: Ein Beispiel zur Cauchyschen Integralformel.

Man erkennt als geeignete Wahl (vgl. wieder Abbildung 3.9)

U= {¢: m¢> =2, fQ) =

Es folgt

1 _ F©O o o o1
//-;1(21') 2 d{—/,ﬁ(%)c_% d¢ = 2mif(20) —27m4i —

ro |

Ho6here Ableitungen.

In der reellen Situation gibt es Funktionen f: R? — R?, die tatsichlich
nur einmal differenzierbar sind. Im Fall holomorpher Funktionen folgt
aus der einmaligen komplexen Differenzierbarkeit unmittelbar die
Existenz von Ableitungen beliebiger Ordnung.

Betrachtet man nédmlich die Funktion ( Voraussetzungen wie in Satz 3.4)

zo 9z|—>/
ZO -
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und leitet diese unter dem Integralzeichen nach z ab, so ergibt sich

d fQ . f(©)
dz kr(20) C -z dC N /&T(Zo) (C - Z)2 dC .

Induktiv folgt nach Satz 3.4:

Satz 3.5. Es ser U C C offen und f: U — C holomorph.

Dann ezistieren auf U alle komplezen Ableitungen ™, n € N.

Gilt B,(z0) C U, so gilt fiir alle z € B,(2)

ol 70)
) = 5 /mm) €yt 96

Anwendung.
Essei f: U — C, f = u+ v holomorph.

Nach Satz 3.5 ist beliebig oft differenzierbar und die Cauchy- Riemann-
schen Differentialgleichungen

konnen differenziert werden.

Wird die erste Gleichung nach x differenziert, die zweite nach ¥, so folgt

Ugy = Uyg Uyy = —Uzy

und aus der Vertauschbarkeit der Ableitungen folgt

Upy + Uy = Au = 0.

Analog sieht man
Vg +Vyy = Av = 0.
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Mit anderen Worten: Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen
sind harmonisch.

Weitere Beispiele.

i) Es seien r > 0 und f(z) = 1. Dann ist

VT 1
f(Z)_O_27TZ kr(20) (C_Z)2

i1) Zu berechnen sei mit Hilfe von Satz 3.5

e’
— d¢.
/m(()) ¢
Es sei zp = 0 und

f(z)=¢%, also f'(z)=—€".

Es folgt

und folglich

Satz 3.4 bzw. Satz 3.5 haben zahlreiche weitere Folgerungen. Exem-
plarisch sei hier lediglich der klassische Satz von Liouville angegeben,
der ebenfalls kein reelles Analogon hat.

Satz 3.6. Ist f: C — C auf ganz C holomorph (Sprechweise: f sei eine
ganze Funktion) und beschrinkt (d.h. |f| < konst. fir alle z € C), so

gibt es ein ¢ € C mit
f=c aufC.
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Der Beweis ergibt sich aus der Cauchyschen Intergralformel fiir f’ auf
kr(29) im Grenzwert R — oo.




Kapitel 4

Entwicklungen holomorpher
Funktionen

Reihenentwicklungen spielen in der Funktionentheorie eine ganz be-
sondere Rolle. In Kapitel 1 wurde kurz an die Diskussion komplexer
Potenzreihen erinnert, insbesondere wurde Satz 1.2 in Erinnerung ge-
rufen.

4.1 Taylor-Reihen

Die erste Feststellung dieses Abschnittes ist: Komplexe Potenzreihen
beschreiben holomorphe Funktionen.

Beispiel: Geometrische Reihe.

Man betrachte die Reihe

o0
Ez”.

n=0

Fiir die Partialsummen gilt

N
1 — N+1

E z”:#, falls z # 1.
1—-=z

n=0

63
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Fiir |2] < 1 ist limy 0 2V = 0, also folgt

(6.¢]
gz”:

n=0

fir |2 <1.

Fiir |z] > 1 ist {2"} keine Nullfolge, die geometrische Reihe divergiert.

Nun wird die Ableitung der Funktion 1/(1 — 2z) mit Hilfe des Cauchy-
Produktes fiir Reihen analysiert: Fiir |z| < 1 ist

( 1 )/ B 1 B 1 1
1—2z/ (1-22 1-z1-2

_ iznizn i(z k;Zn—k:)

=0 n=0 n=0 =

3

= Z(n +1)2"

n=0

Mit 5 =n + 1 ist gezeigt

o= () =S =Xt = ey

n=0

In Verallgemeinerung des Beispiels besagt der folgende Satz, dass
durch Potenzreihen holomorphe Funktionen definiert sind und dass
sich die Ableitung durch gliedweise Differentiation berechnen léasst.

Satz 4.1. Besitzt eine Potenzreihe

(0.¢]
E an(z — 2zp)"

n=0
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den Konvergenzradius r > 0, so ist dadurch in der Kreisscheibe B, (2g)
eine holomorphe Funktion f(z) mit

f(z) = Z nay(z — 2)"

als Ableitung gegeben. Diese Potenzreihe hat denselben Konvergenzra-
dius wie f(z).

Beispiel.

Man betrachte

Es ist r = oo und

-1

f& = = m =

n=1

Nach Satz 4.1 sind durch Potenzreihen holomorphe Funktionen defi-
niert.

Umgekehrt stellt sich die Frage, ob holomorphe Funktionen immer als
Potenzreihe, d.h. durch ihre Taylor-Reihe, dargestellt werden konnen.

Satz 4.2. Es sei f(z) holomorph fir |z — zy| < r mit zg € C und r > 0.

Man bilde die formale Taylor-Rethe in zy:

ian(z . Zo)n : a, = f(n)(z()) .

|
=0 n:
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Dann konvergiert diese auf B,(zy) gegen f, d.h.

n

) (5
=Ly e B,

Bemerkungen.

i) Ein Vergleich von Satz 4.2 und Satz 3.5 zeigt fiir 0 < p < r und
fir alle n € N
1 f(¢)

n = 5— Ty 4=

_ f(”)(zo)
210 J e, 20y (€ — 20) '

n!

Hier kann k,(z9) auch durch einen beliebigen, einfachen ge-
schlossenen Integrationsweg ersetzt werden, der im mathematisch
positiven Sinne durchlaufen wird, ganz in B,(zy) liegt und z; im
Innern enthélt.

i1) Ist f in einer offenen Menge U holomorph, zy € U, so konvergiert
die Taylor-Reihe
- 1 n n
> ] £ (z0)(z = 20)
n=0

auf jeder offenen Kreisscheibe um zy, die in U enthalten ist, gegen
den Funktionswert f(z).

Typisches Beispiel.

Das folgende Beispiel zeigt insbesondere, dass es manchmal einfacher
ist, auf bekannte Reihen zuriickzugreifen als nach einer expliziten
Rekursionsformel fiir die Ableitungen von f zu suchen.

Fir z € U =C — {1, -2} sei

() =

(1—2)2+2)
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Gesucht sind die Koeffizienten der Taylor-Reihe um 2z, = ¢, die nach
Bemerkung ii) fiir |z — i| < v/2 konvergiert (vgl. Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1: Zur Taylorreihe von f um i.

Die Koeffizienten konnen im Prinzip nach Bemerkung i) berechnet wer-
den, es gilt aber auch (Partialbruchzerlegung)

3 1 1

M =a—mersy 1=tz

Allgemeine Strategie.

Ist eine Funktion A von der Gestalt

B 1
Ca+bz’

h(z) a, b#0eC,

so kann die Taylor-Reihe um einen Entwicklungspunkt z; € C ggt. nach
der folgenden Strategie gefunden werden:

i) Schreibe
1 1

h/ pr— pr—
(2) a+bz a+bxn+bz—2)’
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um den Entwicklungspunkt zy einzufiigen.

i1) Nun wird dquivalent umgeformt
1 1

" a+ bz 1+a+2)20(2—2’0) '

h(2)

Dabei ist zu beachten, dass a + bzy # 0, falls h in 2y definiert ist.

i11) Man formt weiter um

1 1
h(z) = =
a+ bz 1 — 3%
I
iv) Es gelte
a + bz
|z — 2] < ‘ 7 ) :

Der Grenzwert der geometrischen Reihe liefert fiir diese z

1 - b \" ,
M) = i 2 (o) o)

und damit die eindeutig bestimmte Taylor-Reihe von A um den
Entwicklungspunkt z.

Im obigen Beispiel kann dies eingesetzt werden bzw. rechnet man wie
folgt:

Fiir |z — 4|<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>